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0T T T = −  

Nhiệt độ và mức tăng nhiệt độ so 

với giá trị nhiệt độ phòng 0T  

 

T-D và T-ID Các tính chất vật liệu phụ thuộc 

và không phụ thuộc vào nhiệt độ. 

 

w, *w  và f  Các hàm mô tả độ võng, độ 

không hoàn hảo và hàm ứng suất 

Deflection, imperfection, and 

stress functions 

0W  và 1W  Các biên độ của độ võng ở trạng 

thái trước vồng và sau khi vồng 

Amplitudes of prebuckling, 

linear buckling deflection 

maxW  và W  Độ võng lớn nhất với dạng độ 

võng đa và đơn số hạng 

 

  Tham số độ cứng ràng buộc cạnh Dimensionless tangential 

stiffness parameter 

1k , 2k , 3k  Các tham số độ cứng của nền 

đàn hồi 

Stiffness parameters of elastic 

foundation 

1K , 2K , 3K  Các tham số độ cứng không thứ 

nguyên của nền đàn hồi 

Nondimensional stiffness 

parameters of elastic foundation 

m  và n  Các số nguyên dương mô tả 

mode (kiểu dáng) vồng 

 

0 y  Ứng suất trung bình theo phương 

vĩ tuyến của vỏ trụ và trống 

Average circumferential stress 

  và   Các giá trị không thứ nguyên chỉ 

hệ số tải (khi vỏ chịu tải kết hợp) 

Nondimensional load ratios 

cr  Chỉ số dưới để chỉ giá trị tải tới 

hạn 

Critical 
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SK  Hệ số hiệu chỉnh trượt Shear correction coefficient 

HE , H  và 

H  

Mô đun đàn hồi, hệ số dãn nở 

nhiệt và hệ số Poisson của vật 

liệu thuần nhất (trong panel 

sandwich). 

 

1c  và 2c  Tham số độ cứng của ràng buộc 

cạnh 0,x a=  và 0,y b=  

Tangential stiffness on the 

restrained edges 

1  và 2  Độ cứng không thứ nguyên ràng 

buộc cạnh 0,x a=  và 0,y b=  

 

  Tham số chỉ mức độ không hoàn 

hảo hình dáng 

 

h  Tổng chiểu dày của panel hoặc 

vỏ 

 

fh  và Hh  Các chiều dày lớp mặt và lớp 

thuần nhất của panel sandwich 
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MỞ ĐẦU 

Các kết cấu dạng tấm và vỏ được sử dụng phổ biến trong rất nhiều các lĩnh 

vực khác nhau và ở các mức độ kích cỡ khác nhau. Trong các ứng dụng thực tế, các 

tấm và vỏ thường được sử dụng như các bộ phận chịu tải chính. Vì thế, các đáp ứng 

tĩnh và động nói chung và ứng xử ổn định nói riêng là các vấn đề quan trọng trong 

phân tích kết cấu tấm vỏ. Sự ra đời của các loại vật liệu mới với nhiều đặc tính ưu 

việt càng đặt ra các bài toán cần được quan tâm giải quyết liên quan đến ổn định của 

tấm và vỏ làm từ các loại vật liệu này. 

Vật liệu cơ tính biến đổi (Functionally Graded Material) với tên quốc tế FGM 

là một loại composite được chế tạo từ hai loại vật liệu thành phần gồm kim loại và 

ceramic. Các đặc tính ưu việt của FGM kế thừa từ các tính chất mang tính thế mạnh 

của các vật liệu thành phần điển hình là độ cứng cao, hệ số dãn nở nhiệt và hệ số 

truyền nhiệt thấp của ceramic cùng với độ mềm dẻo của kim loại. Sự kết hợp này 

được thực hiện thông qua sự biến đổi trơn và liên tục của các thành phần vật liệu theo 

một phương nhất định. Vì vậy, FGM là một composite có độ cứng và độ bền cao và 

tránh được sự tập trung ứng suất giữa các lớp thường gặp trong composite cốt sợi. 

Tuy nhiên, trong quá trình chế tạo, các lỗ rỗng (pores) có thể xuất hiện bên trong vật 

liệu FGM và ảnh hưởng đến cơ tính của FGM. Vì vậy, các nghiên cứu về ảnh hưởng 

của lỗ rỗng lên đáp ứng tĩnh và động nói chung và sự ổn định nói riêng của các tấm 

vỏ FGM là một vấn đề cần được quan tâm. Trong hơn hai thập kỷ qua, đã có một số 

lượng lớn các nghiên cứu về các bài toán liên quan đến kết cấu FGM. Tuy nhiên, hầu 

hết các công bố này đều giả thiết vật liệu FGM là hoàn hảo về mặt cấu trúc (tức là 

không có các lỗ rỗng). Có tương đối ít các nghiên cứu đã thực hiện về ổn định kết 

cấu, nhất là kết cấu dạng vỏ FGM có lỗ rỗng.  

Khác với các kết cấu dạng dầm và tấm, các kết cấu trong dạng vỏ trụ, vỏ trống 

và vỏ cầu là các loại vỏ có hình dạng và ứng xử tương đối phức tạp. Vì vậy, các kết 

quả nghiên cứu ổn định cho các loại vỏ này có số lượng hạn chế hơn đáng kể so với 

các kết quả đã công bố về ổn định của dầm và tấm. Trong các ứng dụng thực tế, các 

kết cấu dạng vỏ thường xuyên chịu các điều kiện tải trọng phức tạp như áp lực vuông 

góc với các mặt, áp lực nén trên các cạnh và nhiệt độ cao. Hơn nữa, các ảnh hưởng 

đồng thời của các lỗ rỗng trong vật liệu FGM và tính đàn hồi về điều kiện ràng buộc 
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ở các cạnh biên lên ứng xử nói chung và sự ổn định nói riêng của vỏ là bài toán quan 

trọng và còn chưa được nghiên cứu.  

Các ống nano các-bon (Carbon Nanotubes) thường được viết tắt là CNTs là 

một loại vật liệu thu hút sự quan tâm lớn của nhiều nhà khoa học. Nhờ có độ cứng và 

độ bền rất cao cùng với tỷ lệ kích thước (chiều dài trên đường kính ống) rất lớn, CNTs 

là loại vật liệu độn (filler) lý tưởng vào các loại nền đẳng hướng để tạo thành 

composite gia cường ống nano các-bon (Carbon Nanotube Reinforced Composite) 

thường được viết tắt là CNTRC. Về khía cạnh vật liệu, việc phân bố tối ưu CNTs 

trong pha nền là vấn đề được quan tâm. Dựa trên ý tưởng cơ tính biến đổi trong FGM, 

khái niệm vật liệu composite gia cường ống nano các-bon có cơ tính biến đổi với tên 

gọi Functionally Graded Carbon Nanotube Reinforced Composite và thường được 

viết tắt là FG-CNTRC đã được đề xuất bởi Shen. Về khía cạnh kết cấu, ứng xử của 

các kết cấu làm từ FG-CNTRC là một bài toán quan trọng và nhận được sự quan tâm 

to lớn của đông đảo các nhà khoa học trong lĩnh vực cơ học kết cấu ở trong và ngoài 

nước. Tuy nhiên, hầu hết các nghiên cứu về kết cấu FG-CNTRC đều tập trung vào 

các dạng đơn lớp. Hiện còn rất ít các công trình nghiên cứu về ứng xử của kết cấu 

sandwich làm từ các lớp FG-CNTRC.   

Kết cấu dạng sandwich với nhiều đặc tính ưu việt như tỷ số độ cứng trên khối 

lượng rất lớn và khả năng tiêu âm rất tốt. Trong dạng chuẩn của mô hình sandwich, 

các lớp mặt thường mỏng và cứng hơn, trong khi đó lớp lõi thường dày hơn và nhẹ 

hơn. Sự kết hợp các đặc trưng thế mạnh của từng lớp làm cho kết cấu sandwich có 

những tính chất nổi bật và được ứng dụng trong nhiều lĩnh vực khác nhau, điển hình 

là trong các kết cấu xây dựng và hàng không. Sự ra đời của các loại vật liệu mới như 

FG-CNTRC đặt ra yêu cầu cần phát triển các dạng sandwich mới để tìm ra giải pháp 

tối ưu về khía cạnh vật liệu và kết cấu. Các panel phẳng (tấm) và panel cong được 

ứng dụng phổ biến trong nhiều kết cấu thực tế. Khi được chế tạo dưới dạng sandwich 

từ các composite thế hệ mới như FG-CNTRC, các panel này còn nhiều tiềm năng ứng 

dụng từ các kết cấu vi mô đễn vĩ mô. Vì vậy, bài toán ổn định của các dạng panel 

sandwich từ FG-CNTRC là một chủ đề cần được nghiên cứu. Xuất phát từ những lý 

do trên, luận án đặt ra mục tiêu nghiên cứu “Ổn định của vỏ FGM có lỗ rỗng và 

panel sandwich FG-CNTRC với các cạnh biên chịu liên kết đàn hồi”. 
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Mục tiêu của luận án 

1. Phân tích ổn định tuyến tính của vỏ trụ tròn và vỏ trống dày làm từ FGM có 

lỗ rỗng chịu tải cơ, nhiệt và cơ-nhiệt có kể đến tính đàn hồi trong ràng buộc dịch 

chuyển các cạnh biên. 

2. Phân tích các ảnh hưởng của lỗ rỗng và tính đàn hồi trong ràng buộc dịch 

chuyển các cạnh biên lên ứng xử vồng và sau vồng của các vỏ trụ tròn FGM chịu tải 

cơ, nhiệt và kết hợp cơ-nhiệt. 

3. Phân tích các ảnh hưởng của nền đàn hồi phi tuyến ba tham số và tính đàn 

hồi trong ràng buộc dịch chuyển cạnh biên lên ổn định phi tuyến của vỏ cầu thoải và 

tấm tròn làm từ FGM có lỗ rỗng chịu áp lực ngoài và nhiệt độ. 

4. Phân tích ổn định phi tuyến của các panel sandwich phẳng và cong làm từ 

FG-CNTRC có xét đến tính đàn hồi trong ràng buộc dịch chuyển các cạnh biên. 

Đối tượng và phạm vi nghiên cứu 

Đối tượng nghiên cứu của luận án là các vỏ trụ tròn và vỏ trống dày và tương 

đối dày làm từ FGM có lỗ rỗng với các cạnh biên chịu liên kết bản lề, các vỏ cầu 

thoải và tấm tròn mỏng làm từ FGM có lỗ rỗng với các cạnh biên chịu liên kết ngàm, 

và các panel phẳng và panel cong sandwich làm từ FG-CNTRC với các cạnh biên 

chịu liên kết bản lề.  

Phạm vi nghiên cứu của luận án là bài toán ổn định tĩnh tuyến tính và phi tuyến 

và được thực hiện trong khuôn khổ các giả thiết sau đây: 

+ Tất cả các thành phần vật liệu và composite làm việc ở trạng thái đàn hồi. 

+ CNTs được gia cường đồng phương vào pha nền. Bỏ qua sự chồng chất, đứt 

gãy và lượn sóng của CNTs và bỏ qua sự rạn nứt trong kết cấu composite.  

+ Các lỗ rỗng có kích thước nhỏ, tỷ lệ thể tích các lỗ rỗng trong FGM nhỏ và 

bên trong các lỗ rỗng là môi trường chân không. 

+ Sự liên kết giữa các lớp trong kết cấu sandwich là hoàn hảo, tức là bỏ qua 

sự bong tách giữa lớp lõi và các lớp mặt. 

+ Các kết cấu vỏ trống và vỏ cầu tương đối thoải theo phương kinh tuyến, tức 

là bán kính cong theo phương kinh tuyến lớn hơn nhiều so với phương vĩ tuyến. 

+ Các tải tác dụng phân bố đều. Cụ thể, các tải cơ phân bố đều trên các cạnh 

hoặc bề mặt của kết cấu và tải nhiệt được giải thiết tăng đều. 

+ Trong trường hợp có nền đàn hồi hoặc môi trường đàn hồi bao quanh, toàn 

bộ diện tích bề mặt của kết cấu đều được tựa trên hoặc bao quanh bởi nền đàn hồi. 
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Phương pháp nghiên cứu 

Luận án sử dụng phương pháp nghiên cứu lý thuyết, dựa trên lý luận toán học 

để nghiên cứu bài toán cơ học. Cách tiếp cận dựa trên toán học mà luận án sử dụng 

là giải tích và bán giải tích. Bài toán ổn định được đặt theo ứng suất với các phương 

trình chủ đạo là phương trình cân bằng và phương trình tương thích biến dạng. Tùy 

theo độ dày của kết cấu, luận án sử dụng các lý thuyết tấm vỏ khác nhau, cụ thể là lý 

thuyết cổ điển đối với kết cấu mỏng, lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất đối với kết 

cấu tương đối dày và lý thuyết biến dạng trượt bậc cao đối với kết cấu dày. Luận án 

sử dụng các nghiệm giải tích xấp xỉ để thỏa mãn gần đúng các điều kiện biên tựa bản 

lề hoặc ngàm. Phương pháp Galerkin được sử dụng để dẫn ra các biểu thức của tải 

tới hạn hoặc mối liên hệ phi tuyến giữa tải và độ võng. Trong phân tích ứng xử vồng 

và sau vồng của kết cấu chịu tải nhiệt, do sự phụ thuộc vào nhiệt độ của các tính chất 

vật liệu, phương pháp lặp được sử dụng để tính toán các tải nhiệt tới hạn và phác họa 

các đường liên hệ giữa tải nhiệt và độ võng phi tuyến trong giai đoạn sau tới hạn. 

Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của luận án 

Ý nghĩa khoa học của luận án: 

+ Luận án phân tích ổn định của nhiều loại kết cấu tấm và vỏ khác nhau như 

tấm chữ nhật, tấm tròn, panel trụ, panel hai độ cong, vỏ trụ tròn, vỏ trống và vỏ cầu 

thoải làm từ hai loại composite đang được quan tâm hiện nay là FGM và FG-CNTRC. 

Các kết cấu này chịu các loại tải khác nhau gồm tải cơ (nén trên cạnh hoặc phân bố 

vuông góc với mặt), tải nhiệt và kết hợp đồng thời cơ-nhiệt. Như vậy có thể thấy luận 

án đề cập đến một miền khá rộng các loại kết cấu, vật liệu và tải trọng. Do đó các kết 

quả của luận án góp phần làm giàu thêm sự hiểu biết về ứng xử của các loại kết cấu 

tấm vỏ làm từ các loại composite thế hệ mới và là tài liệu tham khảo có giá trị cho 

các nhà nghiên cứu trong lĩnh vực cơ học vật liệu và kết cấu. 

+ Trong luận án này, lần đầu tiên nghiệm độ võng dạng hai số hạng được sử 

dụng cho phân tích ổn định phi tuyến của các vỏ trụ tròn FGM tương đối dày (có kể 

đến biến dạng trượt ngang). Cách tiếp cận này có thể là một lời giải xấp xỉ tốt cho 

phân tích ổn định phi tuyến của các vỏ trụ có biến dạng trượt và có thể mở rộng cho 

phân tích dao động tuyến tính và phi tuyến của các vỏ kín dày và tương đối dày làm 

từ các loại vật liệu khác nhau. 
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Ý nghĩa thực tiễn của luận án: 

Luận án xem xét nhiều ảnh hưởng khác nhau thường gặp trong quá trình chế 

tạo và ứng dụng kết cấu trong thực tế kỹ thuật. Cụ thể là: 

+ Luận án xét đến sự không hoàn hảo về cấu trúc vật liệu FGM, cụ thể là xét 

đến các lỗ rỗng xuất hiện trong quá trình chế tạo FGM và đã đánh giá các ảnh hưởng 

của các lỗ rỗng này lên khả năng kháng vồng và khả năng mang tải sau vồng của các 

tấm và vỏ FGM.  

+ Luận án xét đến tính đàn hồi trong điều kiện ràng buộc dịch chuyển theo 

phương tiếp tuyến của các cạnh biên. Điều này cho thấy rằng luận án đã bao phủ một 

miền rộng lớn các tình huống thường gặp của các liên kết biên trong ứng dụng tấm 

vỏ vào các kết cấu kỹ thuật. 

+ Trong luận án, ảnh hưởng của sự phụ thuộc vào nhiệt độ của các tính chất 

vật liệu và sự không hoàn hảo hình dáng của kết cấu đã được xem xét.  

+ Luận án đã thực hiện một loạt các kết quả số và phân tích ảnh hưởng của 

nhiều yếu tố khác nhau (gồm các ảnh hưởng tích cực và tiêu cực) lên sự ổn định của 

kết cấu composite. 

Các yếu tố và các ảnh hưởng mang tính thực tế kể trên cho thấy rằng luận án 

phản ánh khá gần gũi các tình huống thực tiễn của ứng dụng kết cấu và là tham khảo 

có giá trị cho các nhà thiết kế vật liệu và kết cấu.  

Bố cục của luận án 

Luận án gồm phần mở đầu, 5 chương nội dung, phần kết luận, danh mục các 

công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án, tài liệu tham khảo và phụ lục. 

Nội dung cụ thể các chương của luận án như sau: 

- Chương 1 trình bày tổng quan vấn đề nghiên cứu mà luận án đặt ra. 

- Chương 2 nghiên cứu ổn định tuyến tính của vỏ trụ và vỏ trống dày làm từ 

FGM có lỗ rỗng chịu các tải cơ, nhiệt và kết hợp cơ-nhiệt. 

- Chương 3 nghiên cứu ổn định phi tuyến của vỏ trụ tròn tương đối dày làm từ 

FGM có lỗ rỗng chịu tải cơ, nhiệt và kết hợp cơ-nhiệt. 

- Chương 4 nghiên cứu ổn định phi tuyến của vỏ cầu thoải và tấm tròn mỏng 

làm từ FGM có lỗ rỗng lần lượt chịu áp lực ngoài và tải nhiệt. 

- Chương 5 nghiên cứu ổn định phi tuyến của các tấm và panel cong sandwich 

FG-CNTRC chịu tải cơ, nhiệt và cơ-nhiệt. 
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CHƯƠNG 1. TỔNG QUAN 

1.1. Các loại vật liệu composite FGM và FG-CNTRC 

1.1.1. Vật liệu composite cơ tính biến đổi (FGM) 

Vật liệu cơ tính biến đổi (Functionally Graded Material), thường được viết tắt 

là FGM, là một loại composite hai thành phần được cấu thành từ ceramic và kim loại 

trong đó tỷ lệ thể tích của mỗi thành phần được biến đổi trơn và liên tục theo một 

phương nhất định của kết cấu [1,2]. Sự ra đời của FGM xuất phát từ nhu cầu thực tế 

về một loại vật liệu composite có thể khắc phục được các nhược điểm thường gặp của 

composite cốt sợi truyền thống như sự đứt gãy các sợi, sự bong tách các lớp và sự tập 

trung ứng suất cao. Thành phần ceramic làm cho FGM có độ cứng cao và hệ số dãn 

nở nhiệt cùng với hệ số truyền nhiệt tương đối thấp, trong khi thành phần kim loại 

làm tăng độ bền của FGM. Sự kết hợp các đặc tính nổi bật của các vật liệu thành phần 

cùng với tính toàn vẹn (integrity) về mặt cấu trúc làm cho FGM là vật liệu lý tưởng 

trong nhiều ứng dụng thực tế, đặc biệt là các ứng dụng trong các môi trường nhiệt độ 

cao như các vỏ tên lửa, các bộ phận của trạm không gian, lò phản ứng hạt nhân, các 

bình cao áp, các ống dẫn, các thiết bị thí nghiệm, … 

1.1.2. Composite gia cường ống nano các-bon có cơ tính biến đổi (FG-CNTRC) 

Từ những năm cuối thế kỷ trước, các nghiên cứu tiên phong của Iijima [3,4] 

về một dạng vật liệu dạng ống có đường kính cỡ nm (nano-mét) đã thu hút sự chú ý 

của nhiều nhà khoa học. Các nghiên cứu này đã giới thiệu một dạng cấu trúc vật liệu 

ống nano các-bon (carbon nanotube) thường được viết tắt là CNT hoặc dạng số nhiều 

(carbon nanotubes) là CNTs. Có hai dạng cấu trúc là ống nano các-bon đơn thành 

(single-walled carbon nanotubes) và ống nano các-bon đa thành (multi-walled carbon 

nanotubes) thường được viết tắt lần lượt là SWCNTs và MWCNTs. Cấu trúc đơn 

thành của CNT được tạo thành từ một phiến graphene được cuộn một cách hoàn hảo 

để tạo thành một ống hình trụ có đường kính cỡ nm và chiều dài có thể lên đến cỡ cm 

(xăng-ti-mét). Cấu trúc đa thành là một tập hợp các trụ có chung trục đối xứng và 

cách nhau khoảng 0.35 nm. CNTs sở hữu nhiều tính chất rất ưu việt mà chưa từng có 

ở các vật liệu trước đây, như được tổng hợp trong các bài báo tổng quan của 

Thostenson và các cộng sự [5,6], nghiên cứu tổng quan của Coleman cùng các cộng 

sự [7], và công trình của Han và Elliott [8]. Theo các số liệu được báo cáo trong các 
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công trình [5-8], CNTs có khối lượng riêng rất thấp (khoảng 1300 kg/m3) và mô đun 

đàn hồi theo phương dọc trục vào khoảng hơn 1 TPa (Têra-Pascal), tức là cao hơn rất 

nhiều lần sao với mô đun đàn hồi của thép (khoảng 0.21 TPa). Hơn nữa, độ bền chịu 

kéo của CNT vào khoảng 63 GPa (Giga-Pascal), tức là cao gấp khoảng 100 lần độ 

bền chịu kéo của thép cường độ cao (khoảng 0.61 GPa).  

Nhờ những tính chất cơ học cao đến lạ thường như đã kể trên cùng với tỷ lệ 

kích thước (chiều dài trên đường kính ống) rất cao, CNTs là thành phần độn (filler) 

lý tưởng vào các vật liệu nền đẳng hướng (như polymer) để tạo thành composite gia 

cường ống nano các-bon (carbon nanotube reinforced composite) thường được viết 

tắt là CNTRC. Khác với thành phần độn là sợi các-bon, chỉ cần độn một lượng rất 

nhỏ CNTs có thể làm cho cơ tính của CNTRC tăng lên đáng kể. Cụ thể, theo số liệu 

công bố trong các bài báo tổng quan [5,6], chỉ cần độn khoảng 1% khối lượng (khoảng 

0.5% thể tích) CNTs vào nền polystyrene có thể làm cho mô đun đàn hồi của CNTRC 

tăng khoảng 36-42% và độ bền chịu kéo của composite tăng khoảng 25%. Mặc dù 

vậy, vấn đề phân bố tối ưu CNTs trong pha nền vẫn nhận được sự quan tâm của nhiều 

nhà khoa học. CNTRC là một loại composite thế hệ mới được ứng dụng trong các hệ 

vi cơ điện tử (Micro-Electromechanical Systems), thường được biết đến với tên gọi 

MEMS. Như được đề cập trong bài báo tổng quan của Gohardani và các cộng sự [9], 

CNTRC còn nhiều tiềm năng ứng dụng trong nhiều lĩnh vực khác nhau trong đó có 

các ứng dụng trong khoa học và công nghệ hàng không.  

Dựa trên ý tưởng về vật liệu composite có cơ tính biến đổi FGM, Shen [10] đã 

đề xuất khái niệm vật liệu composite gia cường ống nano các-bon có cơ tính biến đổi 

(Functionally Graded Carbon Nanotube Reinforced Composite) và thường được viết 

tắt là FG-CNTRC. Theo nghiên cứu mang tính đề xuất của Shen [10], CNTs được gia 

cường vào pha nền theo cách đồng phương sao cho tỷ lệ thể tích của CNTs được biến 

đổi qua chiều dày kết cấu theo các hàm tuyến tính. Về cơ bản, mục đích của đề xuất 

này là tìm ra kiểu phân bố tối ưu của CNTs trong pha nền và thu được đáp ứng mong 

đợi của kết cấu làm từ FG-CNTRC. Hình 1.1 minh họa một số kiểu phân bố CNTs 

trong một tấm chữ nhật có chiều dày h .  Như có thể thấy, CNTs có thể được gia 

cường vào pha nền thông qua kiểu phân bố đều UD (Uniform Distribution) hoặc các 
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kiểu phân bố biến đổi FG (Functionally Graded) trong dạng chữ O,  , V và X mà 

thường được gọi lần lượt là các dạng phân bố FG-O, FG − , FG-V và FG-X.  

 

 

 

 

 

Hình 1.1. Một số kiểu phân bố CNTs qua chiều dày kết cấu tấm FG-CNTRC. 

Tiếp sau đây, luận án sẽ tổng quan các nghiên cứu đã tiến hành về phân tích 

kết cấu làm từ FGM và FG-CNTRC liên quan đến chủ đề nghiên cứu của luận án. Để 

cho việc trình bày được ngắn gọn, từ đây về sau, các kết cấu (tấm, vỏ, panel) được 

làm từ vật liệu cơ tính biến đổi FGM sẽ được gọi là kết cấu (tấm, vỏ, panel) FGM. 

Tương tự, các kết cấu (tấm, vỏ, panel) được chế tạo từ vật liệu composite gia cường 

ống nano các-bon có cơ tính biến đổi FG-CNTRC sẽ được đề cập đến một cách ngắn 

gọn là các kết cấu (tấm, vỏ, panel) FG-CNTRC. Trong luận án, vỏ trụ tròn (kín) và 

mảnh vỏ trụ (hở) sẽ được gọi một cách ngắn gọn là vỏ trụ và panel trụ. Hơn nữa, đối 

với các công trình nghiên cứu có từ ba tác giả trở lên sẽ nhắc đến tên của tác giả đầu 

tiên và “ccs” (các cộng sự) để thay thế cho các tác giả còn lại.  

1.2. Các nghiên cứu về ổn định tĩnh của vỏ trụ và vỏ trống FGM  

Trong mục này, luận án tổng quan các nghiên cứu đã tiến hành về ổn định 

tuyến tính và phi tuyến của các vỏ trụ và vỏ trống FGM không có lỗ rỗng. Ổn định 
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tuyến tính hay ứng xử vồng (buckling), tức là bài toán xác định tải tới hạn làm kết 

cấu mất ổn định, của các vỏ trụ FGM đã được nghiên cứu trong các công trình [11-

26]. Ổn định tuyến tính của vỏ trụ FGM mỏng chịu tải nhiệt đã được nghiên cứu trong 

các công trình của Shahsiah và Eslami [11] và Wu cùng ccs [12] lần lượt sử dụng 

dạng không tách biệt (coupled form) và dạng tách biệt (uncoupled form) của phương 

trình ổn định được thiết lập dựa trên lý thuyết vỏ cổ điển (Classical Shell Theory) – 

sau đây sẽ gọi tắt là CST. Dựa trên lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất (First order 

Shear Deformation Theory), sau đây sẽ gọi tắt là FSDT, Khazaeinejad và ccs [13] đã 

giới thiệu các kết quả nghiên cứu ổn định tuyến tính của các vỏ trụ FGM chịu tải cơ 

kết hợp. Dựa trên lý thuyết biến dạng trượt bậc cao (Higher order Shear Deformation 

Theory), sau đây sẽ gọi tắt là HSDT, Bagherizadeh và ccs [14] đã tính toán các tải tới 

hạn của vỏ trụ FGM chịu các loại tải cơ có xét đến ảnh hưởng của môi trường đàn 

hồi bao quanh vỏ. Ảnh hưởng của các lớp áp điện (piezoelectric layer) lên ứng xử 

vồng của các vỏ trụ FGM chịu tải nhiệt tăng đều đã được phân tích trong bài báo của 

Mirzavand và Eslami [15]. Bằng cách sử dụng CST và nghiệm giải tích, Huang và 

Han [16] đã đánh giá ảnh hưởng của sự không hoàn hảo hình dáng lên ổn định tuyến 

tính của vỏ trụ FGM mỏng chịu tải nén dọc trục. Điểm chung của các công trình kể 

trên [11-16] là các phương trình ổn định tuyến tính của vỏ trụ FGM được thiết lập 

dựa trên tiêu chuẩn cân bằng lân cận (adjacent equilibrium criterion) được trình bày 

trong cuốn sách của Brush và Almroth [17] và sau đó được giải bằng cách sử dụng 

các nghiệm giải tích dạng đơn số hạng cho các vỏ trụ với hai cạnh biên chịu liên kết 

bản lề. Bằng cách sử dụng CST, phương pháp năng lượng Ritz và phương pháp phần 

tử hữu hạn, Huang và ccs [18] đã tính toán các tải tới hạn của vỏ trụ FGM với các 

điều kiện biên khác nhau chịu các điều kiện tải cơ kết hợp. Các phân tích vồng tuyến 

tính của các vỏ trụ FGM chịu đồng thời tải nén dọc trục và nhiệt độ đã được thực hiện 

trong các nghiên cứu của Sun và ccs [19,20] dựa trên CST và HSDT. Dựa trên một 

số cách tiếp cận giải tích và số cùng với các lý thuyết khác nhau, ổn định tuyến tính 

của các vỏ trụ FGM chịu một số điều kiện tải cơ và nhiệt cũng đã được nghiên cứu 

trong các công trình [21-26].  

Ổn định phi tuyến, còn được biết đến như ứng xử sau vồng (postbuckling), của 

các vỏ trụ và vỏ trống FGM đã được nghiên cứu trong một số công trình. Dựa trên 

cách tiếp cận bán giải tích và các lý thuyết vỏ CST và HSDT, ổn định phi tuyến của 
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các vỏ trụ FGM chịu một số điều kiện tải trọng như áp lực ngoài, nén dọc trục và 

nhiệt độ tăng đều đã được phân tích trong các công trình của Shen [27-32] trong đó 

có kể đến ảnh hưởng của sự không hoàn hảo hình dáng và sự phụ thuộc vào nhiệt độ 

của các tính chất vật liệu. Trong các nghiên cứu này, Shen đã sử dụng phương pháp 

nghiệm nhiễu (các hàm độ võng và góc xoay được khai triển phụ thuộc vào một tham 

số bé) cùng với một thuật toán lặp như được trình bày trong cuốn sách của Shen [33]. 

Huang và Han [34-36] đã sử dụng phương pháp năng lượng Ritz dựa trên CST để 

phân tích ứng xử vồng và sau vồng của vỏ trụ FGM mỏng với các cạnh biên tựa bản 

lề chịu nén dọc trục, áp lực ngoài và tải cơ kết hợp. Lý thuyết biến dạng trượt cải tiến 

và phương pháp phần tử hữu hạn đã được sử dụng trong công trình của Trabelsi và 

ccs [37] để nghiên cứu ứng xử sau vồng của tấm và vỏ trụ FGM với các điều kiện 

biên khác nhau chịu tải nhiệt. Các ảnh hưởng của gân gia cường lệch tâm và nền đàn 

hồi bao quanh lên sự ổn định tĩnh và động phi tuyến của các vỏ trụ và vỏ trống FGM 

với các cạnh tựa bản lề đã được đánh giá trong các công trình của Dung và ccs [38-

41] sử dụng các lý thuyết vỏ CST, HSDT và các dạng nghiệm giải tích. Dựa trên cách 

tiếp cận giải tích và CST, Bich và ccs [42-45] đã nghiên cứu ổn định tĩnh và động phi 

tuyến của các vỏ trụ và vỏ trống FGM có gân gia cường chịu một số loại tải cơ trong 

môi trường nhiệt độ. Trong công trình của Thinh và ccs [46], lý thuyết vỏ Donnell 

cải tiến cùng các nghiệm giải tích đơn số hạng đã được sử dụng để phân tích ổn định 

phi tuyến của vỏ trống FGM có chiều dày thay đổi. Bằng cách sử dụng CST và các 

dạng nghiệm giải tích, các kết quả nghiên cứu về ổn định phi tuyến của vỏ trụ và vỏ 

trống làm từ vật liệu xốp cơ tính biến đổi lần lượt chịu tải xoắn và nén dọc trục đã lần 

lượt được giới thiệu trong các công trình của Nam và ccs [47] và Hung cùng ccs [48]. 

Các ảnh hưởng của điều kiện ràng buộc dịch chuyển các cạnh biên lên sự ổn định phi 

tuyến của các vỏ trụ FGM dạng đơn lớp và sandwich chịu các tải cơ và nhiệt đã được 

phân tích trong các công trình của Tung và Hieu [49,50] sử dụng CST và các nghiệm 

giải tích. Các phân tích ổn định phi tuyến của các vỏ trụ sandwich FGM mỏng và dày 

với các gân gia cường lệch tâm chịu tải cơ trong môi trường nhiệt đã được thực hiện 

trong các công trình của Dung và ccs [51,52]. Nam và ccs [53] đã sử dụng CST và 

nghiệm đa số hạng để đánh giá ảnh hưởng của các gân xiên và nền đàn hồi bao quanh 

lên sự ổn định của vỏ trụ sandwich FGM chịu tải xoắn trong môi trường nhiệt.   
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1.3. Các nghiên cứu về ổn định của vỏ cầu thoải và tấm tròn FGM 

Vỏ cầu thoải hay chỏm cầu (spherical cap), sau đây gọi tắt là vỏ cầu, là loại 

kết cấu dạng vỏ được ứng dụng rộng rãi trong các kết cấu xây dựng, các bình chứa 

cao áp (pressure vessel) và đặc biệt là trong kỹ thuật hàng không. Vì vậy, đáp ứng 

tĩnh và động nói chung và ổn định nói riêng của dạng kết cấu này đã thu hút sự quan 

tâm của nhiều nhà nghiên cứu. Khác với các loại kết cấu khác, do đặc thù hình dạng 

và tính ứng dụng thực tiễn, loại tải được quan tâm trong nghiên cứu vỏ cầu chủ yếu 

là áp lực vuông góc với các bề mặt vỏ. Bằng cách sử dụng phương pháp nghiệm chuỗi 

Fourier-Bessel và FSDT, Xu [54,55] đã giới thiệu các nghiên cứu về ổn định và dao 

động phi tuyến của các vỏ cầu với các điều kiện biên khác nhau chịu áp lực ngoài. 

Nath và Sandeep [56] đã sử dụng dạng nghiệm chuỗi Chebyshev kết hợp với một 

thuật toán lặp dựa trên FSDT để phân tích ứng xử vồng và sau vồng của các vỏ cầu 

chịu áp lực ngoài. Trong các nghiên cứu này [54-56], vỏ cầu được làm từ composite 

phân lớp. Một phân tích ổn định phi tuyến của vỏ cầu thoải làm từ vật liệu trực hướng 

và đẳng hướng đã được thực hiện bởi Dube và ccs [57] sử dụng FSDT, độ võng dạng 

đa thức và phương pháp Galerkin. Ứng xử vồng của các vỏ cầu đẳng hướng với các 

cạnh biên ngàm chịu áp lực ngoài đã được phân tích trong các công trình của Uemura 

[58] và Li cùng ccs [59] lần lượt sử dụng cách tiếp cận biến phân và phương pháp 

lặp. Trong công trình của Civalek [60], tác giả đã sử dụng phương pháp cầu phương 

vi phân để phân tích các đáp ứng tĩnh và động phi tuyến của vỏ cầu đẳng hướng tựa 

trên nền đàn hồi hai tham số. Bằng cách sử dụng các nghiệm giải tích dựa trên CST, 

Bich và Tung [61] đã nghiên cứu ổn định phi tuyến của các vỏ cầu FGM mỏng chịu 

áp lực ngoài có kể đến ảnh hưởng của nhiệt độ. Bich và ccs [62] đã giải bài toán ổn 

định tĩnh và động phi tuyến của vỏ cầu FGM mỏng chịu biến dạng phi đối xứng trục 

bằng cách tiếp cận giải tích và tiêu chuẩn Budiansky-Roth. Ứng xử sau vồng của các 

vỏ cầu FGM có lớp áp điện chịu áp lực ngoài kết hợp với tải nhiệt-điện đã được phân 

tích trong bài báo của Boroujerdy và Eslami [63] sử dụng CST và phương pháp sai 

phân hữu hạn. Ảnh hưởng của nền đàn hồi hai tham số, sự không hoàn hảo hình dáng 

và sự ràng buộc dịch chuyển trên các cạnh biên lên sự ổn định phi tuyến của các vỏ 

cầu FGM chịu áp lực ngoài và nhiệt độ đã được đánh giá trong các nghiên cứu của 

Tung [64,65] sử dụng FSDT và cách tiếp cận giải tích. Một số nghiên cứu về tấm tròn 

FGM được thực hiện trong các công trình [66-68]. Najafizadeh và Heydari [66] đã 
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sử dụng tiêu chuẩn cân bằng lân cận dựa trên HSDT để tính toán các tải nhiệt tới hạn 

cho các tấm tròn FGM chịu nhiệt độ tăng đều. Phương pháp bắn được sử dụng trong 

nghiên cứu của Li và ccs [67] để phân tích ứng xử sau vồng của tấm tròn FGM chịu 

tải cơ và nhiệt độ tăng đều. Bài toán ổn định tuyến tính của các tấm chữ nhật và tấm 

tròn FGM chịu tải nhiệt đã được chú trọng trong công trình Loc và ccs [68] sử dụng 

phương pháp đẳng hình học.    

1.4. Các nghiên cứu về kết cấu FGM có lỗ rỗng 

Trong quá trình chế tạo, các lỗ rỗng (pores) có thể tồn tại trong vật liệu FGM 

và ảnh hưởng đến cơ tính của vật liệu. Ảnh hưởng của hiện tượng rỗng (porosity) lên 

ứng xử của kết cấu FGM là chủ đề được quan tâm bởi nhiều nhà nghiên cứu. 

Wattanasakulpong và Ungbhakorn [69] đã sử dụng phương pháp biến đổi vi phân để 

nghiên cứu dao động tuyến tính và phi tuyến của các dầm FGM có các lỗ rỗng phân 

bố đều và không đều trong dầm. Phương pháp phần tử hữu hạn đã được sử dụng trong 

nghiên cứu của Zghal và ccs [70] cho việc phân tích tĩnh của các dầm FGM có lỗ 

rỗng. Nam và ccs [71] đã sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn với phần tử dạng đa 

giác để phân tích đáp ứng độ võng lớn của các tấm FGM có lỗ rỗng. Một nghiên cứu 

giải tích sử dụng nghiệm dạng chuỗi Navier được tiến hành bởi Zenkour và Radwan 

[72] để đánh giá ảnh hưởng của độ nhiệt ẩm và các lỗ rỗng lên ứng xử uốn của các 

tấm chữ nhật FGM. Phương pháp tiếp cận không gian trạng thái đã được Demirhan 

và Taskin [73] sử dụng để giải bài toán uốn tĩnh và dao động tự do của các tấm chữ 

nhật FGM có lỗ rỗng. Trong các nghiên cứu của Phuc và ccs [74,75], các tác giả đã 

sử dụng phương pháp đẳng hình học dựa trên HSDT để đánh giá ảnh hưởng của các 

lỗ rỗng lên các đáp ứng tĩnh, động và dao động tự do của các tấm FGM có kích cỡ từ 

nano đến macro. Một cách tiếp cận giải tích dựa trên lý thuyết biến dạng trượt cải tiến 

đã được sử dụng trong công trình của Trinh và Kim [76] để giải quyết bài toán uốn 

và dao động tự do của các vỏ thoải hai độ cong làm từ FGM có lỗ rỗng. Hiện có tương 

đối ít các công bố về ổn định của kết cấu FGM có lỗ rỗng. Cong và ccs [77] đã sử 

dụng nghiệm giải tích dựa trên HSDT để phân tích các ứng xử vồng và sau vồng của 

tấm chữ nhật FGM có lỗ rỗng chịu tải nén một phương trong môi trường nhiệt độ. 

Phương pháp phần tử hữu hạn dựa trên HSDT đã được sử dụng trong nghiên cứu của 

Gupta và Talha [78] để đánh giá các ảnh hưởng của sự không hoàn hảo hình dáng và 

các lỗ rỗng lên sự ổn định tuyến tính của các tấm FGM chịu tải cơ. Các phân tích ứng 
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xử vồng và sau vồng của các tấm kích cỡ micro làm từ FGM có lỗ rỗng chịu nhiệt độ 

tăng đều và sự truyền nhiệt qua chiều dày tấm đã được tiến hành bởi Cuong và ccs 

[79] bằng cách sử dụng phương pháp đẳng hình học dựa trên phiên bản cải tiến của 

lý thuyết biến dạng trượt bậc cao. 

1.5. Các nghiên cứu về ổn định của kết cấu FG-CNTRC 

Kể từ khi vật liệu FG-CNTRC được phát triển đã có một số lượng lớn các công 

bố về đáp ứng tĩnh và động của các dạng kết cấu làm từ FG-CNTRC. Trong khuôn 

khổ tổng quan của luận án, các nghiên cứu điển hình về ổn định của các kết cấu dạng 

tấm và vỏ FG-CNTRC sẽ được đề cập sau đây.  

1.5.1. Ổn định của tấm và panel cong FG-CNTRC 

Ổn định tuyến tính của các tấm và panel cong FG-CNTRC đã được đề cập 

trong các công trình [80-90]. Nhóm nghiên cứu của Liew và ccs [80-83] đã giới thiệu 

các nghiên cứu về ổn định tuyến tính của các tấm chữ nhật và xiên làm từ FG-CNTRC 

chịu tải cơ nén trên các cạnh. Trong các nghiên cứu này, các tấm được giả thiết hoàn 

hảo về mặt hình dáng và chịu các điều kiện biên khác nhau. Các phương trình cơ bản 

được thiết lập dựa trên FSDT và được giải bằng phương pháp không lưới (meshless). 

Các ảnh hưởng của nền đàn hồi cũng đã được xem xét trong các nghiên cứu [82,83]. 

Kiani và cộng sự [84-86] đã sử dụng phương pháp Ritz dựa trên FSDT để giải quyết 

bài toán ổn định tuyến tính của các tấm chữ nhật và tấm xiên FG-CNTRC với các 

điều kiện biên khác nhau chịu một số điều kiện tải cơ như tải trượt và tải phân bố 

dạng parabol trên các cạnh. Trong các nghiên cứu này, các hàm dạng được chọn theo 

đa thức Chebyshev [84,85] hoặc theo quá trình Gram-Schmidt [86]. Các phân tích 

vồng tuyến tính của các tấm xiên và panel cong làm từ FG-CNTRC chịu các tải cơ 

đã được tiến hành trong các nghiên cứu của Civalek và cộng sự [87,88] bằng cách sử 

dụng phương pháp cuộn đơn rời rạc DSC (discrete singular convolution) dựa trên 

FSDT. Trong nghiên cứu của Zghal và ccs [89], các tác giả đã sử dụng phương pháp 

phần tử hữu hạn dựa trên HSDT để tính toán các tải tới hạn của các tấm và panel cong 

làm từ FGM và FG-CNTRC chịu các tải cơ. Macias và ccs [90] đã sử dụng phương 

pháp mô phỏng số dựa trên lý thuyết vỏ mỏng để phân tích ứng xử vồng tuyến tính 

của các tấm và panel trụ chịu nén dọc trục và tải trượt.  
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Ổn định phi tuyến của các tấm và panel cong FG-CNTRC là chủ đề nghiên 

cứu trong các công trình [91-103]. Bằng cách sử dụng phương pháp không lưới dựa 

trên FSDT, Liew và ccs [91,92] đã nghiên cứu ổn định phi tuyến của các tấm chữ 

nhật và panel trụ FG-CNTRC với các điều kiện biên khác nhau chịu nén đều dọc theo 

một phương. Trang và Tung [93-98] đã sử dụng nghiệm giải tích, phương pháp 

Galerkin và các lý thuyết khác nhau để phân tích ổn định phi tuyến của các tấm chữ 

nhật, panel trụ và panel hai độ cong với các cạnh biên tựa bản lề chịu một số điều 

kiện tải cơ và kết hợp cơ-nhiệt. Các nghiên cứu này đã đánh giá các ảnh hưởng của 

tính không hoàn hảo hình dáng, nền đàn hồi hai tham số và tính đàn hồi trong ràng 

buộc dịch chuyển theo phương tiếp tuyến của các cạnh biên lên khả năng kháng vồng 

và mang tải trong giai đoạn sau vồng của các tấm và panel cong FG-CNTRC. Bài 

toán ổn định phi tuyến của các panel trụ FG-CNTRC tựa trên nền đàn hồi và chịu một 

số điều kiện tải cơ như nén dọc trục, áp lực ngoài và tải cơ kết hợp đã được giải quyết 

trong các công trình của Shen và Xiang [99-101] sử dụng phương pháp nghiệm nhiễu 

dựa trên HSDT. Một phân tích ứng xử sau vồng của các panel trụ FG-CNTRC chịu 

nén dọc trục đã được thực hiện trong công bố của Macias và ccs [102] sử dụng cách 

tiếp cận số, trong đó các tính chất hiệu dụng của CNTRC được xác định theo mô hình 

Eshelby-Mori-Tanaka. Bằng cách sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn dựa trên 

phiên bản cải tiến của FSDT, Zghal và ccs [103] đã phân tích ứng xử sau vồng của 

các tấm và panel cong làm từ FGM và FG-CNTRC chịu các tải cơ.    

1.5.2. Ổn định của vỏ kín FG-CNTRC 

Ổn định của các loại vỏ kín như vỏ trụ tròn, vỏ trống và vỏ nón cụt làm từ FG-

CNTRC đã được nghiên cứu trong nhiều công trình. Ổn định tuyến tính, tức là bài 

toán phân tích ứng xử vồng (buckling), của các vỏ kín FG-CNTRC là chủ đề nghiên 

cứu của các công trình [104-113]. Hajlaoui và ccs [104] đã sử dụng phần tử hữu hạn 

vỏ dạng khối dựa trên phiên bản cải tiến của FSDT để phân tích ứng xử vồng của các 

vỏ trụ FG-CNTRC chịu áp lực ngoài và nén dọc trục. Bằng cách sử dụng FSDT, tiêu 

chuẩn cân bằng lân cận và phương pháp cầu phương vi phân tổng quát, Jam và Kiani 

[105] đã giải bài toán xác định tải tới hạn cho các vỏ nón cụt FG-CNTRC chịu áp lực 

ngoài. Dựa trên cách tiếp cận số, FSDT và các phiên bản của phương pháp cầu 

phương vi phân, các nghiên cứu về ổn định tĩnh, ổn định động và dao động tuyến tính 

của các vỏ nón cụt FG-CNTRC với các dạng điều kiện biên khác nhau chịu các tải 
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nén dọc trục dạng tĩnh và động đã được giải quyết trong các công trình [106-109]. 

Trong công bố của Duc và ccs [110], các tác giả đã sử dụng tiêu chuẩn cân bằng lân 

cận để thiết lập các phương trình ổn định tuyến tính và sử dụng nghiệm giải tích kết 

hợp với phương pháp Galerkin để tính toán các tải tới hạn cho vỏ nón cụt FG-CNTRC 

với các cạnh biên tựa bản lề chịu tải cơ và nhiệt. Sofiyev và ccs [111] đã sử dụng các 

nghiệm giải tích kết hợp với phương pháp Galerkin dựa trên FSDT và giả thiết 

Donnell cải tiến để nghiên cứu bài toán vồng tuyến tính của các vỏ nón cụt FG-

CNTRC chịu áp lực ngoài và áp lực thủy tĩnh. Gần đây, Hieu và Tung [112,113] đã 

sử dụng nghiệm giải tích với dạng độ võng hai số hạng dựa trên FSDT để nghiên cứu 

ứng xử vồng tuyến tính của các vỏ trụ và vỏ trống FG-CNTRC chịu một số dạng tải 

trọng như áp lực ngoài, nén dọc trục, tải cơ kết hợp và nhiệt độ tăng đều.   

Ổn định phi tuyến của các vỏ kín FG-CNTRC là một chủ đề được quan tâm 

nghiên cứu trong các công trình [114-121]. Shen và cộng sự [114-116] đã thực hiện 

các nghiên cứu về ổn định phi tuyến, gồm các ứng xử vồng và sau vồng, của các vỏ 

trụ FG-CNTRC với các cạnh biên tựa bản lề đặt trong môi trường nhiệt độ tăng đều 

và chịu các tải cơ gồm nén dọc trục [114], áp lực ngoài [115] và các tải cơ kết hợp 

[116]. Trong các công trình này, bài toán ổn định phi tuyến được đặt theo ứng suất 

với các phương trình cơ bản được thiết lập dựa trên lý thuyết vỏ bậc cao HSDT và 

được giải bằng sử dụng nghiệm nhiễu tiệm cận kết hợp với phương pháp lặp. Bằng 

cách sử dụng cách tiếp cận tương tự, gần đây Shen và ccs [117] đã đánh giá các ảnh 

hưởng của hệ số Poisson âm lên ứng xử sau vồng của các vỏ trụ tròn dạng phân lớp 

FG-CNTRC chịu áp lực ngoài. Ảnh hưởng của chất lỏng nhớt chứa bên trong và môi 

trường đàn hồi trực hướng bao bọc bên ngoài lên các đặc trưng dao động và ổn định 

của vỏ trụ tròn FG-CNTRC được phân tích trong bài báo của Bidgoli và ccs [118] 

trong đó các phương trình được thiết lập dựa trên FSDT và được giải bằng phương 

pháp cầu phương vi phân tổng quát. Gần đây, Hieu và Tung [119-121] đã giới thiệu 

các nghiên cứu giải tích về ổn định phi tuyến của các vỏ trụ tròn và vỏ trống mỏng 

FG-CNTRC với các cạnh biên tựa bản lề chịu một số điều kiện khác nhau của các tải 

cơ và nhiệt. Trong các nghiên cứu này, dạng nghiệm độ võng ba số hạng dựa trên 

CST đã được sử dụng và các ảnh hưởng của sự truyền nhiệt tuyến tính qua chiều dày 

và trong mặt phẳng vỏ cũng như điều kiện ràng buộc các cạnh biên đã được kể đến.  
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1.5.3. Ổn định nhiệt đàn hồi của tấm và vỏ FG-CNTRC 

Bởi vì các kết cấu thường được ứng dụng trong các môi trường nhiệt độ cao 

nên bài toán ổn định của các kết cấu chịu tải nhiệt là một chủ đề rất quan trọng. Sự ra 

đời của vật liệu mới FG-CNTRC đã thu hút nhiều sự quan tâm của các nhà khoa học 

về phân tích ổn định nhiệt đần hồi của các kết cấu làm từ vật liệu này. Ứng xử vồng 

của các tấm và vỏ FG-CNTRC chịu tải nhiệt đã được nghiên cứu trong các công trình 

[122-127]. Phương pháp Ritz với hàm dạng là các đa thức Chebyshev dựa trên FSDT 

đã được sử dụng trong các nghiên cứu của Mirzaei và Kiani [122-124] để tính tải 

nhiệt tới hạn của các tấm chữ nhật, xiên và elip với các điều kiện biên khác nhau chịu 

tải nhiệt. Ứng xử vồng do nhiệt gây nên của các vỏ nón cụt FG-CNTRC được phân 

tích trong bài báo của Mirzaei và Kiani [125] sử dụng FSDT, tiêu chuẩn cân bằng lân 

cận và phương pháp cuộn đơn rời rạc. Các phân tích ổn định tuyến tính của các tấm 

FG-CNTRC có các hình dạng khác nhau chịu nhiệt độ tăng đều đã được tiến hành 

bởi Ansari cùng ccs [126] và Torabi cùng ccs [127] sử dụng các lý thuyết FSDT, 

HSDT và phương pháp cầu phương vi phân.  

Ổn định phi tuyến của các tấm và vỏ FG-CNTRC chịu các loại tải nhiệt đã 

được thực hiện trong các nghiên cứu [128-137]. Dựa trên các lý thuyết khác nhau, ổn 

định phi tuyến của các tấm chữ nhật FG-CNTRC chịu nhiệt đã được phân tích trong 

các công trình của Shen và Zhang [128] sử dụng phương pháp nghiệm nhiễu, Kiani 

[129] sử dụng phương pháp Ritz và Tung cùng cộng sự [130,131] sử dụng cách tiếp 

cận giải tích và phương pháp Galerkin. Bài toán ổn định phi tuyến của các tấm và 

panel trụ mỏng FG-CNTRC chịu sự truyền nhiệt không đều trong mặt phẳng đã được 

giải trong các công bố của Trang và Tung [132,133] thực hiện trong thời gian gần 

đây. Dựa trên lý thuyết biến dạng trượt bậc cao và các cách tiếp cận khác nhau, ổn 

định phi tuyến của panel trụ FG-CNTRC chịu nhiệt độ tăng đều được đề cập trong 

các nghiên cứu của Shen & Xiang [134] và Trang & Tung [135]. Một phân tích ổn 

định phi tuyến của các vỏ trụ tròn FG-CNTRC có các cạnh biên tựa cố định chịu nhiệt 

độ tăng đều đã được thực hiện bởi Shen [136] sử dụng các nghiệm tiệm cận và phương 

pháp lặp dựa trên HSDT. Các ảnh hưởng của nền đàn hồi bao quanh và tính đàn hồi 

trong ràng buộc dịch chuyển các cạnh biên lên sự ổn định phi tuyến của các vỏ trụ 

FG-CNTRC mỏng chịu nhiệt độ tăng đều đã được đánh giá trong công trình của Hieu 

và Tung [137] sử dụng nghiệm độ võng ba số hạng dựa trên CST.    
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1.6. Các nghiên cứu về kết cấu sandwich FG-CNTRC  

Kết cấu dạng sandwich có nhiều đặc tính rất ưu việt như tỷ lệ độ cứng trên 

trọng lượng cao cùng với độ cách âm và tản nhiệt tốt. Vì vậy, ứng xử của các kết cấu 

sandwich là vấn đề cần phân tích và dự đoán để tối ưu hiệu quả làm việc của kết cấu 

trong các ứng dụng vào thực tiễn. Sự ra đời của các vật liệu mới như FG-CNTRC đặt 

ra yêu cầu cần có thêm các nghiên cứu về đáp ứng tĩnh và động của kết cấu sandwich 

FG-CNTRC. Wang và Shen [138] đã nghiên cứu bài toán dao động và uốn phi tuyến 

của các tấm sandwich FG-CNTRC chịu tải cơ trong môi trường nhiệt. Shen và Zhu 

[139] đã phân tích ứng xử sau vồng của các tấm sandwich FG-CNTRC chịu tải nén 

trên các cạnh và nhiệt độ tăng đều. Một nghiên cứu về dao động trong miền sau vồng 

do nhiệt gây ra của các tấm sandwich FG-CNTRC đã được tiến hành bởi Shen và ccs 

[140]. Trong các công trình này [138-140], các phương trình cân bằng và chuyển 

động của tấm sandwich với lớp lõi đẳng hướng và các lớp mặt FG-CNTRC được thiết 

lập dựa trên HSDT và được giải bằng cách sử dụng nghiệm tiệm cận kết hợp với thuật 

toán lặp. Các kết quả nghiên cứu về ứng xử uốn và dao động tự do của các tấm 

sandwich FG-CNTRC đã được trình bày trong bài báo của Natarajan và ccs [141] sử 

dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc cao. Bài toán vồng tuyến tính của các tấm tròn 

sandwich với các lớp mặt FG-CNTRC chịu tải cơ đã được giải bởi Jalali and 

Heshmati [142] sử dụng phương pháp giả phổ (pseudospectral method). Dựa trên 

HSDT của Reddy, Shokravi [143] đã thực hiện nghiên cứu về ứng xử vồng của tấm 

sandwich FG-CNTRC tựa trên nền đàn hồi trực hướng. Phương pháp Kantorovich-

Galerkin đa số hạng dựa trên lý thuyết tấm cổ điển đã được áp dụng bởi Wang và ccs 

[144] để tính toán các tần số dao động tự do của tấm mỏng sandwich FG-CNTRC. 

Bằng cách sử dụng cách tiếp cận số với phương pháp phần tử hữu hạn dựa trên lý 

thuyết biến dạng trượt bậc cao, Mehar và một số tác giả khác [145-147] đã giới thiệu 

các kết quả nghiên cứu về bài toán dao động và ổn định tuyến tính của các kết cấu 

dạng tấm và panel cong sandwich FG-CNTRC chịu tải nhiệt. Kiani [148] đã sử dụng 

phương pháp Ritz với hàm dạng là các đa thức Chebyshev để nghiên cứu đáp ứng sau 

vồng của các tấm chữ nhật sandwich FG-CNTRC với các điều kiện biên khác nhau 

chịu nhiệt độ tăng đều. Gần đây, cách tiếp cận giải tích dựa trên FSDT và phương 

pháp Galerkin đã được sử dụng trong công trình của Sofiyev và ccs [149] để nghiên 
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cứu ứng xử vồng tuyến tính của các vỏ trụ tròn sandwich với các lớp mặt FG-CNTRC 

chịu áp lực ngoài.  

1.7. Tình hình nghiên cứu trong nước 

Trong những năm gần đây, nhiều nghiên cứu về lĩnh vực phân tích tấm vỏ 

composite đã được thực hiện bởi các nhà khoa học và các nhóm nghiên cứu ở Việt 

Nam. Nhóm nghiên cứu của tác giả Đào Huy Bích và ccs [42-45] đã thực hiện các 

nghiên cứu về ổn định tuyến tính và phi tuyến của các vỏ trống và vỏ trụ làm từ vật 

liệu FGM sử dụng phương pháp Galerkin. Nhóm nghiên cứu của tác giả Đào Văn 

Dũng và ccs [38-41,51,52] đã thu được các kết quả nghiên cứu về ổn định phi tuyến 

của vỏ trụ và vỏ trống FGM có các gân gia cường lệch tâm chịu các tải cơ. Các tác 

giả Trần Ích Thịnh và Trần Minh Tú cùng ccs [46,48] đã công bố kết quả nghiên cứu 

về bài toán ổn định phi tuyến của vỏ trống có chiều dày thay đổi làm từ FGM và vật 

liệu xốp cơ tính biến đổi dựa trên lý thuyết vỏ mỏng. Tác giả Vũ Hoài Nam và ccs 

[47,53] đã sử dụng dạng nghiệm độ võng ba số hạng dựa trên lý thuyết CST để nghiên 

cứu ứng xử sau vồng của các vỏ trụ sandwich FGM chịu tải xoắn. Một số kết quả 

nghiên cứu về ổn định tĩnh, đáp ứng động và dao động của các tấm chữ nhật, panel 

cong và vỏ trụ FG-CNTRC với các cạnh biên tựa bản lề chịu tải cơ đã được công bố 

bởi nhóm tác giả Nguyễn Đình Đức và ccs [110,150-153] sử dụng phương pháp tiếp 

cận giải tích.  

Bằng cách sử dụng các phương pháp số dựa trên HSDT, nhóm nghiên cứu của 

tác giả Nguyễn Xuân Hùng và ccs [154-157] đã thu được các kết quả nghiên cứu cho 

bài toán phân tích uốn và ổn định của các kết cấu dạng tấm và vỏ thoải làm từ FG-

CNTRC chịu các loại tải cơ. Dựa trên lý thuyết biến dạng trượt cải tiến với bốn ẩn 

chuyển vị, tác giả Trần Hữu Quốc và ccs đã nghiên cứu bài toán uốn tĩnh của các tấm 

chữ nhật làm từ FG-CNTRC phân lớp có các lớp áp điện sử dụng nghiệm giải tích 

dạng chuỗi Navier [158] và bài toán điều khiển dao động của các panel vỏ cầu làm từ 

FG-CNTRC có lớp áp điện sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn [159]. Tác giả 

Hoàng Văn Tùng và ccs đã thu được một số kết quả nghiên cứu cho bài toán ổn định 

tĩnh của các tấm, panel cong, vỏ trụ, vỏ trống và vỏ cầu thoải làm từ vật liệu FGM 

[49,50,61,64,65] và vật liệu FG-CNTRC [93-98,112,113,119-121,130-133,137] sử 

dụng cách tiếp cận giải tích dựa trên một số lý thuyết khác nhau. Ổn định tĩnh và động 
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của các kết cấu dạng vỏ làm từ vật liệu FGM chịu tải cơ là chủ đề nghiên cứu của 

một số luận án thực hiện trong những năm gần đây [160-162]. Liên quan gần đến chủ 

đề của luận án là các công trình luận án của Lê Thị Như Trang [163] và Phạm Thanh 

Hiếu [164]. Trong công trình [163], tác giả đã nghiên cứu ổn định phi tuyến của các 

tấm chữ nhật và panel cong FG-CNTRC đơn lớp chịu một số loại tải nhiệt và cơ-nhiệt 

có kể đến tính đàn hồi của các liên kết biên. Ổn định phi tuyến của vỏ trụ và vỏ trống 

mỏng làm từ FGM hoàn hảo (không có lỗ rỗng) và FG-CNTRC dựa trên CST và ổn 

định tuyến tính của vỏ trụ, vỏ trống tương đối dày FG-CNTRC dựa trên FSDT đã 

được nghiên cứu trong công trình [164] có kể đến tính đàn hồi của liên kết biên.  

Từ tổng quan trên đây có thể nhận xét rằng: 

+  Có tương đối ít các công bố về ổn định của các kết cấu làm từ vật liệu FGM 

có lỗ rỗng. Đặc biệt, chưa có công bố nào về ổn định tuyến tính và phi tuyến của các 

vỏ trống và vỏ trụ FGM có lỗ rỗng. 

+ Các kết quả nghiên cứu về ổn định phi tuyến của vỏ cầu thoải và tấm tròn 

FGM còn rất hạn chế về số lượng so với các kết quả đã công bố về ổn định của tấm 

chữ nhật và vỏ trụ tròn FGM. Theo hiểu biết của tác giả luận án, hiện chưa có nghiên 

cứu nào được tiến hành về ổn định phi tuyến của vỏ cầu thoải và tấm tròn làm từ vật 

liệu FGM có lỗ rỗng. 

+ Trong số các nghiên cứu đã tiến hành về kết cấu sandwich FG-CNTRC, hầu 

như chỉ một mô hình sandwich đó là lớp lõi đẳng hướng và các lớp mặt FG-CNTRC. 

Sự kết hợp khác nhau các đặc điểm thế mạnh của CNTRC và vật liệu đẳng hướng có 

thể cần được mở rộng trong các mô hình sandwich mới. 

+ Trong ứng dụng của kết cấu vào thực tiễn, các cạnh của kết cấu có thể chỉ 

dịch chuyển một phần và tính đàn hồi về ràng buộc dịch chuyển theo phương tiếp 

tuyến của các cạnh biên nên được xem xét. Một số nghiên cứu trước đây của Librescu 

và ccs [165,166] về ổn định và dao động của tấm và vỏ thoải composite phân lớp, của 

Tung và ccs [50,93-98,113,131-133,135] về ổn định của của tấm và vỏ FGM và FG-

CNTRC, và của Zhang cùng ccs [167-169] về dao động và ổn định của các tấm FG-

CNTRC đều đã chỉ ra ảnh hưởng rất quan trọng của tính đàn hồi về ràng buộc dịch 

chuyển của các cạnh biên lên ứng xử của kết cấu composite. Tuy nhiên, hiện chưa có 

nghiên cứu nào đánh giá các ảnh hưởng đồng thời của các lỗ rỗng (porosity) và điều 

kiện ràng buộc dịch chuyển các cạnh biên lên sự ổn định của các vỏ kín FGM tương 

đối dày, các vỏ cầu và tấm tròn FGM. 
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+ Trong số các nghiên cứu về ứng xử của kết cấu có nền đàn hồi, chỉ có một 

số rất ít các công trình xem xét đến mô hình nền đàn hồi phi tuyến, ví dụ [55,170]. 

Ảnh hưởng của nền đàn hồi phi tuyến lên sự ổn định phi tuyến của các kết cấu nói 

chung, đặc biệt là các kết cấu vỏ chịu áp lực lớn như vỏ cầu thoải FGM nên được 

khảo sát.    

1.8. Về bài toán ổn định tĩnh của kết cấu 

Ổn định (stability) là bài toán cơ bản trong phân tích và dự đoán ứng xử của 

kết cấu. Sự mất ổn định tĩnh (static instability) là trường hợp kết cấu mất ổn định dưới 

tác dụng của tải tĩnh (bỏ qua tốc độ gia tải) và có thể diễn ra khi các điều kiện tải 

trọng và điều kiện biên thỏa mãn các điều kiện nhất định, thông thường là khi trong 

kết cấu xuất hiện các miền chịu ứng suất nén. Một cách tương đối, có thể phân thành 

bài toán ổn định tuyến tính và bài toán ổn định phi tuyến. Bài toán ổn định tuyến tính, 

còn được biết đến là ứng xử vồng tuyến tính (linear buckling) hay đơn giản là ứng xử 

vồng (buckling), dựa trên giả thiết các chuyển vị sau khi vồng (đặc biệt là chuyển vị 

ngang hay độ võng) là nhỏ và có thể bỏ qua các số hạng phi tuyến liên quan đến 

chuyển vị. Mục đích của phân tích ổn định tuyến tính chỉ dừng lại ở việc xác định giá 

trị tải trọng nhỏ nhất làm cho kết cấu bị mất trạng thái cân bằng ban đầu (tức là cân 

bằng ổn định) và thường gọi là tải tới hạn. Bài toán ổn định phi tuyến (hình học), còn 

được biết đến là ứng xử vồng phi tuyến hoặc phân tích sau vồng (postbuckling), dựa 

trên giả thiết các thành phần chuyển vị sau khi vồng (đặc biệt là độ võng) là không 

nhỏ và các số hạng phi tuyến liên quan đến chuyển vị là không thể bỏ qua được. Bên 

cạnh việc thu được các tải tới hạn làm cho kết cấu bị vồng (trong trường hợp tồn tại), 

bài toán ổn định phi tuyến còn dự đoán xu hướng ứng xử và khả năng mang tải trong 

giai đoạn sau vồng, tức là giai đoạn tải trọng vượt quá giá trị tới hạn. Mất ổn định là 

một quá trình phức tạp và dạng đáp ứng phụ thuộc vào hình dạng kết cấu và điều kiện 

tải trọng. Một cách tương đối, quá trình diễn tiến và dạng đáp ứng của một vài kiểu 

mất ổn định thường gặp được mô tả sau đây.  

Mất ổn định theo kiểu rẽ nhánh (bifurcation-type buckling), như được minh 

họa trên hình 1.2, là một quá trình diễn tiến gồm các trạng thái với các đặc điểm sau: 

+ Trạng thái trước khi vồng (pre-buckling state) là trạng thái cân bằng ổn định, 

tức là kết cấu chưa bị võng dù tải trọng tăng và đường đáp ứng tải – độ võng trong 
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giai đoạn này là đường thẳng (đoạn OA hoặc OB trên hình 1.2). Giai đoạn này còn 

được gọi là trạng thái màng (membrane state) trong kết cấu.   

+ Trạng thái vồng (buckling) 

diễn ra tại một điểm (A hoặc B), 

thường được gọi là điểm rẽ nhánh 

(bifurcation point), khi tải trọng đạt 

giá trị tải tới hạn.  

+ Trạng thái sau khi vồng 

(postbuckling) là trạng thái cân bằng 

không ổn định (tức là độ võng thay 

đổi khi tải thay đổi) sau khi tải vượt 

quá giá trị tới hạn. 
 

Hình 1.2. Mất ổn định theo kiểu rẽ nhánh (bifurcation-type buckling) 

Mất ổn định theo kiểu cực trị (extreme-type buckling), như được minh họa 

trên hình 1.3, là một quá trình gồm các trạng thái với các đặc điểm sau đây:  

+ Trạng thái trước khi vồng 

(đoạn OA trên hình 1.3) không phải là 

trạng thái màng, tức là tồn tại độ võng 

trước khi vồng và đường đáp ứng tải – 

độ võng là đường cong. 

+ Trạng thái vồng diễn ra tại 

một lân cận điểm, thường được gọi là 

điểm cực trị hoặc điểm giới hạn khi tải 

trọng đạt giá trị tới hạn.  
 

Hình 1.3. Mất ổn định theo kiểu cực trị (extreme-type buckling). 

+ Trạng thái sau khi vồng là trạng thái cân bằng không ổn định và sự thay đổi 

của tải trọng có thể dẫn đến sự thay đổi đáng kể của độ võng. Trong đa số các trường 

hợp dạng đường cong đáp ứng tải – độ võng của mất ổn định theo kiểu cực trị là 

đường cong bậc ba và thường tồn tại điểm uốn trong giai đoạn sau khi vồng. Xu 

hướng ứng xử này còn được biết đến là hiện tượng hóp (snap-through) trong kết cấu 

và cường độ hóp được xác định bởi độ chênh lệch tải trọng ứng với điểm cực đại (A) 

và điểm cực tiểu (B). Trường hợp đặc biệt (ví dụ khi vỏ rất thoải) thì đường đáp ứng 

gần như thẳng (không có điểm cực trị) như đường số 2 trên hình 1.3 và ứng xử của 

kết cấu gần với ứng xử uốn. 

1
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CHƯƠNG 2. ỔN ĐỊNH TUYẾN TÍNH CỦA VỎ TRỐNG FGM CÓ LỖ 

RỖNG SỬ DỤNG LÝ THUYẾT BIẾN DẠNG TRƯỢT BẬC CAO 

Vỏ trống (Toroidal Shell Segment) là một loại vỏ kín có nhiều ứng dụng trong 

các lĩnh vực khác nhau, đặc biệt là trong kỹ thuật hàng không và các bình chứa chịu 

áp lực. Tuy nhiên, theo hiểu biết của tác giả luận án, chưa có nghiên cứu nào về ổn 

định của vỏ trống dày làm từ vật liệu composite cơ tính biến đổi FGM có lỗ rỗng. 

Chương này của luận án sử dụng một cách tiếp cận giải tích để nghiên cứu bài toán 

ổn định tĩnh tuyến tính của các vỏ trống dày làm từ FGM có lỗ rỗng chịu các tải cơ 

gồm nén dọc trục, áp lực ngoài, kết hợp giữa nén dọc trục với áp lực ngoài, nhiệt độ 

tăng đều và kết hợp cơ-nhiệt. Các lỗ rỗng tồn tại trong vật liệu FGM theo các kiểu 

phân bố đều (even) hoặc không đều (uneven). Tỷ lệ thể tích các vật liệu thành phần 

trong FGM được biến đổi qua chiều dày thành vỏ theo quy luận hàm lũy thừa. Các 

tính chất của các vật liệu thành phần trong FGM được giả thiết phụ thuộc vào nhiệt 

độ và các tính chất vật liệu hiệu dụng của FGM có lỗ rỗng được xác định bởi phiên 

bản cải tiến của quy tắc hỗn hợp. Vỏ trống được giả thiết dày, hoàn hảo về mặt hình 

dáng và thoải theo phương kinh tuyến. Bài toán ổn định tĩnh đặt theo ứng suất với 

các hàm ẩn cơ bản là hàm độ võng và hàm ứng suất. Các phương trình cơ bản được 

thiết lập dựa trên giả thiết của Stein-McElman và lý thuyết biến dạng trượt bậc cao 

của Reddy có kể đến tương tác giữa vỏ với môi trường đàn hồi bao quanh. Các cạnh 

của vỏ được giả thiết tựa bản lề và chịu ràng buộc đàn hồi về dịch chuyển theo phương 

tiếp tuyến. Trong chương này, nghiệm giải tích xấp xỉ với độ võng dạng hai số hạng 

được đề xuất trong các nghiên cứu của Hieu và Tung [112,113] sẽ được sử dụng và 

phương pháp Galerkin được áp dụng để dẫn ra các biểu thức dạng đóng của tải vồng. 

Trong phân tích vồng của vỏ chịu tải nhiệt, thuật toán lặp được sử dụng để tính toán 

các nhiệt độ tới hạn. Sau các nghiên cứu so sánh để kiểm chứng độ tin cậy, một loạt 

các ví dụ số được tiến hành để đánh giá các ảnh hưởng của tỷ lệ phần trăm lỗ rỗng 

trong FGM, các tỷ số hình dạng vỏ, các tham số độ cứng của nền đàn hồi bao quanh, 

ảnh hưởng của các điều kiện ứng suất trước (do tải cơ và tải nhiệt), ảnh hưởng của 

mức độ ràng buộc dịch chuyển trên các cạnh biên và sự phụ thuộc vào nhiệt độ của 

các tính chất vật liệu lên các tải tới hạn của vỏ trống. Từ việc phân tích các kết quả 

số, luận án đưa ra các nhận xét và kết luận.          
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2.1. Mô hình kết cấu và các tính chất vật liệu  

Mô hình kết cấu được xem xét trong chương này là một vỏ trống có chiều dài 

L , chiều dày h  và các bán kính cong theo các phương kinh tuyến và vĩ tuyến lần lượt 

là a  và R , như được chỉ ra trong hình 2.1. Vỏ được bao quanh bởi một môi trường 

đàn hồi được mô hình như một nền hai tham số và được xác định trong một hệ tọa độ 

xyz  có gốc nằm trên mặt giữa ở một cạnh vỏ, các trục x  và y  lần lượt hướng theo 

các phương kinh tuyến và vĩ tuyến, trong khi đó trục z  vuông góc với mặt giữa vỏ 

và có chiều dương hướng vào phía trong ( / 2 / 2h z h−   ).  

  

Hình 2.1. Hình dạng và hệ tọa độ của một vỏ trống được bao quanh bởi nền đàn hồi. 

Luận án chỉ xét các vỏ trống rất thoải theo phương kinh tuyến, tức là a R  

(hay / 1R a ) và lớp vỏ trống này còn được gọi là các vỏ gần với với hình dạng trụ 

(nearly cylindrical shell). Dễ nhận thấy từ hình 3.1 rằng (1 sin )r R a = − −  trong đó 

  là góc giữa trục đối xứng và đường pháp tuyến với mặt giữa của vỏ. Khi vỏ trống 

rất thoải theo phương kinh tuyến có thể xem như góc   xấp xỉ một góc vuông và khi 

đó r R . Dựa trên giả thiết của Stein và McElman [171], đối với các vỏ trống rất 

thoải có thể xấp xỉ rằng dx ad  và dy Rd=  trong đó   là góc vĩ tuyến. Giả thiết 

này có ý nghĩa quan trọng để chuyển các phương trình viết trong hệ tọa độ cong trực 

giao về dạng tựa Đề-Các. Các giá trị 0a   (tức là độ cong Gauss dương) và 0a   

(tức là độ cong Gauss âm) tương ứng chỉ các vỏ trống lồi và lõm. Trong trường hợp 

đặc biệt, khi a →  (tức là độ cong Gauss bằng không) ta nhận được vỏ trụ tròn.  

Trong chương này, vỏ trống được làm từ vật liệu composite cơ tính biến đổi 

FGM có các lỗ rỗng. Tỷ lệ phần trăm thể tích, được ký hiệu bởi V , của mỗi thành 
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phần trong FGM được giả thiết biến đổi theo phương chiều dày theo quy luật hàm 

lũy thừa [172] 

                 
1

2

N

m

z
V

h

 
= + 
 

,  1c mV V= −  (2.1) 

trong đó 0N   là chỉ số tỷ lệ thể tích và các chỉ số dưới m  và c  lần lượt để chỉ các 

thành phần kim loại và ceramic.  

Trong quá trình chế tạo, một lượng nhỏ các lỗ rỗng có thể tồn tại trong FGM. 

Do sự có mặt của các lỗ rỗng, các tính chất hiệu dụng 
effP  của FGM có thể được xác 

định theo phiên bản cải tiến của quy tắc hỗn hợp [69] 

                   
2 2

eff m m c cP P V P V
    

= − + −   
   

 (2.2) 

trong đó P  đại diện cho một tính chất cụ thể (ví dụ như mô đun đàn hồi, hệ số dãn 

nở nhiệt, …) của các vật liệu thành phần và   là đại lượng nhận giá trị nhỏ so với 

đơn vị ( 0 1 ) và được gọi là tỷ lệ thể tích của các lỗ rỗng. Trong trường hợp đặc 

biệt 0 = , vật liệu FGM không có lỗ rỗng và thường được gọi là FGM hoàn hảo. 

Trong khuôn khổ luận án, các lỗ rỗng được giả thiết phân bố trong FGM theo 

các kiểu phân bố đều hoặc không đều. Đối với kiểu phân bố đều, mật độ các lỗ rỗng 

tại mọi vị trí trong FGM là giống nhau. Trong trường hợp các lỗ rỗng phân bố không 

đều, các lỗ rỗng tập trung nhiều hơn ở khu vực gần mặt giữa của vỏ như được minh 

họa trong hình 2.2.  

 

Hình 2.2. Các kiểu phân bố đều (Even) và không đều (Uneven) của các lỗ rỗng. 

Từ các biểu thức (2.1) và (2.2), mô đun đàn hồi hiệu dụng E  và hệ số dãn nở 

nhiệt hiệu dụng   của vật liệu FGM có lỗ rỗng được xác định như sau [69] 
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        
1
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= − + + − + −  

   
 (2.3a) 

        
1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2
2 2

N

m c c m c

zz
z T T T T T

h h


      

  
= − + + − + −  

   
 (2.3b) 

trong đó 0 =  và 1 =  lần lượt đối với các trường hợp phân bố đều và không đều 

của các lỗ rỗng trong FGM và T  là nhiệt độ môi trường. Do sự phụ thuộc vào nhiệt 

độ của các tính chất của các vật liệu thành phần, các tính chất vật liệu hiệu dụng của 

FGM phụ thuộc vào vị trí ( z ), vào nhiệt độ (T ) và tỷ lệ thể tích các lỗ rỗng ( ). 

Ngược lại, do sự phụ thuộc yếu vào vị trí, nhiệt độ và các lỗ rỗng, các hệ số Poisson 

của các vật liệu thành phần và hệ số Poisson hiệu dụng   của FGM được giả thiết là 

hằng số. 

2.2. Các phương trình cơ bản 

Bài toán ổn định tuyến tính được đặt theo ứng suất và các phương trình cơ bản 

được thiết lập dựa trên lý thuyết biến dạng trượt bậc cao (HSDT) được phát triển bởi 

Reddy và Liu [173]. Dựa trên HSDT, các thành phần biến dạng màng x ,
y ,

xy  và 

các thành phần biến dạng trượt ngang xz ,
yz  ở một điểm bất kỳ cách mặt giữa một 

khoảng z  được biểu diễn như sau [173,174] 
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 (2.4) 

trong đó 0 0 0 0 0, , , ,x y xy xz yz      là các thành phần biến dạng của điểm tương ứng trên mặt 

giữa ( 0z = ) và có các liên hệ sau đây 
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 (2.5b) 

trong đó 2

1 4 / (3 )c h= , , ,u v w  là ba thành phần chuyển vị lần lượt theo các phương 

, ,x y z  ( w còn được gọi là chuyển vị ngang hay độ võng của vỏ), và x ,
y  là các góc 
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quay tại 0z =  của các pháp tuyến đến mặt giữa lần lượt đối với các trục y , x .  Hơn 

nữa, trong toàn bộ luận án, dấu phảy dưới được dùng để chỉ đạo hàm riêng đối với 

biến theo sau dấu phảy, ví dụ 
, /xw w x=   , 2

, /xyw w x y=    . 

Các thành phần ứng suất được xác định nhờ các liên hệ ứng suất – biến dạng 

sau đây [174] 

          ( )2
1

1
x x y

E
T    


 = + − +  −

 

           ( )2
1

1
y y x

E
T    


 = + − +  −

 (2.6) 

           ( ) ( ), , , ,
2(1 )

xy xz yz xy xz yz

E
     


=

+
 

trong đó 0T T T = −  là nhiệt độ tăng đều từ giá trị ban đầu là nhiệt độ phòng 0T  mà 

ở đó giả thiết vỏ không chịu ứng suất nhiệt.  

Theo lý thuyết biến dạng trượt bậc cao, các thành phần hợp nội lực và mô men 

trên một đơn vị chiều dài được tính qua các thành phần ứng suất như sau [173] 

                       ( ) ( )
/2

3

/2

, , 1, ,

h

i i i i

h

N M P z z dz
−

=    ( , ,i x y xy= ),  

                            ( ) ( )
/2

2

/2

, 1,

h

j j jz

h

Q K z dz
−

=       ( ,j x y= ) (2.7) 

Sau khi thay các thành phần biến dạng từ (2.4) vào (2.6) và đặt các biểu thức 

nhận được của các thành phần ứng suất vào (2.7), ta nhận được các biểu thức cụ thể 

của các hợp nội lực và mô men như sau 

     ( ) ( )( ) ( )( )0 0 1 1

1 2 4 2 3 52

1
, , , , , ,

1
x x x x y x yN M P E E E E E E k k  


= + + +
−

 

                                        ( )( ) ( )( )3 3

4 5 7 1 2 4, , 1 , ,x yE E E k k  + + − +   
  , 

     ( ) ( )( ) ( )( )0 0 1 1

1 2 4 2 3 52

1
, , , , , ,

1
y y y y x y xN M P E E E E E E k k  


= + + +
−

 

                                        ( )( ) ( )( )3 3

4 5 7 1 2 4, , 1 , ,y xE E E k k  + + − +   
  , 

     ( )
( )

( ) ( ) ( )0 1 3

1 2 4 2 3 5 4 5 7

1
, , , , , , , ,

2 1
xy xy xy xy xy xyN M P E E E E E E k E E E k


 = + + +

  (2.8) 
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( )
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2 1
x x xz xzQ K E E E E k


 = + +
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( ) ( )0 2

1 3 3 5

1
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
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trong đó 

        ( ) ( )
/2

2 3 4 6

1 2 3 4 5 7

/2

, , , , , ( , ) 1, , , , ,

h

h

E E E E E E E z T z z z z z dz
−

=   , 

         ( ) ( )
/2

3

1 2 4

/2

, , ( , ) ( , ) 1, ,

h

h

E z T z T T z z dz
−

   =   (2.9) 

Dựa trên HSDT, hệ phương trình cân bằng của vỏ trống FGM được bao quanh 

bởi môi trường đàn hồi được viết như sau [173] 

, , 0x x xy yN N+ =  (2.10a) 

, , 0xy x y yN N+ =  (2.10b) 

( ) ( ), , 1 , , 1 , , ,3 2
yx

x x y y x x y y x xx xy xy y yy

NN
Q Q c K K c P P P

a R
+ − + + + + + +   

                    
, , , 1 2 , ,2 ( ) 0x xx xy xy y yy xx yyN w N w N w q k w k w w+ + + + − + + =  (2.10c) 

( ), , 1 1 , ,3 0x x xy y x x x x xy yM M Q c K c P P+ − + − + =  (2.10d) 

( ), , 1 1 , ,3 0xy x y y y y xy x y yM M Q c K c P P+ − + − + =  (2.10e) 

trong đó q  là áp lực phân bố đều vuông góc với mặt giữa của vỏ, nhận giá trị dương 

trong trường hợp áp lực từ ngoài vào, 1k  và 2k  lần lượt là các tham số độ cứng của 

lớp đàn hồi Winkler và lớp trượt Pasternak của nền đàn hồi bao quanh. Hai phương 

trình đầu (2.10a) và (2.10b) được thỏa mãn đồng nhất bằng cách sử dụng hàm ứng 

suất ( , )f x y  được xác định sao cho [33] 

                       
,x yyN f= ,  

,y xxN f= ,  
,xy xyN f= − . (2.11) 

Đặt hai phương trình cuối (2.10d), (2.10e) vào phương trình (2.10c), sau đó sử 

dụng các liên hệ động học (2.5), các biểu thức của nội lực (2.8) và thực hiện các biến 

đổi toán học tương tự như cách làm đã thực hiện trong công trình của Tung và Duc 
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[175], ta có thể thu được phương trình cân bằng của vỏ trống dày FGM có lỗ rỗng 

được bao quanh bởi nền đàn hồi như sau 

2 6 42 5 2
1 3 1 6

4 4

1
D D D

c D w c D w
D D

   
−  + +    

   
  

 
, ,2 25
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1 2
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f fD
c f w f w f w q k w k w

D a R

   
+ −  − + + + + − +    

 
 

, , 26
, , , , , , 1 2

4

2 0
yy xx

yy xx xy xy xx yy

f fD
f w f w f w q k w k w

D a R

 
− − + + + + − +  = 

 
 (2.12) 

trong đó 2 2 2 2 2/ /x y =   +   là toán tử Laplace và 
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 ,  
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2
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=

−
 ,          

 4 1 1 2D D c D= −  ,  5 2 1 3D D c D= −  , ( )2

6 1 1 3 1 5

1
6 9

2(1 )
D E c E c E


= − +

+
. (2.13) 

Phương trình (2.12) chứa hai hàm ẩn là hàm độ võng w và hàm ứng suất f . 

Để thu được một phương trình thứ hai chứa các hàm ẩn này, luận án sử dụng phương 

trình tương thích biến dạng. Từ liên hệ động học (2.5a), phương trình tương thích 

biến dạng của vỏ trống chịu biến dạng tuyến tính có dạng sau đây 

                 
,,0 0 0

, , ,

yyxx

x yy y xx xy xy

ww

R a
  + − = − − . (2.14) 

Từ các biểu thức của nội lực (2.8) ta có thể biểu diễn các thành phần biến dạng 

mặt giữa 0 0 0, ,x y xy    qua các thành phần nội lực , ,x y xyN N N . Sau đó, bằng cách đặt 

các biểu thức nhận được của biến dạng mặt giữa vào (2.14) và lưu ý đến định nghĩa 

của hàm ứng suất (2.11), phương trình tương thích biến dạng tuyến tính được viết lại 

dưới dạng sau đây 

                      
,,4

1 0
yyxx

ww
f E

R a

 
 + + = 

 
. (2.15) 

Hai phương trình (2.12) và (2.15) là các phương trình cơ bản được sử dụng 

cho bài toán phân tích ứng xử vồng tuyến tính của các vỏ trống dày FGM có lỗ rỗng. 
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Hai cạnh biên của vỏ trống được giả thiết tựa bản lề và các điều kiện biên được 

biểu diễn như sau [173] 

                0xy y x xw N M P= = = = =  , 0x xN N=   tại  0,x L=  (2.16) 

trong đó 0xN  là hợp của lực nén (chủ động) tác dụng trên hai cạnh biên trong trường 

hợp các cạnh này được tự do dịch chuyển (freely movable) và là hợp của phản lực (bị 

động) trên hai cạnh biên trong trường hợp các cạnh này bị ràng buộc dịch chuyển 

theo phương tiếp tuyến.  

2.3. Nghiệm giải tích của bài toán ổn định tuyến tính 

Trong số các nghiên cứu giải tích về ổn định tuyến tính của các vỏ kín có hai 

cạnh biên tựa bản lề đã được công bố, bài toán ổn định thường được giải dựa theo 

tiêu chuẩn cân bằng lân cận (adjacent equilibrium criterion) và bài toán được đặt theo 

chuyển vị. Cụ thể, sau khi thiết lập các phương trình cân bằng phi tuyến, các phương 

trình ổn định tuyến tính được dẫn ra nhờ tiêu chuẩn cân bằng lân cận dưới dạng không 

tách biệt (tức là hệ các phương trình ổn định tuyến tính được biểu diễn qua các gia số 

của tất cả các đại lượng dịch chuyển 1u , 1v , 1w , 1x ,
1y ) như các công trình [11-15,110] 

hoặc dạng tách biệt (tức là chỉ một phương trình ổn định tuyến tính biểu diễn qua chỉ 

một gia số độ võng 1w ) như trong công trình [12]. Điểm chung của các dạng nghiệm 

giải tích xấp xỉ trong các công trình đã đề cập đó là độ võng (ở trạng thái cân bằng 

lân cận) được xấp xỉ bởi một số hạng, dạng sin( / )sin( / )m x L ny R . Tức là độ võng 

trong giai đoạn trước khi vồng đã không được xem xét. Tuy nhiên, khác với kết cấu 

dạng tấm hoặc panel, các vỏ kín như vỏ trụ và vỏ trống thường có độ võng đều đáng 

kể trong giai đoạn trước khi vồng, như đã được thảo luận trong cuốn sách nổi tiếng 

về ổn định kết cấu của Brush và Almroth [17]. Gần đây, Hieu và Tung [112,113] đã 

giới thiệu một cách tiếp cận giải tích mới dựa trên lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất 

(FSDT) để giải bài toán ổn định tuyến tính của các vỏ trụ và vỏ trống tương đối dày 

có các cạnh biên tựa bản lề làm từ vật liệu FG-CNTRC. Cụ thể, trong hai công bố 

vừa đề cập, các tác giả đã đặt bài toán ổn định theo ứng suất và sử dụng dạng nghiệm 

giải tích với nghiệm độ võng dạng hai số hạng khi kể đến số hạng độ võng đều trong 

giai đoạn trước khi vồng để phản ánh chính xác hơn ứng xử của các dạng vỏ kín. 

Trong chương này, luận án mở rộng cách tiếp cận của Hieu và Tung [112,113] để 
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tính toán các tải tới hạn của các vỏ trống dày FGM có lỗ rỗng. Cụ thể, nghiệm giải 

tích xấp xỉ của bài toán ổn định được chọn như sau [112,113] 

0 1( , ) sin sinm nw x y W W x y = +  (2.17a) 

 2 2

1 2 3 0 0

1 1
( , ) cos 2 cos2 sin sin

2 2
m n m n y xf x y A x A y A x y hx N y    = + + − +  (2.17b) 

  1 cos sinx m nB x y  =  , 
2 siny m nB xcos y  =  (2.17c) 

trong đó 0W  và 1W  lần lượt là các biên độ của độ võng ứng với trạng thái trước khi 

vồng và trạng thái ngay sau khi vồng, /m m L = , /n n R =  với m  và n  là các số 

nguyên dương lần lượt biểu thị số nửa sóng theo phương kinh tuyến và số sóng theo 

phương vĩ tuyến. Hơn nữa 
0 y  là ứng suất trung bình theo phương vĩ tuyến và 1A ,

2A , 3A , 1B , 2B  là các hệ số cần xác định.  

Bằng cách thay các nghiệm (2.17a) và (2.17b) vào phương trình tương thích 

biến dạng (2.15), các hệ số trong hàm ứng suất có thể được xác định như sau 

           1 0A =  , 2 0A =  , 

( )

2 2

1
3 12

2 2

n m

m n

E
A W

a R

 

 

 
= + 

 +
. (2.18) 

Từ các liên hệ động học (2.5) và các biểu thức nội lực (2.8) hai phương trình 

cân bằng (2.10d), (2.10e) có thể được biểu diễn qua các đạo hàm riêng của các thành 

phần độ võng w và góc xoay x ,
y . Sau đó, bằng cách đặt các nghiệm (2.17a) và 

(2.17c) vào các phương trình cân bằng thu được, các hệ số biên độ 1 2,B B  của các góc 

xoay có thể được xác định. Tuy nhiên, để cho ngắn gọn, các biểu thức cụ thể này 

không được hiển thị ở đây. 

Tiếp theo, khi đặt các nghiệm (2.17) vào phương trình cân bằng (2.12) và áp 

dụng phương pháp Galerkin đối với phương trình nhận được, ta có 

                      
2

0 0

1 0

R L

LS dxdy



 =   (2.19a) 
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0 0

sin sin 0

R L

m nLS x ydxdy



  =   (2.19b) 
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ở đây LS  là vế trái của phương trình (2.12) nhận được sau khi đã thay các nghiệm 

(2.17) vào trong đó. Sau khi tiến hành tích phân hệ phương trình (2.19) với lưu ý về 

điều kiện tồn tại nghiệm không tầm thường, 1 0W  , ta nhận được kết quả sau 
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0 1 04
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ya m
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R E
N q K W

R R R
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− + − + =  (2.20a) 
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trong đó 
0

mE  là giá trị của mE  được tính ở nhiệt độ phòng 0 300T = K, 11 21,a a  có các 

biểu thức cụ thể được cho ở công thức (A1) của phụ lục A và 
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Một số bài toán về ổn định tuyến tính của vỏ trống FGM có lỗ rỗng chịu một 

số điều kiện tải trọng cụ thể sẽ được phân tích sau đây. 

2.3.1. Vỏ trống với các cạnh bị ràng buộc chịu áp lực ngoài và nhiệt độ 

Mục này thiết lập các biểu thức tải tới hạn cho bài toán ổn định tuyến tính của 

các vỏ trống FGM có lỗ rỗng với các cạnh bị ràng buộc dịch chuyển theo phương tiếp 

tuyến và chịu áp lực ngoài và/hoặc nhiệt độ tăng đều. Trong trường hợp này, hợp 

phản lực trên các cạnh biên và độ dịch chuyển trung bình của các cạnh biên có liên 

hệ theo biểu thức sau đây [49,50,113,119] 
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2

R L

x

c u
N dxdy

RL x






= −

   (2.22) 

trong đó c  là tham số độ cứng ràng buộc dịch chuyển theo phương tiếp tuyến ở các 

cạnh biên. Nếu mô hình điều kiện ràng buộc dịch chuyển ở các cạnh biên như các lò 

xo đàn hồi, như được minh họa trên hình 2.3, thì có thể hiểu một cách đơn giản c  là 

độ cứng đàn hồi của các lò xo. Có thể nhận thấy rằng liên hệ (2.22) bao hàm tất cả 

các trường hợp ràng buộc theo phương tiếp tuyến ở các cạnh biên. Cụ thể, khi 0c =  

ta có 0 0xN =  và các cạnh biên có thể tự do di chuyển (movable). Khi c →  dịch 

chuyển trung bình trên các cạnh tiến đến không, tức là các cạnh không thể di chuyển 
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(immovable). Trong trường hợp c  nhận các giá trị trung gian, tức là 0 c   , ta có 

các cạnh chỉ có thể dịch chuyển một phần (partially movable).  

 

Hình 2.3. Mô hình ràng buộc đàn hồi theo phương tiếp tuyến ở các cạnh biên. 

Đối với các dạng vỏ kín như vỏ trống, điều kiện đóng theo phương vĩ tuyến 

cần được xem xét. Điều kiện này được thỏa mãn theo nghĩa trung bình như sau [27]  

                 
2

0 0

1
0

2

R L
v
dxdy

RL y






=

  . (2.23) 

Từ các liên hệ động học (2.5a) và các biểu thức của nội lực (2.8) ta có thể giải 

ra các biểu thức của 
,xu  và 

,yv  cụ thể như sau 

        ( ) ( )2 4 1
, , , 1 , ,

1 1 1 1

1
yy xx x x x x xx

u E E w
f f c w

x E E E a E
  

 
= − − + + + +


 (2.24a) 

         ( ) ( )2 4 1
, , , 1 , ,

1 1 1 1

1
xx yy y y y y yy

v E E w
f f c w

y E E E R E
  

 
= − − + + + +


 (2.24b) 

Sau khi đặt các nghiệm (2.17) vào các biểu thức (2.24) rồi đặt các biểu thức 

kết quả vào các điều kiện (2.22) và (2.23), ta nhận được các kết quả sau đây: 

               
0 0 1 0 0a

x y

h

R
N E W G T

R
  + + +  =  (2.25a) 

                1
0 0 0 0y x

h

E
N W G T

R
 + − −  =  (2.25b) 

trong đó 

                
1

c

E c
 =

+
 , 

/2

/2

1
h

h

G E dz
h


−

=   ,  1
1

E
E

h
=  (2.26) 

Đại lượng   là tham số độ cứng không thứ nguyên của ràng buộc cạnh theo 

phương tiếp tuyến, nhận giá trị trong khoảng 0 1  , và sẽ được sử dụng để đo 

mức độ ràng buộc cạnh trong các kết quả số ở phần sau. Cụ thể, các giá trị 0 =  (khi 

L

T

c c

q

q q
L

Nx0

Nx0

c

T

Nx0

Nx0

q

c
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0c = ), 1 =  (khi c → ) và 0 1   (khi 0 c   ) lần lượt biểu thị các trường 

hợp hai cạnh biên tựa di động, tựa cố định và có thể dịch chuyển một phần.  

Giải hệ phương trình (2.25) đối với hai ẩn 0xN  và 
0 y  ta nhận được kết quả 

sau đây 

                  
0 1 02 2

1

(1 ) 1

a
x

h

R
N E W G T

R

 
 

 

+ +
= − − 

− −
 (2.27a) 

                  ( )1
0 02 2

1
1

(1 ) 1
y a

h

E
R W G T

R


 

 

+
= + + 

− −
 (2.27b) 

Đặt 0xN  và 
0 y  từ (2.27) vào các phương trình (2.20a,b) ta nhận được các 

biểu thức sau 

                   11 0 21q g W g T= +   (2.28a) 

                  0 12 22W g g T= −   (2.28b) 

trong đó các hệ số 
ijg ( , 1,2i j = ) được cho trong biểu thức (A3) của phụ lục A. 

Sau khi đặt 0W  từ (2.28b) vào (2.28a) ta nhận được biểu thức sau đây 

                ( )11 12 11 22 21q g g g g g T= − −   (2.29) 

Biểu thức (2.29) là biểu thức dạng đóng của tải vồng của vỏ trống FGM có lỗ 

rỗng với các cạnh biên bị ràng buộc đàn hồi đặt trong môi trường nhiệt (tồn tại trước) 

và chịu áp lực ngoài phân bố đều. Các tải tới hạn crq  là giá trị nhỏ nhất trong số các 

tải vồng theo mode vồng ,m n . Biểu thức (2.29) có thể được viết lại dưới dạng 

               11 12

11 22 21

g g q
T

g g g

−
 =

−
. (2.30) 

Biểu thức (2.30) biểu thị tải vồng của các vỏ trống FGM có lỗ rỗng với các 

cạnh biên bị ràng buộc đàn hồi chịu áp lực vuông góc với mặt giữa (tồn tại trước) và 

sau đó chịu nhiệt độ tăng đều. Do sự phụ thuộc vào nhiệt độ của các tính chất vật liệu, 

các tải nhiệt tới hạn crT  được xác định bằng cách cực tiểu hóa tải vồng theo mode 

vồng ,m n  và thực hiện một quá trình lặp theo mode vồng tới hạn. Các bước của quá 

trình lặp đã được mô tả chi tiết trong nhiều công trình trước đây, ví dụ [29,31], và để 

cho ngắn gọn, sẽ không được nêu cụ thể ở đây.  



34 
 

2.3.2. Vỏ trống với các cạnh tựa di động chịu các tải cơ kết hợp 

Trong mục này luận án xét bài toán ổn định tuyến tính của vỏ trống FGM có 

lỗ rỗng với các cạnh tựa di động (tức là các cạnh có thể tự do di chuyển theo phương 

tiếp tuyến) và chịu các điều kiện tải cơ gồm nén dọc trục và kết hợp đồng thời giữa 

nén dọc trục và áp lực ngoài. Cụ thể, vỏ trống chịu nén dọc trục bởi áp lực nén có 

cường độ P  phân bố đều trên hai cạnh biên tựa di động và chịu áp lực q  phân bố 

đều vuông góc với mặt giữa của vỏ. Trong trường hợp này 0xN Ph= −  và ứng suất 

trung bình theo phương vĩ tuyến 
0 y  xác định từ điều kiện đóng kín theo phương vĩ 

tuyến. 

Bằng cách thay các nghiệm (2.17) vào (2.24b) và đặt biểu thức kết quả vào 

điều kiện (2.23), ta có thể thu được ứng suất trung bình theo phương vĩ tuyến như 

biểu thức (2.25b). Sau đó, đặt 0xN P= −  và 
0 y  từ (2.25b) vào hệ phương trình (2.20) 

ta nhận được hệ phương trình sau  

          ( )2 00
1 14

0a
h m

h h h

R W G
P E R K E q T

R R R

 +
+ + − +  =  (2.31a) 

           ( )2 2 2 2 2 2 2 21 21
0

11

0
1

R R h R

h

E a
P n L m n L W G T R L

R a
 

 
+ + +  − = 

+ 
   (2.31b) 

Khử 0W  từ các phương trình (2.31) trên đây, ta thu được biểu thức sau đây 

                 22 32

12

a a T
P

a

− 
=

+
 (2.32) 

trong đó /q P =  là giá trị không thứ nguyên biểu thị tỷ số tải và 12 22 32, ,a a a  được 

cho trong công thức (A4) của phụ lục A. Biểu thức (2.32) là biểu thức của tải vồng 

của vỏ trống FGM có lỗ rỗng đặt trong một môi trường nhiệt độ chịu các giá trị nhỏ 

của áp lực ngoài tồn tại trước và sau đó chịu áp lực nén dọc trục. Trong trường hợp 

riêng, khi 0 = , biểu thức này là tải vồng của vỏ trống chịu nén đều theo phương dọc 

trục trong môi trường nhiệt độ. Các giá trị tải tới hạn crP  là giá trị nhỏ nhất trong số 

các tải vồng được chọn bằng cách cực tiểu P  theo mode vồng ,m n .  

Biểu thức (2.32) có thể được viết lại dưới dạng sau đây 
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                   22 32

121

a a T
q

a

− 
=

+
 (2.33) 

trong đó /P q =  là giá trị không thứ nguyên biểu thị tỷ số tải. Biểu thức (2.33) là 

tải vồng của vỏ trống FGM có lỗ rỗng đặt trong môi trường nhiệt độ chịu giá trị nhỏ 

của áp lực nén dọc trục tồn tại trước và sau đó chịu áp lực ngoài phân bố đều. Giá trị 

tải tới hạn crq  nhận được bằng cách cực tiểu hóa các tải vồng theo mode vồng ,m n .  

2.4. Kết quả số và thảo luận 

Phần này của luận án trình bày các kết quả số về phân tích vồng của các vỏ 

trống FGM có các lỗ rỗng chịu một số điều kiện tải cơ, nhiệt và kết hợp cơ-nhiệt. Vỏ 

trống được làm từ các vật liệu thành phần là silicon nitride (ceramic) và stainless steel 

(inox 304) lần lượt được ký hiệu là 3 4Si N  và 304SUS . Các tính chất của các thành 

phần vật liệu này phụ thuộc vào nhiệt độ như sau [176] 

             ( )1 2 3

0 1 1 2 31P P P T PT PT PT−

−= + + + +  (2.34) 

trong đó 0T T T= +   với 0 300T = K (nhiệt độ phòng) và các hệ số 1 0 1 2, , ,P P P P−  và 3P  

là duy nhất đối với mỗi thành phần vật liệu. Các giá trị cụ thể của các hệ số này cho 

các vật liệu 3 4Si N  và 304SUS  được cho trong công trình của Reddy và Chin [172] 

và được liệt kê trong bảng 2.1. Như hầu hết các nghiên cứu trước đây, luận án giả 

thiết hệ số Poisson của các thành phần vật liệu là 0.28 =  [27-33]. 

Bảng 2.1. Các tính chất phụ thuộc vào nhiệt độ của các vật liệu [172]. 

Vật liệu Tính chất 0P   1P−   1P   2P   3P   

3 4Si N  cE  (Pa) 348.43 9e+  0  3.070 4e− −  2.160 7e−  8.946 11e− −  

 c  (1/K) 5.8723 6e −  0  9.095 4e −  0  0  

304SUS  
mE  (Pa) 201.04 9e+  0  3.079 4e−  6.534 7e− −  0  

 m  (1/K) 12.330 6e −  0  8.086 4e −  0  0  

2.4.1. Các nghiên cứu so sánh 

Trong phần này, luận án thực hiện một số nghiên cứu so sánh để kiểm chứng 

độ chính xác của cách tiếp cận mà luận án đề xuất. Như đã đề cập trong phần tổng 
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quan và phần đầu của chương hiện tại, theo hiểu biết của tác giả luận án, không có 

nghiên cứu nào đã công bố liên quan đến ổn định của vỏ trống FGM có lỗ rỗng với 

các cạnh biên chịu ràng buộc đàn hồi. Do đó, các so sánh trực tiếp là không thể thực 

hiện được. Để đánh giá độ tin cậy của cách tiếp cận đã sử dụng, luận án thực hiện 

một số so sánh cho các trường hợp riêng của mô hình kết cấu, vật liệu, điều kiện tải 

trọng và điều kiện biên. Cụ thể, các so sánh được tiến hành cho các vỏ trụ tròn (tức 

là trường hợp a → ) làm từ FGM hoàn hảo (không có lỗ rỗng) với các trường hợp 

đặc biệt của ràng buộc cạnh biên (tựa di động hoặc tựa cố định) và không có nền đàn 

hồi bao quanh. 

Nghiên cứu so sánh đầu tiên thực hiện cho bài toán ổn định tuyến tính của các 

vỏ trụ mỏng FGM hoàn hảo ( / 500R h = , 0 = ) có các cạnh tựa di động và chịu sự 

tác dụng riêng rẽ của áp lực nén dọc trục crP  hoặc áp lực ngoài crq  ở nhiệt độ phòng. 

Bảng 2.2 chỉ ra kết quả tính toán tải tới hạn sử dụng các biểu thức dạng đóng của luận 

án và so sánh với kết quả đã được đưa ra trong bài báo của Huang và ccs [18] sử dụng 

phương pháp năng lượng Ritz và phương pháp phần tử hữu hạn dựa trên lý thuyết vỏ 

cổ điển CST. Để phù hợp với ký hiệu trong [18], trong bảng 2.2, 
*N  là chỉ số tỷ lệ 

thể tích trong trường hợp các vỏ trụ có mặt trong giàu ceramic và mặt ngoài giàu kim 

loại, tức là quy luận hàm lũy thừa cho thành phần ceramic 
*

(1/ 2 / )N

cV z h= + . Có thể 

dễ nhận thấy từ bảng 2.2 rằng kết quả của luận án phù hợp rất tốt với các kết quả đã 

thu được theo một cách tiếp cận khác trong công trình [18].      

Bảng 2.2. So sánh các tải tới hạn (MPa) của các vỏ trụ FGM hoàn hảo 

3 4 / 304Si N SUS  với các cạnh biên tựa di động [ / 500R h = , / 2L R = , 300T = K]. 

Tải tới hạn Nguồn *N  

0.2 0.5 1 2 5 

Nén dọc trục crP  Huang và ccs  [18] 361.612 337.604 316.294 297.745 279.521 

 Luận án a 361.285 337.299 316.004 297.474 279.259 

Áp lực ngoài crq  Huang và ccs [18] 0.0252 0.0235 0.0221 0.0209 0.0198 

 Luận án b 0.0251  0.0234  0.0219  0.0208  0.0197  

a Mode vồng ( , ) (26,2),(26,3),(26,2),(26,1),(25,6)m n =  lần lượt * 0.2,0.5,1,2,5N = . 

b Mode vồng ( , ) (1,9)m n =  đối với tất cả các giá trị *N . 
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Nghiên cứu so sánh thứ hai xem xét ứng xử vồng của vỏ trụ dày FGM hoàn 

hảo ( / 30R h = , 0 = ) với các cạnh tựa di động chịu tải cơ kết hợp nén dọc trục và 

áp lực ngoài ở nhiệt độ phòng. Bài toán này cũng đã được nghiên cứu trong công 

trình của Shen và Noda [30] sử dụng phương pháp nghiệm nhiễu dựa trên HSDT. 

Bảng 2.3 chỉ ra sự so sánh giữa kết quả tính toán dựa trên các biếu thức tải tới hạn 

của luận án và kết quả đã được báo cáo trong [30]. Dễ nhận thấy từ bảng 2.3 rằng kết 

quả tải tới hạn thu được theo cách tiếp cận của luận án phù hợp rất tốt với kết quả tải 

tới hạn đã thu được theo cách tiếp cận được sử dụng bởi Shen và Noda [30]. 

Bảng 2.3. So sánh các tải tới hạn ( ,cr crP q ) (MPa) của các vỏ trụ dày FGM hoàn hảo 

3 4 / 304Si N SUS  với các cạnh tựa di động chịu tải kết hợp nén dọc trục và áp lực ngoài 

( / 30R h = , 
2 / 500L Rh = , 300T = K). 

N  Nguồn ( ,cr crP q ) (MPa) 

0.2 Ref. [30] (4110.57, 0) (3865.17, 2.577) (1248.38, 8.323) (0, 11.061) 

 Luận án (4510.5, 0) * (3865.17, 2.578) (1248.377, 8.323) (0, 11.061) 

1.0 Ref. [30]  (4735.33, 0) (4420.00, 2.947) (1427.56, 9.571) (0, 12.648) 

 Luận án (5192.4, 0) (4420.00, 2.949) (1427.56, 9.530) (0, 12.648) 

2.0 Ref. [30] (5018.19, 0) (4654.40, 3.103) (1503.25, 10.022) (0, 13.319) 

 Luận án (5499.1, 0) (4654.40, 3.105) (1503.25, 10.022) (0, 13.319) 

* Mode vồng ( , ) (13,1)m n =  với 0crq = và ( , ) (1,3)m n =  đối với các trường hợp khác. 

Nghiên cứu so sánh thứ ba thực hiện cho bài toán vồng tuyến tính của các vỏ 

trụ mỏng FGM hoàn hảo ( / 100R h = , 0 = ) với các cạnh biên tựa cố định ( 1 = ) 

chỉ chịu nhiệt độ tăng đều. Bài toán này cũng đã được xem xét trong nghiên cứu của 

Wu và ccs [12] sử dụng tiêu chuẩn cân bằng lân cận và dạng tách biệt (uncoupled 

form) của phương trình ổn định tuyến tính dựa trên lý thuyết vỏ mỏng cổ điển CST. 

Trong khuôn khổ nghiên cứu so sánh này, vỏ trụ được làm từ nhôm ( Al ) và oxit 

nhôm ( 2 3Al O ) với các tính chất vật liệu không phụ thuộc vào nhiệt độ. Cụ thể, các 

tính chất vật liệu này là [11,12] 70mE = GPa, 623 10m
−=  (1/oC), 0.3m =  cho 

nhôm và 380cE = GPa, 67.4 10c
−=  (1/oC), 0.3c =  cho oxit nhôm. Các tải nhiệt 
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tới hạn được tính toán theo biểu thức dạng đóng (2.30) của luận án và được so sánh 

trong hình 2.4 với kết quả của Wu và ccs [12].  

Tương tự như nghiên cứu 

so sánh thứ nhất, trong 

hình 2.4, 
*N  là chỉ số tỷ lệ 

thể tích trong trường hợp 

vỏ trụ FGM có mặt trong 

giàu ceramic và mặt ngoài 

giàu kim loại, tức là 

*

(1/ 2 / )N

cV z h= + .  Một 

lần nữa có thể dễ thấy từ 

hình 2.4 rằng một sự phù 

hợp rất tốt đạt được trong 

nghiên cứu so sánh này. 

 
Hình 2.4. So sánh tải nhiệt tới hạn của vỏ trụ 

2 3/Al Al O  với các cạnh tựa cố định chịu nhiệt đều. 

Trong phần tiếp sau đây, các ví dụ số để phân tích các ảnh hưởng khác nhau 

lên sự ổn định tuyến tính của các vỏ trống FGM làm từ 3 4Si N  và 304SUS  có các lỗ 

rỗng chịu các tải cơ, nhiệt và cơ-nhiệt sẽ được thực hiện. Một vài ví dụ số cho các vỏ 

trụ dày và mỏng làm từ FGM có và không có lỗ rỗng cũng được giới thiệu như các 

trường hợp riêng của mô hình vật liệu và kết cấu được xét trong chương này. Trong 

các khảo sát số, mức độ ràng buộc dịch chuyển trên các cạnh biên sẽ được đo bằng 

giá trị của tham số không thứ nguyên   mà có biểu thức định nghĩa trong (2.26) và 

ảnh hưởng của nền đàn hồi bao quanh sẽ được đánh giá bằng các tham số độ cứng 

không thứ nguyên 1 2,K K  mà có biểu thức định nghĩa trong (2.21). Sự phụ thuộc vào 

nhiệt độ (temperature dependence) của các tính chất vật liệu sẽ được đề cập đến một 

cách ngắn gọn là T-D. Trong một số trường hợp, để làm nổi bật sự khác biệt, các kết 

quả tính toán cho trường hợp các tính chất vật liệu không phụ thuộc vào nhiệt độ 

(temperature independence), sau đây được đề cập ngắn gọn là T-ID, cũng sẽ được 

trình bày. Để cho việc diễn đạt được ngắn gọn, nếu không có lưu ý gì thêm, các vỏ 

FGM được giả thiết không có tương tác với nền đàn hồi ( 1 2 0K K= = ), các cạnh vỏ 

tựa cố định ( 1 = ) khi vỏ chỉ chịu nhiệt độ tăng đều và có các tính chất vật liệu phụ 

thuộc vào nhiệt độ (T-D).  
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2.4.2. Vỏ trống FGM có lỗ rỗng với các cạnh tựa di động chịu tải cơ  

Phần này giới thiệu một số kết quả số cho bài toán vồng tuyến tính của các vỏ 

trụ và vỏ trống với các cạnh biên tựa di động (movable edges) làm từ FGM có lỗ rỗng 

và chịu một số điều kiện tải cơ trong môi trường nhiệt độ. Các tải tới hạn của các vỏ 

trụ và vỏ trống FGM có lỗ rỗng chịu các tải cơ riêng rẽ như nén dọc trục hoặc áp lực 

ngoài trong môi trường nhiệt độ được cho dưới dạng các bảng. 

Bảng 2.4. Các tải tới hạn crP  (MPa) của các vỏ trụ mỏng 3 4 / 304Si N SUS chịu nén 

dọc trục trong các môi trường nhiệt độ [ / 100R h = , 
2 / 300L Rh = , / 0R a = , 

1 2( , ) (0,0)K K = , 1m = ]. 

T

(K) 

Phân bố lỗ rỗng N  

0 0.5 1 2 5 

300 Hoàn hảo ( 0 = ) 1244 (2)i 1477 (1) 1574 (2) 1667 (2) 1769 (3) 

 Đều ( 0.1 = ) 1085 (2) 1317 (1) 1414 (2) 1507 (3) 1609 (3) 

 Không đều ( 0.1 = ) 1184 (1) 1416 (1) 1514 (1) 1607 (2) 1709 (2) 

400 Hoàn hảo ( 0 = ) 1226 (2) 1452 (1) 1546 (2) 1636 (2) 1734 (3) 

 Đều ( 0.1 = ) 1070 (2) 1295 (1) 1389 (2) 1479 (3) 1578 (3) 

 Không đều ( 0.1 = ) 1167 (1) 1392 (1) 1487 (1) 1577 (2) 1676 (2) 

500 Hoàn hảo ( 0 = ) 1192 (2) 1418 (1) 1512 (2) 1601 (2) 1700 (3) 

 Đều ( 0.1 = ) 1040 (2) 1264 (1) 1358 (2) 1447 (3) 1547 (3) 

 Không đều ( 0.1 = ) 1135 (1) 1359 (1) 1454 (1) 1543 (2) 1643 (2) 

i Các số trong các ngoặc đơn chỉ số sóng theo phương vòng n .   

Bảng 2.4 khảo sát ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích N , nhiệt độ môi trường 

T  và kiểu phân bố lỗ rỗng lên các tải tới hạn của vỏ trụ mỏng FGM ( / 100R h = ) 

chịu nén dọc trục. Có thể nhận thấy rằng các tải tới hạn được tăng đáng kể và bị giảm 

nhẹ khi lần lượt N  và T  được tăng lên. Hơn nữa, tải tới hạn bị giảm đi đáng kể khi 

trong FGM có các lỗ rỗng ( 0.1 =  trong ví dụ này), trong đó kiểu phân bố đều của 

các lỗ rỗng có ảnh hưởng tiêu cực hơn lên khả năng kháng vồng của các vỏ trụ FGM. 

Ví dụ, với trường hợp 1N =  và 400T = K, tải nén tới hạn của vỏ trụ FGM có lỗ rỗng 
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giảm so với tải nén tới hạn của vỏ trụ FGM hoàn hảo ( 0 = ) lần lượt 11.3% và 3.96% 

khi các lỗ rỗng được phân bố đều và không đều trong FGM.   

Bảng 2.5. Các tải tới hạn crP  (MPa) của các vỏ FGM 3 4 / 304Si N SUS  tương đối dày 

có lỗ rỗng chịu nén dọc trục trong môi trường nhiệt độ ( 1N = , / 30R h = , 
2 / 300L Rh = , 400T = K, lỗ rỗng phân bố đều).  

/R a  ( 1 2,K K )   

0 0.1 0.2 0.3 

0.01−  (0,0) 4326.7 (1,3) * 3886.3 (1,3)  3445.0 (1,3) 3002.2 (1,3)  

 (50,0) 5213.6 (10,2) 4695.3 (10,2) 4175.9 (10,2) 3654.9 (10,2) 

 (50,1) 5449.4 (10,1) 4931.5 (10,1) 4412.5 (10,1) 3892.1 (10,1) 

0  (0,0) 5101.1 (10,1) 4583.0 (10,1)  4063.9 (10,1)  3543.4 (10,1)  

 (50,0) 5217.3 (10,1) 4698.9 (10,2) 4179.1 (10,2) 3657.7 (10,2) 

 (50,1) 5450.4 (10,1) 4932.4 (10,1) 4413.4 (10,1) 3892.8 (10,1) 

0.05  (0,0) 5106.3 (10,1) 4587.7 (10,1)  4068.1 (10,1)  3547.0 (10,1)  

 (50,0) 5222.4 (10,1) 4703.9 (10,1) 4184.3 (10,1) 3663.2 (10,1) 

 (50,1) 5455.7 (10,1) 4937.2 (10,1) 4417.6 (10,1) 3896.5 (10,1) 

0.1  (0,0) 5111.5 (10,1)  4592.4 (10,1)  4072.3 (10,1)  3550.6 (10,1)  

 (50,0) 5227.6 (10,1) 4708.5 (10,1) 4188.4 (10,1) 3666.8 (10,1) 

 (50,1) 5461.0 (10,1) 4941.9 (10,1) 4421.8 (10,1) 3900.2 (10,1) 

* Các chữ số trong các ngoặc đơn chỉ mode vồng ( , )m n .   

Tiếp theo, các ảnh hưởng của tỷ số độ cong /R a , tỷ lệ phần trăm   của các 

lỗ rỗng và các tham số độ cứng không thứ nguyên 1 2,K K  của môi trường đàn hồi bao 

quanh lên tải nén tới hạn của các vỏ trống và vỏ trụ FGM tương đối dày ( 1N = ,

/ 30R h = ) chịu nén dọc trục trong môi trường nhiệt ( 400T = K) được phân tích 

trong bảng 2.5. Các số liệu trong bảng này chỉ ra rằng tải tới hạn bị giảm khi tỷ lệ 

phần trăm các lỗ rỗng tăng lên. Ngược lại, sự có mặt của môi trường đàn hồi bao 

quanh giúp cải thiện khả năng kháng vồng của vỏ FGM có lỗ rỗng và các tải tới hạn 

được tăng lên khi các tham số độ cứng của môi trường đàn hồi tăng lên. Thêm vào 

đó, các tải tới hạn tăng mạnh khi tỷ số /R a  tăng từ 0.01−  đến 0 và tăng rất nhẹ khi 
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/R a  tăng từ 0 đến 0.1. Nói khác đi, tải nén tới hạn của vỏ trụ cao hơn đáng kể so với 

tải nén tới hạn của vỏ trống lõm và thấp hơn rất ít so với tải tới hạn của vỏ trống lồi.  

Bảng 2.6 đánh giá các ảnh hưởng của tỷ số hình học 
2 /L Rh , chỉ số tỷ lệ thể 

tích N  và loại phân bố lỗ rỗng lên tải tới hạn của vỏ trụ mỏng FGM chịu áp lực ngoài. 

Như có thể thấy, sự tăng lên của 
2 /L Rh  và N  lần lượt dẫn đến sự giảm và tăng rõ 

rệt của tải tới hạn. Tải áp lực tới hạn của vỏ trụ có lỗ rỗng ( 0.1 = ) nhỏ hơn rõ rệt so 

với tải tới hạn của vỏ trụ hoàn hảo. Hơn nữa, khả năng kháng vồng của vỏ trụ FGM 

trở nên yếu hơn khi các lỗ rỗng phân bố đều trong FGM. 

Bảng 2.6. Các tải tới hạn crq  (MPa) của các vỏ trụ mỏng 3 4 / 304Si N SUS  có lỗ rỗng 

chịu áp lực ngoài [ / 100R h = , 300T = K, / 0R a = , 1 2( , ) (0,0)K K = ]. 

2 /L Rh  Phân bố lỗ rỗng N  

0 0.5 1 2 5 

300 Hoàn hảo ( 0 = ) 1.2095  1.4375  1.5267  1.6032*  1.6947*  

 Đều ( 0.1 = ) 1.0552  1.2819 1.3707  1.4463*  1.5389*  

 Không đều ( 0.1 = ) 1.1580  1.3853 1.4744 1.5571 1.6501*  

400 Hoàn hảo ( 0 = ) 1.0089 1.1998 1.2716 1.3370 1.4148 

 Đều ( 0.1 = ) 0.8802 1.0699 1.1412 1.2068 1.2855 

 Không đều ( 0.1 = ) 0.9691 1.1595 1.2310 1.2965 1.3747 

500 Hoàn hảo ( 0 = ) 0.9078 1.0800 1.1429 1.1997 1.2687 

 Đều ( 0.1 = ) 0.7920 0.9629 1.0255 1.0825 1.1522 

 Không đều ( 0.1 = ) 0.8738 1.0454 1.1082 1.1651 1.2344 

* Mode vồng ( , ) (1,7)m n = , các trường hợp khác ( , ) (1,6)m n = .   

Các ảnh hưởng của tỷ số độ cong /R a , tỷ lệ thể tích các lỗ rỗng   và môi 

trường đàn hồi loại Winkler lên các tải tới hạn của vỏ trống và vỏ trụ tương đối dày 

FGM ( 1N = , / 30R h = ) chịu áp lực ngoài được khảo sát trong bảng 2.7. Rõ ràng là 

sự có mặt của các lỗ rỗng làm cho khả năng kháng áp lực ngoài của vỏ trở nên kém 

hơn. Ngược lại, sự có mặt của môi trường đàn hồi làm tăng đáng kể áp lực ngoài tới 

hạn. Khác với trường hợp vỏ chịu nén dọc trục, sự tăng lên của tỷ số độ cong /R a  

dẫn đến sự cải thiện rõ rệt khả năng kháng vồng của vỏ chịu áp lực ngoài. Cụ thể, áp 
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lực tới hạn của vỏ trụ tròn lần lượt cao hơn và thấp hơn đáng kể so với các áp lực tới 

hạn của các vỏ trống lõm và lồi.    

Bảng 2.7. Các tải tới hạn crq  (MPa) của các vỏ tương đối dày 3 4 / 304Si N SUS  có lỗ 

rỗng chịu áp lực ngoài trong một môi trường nhiệt ( 1N = , / 30R h = , 
2 / 300L Rh =

, 400T = K, các lỗ rỗng phân bố không đều). 

/R a  ( 1 2,K K )   

0 0.1 0.2 0.3 

0.1−  (0,0) 9.5565 (1,3) 9.3033 (1,3) 9.0491 (1,3) 8.7938 (1,3) 

 (5,0) 13.8476 (1,3) 13.5988 (1,3) 13.3492 (1,3) 13.0986 (1,3) 

0.05−  (0,0) 12.2697 (1,3) 11.8808 (1,3) 11.4910 (1,3) 11.1000 (1,3) 

 (5,0) 16.5728 (1,3) 16.1884 (1,3) 15.8031 (1,3) 15.4168 (1,3) 

0  (0,0) 17.2305 (1,4) 16.7325 (1,4) 16.2327 (1,4) 15.7309 (1,4) 

 (5,0) 19.6769 (1,4) 19.1835 (1,4) 18.6885 (1,4) 18.1917 (1,4) 

0.05 (0,0) 21.4000 (1,4) 20.6935 (1,4) 19.9852 (1,4) 19.2750 (1,4) 

 (5,0) 23.8649 (1,4) 23.1630 (1,4) 22.4595 (1,4) 21.7542 (1,4) 

0.1 (0,0) 27.9744 (1,4) 26.9391 (1,4) 25.9022 (1,4) 24.8632 (1,4) 

 (5,0) 30.4684 (1,4) 29.4378 (1,4) 28.4056 (1,4) 27.3716 (1,4) 

Các số trong ngoặc đơn chỉ mode vồng ( ,m n).  

Trong phần tiếp sau đây, ứng xử sau vồng của vỏ dày và tương đối dày FGM 

có lỗ rỗng chịu tác dụng đồng thời của áp lực nén dọc trục và áp lực ngoài, sau đây 

gọi tắt là tải cơ kết hợp, trong các môi trường nhiệt độ sẽ được phân tích dưới dạng 

các hình vẽ. Vấn đề cốt lõi trong phân tích vồng của vỏ chịu tải cơ kết hợp là xác định 

đường tương tác vồng, tức là các đường vạch nên ranh giới của miền ổn định.  

Hình 2.5 phân tích ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích các lỗ rỗng   lên miền ổn định 

của vỏ trụ dày FGM ( 1N = , / 30R h = ) có các lỗ rỗng phân bố đều chịu tải cơ kết 

hợp. Hình này chỉ ra rằng sự có mặt của các lỗ rỗng làm cho sự ổn định của vỏ trụ 

FGM giảm so với vỏ FGM hoàn hảo và miền ổn định của vỏ bị thu hẹp đáng kể khi 

tỷ lệ các lỗ rỗng tăng lên. Thêm vào đó, dạng của đường tương tác vồng gần như 

không đổi khi   thay đổi. Khác với điều này, như được chỉ ra trong hình 2.6, dạng 

của đường tương tác vồng thay đổi nhiều khi tỷ số các bán kính cong /R a  thay đổi. 
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Cụ thể, đường tương tác vồng của vỏ trống lõm ( / 0.05R a = − ) gần như là đường 

thẳng (tức là miền ổn định gần như hình tam giác) và miền ổn định mở rộng nhanh 

chóng, phát triển mạnh về phía tải nén tới hạn cao, khi vỏ tiệm cận hình dáng trụ (

/ 0R a = ). Sau đó miền ổn định được mở rộng, đặc biệt là về phía áp lực ngoài cao, 

khi tỷ số /R a  tăng từ 0 đến 0.05. Hình 2.6 cũng chỉ ra rằng, trong số hai kiểu phân 

bố lỗ rỗng, miền ổn định của vỏ rộng hơn (vỏ ổn định hơn) khi các lỗ rỗng phân bố 

không đều trong FGM.  

 

Hình 2.5. Ảnh hưởng của tỷ lệ lỗ rỗng 

lên miền ổn định của vỏ trụ FGM chịu 

tải cơ kết hợp. 

 

Hình 2.6. Ảnh hưởng của độ cong Gauss 

lên miền ổn định của vỏ FGM có lỗ rỗng 

chịu tải cơ kết hợp. 

Các ảnh hưởng của nền đàn hồi bao quanh và nhiệt độ môi trường lên miền ổn 

định của các vỏ gần như trụ (nearly cylindrical shells) FGM có các lỗ rỗng ( 1N = , 

/ 0.01R a = , 0.1 = ) phân bố đều và không đều được lần lượt khảo sát trên các hình 

2.7 và 2.8. Sự quan sát các hình 2.7 và 2.8 dẫn đến nhận xét rằng các môi trường đàn 

hồi bao quanh có ảnh hưởng tích cực lên sự ổn định của vỏ chịu tải cơ kết hợp. Cụ 

thể hơn, miền ổn định được mở rộng hơn về phía các trục tải áp lực ngoài và tải nén 

dọc trục khi lần lượt các tham số độ cứng 1K  và 2K  được tăng lên. Điều này chứng 

tỏ rằng lớp đàn hồi Winkler và lớp trượt Pasternak lần lượt có ảnh hưởng rõ rệt hơn 

lên khả năng kháng áp lực ngoài và áp lực nén dọc trục của vỏ. Hình 2.8 chỉ ra rằng 

mặc dù các miền ổn định bị thu hẹp lại (các vỏ kém ổn định hơn) khi nhiệt độ môi 

trường tăng lên nhưng dạng (shape) của đường tương tác vồng gần như không đổi khi 

nhiệt độ T  thay đổi.  
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Hình 2.7. Ảnh hưởng của môi trường 

đàn hồi lên miền ổn định của vỏ gần như 

trụ FGM có các lỗ rỗng phân bố đều. 

 

Hình 2.8. Ảnh hưởng của môi trường 

nhiệt lên miền ổn định của vỏ gần như trụ 

FGM có lỗ rỗng phân bố không đều. 

Ảnh hưởng của các tỷ số hình học /R h , 
2 /L Rh  và chỉ số tỷ lệ thể tích N  lên 

miền ổn định của các vỏ gần như trụ ( / 0.01R a = ) FGM cõ lỗ rỗng ( 0.1 = ) được 

bao quanh bởi nền đàn hồi Winkler ( 1 20K = , 2 0K = ), đặt trong môi trường nhiệt độ 

( 400T = K) với các lỗ rỗng phân bố không đều và đều lần lượt được đánh giá trong 

các hình 2.9 và 2.10. Hình 2.9 chỉ ra rằng miền ổn định trở nên hẹp hơn rất nhiều khi 

tỷ số /R h  lớn hơn (vỏ mỏng hơn), trong khi đó tỷ số 
2 /L Rh  chỉ ảnh hưởng làm hẹp 

miền ổn định trong miền áp lực ngoài lớn hơn.   

 

Hình 2.9. Ảnh hưởng của các tính chất 

hình học lên miền ổn định của vỏ gần trụ 

FGM với các lỗ rỗng phân bố không đều. 

 

Hình 2.10. Ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ 

thể tích lên miền ổn định của vỏ gần trụ 

FGM với các lỗ rỗng phân bố đều. 



45 
 

Hình 2.10 chỉ ra rằng miền ổn định của vỏ trở nên rộng hơn đáng kể khi chỉ số 

tỷ lệ thể tích N  tăng từ 0 (vỏ thuần túy kim loại) đến khoảng 1, sau đó miền ổn định 

được mở rộng một cách chậm hơn khi chỉ số N  được tăng lên.  

2.4.3. Vỏ trống FGM có lỗ rỗng chịu áp lực ngoài và/hoặc nhiệt độ  

Trong mục này, luận án giới thiệu các kết quả số cho bài toán ổn định tuyến 

tính của các vỏ trụ và vỏ trống FGM làm từ 3 4 / 304Si N SUS  có lỗ rỗng với các cạnh 

chịu ràng buộc dịch chuyển theo phương tiếp tuyến chịu áp lực ngoài và/hoặc nhiệt 

độ tăng đều.  

Trong phần đầu của mục này, các ảnh hưởng của một số yếu tố khác nhau lên 

tải tới hạn của vỏ trống FGM có lỗ rỗng với các cạnh biên bị ràng buộc dịch chuyển 

đặt trong môi trường nhiệt độ (tồn tại trước) và chịu áp lực ngoài được phân tích trong 

bảng 2.8 và các hình 2.11 – 2.13.  

Bảng 2.8. Ảnh hưởng của tham số   lên các tải tới hạn crq  (MPa) của các vỏ trống 

rất thoải FGM có các lỗ rỗng phân bố đều chịu áp lực ngoài [ / 30R h = , / 0.02R a =

, 1N = , 0.1 = , 1 2( , ) (0,0)K K = , 1m = ]. 

T (K)   2 /L Rh  

100 200 300 400 500 

300 0 29.1683  20.1558  16.9994  15.6466 13.7116  

 0.5 28.7463  19.9401  16.8943  15.5855 13.6186  

 1 28.3410  19.7314  16.7917  15.5257 13.5278  

500 0 28.0038  19.3517  16.3207  15.0218 13.1651  

 0.5 26.7845  18.5423  15.8722  14.7436 12.6940  

 1 25.6132  17.7591  15.4342  14.4707 12.2345  

700 0 26.2564  18.1545  15.3026  14.0806 12.3627  

 0.5 24.1671  16.6959  14.4781  13.5647 11.4773  

 1 22.1603  15.2844  13.6729  12.1359 10.6138  

Mode vồng 5,4,4,4n =  và 3  lần lượt đối với 
2 / 100,200,300,400L Rh = và 500 .  

Bảng 2.8 khảo sát các ảnh hưởng của nhiệt độ môi trường T , mức độ ràng 

buộc dịch chuyển   và tỷ số hình học 
2 /L Rh  lên các tải tới hạn crq  của các vỏ trống 
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thoải FGM có lỗ rỗng phân bố đều ( 1N = , / 0.02R a = , 0.1 = ) chịu áp lực ngoài. 

Như có thể thấy, các áp lực tới hạn bị giảm khi tỷ số 
2 /L Rh  lớn hơn (vỏ dài hơn), 

nhiệt độ môi trường cao hơn và/hoặc tham số   lớn hơn (các cạnh biên bị ràng buộc 

chặt chẽ hơn). Cụ thể, sự ràng buộc dịch chuyển trên các cạnh biên dẫn đến sự giảm 

nhẹ và giảm mạnh của tải áp lực tới hạn lần lượt ở nhiệt độ phòng ( 300T = K) và 

nhiệt độ cao ( 300T  K). Ví dụ, với 
2 / 200L Rh =  tải áp lực tới hạn của vỏ với các 

cạnh biên tựa cố định ( 1 = ) thấp hơn so với áp lực tới hạn của vỏ với các cạnh biên 

tựa di động ( 0 = ) khoảng 2.17%, 8.96% và 18.78% lần lượt ở các mức nhiệt 

300T = K, 500T = K và 700T = K.  Điều này cũng có thể được quan sát rõ hơn 

trong các hình 2.11 và 2.12.   

 

Hình 2.11. Ảnh hưởng của lỗ rỗng phân 

bố đều, nhiệt độ và ràng buộc cạnh biên 

lên áp lực ngoài tới hạn của vỏ FGM. 

 

Hình 2.12. Ảnh hưởng của loại phân bố 

lỗ rỗng, nhiệt độ và ràng buộc cạnh lên 

áp lực ngoài tới hạn của vỏ FGM. 

Hình 2.11 cũng chỉ ra rằng các lỗ rỗng có ảnh hưởng tiêu cực lên khả năng 

kháng vồng của vỏ FGM chịu áp lực ngoài và tải áp lực tới hạn bị giảm rõ rệt khi tỷ 

lệ các lỗ rỗng cao hơn. Hơn nữa, một nhận xét thú vị có thể nhận thấy từ hình 2.11 

đó là mặc dù cả lỗ rỗng và nhiệt độ cao đều có tác hại đối với sự ổn định của vỏ FGM 

chịu áp lực ngoài nhưng ảnh hưởng tiêu cực của nhiệt độ cao có xu hướng giảm khi 

tỷ lệ các lỗ rỗng cao hơn. Hình 2.12, được vẽ với các giá trị khác nhau của nhiệt độ 

T , tham số ràng buộc   và hai loại phân bố lỗ rỗng, chứng tỏ rằng tải tới hạn trở nên 

nhỏ hơn khi các lỗ rỗng phân bố đều (Even) trong FGM và sự ràng buộc các cạnh 

biên làm cho áp lực tới hạn bị giảm sâu hơn khi nhiệt độ môi trường trở nên cao hơn. 
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Dường như hợp lực nén (bị động) ở các cạnh biên bị ràng buộc trở nên lớn hơn khi 

mức độ ràng buộc chặt chẽ hơn và nhiệt độ cao hơn và hợp lực này gây nên ứng suất 

trước làm cho vỏ mất ổn định sớm hơn.  

Hình 2.13 đánh giá các ảnh 

hưởng của tỷ lệ thể tích các lỗ rỗng, 

tỷ số /R a  và nền đàn hồi loại 

Pasternak lên các tải tới hạn của các 

vỏ trống rất thoải FGM có các lỗ rỗng 

phân bố không đều, với các cạnh tựa 

cố định ( 1 = ) đặt trong môi trường 

nhiệt ( 400T = K) và chịu áp lực 

ngoài. Như có thể thấy, sự tăng lên 

của tỷ lệ các lỗ rỗng và sự có mặt của 

nền đàn hồi loại Pasternak lần lượt có 

ảnh hưởng bất lợi và có lợi lên khả 

năng kháng vồng của vỏ FGM chịu áp  

 

Hình 2.13. Ảnh hưởng của tỷ lệ lỗ rỗng và nền 

đàn hồi lên áp lực tới hạn của vỏ FGM có lỗ rỗng 

phân bố không đều trong môi trường nhiệt. 

lực ngoài. Một lần nữa có thể nhận thấy ưu điểm vượt trội của vỏ trống so với vỏ trụ 

trong việc chống chịu áp lực ngoài khi tải áp lực tới hạn được tăng lên đáng kể bởi 

việc tăng chỉ vài phần trăm của tỷ số bán kính /R a .  

Trong phần còn lại của mục này, ứng xử vồng của vỏ trống FGM có các lỗ 

rỗng với các cạnh biên bị ràng buộc dịch chuyển chịu áp lực vuông góc với mặt giữa 

(tồn tại trước) và sau đó chịu nhiệt độ tăng đều được phân tích trong các bảng 2.9 – 

2.11 và các hình 2.14, 2.15. Vì chưa có nghiên cứu nào trước đây về ổn định của vỏ 

trống FGM hoàn hảo với các cạnh bị ràng buộc chịu nhiệt độ tăng đều nên các bảng 

2.9 và 2.10 lần lượt trình bày các kết quả tính toán tải nhiệt tới hạn cho các vỏ trống 

tương đối mỏng ( / 100R h = ) và tương đối dày ( / 50R h = ) làm từ 3 4 / 304Si N SUS  

không có lỗ rỗng ( 2N = , 0 = ) với các cạnh biên bị ràng buộc ( 0 1  ) chịu nhiệt 

độ tăng đều. Các số liệu tính toán trong các bảng này cho thấy rằng tải nhiệt tới hạn 

bị giảm đi nhanh chóng khi các cạnh biên bị ràng buộc khắt khe hơn. Ví dụ với vỏ 

trống có / 100R h = , / 0.02R a =  và trường hợp T-D, các tải tới hạn giảm tới 48.1% 

khi tham số   tăng từ 0.6 (dịch chuyển một phần) đến 1 (không thể dịch chuyển).  
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Bảng 2.9. Tải nhiệt tới hạn crT (K) của các vỏ trống mỏng FGM hoàn hảo chỉ chịu 

nhiệt độ tăng đều [ 2N = , 0 = , / 100R h = ,
2 / 400L Rh = , 1 2( , ) (0,0)K K = ]. 

Tính chất /R a    

0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

T-ID 0.04−  437.2  373.9  326.5  289.6  260.1  

 0.02−  650.9  557.4  487.2 432.6  388.9  

 0 997.2  854.7  747.9  664.8  598.3  

 0.02 1025.0  879.6  770.5  685.7  617.8  

 0.04 1054.2  905.7  794.4  707.8  638.5  

T-D 0.04−  351.6  308.2  274.5  247.3  225.2  

 0.02−  487.1 429.9 385.0 348.7 318.8 

 0 678.1 603.2 543.8 495.6 455.5 

 0.02 692.1 616.5 556.6 507.9 467.3 

 0.04 706.7 630.4 569.9  520.7 479.8 

( , ) (1,5), (1,5), (11,5), (12,1), (12,1)m n =  lần lượt khi / 0.04, 0.02,0,0.02,0.04R a = − − . 

Bảng 2.10. Tải nhiệt tới hạn crT (K) của các vỏ trống tương đối dày FGM hoàn hảo 

chỉ chịu nhiệt độ tăng đều [ 2N = , 0 = , / 50R h = ,
2 / 400L Rh = , 1 2( , ) (0,0)K K = ].  

Tính chất /R a    

0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

T-ID 0.04−  988.2   845.2 738.0 654.6 587.9 

 0.02−  1395.5 1194.8 1044.3 927.3 833.6  

 0 1985.7  1702.0 1489.3 1323.8 1191.4 

 0.02 2040.8 1751.2 1534.1 1365.2 1230.1  

 0.04 2099.1  1803.5  1581.8 1409.4 1271.4  

T-D 0.04−  666.4 593.5 535.0 487.3 447.5 

 0.02−  853.0 766.5 696.1 637.6 588.5 

 0 1092.5 991.0 905.9 834.2 773.3 

 0.02 1110.6 1009.7 924.5 852.5 791.5 

 0.04 1129.1 1029.0 943.9 871.8 810.4 

( , ) (1,4), (1,4), (12,1), (12,1), (12,1)m n =  lần lượt khi / 0.04, 0.02,0,0.02,0.04R a = − − . 
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Ảnh hưởng tiêu cực của nhiệt độ cao lên các tính chất vật liệu nên được tính 

đến để các dự đoán tải tới hạn chính xác hơn, đặc biệt là đối với các vỏ dày hơn. Ví 

dụ, trong trường hợp / 0.02R a =  và 1 = , tải nhiệt tới hạn ứng với trường hợp T-D 

nhỏ hơn so với trường hợp T-ID khoảng 32.2% và 55.5% lần lượt khi / 100R h =  và 

/ 50R h = . Không giống như trường hợp vỏ chịu áp lực ngoài (xem hình 2.13), nhiệt 

độ tới hạn của vỏ trống lồi chỉ hơi cao hơn so với vỏ trụ. Ví dụ, đối với trường hợp 

/ 100R h = , 1 =  và T-D, tải nhiệt tới hạn của vỏ trống với / 0.04R a =  chỉ cao hơn 

khoảng 5.27% so với vỏ trụ ( / 0R a = ).  

Bảng 2.11. Tải nhiệt tới hạn crT  (K) của các vỏ trống rất thoải FGM có lỗ rỗng và 

áp lực ngoài tác dụng trước q (MPa) chịu nhiệt độ tăng đều [ 2N = , 0.1 = ,

/ 60R h = , / 0.01R a = , 1 = , các tính chất T-D, 1 2( , ) (0,0)K K = ]. 

Phân bố q  

 

2 /L Rh  

100 200 300 400 500 

Even 0 750.3 (6,1) 751.2 (8,3) 750.9 (10,2) 750.3 (12,1) 751.2 (13,1) 

 2 633.5 (1,6) 559.3 (1,5) 524.8 (1,5) 496.5 (1,4) 424.8 (1,4) 

 3 528.3 (1,6) 407.5 (1,5) 294.6 (1,5) 211.8 (1,5) 151.6 (1,4) 

Uneven 0 722.3 (6,1) 723.1 (8,2) 722.6 (10,1) 722.2 (12,1) 722.4 (13,1) 

 2 626.6 (1,6) 558.9 (1,5) 538.4 (1,5) 501.3 (1,4) 440.8 (1,4) 

 3 531.5 (1,6) 422.4 (1,5) 333.3 (1,5) 274.2 (1,5) 199.8 (1,4) 

 Các số trong các ngoặc đơn chỉ mode vồng ( , )m n  

Ảnh hưởng của áp lực ngoài tác dụng trước và loại phân bố lỗ rỗng lên sự ổn 

định của vỏ trống rất thoải ( / 0.01R a = ) FGM có các lỗ rỗng và các cạnh tựa cố định 

( 2N = , 0.1 = , 1 = ) chịu nhiệt độ tăng đều được khảo sát trong bảng 2.11. Như có 

thể thấy, sự có mặt của áp lực ngoài tác dụng trước làm cho khả năng chịu tải nhiệt 

của vỏ giảm đáng kể và nhiệt độ tới hạn trở nên nhỏ hơn khi áp lực ngoài cao hơn. 

Thêm vào đó, ảnh hưởng của kiểu phân bố lỗ rỗng lên tải nhiệt tới hạn phụ thuộc vào 

tỷ lệ kích thước 
2 /L Rh  và độ lớn của áp lực ngoài tác dụng trước. Cụ thể, tải nhiệt 

tới hạn trong trường hợp các lỗ rỗng phân bố đều cao hơn trong trường hợp phân bố 

không đều khi tỷ số 
2 /L Rh  và áp lực q  nhỏ.  
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Tiếp theo, hình 2.14 đánh giá các ảnh hưởng của môi trường đàn hồi bao quanh 

và tỷ lệ thể tích các lỗ rỗng lên tải nhiệt tới hạn của các vỏ trống rất thoải FGM có 

các lỗ rỗng phân bố không đều với các cạnh biên tựa cố định ( / 0.01R a = , 1 = ) và 

chỉ chịu nhiệt độ tăng đều. Như có thể thấy, nhiệt độ tới hạn của vỏ trống được tăng 

lên khi vỏ được bao quanh bởi các nền đàn hồi, đặc biệt là nền loại Pasternak. Trái 

ngược với trường hợp các vỏ chịu tải cơ, các lỗ rỗng có ảnh hưởng tích cực lên sự ổn 

định của các vỏ FGM chỉ chịu tải nhiệt và, cụ thể là, các tải nhiệt tới hạn được tăng 

lên đáng kể khi tỷ lệ thể tích các lỗ rỗng tăng lên. Một lần nữa, hình 2.14 chỉ ra rằng 

các tải nhiệt tới hạn trong trường hợp T-D thấp hơn nhiều so với trường hợp T-ID.  

 

Hình 2.14. Ảnh hưởng của môi trường 

đàn hồi và tỷ lệ lỗ rỗng lên tải nhiệt tới 

hạn của vỏ trống rất thoải FGM có các lỗ 

rỗng phân bố không đều. 

 

Hình 2.15. Ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ 

thể tích và độ cong Gauss lên tải nhiệt 

tới hạn của vỏ trống FGM có các lỗ rỗng 

phân bố đều. 

Cuối cùng, các ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích và tỷ số các bán kính cong 

/R a  lên sự ổn định tuyến tính của vỏ trống FGM có các lỗ rỗng phân bố đều và các 

cạnh tựa cố định chịu nhiệt độ tăng đều được phân tích trong hình 2.15. Hình này chỉ 

ra rằng tải nhiệt tới hạn được tăng lên nhanh chóng khi tỷ số /R a  được tăng từ 0.05−  

(vỏ trống lõm) đến 0 (vỏ trụ), sau đó tải nhiệt tới hạn được tăng khá chậm khi tỷ số 

các bán kính cong /R a  tăng từ 0 đến 0.05. Điều này cho thấy rằng, khi chịu nhiệt độ 

tăng đều, khả năng kháng vồng của vỏ trụ cao hơn nhiều và thấp hơn không nhiều lần 

lượt so với vỏ trống lõm và vỏ trống lồi. Kết quả trong hình 2.15 cũng cho thấy rằng 

khi chỉ số tỷ lệ thể tích tăng lên làm cho các tải nhiệt tới hạn cao hơn. 
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2.5. Kết luận chương 2 

Từ các kết quả thu được trong chương 2, luận án đưa ra một số nhận xét sau: 

1. Sự có mặt của các lỗ rỗng có ảnh hưởng tích cực và tiêu cực lần lượt lên sự 

ổn định của các vỏ FGM chịu tải nhiệt và tải cơ. Nói khác đi, tải cơ và tải nhiệt tới 

hạn của vỏ FGM lần lượt bị giảm và được tăng khi tỷ lệ các lỗ rỗng tăng lên.  

2. Về ảnh hưởng của kiểu phân bố lỗ rỗng, tải nhiệt tới hạn của vỏ cao hơn 

trong trường hợp các lỗ rỗng phân bố đều, ngược lại tải cơ tới hạn cao hơn trong 

trường hợp các lỗ rỗng phân bố không đều.  

3. Sự tăng độ cong theo phương kinh tuyến làm cho các tải tới hạn của vỏ 

trống FGM chịu nén dọc trục và áp lực ngoài lần lượt được tăng rất nhẹ và tăng mạnh. 

Khi chịu tải cơ kết hợp, miền ổn định của vỏ được mở rộng hơn về phía áp lực ngoài 

cao khi độ cong theo phương kinh tuyến tăng lên.  

4. Nói chung, các môi trường đàn hồi bao quanh làm tăng các tải tới hạn. Nói 

riêng, lớp đàn hồi Winkler giúp cho vỏ chịu áp lực ngoài tốt hơn đáng kể, trong khi 

lớp trượt Pasternak có ảnh hưởng tích cực lên khả năng chịu tải nén dọc trục của vỏ.  

5. Trong trường hợp vỏ FGM có các lỗ rỗng với các cạnh biên bị ràng buộc 

dịch chuyển chịu áp lực ngoài trong môi trường nhiệt, các áp lực tới hạn bị giảm khi 

các cạnh biên bị ràng buộc chặt chẽ hơn và mức giảm sâu hơn khi nhiệt độ môi trường 

trở nên cao hơn.  

6. Trong trường hợp vỏ trống chịu nhiệt độ tăng đều, nhiệt độ tới hạn giảm 

mạnh khi các cạnh biên bị ràng buộc chặt chẽ hơn và/hoặc áp lực ngoài (tác dụng 

trước) tăng lên. Khác với trường hợp vỏ trống chịu áp lực ngoài, nhiệt độ tới hạn của 

vỏ trống lồi cao hơn không nhiều so với vỏ trụ.  

7. Cách tiếp cận giải tích với dạng độ võng hai số hạng có độ chính xác tốt và 

tương đối hiệu quả để giải quyết bài toán ổn định tuyến tính của các vỏ dày dựa trên 

lý thuyết biến dạng trượt bậc cao. Cách tiếp cận này có thể mở rộng cho bài toán ổn 

định và dao động tuyến tính của vỏ trống và vỏ trụ dày làm từ các vật liệu khác nhau. 

Các kết quả chính của chương 2 đã được công bố trong 2 bài báo khoa học 

đăng trên các tạp chí quốc tế thuộc danh mục ISI, cụ thể là các bài báo số 1 và số 

2 trong danh mục các công trình của tác giả liên quan đến luận án. 
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CHƯƠNG 3. ỔN ĐỊNH PHI TUYẾN CỦA VỎ TRỤ FGM CÓ LỖ 

RỖNG SỬ DỤNG LÝ THUYẾT BIẾN DẠNG TRƯỢT BẬC NHẤT 

Vỏ trụ là dạng kết cấu được sử dụng phổ biến trong nhiều lĩnh vực khác nhau 

và sự ổn định của loại vỏ này là một bài toán nhận được sự quan tâm của nhiều tác 

giả. Tuy nhiên, theo hiểu biết của tác giả luận án, chưa có nghiên cứu nào đánh giá 

ảnh hưởng đồng thời của các lỗ rỗng trong vật liệu, biến dạng trượt ngang trong vỏ 

và tính đàn hồi về liên kết ở các cạnh lên sự ổn định phi tuyến (bao gồm các ứng xử 

vồng và sau vồng) của các vỏ trụ FGM. Chương này của luận án giới thiệu một cách 

tiếp cận giải tích để nghiên cứu ổn định phi tuyến của các vỏ trụ tròn làm từ FGM có 

các lỗ rỗng chịu tải cơ, nhiệt và kết hợp cơ-nhiệt có kể đến tính đàn hồi về ràng buộc 

dịch chuyển theo phương tiếp tuyến ở các cạnh biên. Vỏ trụ được giả thiết có hình 

dáng hoàn hảo và các cạnh biên tựa bản lề. Các lỗ rỗng được giả thiết tồn tại trong 

FGM theo các kiểu phân bố đều và không đều. Các tính chất của các vật liệu thành 

phần được giả thiết phụ thuộc vào nhiệt độ và các tính chất hiệu dụng của FGM có lỗ 

rỗng được xác định theo công thức hỗn hợp cải tiến. Bài toán ổn định được đặt theo 

ứng suất và các phương trình cơ bản được thiết lập dựa trên lý thuyết biến dạng trượt 

bậc nhất có kể đến tính phi tuyến hình học theo nghĩa von Kármán – Donnell. Các 

phương trình này được giải nhờ sử dụng các nghiệm giải tích và phương pháp 

Galerkin. Trong chương này, lần đầu tiên dạng nghiệm độ võng hai số hạng được sử 

dụng để phân tích ổn định phi tuyến của vỏ trụ. Đối với các vỏ trụ dày và tương đối 

dày, dạng nghiệm độ võng hai số hạng có thể là một xấp xỉ tốt vì có thể giảm đáng 

kể các khó khăn về mặt toán học. Dạng nghiệm độ võng hai số hạng dựa trên quan 

điểm rằng ảnh hưởng của số hạng độ võng đối xứng trục phi tuyến là nhỏ và bỏ qua 

được khi vỏ trụ tương đối dày. Sau khi thu được các biểu thức giải tích của mối liên 

hệ phi tuyến giữa tải và độ võng, luận án thực hiện nhiều ví dụ số để đánh giá các ảnh 

hưởng riêng rẽ và đồng thời của tỷ lệ lỗ rỗng, kiểu phân bố các lỗ rỗng, mức độ ràng 

buộc dịch chuyển trên các cạnh biên và tải tác dụng trước (khi vỏ chịu tải kết hợp) 

lên khả năng kháng vồng và khả năng mang tải sau vồng của vỏ. Từ các kết quả số, 

một số nhận xét được đưa ra. Bên cạnh sự đóng góp mới về phương pháp tiếp cận, 

các kết quả số mà luận án thu được có thể là tham khảo có giá trị đối với những nhà 

nghiên cứu trong lĩnh vực vật liệu và ổn định kết cấu, đặc biệt là kết cấu dạng vỏ kín.  
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3.1. Mô hình kết cấu và các tính chất vật liệu 

Trong chương này 

luận án xét mô hình kết 

cấu là các vỏ trụ tròn có 

chiều dài L , chiều dày h  

và bán kính cong R . Vỏ 

được xác định trong một 

hệ tọa độ xyz  có gốc đặt 

trên mặt giữa tại một cạnh 

 

Hình 3.1. Các kích thước và hệ tọa độ của vỏ trụ tròn. 

và các trục x , y R=  (  là góc vĩ tuyến) và z  lần lượt hướng theo phương dọc trục, 

phương vĩ tuyến và phương của pháp tuyến trong đến mặt giữa ( / 2 / 2h z h−   ).  

Vỏ trụ được làm từ vật liệu cơ tính biến đổi FGM có lỗ rỗng. Mô hình vật liệu 

và các tính chất hiệu dụng của vật liệu FGM có lỗ rỗng đã được mô tả trong mục 2.1 

ở chương 2 và, để cho ngắn gọn, sẽ không trình bày lại ở đây.   

3.2. Các phương trình cơ bản 

Trong chương này bài toán ổn định phi tuyến được đặt theo ứng suất và các 

phương trình cơ bản được thiết lập dựa trên lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất 

(FSDT). Dựa trên FSDT, các thành phần biến dạng tại một điểm cách mặt giữa một 

khoảng z  được biểu diễn như sau 
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trong đó 
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 (3.2) 

và các đại lượng có cùng ý nghĩa như đã mô tả trong chương 2. 

Các thành phần ứng suất trong vỏ được xác định bởi liên hệ ứng suất - biến 

dạng sau đây 

h

L
R

z


y=R



z

y

R
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             ( )2
1

1
x x y

E
T    


 = + − +  −

  

             ( )2
1

1
y y x

E
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            ( ) ( ), , , ,
2(1 )

xy xz yz xy xz yz

E
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
=

+
 

trong đó 0T T T = −  là mức tăng nhiệt độ đều từ giá trị ban đầu 0T , mà giả thiết ở đó 

vỏ không chịu ứng suất nhiệt, đến giá trị T . Trong nghiên cứu này 0T  được giả thiết 

là nhiệt độ phòng.  

Các thành phần hợp lực màng , ,x y xyN N N , hợp lực trượt ngang ,x yQ Q , mô 

men uốn ,x yM M  và mô men xoắn 
xyM  trong vỏ được tính qua các thành phần ứng 

suất như sau 

      ( ) ( )
/2

/2

, , , ,

h

x y xy x y xy

h

N N N dz  
−

=   ,  ( ) ( )
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h

x y S xz yz
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     ( ) ( )
/2
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h

x y xy x y xy

h

M M M zdz  
−

=   (3.4) 

trong đó SK  là hệ số hiệu chỉnh trượt. 

Sau khi đặt các thành phần biến dạng (3.1) vào biểu thức các thành phần ứng 

suất (3.3) rồi thay kết quả vào (3.4) ta nhận được các biểu thức cụ thể của các thành 

phần nội lực và mô men như sau 
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Hệ phương trình cân bằng phi tuyến của vỏ trụ tròn hoàn hảo hình dáng dựa 

trên FSDT được viết như sau [172] 

 
, , 0x x xy yN N+ =  (3.7a) 

 
, , 0xy x y yN N+ =  (3.7b) 

 
, , , , ,2 / 0x x y y x xx xy xy y yy yQ Q N w N w N w N R q+ + + + + + =   (3.7c) 

 
, , 0x x xy y xM M Q+ − =  (3.7d) 

 
, , 0xy x y y yM M Q+ − =  (3.7e) 

trong đó q  là áp lực bề mặt phân bố đều vuông góc với mặt giữa của vỏ, nhận giá trị 

dương và âm lần lượt đối với các trường hợp áp lực từ ngoài vào và từ trong ra. 

Hai phương trình đầu (3.7a, b) được thỏa mãn đồng nhất bởi việc đưa vào hàm 

ứng suất ( , )f x y  như được định nghĩa trong (2.11). Sau khi thay (3.7d,e) vào (3.7c) 

và thực hiện các biến đổi toán học theo cách tương tự như đã tiến hành trong các công 

trình [97,98,131], phương trình cân bằng phi tuyến của vỏ trụ FGM có lỗ rỗng được 

viết lại dưới dạng sau 

             ( )2

, , , , , , , , ,2 / 0x x y y yy xx xy xy xx yy xxD f w f w f w f R q  + + − + + + =  (3.8) 

trong đó D  là độ cứng chống uốn và 
2  là toán tử Laplace có biểu thức như sau 
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1 3 2

2
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E E E
D

E 

−
=

−
 ,  

2 2
2

2 2x y

 
 = +

 
. (3.9) 

Từ các liên hệ động học (3.2), phương trình tương thích biến dạng được viết 

như sau 

               
,0 0 0 2

, , , , , ,

xx

x yy y xx xy xy xx yy xy

w
w w w

R
  + − = − − + . (3.10) 

Từ các liên hệ (3.5), các thành phần biến dạng của mặt giữa 0 0 0, ,x y xy    có thể 

được biểu diễn qua các thành phần nội lực , ,x y xyN N N  (và do đó qua các đạo hàm 

riêng của hàm ứng suất). Sau đó, bằng cách đặt các biểu thức 0 0 0, ,x y xy    vừa nhận 

được vào (3.10) thu được dạng mới của phương trình tương thích biến dạng viết qua 

các đạo hàm riêng của độ võng w và hàm ứng suất f  như sau 
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,4 2

1 , , , 0
xx

xx yy xy

w
f E w w w

R

 
 + + − = 

 
 (3.11) 

trong đó 
4 2 2 =   là toán tử lưỡng điều hòa. 

Trong chương này, các cạnh biên của vỏ trụ được giả thiết tựa bản lề và điều 

kiện biên được biểu diễn như sau [172] 

            0x yw M = = = , 0x xN N=   tại  0,x L=  (3.12) 

trong đó 0xN  là hợp lực nén (chủ động) trong trường hợp các cạnh biên tựa di động 

và là hợp của các phản lực (bị động) trong trường hợp các cạnh biên bị ràng buộc 

dịch chuyển theo phương tiếp tuyến. 

3.3. Nghiệm giải tích của bài toán ổn định phi tuyến 

Trong hầu hết các nghiên cứu giải tích đã tiến hành về ổn định phi tuyến của 

vỏ trụ nói chung và vỏ trụ FGM nói riêng có các cạnh tựa bản lề, lý thuyết vỏ mỏng 

cổ điển (CST) thường được sử dụng và độ võng thường được giả thiết có dạng một 

số hạng [42,46,48] hoặc ba số hạng [34-36,38,39,43,50]. Nghiệm độ võng dạng một 

số hạng là xấp xỉ đơn giản khi chỉ giữ lại số hạng độ võng ngay sau khi vỏ bị vồng và 

bỏ qua độ võng đều trước khi vồng và độ võng phi tuyến trong giai đoạn sau vồng. 

Khắc phục mặt hạn chế này, độ võng dạng ba số hạng đã kể đến số hạng độ võng đều 

trước khi vồng và độ võng đối xứng trục phi tuyến trong giai đoạn sau khi vồng. Tuy 

nhiên, việc sử dụng dạng độ võng ba số hạng cho lý thuyết vỏ biến dạng trượt gặp 

những khó khăn toán học và số hạng độ võng đối xứng trục phi tuyến có thể chỉ đáng 

kể đối với các vỏ mỏng và rất mỏng (khi mà độ võng trong giai đoạn sau vồng lớn 

hơn nhiều lần so với chiều dày của vỏ). Gần đây, Hieu và Tung [112,113] đã lần đầu 

tiên sử dụng dạng nghiệm độ võng hai số hạng để phân tích bài toán vồng tuyến tính 

của các vỏ trụ và vỏ trống FG-CNTRC tương đối dày dựa trên lý thuyết biến dạng 

trượt bậc nhất FSDT. Dạng nghiệm độ võng hai số hạng này cũng đã được mở rộng 

cho phân tích vồng tuyến tính của vỏ trụ và vỏ trống FGM dày có lỗ rỗng dựa trên lý 

thuyết vỏ biến dạng trượt bậc cao HSDT. Trong chương hiện tại của luận án, lần đầu 

tiên nghiệm độ võng dạng hai số hạng được sử dụng để phân tích ổn định phi tuyến 

của vỏ trụ tròn làm từ FGM có các lỗ rỗng. Như được đề cập trong cuốn sách của 

Brush và Almroth [17], đối với các dạng vỏ kín như vỏ trụ và vỏ trống, độ võng đều 
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trong giai đoạn trước khi vồng là đáng kể và nên xét đến để đảm bảo độ chính xác 

khi phân tích ổn định. Ngược lại, độ võng đối xứng trục phi tuyến trong giai đoạn sau 

khi vồng, cụ thể là số hạng 2sin ( / )m x L , có thể là không đáng kể đối với các vỏ trụ 

dày hoặc tương đối dày. Dựa trên quan điểm này, dạng hai số hạng của độ võng có 

thể là một xấp xỉ đáng tin cậy cho bài toán ổn định của vỏ trụ dày hoặc tương đối dày. 

Cụ thể, chương này giả thiết dạng nghiệm của độ võng w, hàm ứng suất f  và các 

hàm góc xoay ,x y   có dạng như sau [112,113] 

         0 1( , ) sin sinm nw x y W W x y = +  (3.13a) 

          1 2 3( , ) cos2 cos2 sin sinm n m nf x y A x A y A x y   = + +  (3.13b) 

                                             
2 2

4 0 0sin3 sin
2 2

m n y x

x y
A x y h N  + − +   

           1 cos sinx m nB x y  =  , 
2 sin cosy m nB x y  =    (3.13c) 

trong đó 0W  và 1W  lần lượt là độ võng đều trong giai đoạn trước khi vồng và biên độ 

của độ võng trong giai đoạn ngay sau khi vồng, và iA ( 1 4i =  ), 
jB ( 1,2j = ) là các 

hệ số cần xác định. Hơn nữa, /m m L = , /n n R =  và các đại lượng ,m n  và 
0 y

có cùng ý nghĩa như trong chương 2.  

Sau khi thay các liên hệ động học (3.2) và các nội lực ở (3.5) vào hai phương 

trình cân bằng (3.7d, e) và đặt các nghiệm (3.13a, c) vào hai phương trình nhận được, 

ta có thể thu được các hệ số biên độ của các hàm góc xoay như sau 

                22 31 21 32
1 1

11 22 12 21

b b b b
B W

b b b b

−
=

−
 , 11 32 12 31

2 1

11 22 12 21

b b b b
B W

b b b b

−
=

−
 (3.14) 

trong đó các biểu thức cụ thể của 
ijb  ( 1 3i =  , 1,2j = ) được cho trong công thức 

(B1) ở phụ lục B. 

Thay các nghiệm (3.13a, b) vào phương trình tương thích biến dạng (3.11) ta 

thu được phương trình mà từ đó các hệ số trong hàm ứng suất được xác định như sau 

         

2
21

1 1232

n

m

E
A W




=  ,  

2
21

2 1232

m

n

E
A W




=  , 

( )

2

1 1
3 2

2 2

m

m n

E W
A

R



 
=

+
 , 4 0A = . (3.15) 
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Bằng cách đặt các nghiệm (3.13) vào phương trình vi phân cân bằng (3.8) sau 

đó áp dụng phương pháp Galerkin trên toàn miền vỏ trụ ( 0 x L  ,0 2y R  ) cho 

phương trình nhận được, tương tự như các biểu thức (2.19a, b), ta thu được hệ phương 

trình đại số sau đây 

             
0

0
y

h

q
R


− + =  (3.16a) 

             

2 2 2
2

11 21 1 0 02 2 2
0x y

h R h

m n
g g W N

R L R


− − − + =  (3.16b) 

trong đó 

 ( ) ( )1 0 1 0

1
, , , ,h x xW R N W R N

h
=  , 

R

L
L

R
=  , 

4 4

21 1 1
2 2h R h

m n
g E E

R L R

   
= +   

   
,  

 

2
2 2 2 2

2 1
11 1 23 2 2 2 2 2 2

h R R h R

D m m E m
g n B nB

R L L R n L m

  



    
= − + + +    

+    
 (3.17) 

và 

                  1
1

E
E

h
=  , 

3

D
D

h
= , 22 31 21 32

1

11 22 12 21

b b b b
B

b b b b

−
=

−
 , 11 32 12 31

2

11 22 12 21

b b b b
B

b b b b

−
=

−
,  

                 ( ) ( )11 21 12 22 11 21 12 22

1
, , , , , ,b b b b b b b b

h
=  (3.18) 

Tiếp sau đây, các biểu thức cụ thể của tải tới hạn và liên hệ phi tuyến tải – độ 

võng cho các trường hợp cụ thể của tải trọng và điều kiện biên sẽ được xác định. 

3.3.1. Vỏ trụ FGM có các cạnh bị ràng buộc chịu áp lực ngoài và/hoặc tải nhiệt 

Phần này trình bày cách thiết lập các công thức dạng đóng của tải tới hạn và 

liên hệ phi tuyến giữa tải và độ võng của vỏ trụ tròn FGM có lỗ rỗng với các cạnh bị 

ràng buộc dịch chuyển theo phương tiếp tuyến đặt trong môi trường nhiệt và chịu áp 

lực ngoài. Trong trường hợp này 0xN  trong (3.16b) là hợp của các phản lực (bị động) 

trên các cạnh biên bị ràng buộc dịch chuyển. Mối liên hệ giữa hợp phản lực trên các 

cạnh biên và dịch chuyển trung bình trên các cạnh này được biểu diễn như (2.22) và 

điều kiện đóng theo hướng vòng được thỏa mãn theo nghĩa trung bình như (2.23). 

Từ các liên hệ động học (3.2) và các biểu thức nội lực (3.5), có thể thu được 

các biểu thức sau đây  
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               ( ) 22 1
, , , ,

1 1 1

1 1

2
yy xx x x x

u E
f f w

x E E E
 

 
= − − − +


 (3.19a) 

               ( ) 22 1
, , , ,

1 1 1

1 1

2
xx yy y y y

v E w
f f w

y E E R E
 

 
= − − + − +


 (3.19b) 

Bằng cách đặt các biểu thức nghiệm (3.13) vào các biểu thức (3.19) sau đó đặt 

các biểu thức kết quả vào các liên hệ (2.22) và (2.23) ta sẽ thu được một hệ hai phương 

trình đại số tuyến tính của hai biến 0xN  và 
0 y  như sau 

             

2 2
21

0 0 12 28
y x

h R

E m
N W G T

R L


  + = −   (3.20a) 

              

2
21 1

0 0 0 128
y x

h h

E n E
N W W G T

R R
 + = − +   (3.20b) 

trong đó   và G  có biểu thức như (2.26) và 0
0

W
W

h
= . Sau khi giải hệ phương trình 

(3.20) ta thu được kết quả sau đây 

                        2

0 13 0 23 1 33xN g W g W g T= − + −   (3.21a) 

                         2

0 12 0 22 1 32y g W g W g T = − +   (3.21b) 

trong đó các hệ số 
ijg  ( 1 3i =  , 2,3j = ) được cho trong công thức (B2) ở phụ lục B. 

Biểu thức của độ võng đều trước vồng không thứ nguyên 0W  có thể nhận được 

bằng cách thay (3.21) vào (3.16a) như sau 

                  20 3222
0 1

12 12 12

hW g Rg
W W T q

h g g g
= = −  +  (3.22) 

Tương tự, bằng cách đặt 0xN  và 
0 y  từ (3.21) vào (3.16b) ta nhận được  

     
2 2 2 2 2 2

2

13 12 0 21 23 22 1 112 2 2 2 2 2

h R h h R h

m n m n
g g W g g g W g

R L R R L R

    
+ − + + − +   

   
  

                                                              
2 2 2

33 322 2 2
0

h R h

m n
g g T

R L R

 
+ +  = 
 

. (3.23) 

Bây giờ với việc đặt 0W  từ (3.22) vào (3.23) ta nhận được biểu thức sau 

                       ( )2

11 24 1 34

14

1
q g g W g T

g
= + −   (3.24) 
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trong đó 4kg  ( 1 3k =  ) được hiển thị trong công thức (B3) ở phụ lục B.  

Biểu thức (3.24) là liên hệ phi tuyến giữa tải và độ võng trong giai đoạn ngay 

sau khi vồng của vỏ trụ FGM có lỗ rỗng với các cạnh bị ràng buộc đặt trong môi 

trường nhiệt tăng đều (tồn tại trước) và chịu áp lực vuông góc với mặt giữa của vỏ. 

Bằng cách cho 1 0W →  ta có thể thu được 

                 ( )11 34

14

1
bq g g T

g
= −   (3.25) 

Đây là biểu thức tải vồng của vỏ trụ FGM có lỗ rỗng. Các tải áp lực tới hạn 

crq  có thể thu được bằng cách cực tiểu hóa các tải vồng theo mode vồng ,m n . Giá trị 

của độ võng đều trong giai đoạn trước khi vồng có thể được dự đoán từ biểu thức 

(3.22) với 1 0W → , bq q=  và ,m n  là mode vồng tới hạn như sau 

               11 32 34
0

12 14 12 12 14

h hR g g R g
W T

g g g g g

 
= − +  

 
. (3.26) 

Từ (3.13a) và (3.22) có thể dễ nhận thấy rằng độ võng lớn nhất không thứ 

nguyên của vỏ trụ có biểu thức như sau 

             2max 3222
max 0 1 1 1

12 12 12

hW g Rg
W W W W W T q

h g g g
= = + = + −  + . (3.27) 

Các biểu thức (3.24) và (3.27) sẽ được sử dụng để xác định các đường liên hệ 

giữa tải áp lực ngoài và độ võng lớn nhất không thứ nguyên của vỏ trụ FGM. 

Trong trường hợp vỏ trụ FGM chỉ chịu nhiệt độ tăng đều, biểu thức liên hệ 

giữa tải nhiệt và độ võng có thể được thu được từ (3.24) như sau 

               ( )2

11 24 1

34

1
T g g W

g
 = +   (3.28) 

Bằng cách cho 1 0W →  ta thu được biểu thức của tải nhiệt có thể làm cho vỏ 

trụ bị vồng như sau 

              11

34

b

g
T

g
 =  (3.29) 

và tải nhiệt tới hạn crT  là giá trị nhỏ nhất trong số các tải vồng bT  xác định bằng 

cách cực tiểu hóa bT  theo mode vồng ,m n .  
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Tương tự như trên, giá trị của độ võng trước vồng không thứ nguyên có thể 

được xác định từ (3.22) và (3.29) với 1 0W → , 0q = , crT T =   như sau 

                       0 32 11
0

12 34

W g g
W

h g g
= = − . (3.30) 

Hơn nữa biểu thức của độ võng lớn nhất không thứ nguyên khi vỏ trụ FGM 

chỉ chịu nhiệt độ tăng đều có dạng sau đây 

                    2 3222
max 0 1 1 1

12 12

gg
W W W W W T

g g
= + = + −  . (3.31) 

Các biểu thức (3.28) và (3.31) có thể được sử dụng để xác định các đường liên 

hệ giữa tải nhiệt và độ võng lớn nhất. Do sự phụ thuộc vào nhiệt độ của các tính chất 

vật liệu, các tải nhiệt tới hạn và các đường liên hệ tải – độ võng trong phân tích sau 

vồng được thu được sau một quá trình lặp. 

3.3.2. Vỏ trụ FGM có lỗ rỗng với các cạnh tựa di động chịu tải cơ kết hợp 

Xét bài toán vỏ trụ FGM có lỗ rỗng với các cạnh tựa di động chịu tác dụng 

đồng thời của áp lực ngoài q  phân bố đều vuông góc với mặt giữa và áp lực nén đều 

dọc trục P . Trong trường hợp này hợp lực nén (chủ động) trên các cạnh là 0xN Ph= −  

và bằng cách thay nghiệm (3.13) vào (3.19b) rồi đặt vào điều kiện (2.23) ta nhận được 

biểu thức của 
0 y  như (3.20b). Sau khi đặt 0xN  và 

0 y  vào các phương trình (3.16) 

ta nhận được  

2
2 21

1 0 1 0
8

h h h

h

n E
E W R P R q R G T W

R
+ − +  − =  (3.32a) 

 
2 2 2 2 2 4

2 21
11 21 1 1 0 12 2 2 3 2 4

0
8h R h h h h

m n n n E n
g g W P P E W G T W

R L R R R R


− − + + + +  − =  (3.32b) 

Bằng cách khử 0W  từ hai phương trình trên ta thu được liên hệ sau đây 

                                 211 21
1

31 31

g g
P W

g g
= +  (3.33) 

trong đó  

                         

2 2 2

31 2 2

h R h

m n
g

R L R


= +  , 

q

P
 =  (3.34) 
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Biểu thức (3.33) là liên hệ phi tuyến giữa tải và độ võng của vỏ trụ FGM chịu 

các giá trị nhỏ của áp lực ngoài tác dụng trước và sau đó chịu nén đều dọc trục. Bằng 

cách cho 1 0W →  ta thu được tải vồng như sau 

                                       11

31

b

g
P

g
=  (3.35) 

Từ (3.13a) và (3.32a), biểu thức của độ võng lớn nhất không thứ nguyên trong 

trường hợp này có dạng sau 

           ( )
2

2

max 0 1 1 1

1 1 8

h h
h

h

R R n
W W W R P G T W W

E E R
 = + = − −  + +  (3.36) 

Các biểu thức (3.33) và (3.36) được sử dụng để xác định các đường liên hệ 

giữa áp lực nén và độ võng lớn nhất trong phân tích sau vồng. Các biểu thức (3.33) 

và (3.34) có thể được viết lại dưới dạng 

                         211 21
1

41 41

g g
q W

g g
= +  (3.37) 

trong đó 

                 

2 2 2

41 2 2

h R h

m n
g

R L R


= +  ,   

P

q
 =  (3.38) 

Biểu thức (3.37) là liên hệ phi tuyến giữa tải và độ võng của vỏ trụ FGM có 

các cạnh tựa di động chịu các giá trị nhỏ của áp lực nén dọc trục tác dụng trước và 

sau đó chịu áp lực ngoài. Tải vồng của vỏ thu được khi cho 1 0W →  như sau 

                     11

41

b

g
q

g
=       (3.39)  

và biểu thức của độ võng lớn nhất trong trường hợp này có dạng 

              ( )
2

2

max 0 1 1 1

1 1 8

h h
h

h

R R n
W W W R q G T W W

E E R
= + = − −  + + . (3.40) 

Các biểu thức (3.37) và (3.40) sẽ được sử dụng để phác họa các đường liên hệ 

giữa áp lực ngoài và độ võng lớn nhất của vỏ trụ FGM chịu tải cơ kết hợp. Cũng 

tương tự như mục trước, các giá trị tải tới hạn ,cr crP q  của vỏ trụ FGM được xác định 

như là giá trị nhỏ nhất của tải vồng và thu được bằng cách cực tiểu hóa tải vồng theo 

mode vồng ,m n . 



63 
 

3.4. Các kết quả số và thảo luận 

Phần này trình bày các kết quả số cho phân tích vồng và sau vồng của các vỏ 

trụ FGM làm từ các vật liệu thành phần là 3 4Si N  và SUS304 chịu các tải cơ, nhiệt và 

cơ-nhiệt. Các tính chất phụ thuộc vào nhiệt độ của các vật liệu thành phần đã được 

trình bày trong chương 2, cụ thể là theo công thức (2.34) và các hệ số được cho trong 

bảng 2.1. Trong các kết quả số, hệ số hiệu chỉnh trượt được giả thiết là 5 / 6SK = . 

3.4.1. Các nghiên cứu so sánh 

Để kiểm chứng độ tin cậy của cách tiếp cận mà luận án sử dụng, phần này thực 

hiện một số nghiên cứu so sánh với các kết quả đã thu được trong các công bố trước 

đây. Tuy nhiên, theo hiểu biết của tác giả luận án, chưa có công bố nào về ổn định 

của vỏ trụ FGM có lỗ rỗng với các cạnh chịu liên kết đàn hồi. Vì vậy, các nghiên cứu 

so sánh được tiến hành cho các trường hợp riêng, cụ thể là vỏ trụ FGM hoàn hảo 

(không có lỗ rỗng) với các cạnh tựa di động (khi vỏ chịu tải cơ) hoặc tựa cố định (khi 

vỏ chịu tải nhiệt). 

Nghiên cứu so sánh đầu tiên thực hiện tính toán tải tới hạn của vỏ trụ FGM 

với các cạnh tựa di động chịu áp lực ngoài trong môi trường nhiệt độ. Bài toán này 

cũng đã được xem xét trong công trình của Shen [28] khi sử dụng dạng nghiệm tiệm 

cận và phương pháp lặp hai bước dựa trên CST. Bảng 3.1 so sánh kết quả thu được 

theo cách tiếp cận của luận án và kết quả đạt được trong công trình của Shen [28]. Dễ 

nhận thấy rằng một sự phù hợp rất tốt đạt được trong nghiên cứu so sánh này. 

Bảng 3.1. So sánh tải tới hạn crq  (MPa) của vỏ trụ 3 4 / 304Si N SUS  với các cạnh tựa 

di động chịu áp lực ngoài trong môi trường nhiệt ( / 300R h = , 200T = K, 1m = ). 

2 /L Rh  Tham 

khảo 

N  

0 0.5 1 3 5 

100 Shen [28] 0.231 0.275 0.291 0.314 0.324 

 Luận án 0.231 0.276 0.292 0.315 0.325 

200 Shen [28] 0.157 0.187 0.198 0.213 0.220 

 Luận án 0.157 0.187 0.198 0.214 0.221 

500 Shen [28] 0.096 0.114 0.121 0.130 0.134 

 Luận án 0.096 0.114 0.121 0.130 0.134 

14n = , 12 và 10 lần lượt đối với 
2 / 100L Rh = , 200 và 500. 
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Tiếp theo, luận án xem 

xét ứng xử vồng của vỏ trụ 

FGM hoàn hảo với các cạnh tựa 

cố định chịu nhiệt độ tăng đều. 

Bài toán này cũng đã được xem 

xét trong bài báo của Shen [31] 

sử dụng các nghiệm khai triển 

tiệm cận theo tham số bé dựa 

trên HSDT và trong công bố 

của Wu và ccs [12] sử dụng tiêu 

chuẩn cân bằng lân cận cùng 

nghiệm độ võng dạng một số 

hạng dựa trên lý thuyết vỏ CST.  

 

Hình 3.2. So sánh tải nhiệt tới hạn của vỏ trụ 

FGM hoàn hảo với các cạnh tựa cố định. 

Trong nghiên cứu so sánh này vỏ trụ được làm từ nhôm ( Al ) và oxit nhôm ( 2 3Al O ) 

với các tính chất (mô đun đàn hồi  và hệ số dãn nở nhiệt) độc lập với nhiệt độ. Cụ thể, 

các tính chất vật liệu của các thành phần trong FGM là [11,12] 70mE = GPa, 

623 10m
−=  (1/oC), 0.3m =  đối với nhôm và 380cE = GPa, 67.4 10c

−=  (1/oC), 

0.3c =  đối với oxit nhôm. Hình 3.2 chỉ ra sự so sánh các kết quả về tải nhiệt tới hạn 

theo cách tiếp cận của luận án, sử dụng công thức (3.29), và các kết quả đã được báo 

cáo trong các công trình trước của Shen [31] và Wu cùng ccs [12]. Để cho phù hợp 

ký hiệu, trong hình 3.2 
*N  là chỉ số tỷ lệ thể tích của vỏ trụ FGM có mặt trong giàu 

ceramic và mặt ngoài giàu kim loại, tức là 
*

(1/ 2 / )N

cV z h= + . Như có thể nhận thấy, 

các kết quả theo cách tiếp cận của luận án hơi cao hơn so với kết quả của Shen [31] 

và phù hợp rất tốt với kết quả của Wu và ccs [12]. 

Sau đây, các kết quả số sẽ được giới thiệu để phân tích ổn định của (1) vỏ trụ 

FGM có lỗ rỗng và các cạnh biên tựa di động chịu tải cơ kết hợp trong môi trường 

nhiệt độ, (2) vỏ trụ FGM có lỗ rỗng và các cạnh biên bị ràng buộc dịch chuyển chịu 

áp lực ngoài trong môi trường nhiệt và (3) vỏ trụ FGM có lỗ rỗng và các cạnh biên bị 

ràng buộc dịch chuyển chỉ chịu nhiệt độ tăng đều. Trong các kết quả số, mức độ ràng 

buộc dịch chuyển trên các cạnh biên sẽ được đo bằng tham số   như (2.26) mà theo 

đó các cạnh tựa di động, tựa cố định và tựa di động một phần sẽ lần lượt được đặc 
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trưng bởi các giá trị 0 = , 1 =  và 0 1  . Hơn nữa, tương tự như chương 2, các 

tính chất vật liệu phụ thuộc và không phụ thuộc vào nhiệt độ sẽ được đề cập đến lần 

lượt là T-D và T-ID. 

3.4.2.  Vỏ trụ FGM có lỗ rỗng và các cạnh tựa di động chịu tải cơ kết hợp  

Phần này trình bày một số kết quả số dưới dạng các hình vẽ để phân tích sau 

vồng của vỏ trụ FGM tương đối dày có lỗ rỗng với các cạnh biên tựa di động chịu tải 

cơ kết hợp trong môi trường nhiệt độ. Hình 3.3 khảo sát ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích 

  của các lỗ rỗng lên ứng xử sau vồng của vỏ trụ FGM có các lỗ rỗng phân bố đều 

chịu nén dọc trục kết hợp với áp lực ngoài (tồn tại trước). Rõ ràng là khả năng mang 

tải của vỏ có lỗ rỗng kém hơn đáng kể so với vỏ hoàn hảo và các đường tải – độ võng 

hạ thấp hơn khi tỷ lệ các lỗ rỗng trở nên cao hơn. Tiếp theo, các ảnh hưởng của mức 

độ áp lực ngoài tồn tại trước (tham số tải /q P = ) và loại phân bố lỗ rỗng lên ứng 

xử sau vồng của vỏ trụ FGM chịu nén dọc trục được phân tích trong hình 3.4. Hình 

này cho thấy rằng khả năng mang tải nén dọc trục của vỏ trụ trở nên yếu đi rõ rệt khi 

áp lực ngoài tăng lên. Hơn nữa, các đường tải – độ võng ứng với loại phân bố đều 

(even) thấp hơn đáng kể so với loại phân bố không đều (Uneven) của các lỗ rỗng.  

 

Hình 3.3. Ảnh hưởng tỷ lệ lỗ rỗng lên 

ứng xử sau vồng của vỏ trụ FGM chịu 

nén dọc trục kết hợp với áp lực ngoài. 

 

Hình 3.4. Ảnh hưởng của kiểu phân bố 

lỗ rỗng và áp lực ngoài lên ứng xử sau 

vồng của vỏ trụ FGM chịu nén dọc trục. 

Ví dụ số tiếp theo được phác họa trong hình 3.5 để xét ảnh hưởng của tải nén 

trước theo hướng dọc trục, cụ thể là tỷ số tải /P q = , lên khả năng mang tải của vỏ 
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trụ FGM có các lỗ rỗng phân bố đều ( 0.1 = ) chịu áp lực ngoài trong một môi trường 

nhiệt độ ( 400T = K). Như có thể quan sát thấy rằng, sự có mặt của tải nén dọc trục 

tồn tại trước làm cho khả năng chịu áp lực ngoài giảm đi đáng kể. Cụ thể hơn, đường 

cân bằng tải – độ võng hạ thấp nhanh chóng khi   tăng từ 0 đến 100 và hạ xuống 

chậm hơn khi   trở nên lớn hơn (từ 100 đến khoảng 500 trong ví dụ này). Kết quả 

số cuối cùng trong tiểu mục này được chỉ ra trong hình 3.6 khi đánh giá ảnh hưởng 

của nhiệt độ môi trường lên đáp ứng sau vồng của vỏ trụ FGM có các lỗ rỗng phân 

bố đều ( 0.5N = , 0.1 = ) chịu nén trước bởi áp lực dọc trục ( 100 = ) và sau đó chịu 

áp lực ngoài. Nhìn chung nhiệt độ cao có ảnh hưởng tiêu cực lên khả năng mang tải 

trong giai đoạn sau vồng của vỏ trụ chịu tải cơ. Thêm vào đó, sự quan sát hình 3.6 

nhận thấy rằng trong giai đoạn trước khi vồng dường như vỏ trụ bị võng vào phía 

trong và võng ra phía ngoài lần lượt ở các giá trị thấp và cao của nhiệt độ môi trường.  

 

Hình 3.5. Ảnh hưởng của tải nén trước 

dọc trục lên ứng xử sau vồng của vỏ trụ 

FGM có lỗ rỗng chịu áp lực ngoài. 

 

Hình 3.6. Ảnh hưởng của môi trường 

nhiệt lên ứng xử sau vồng của vỏ trụ 

chịu áp lực ngoài kết hợp nén dọc trục. 

3.4.3. Vỏ trụ FGM có lỗ rỗng và các cạnh biên bị ràng buộc chịu áp lực ngoài 

Một số kết quả số về phân tích vồng và sau vồng của các vỏ trụ FGM có lỗ 

rỗng với các cạnh bị ràng buộc dịch chuyển theo phương tiếp tuyến, đặt trong môi 

trường nhiệt độ và chịu áp lực ngoài được giới thiệu trong phần này.  

          Các ảnh hưởng của mức độ ràng buộc dịch chuyển các cạnh biên (tham số  ), 

loại phân bố các lỗ rỗng, tỷ lệ thể tích các lỗ rỗng ( ) và nhiệt độ môi trường (T ) 



67 
 

lên các tải áp lực ngoài tới hạn của các vỏ trụ FGM có lỗ rỗng được đánh giá trong 

các hình 3.7 và 3.8. Như có thể nhận thấy từ hình 3.7, các áp lực tới hạn crq  bị giảm 

nhẹ khi tham số độ cứng ràng buộc không thứ nguyên   tăng từ 0 (các cạnh tựa di 

động) đến 1 (các cạnh tựa cố định) ở nhiệt độ phòng ( 300T = K) và bị giảm mạnh 

khi   tăng ở nhiệt độ cao ( 500T = K). Dường như hợp lực nén dọc trục do nhiệt ở 

các cạnh biên bị ràng buộc tăng lên ở nhiệt độ cao và làm cho vỏ trụ bị mất ổn định 

sớm hơn dưới tác dụng của áp lực ngoài. Hơn nữa, hình 3.7 cũng chứng tỏ rằng vỏ 

có lỗ rỗng ( 0.1 = ) có tải tới hạn thấp hơn đáng kể so với vỏ hoàn hảo ( 0 = ) và áp 

lực tới hạn bị giảm sâu hơn trong trường hợp các lỗ rỗng phân bố đều trong vỏ FGM. 

 

Hình 3.7. Ảnh hưởng của ràng buộc 

dịch chuyển cạnh lên áp lực ngoài tới 

hạn của vỏ trụ FGM có lỗ rỗng. 

 

Hình 3.8. Ảnh hưởng của nhiệt độ, tỷ lệ và 

loại phân bố của các lỗ rỗng lên áp lực 

ngoài tới hạn của vỏ trụ FGM có lỗ rỗng. 

Hình 3.8, được vẽ cho vỏ có 0.5 =  (các cạnh chỉ được dịch chuyển một 

phần), chỉ ra rằng áp lực ngoài tới hạn bị giảm và giảm mạnh khi tỷ lệ thể tích các lỗ 

rỗng tăng lên lần lượt trong trường hợp các lỗ rỗng phân bố không đều (Uneven) và 

đều (Even) trong FGM. Điều đó cho thấy mức độ chênh lệch các tải tới hạn ứng với 

hai loại phân bố lỗ rỗng tăng lên khi tỷ lệ thể tích các lỗ rỗng tăng lên. Mặc dù sự 

tăng lên của nhiệt độ môi trường dẫn đến sự giảm của áp lực ngoài tới hạn nhưng ảnh 

hưởng tiêu cực của nhiệt độ cao lên tải tới hạn trở nên nhẹ hơn khi các lỗ rỗng phân 

bố đều, đặc biệt là ở tỷ lệ lỗ rỗng cao. Tiếp theo, ảnh hưởng của sự ràng buộc cạnh 

biên lên ứng xử sau vồng của các vỏ trụ FGM có các lỗ rỗng phân bố đều ( 0.1 = ) 

chịu áp lực ngoài ở nhiệt độ phòng ( 300T = K) và nhiệt độ cao ( 500T = K) lần lượt 
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được phân tích trong các hình 3.9 và 3.10. Sự quan sát các hình này dẫn đến nhận xét 

rằng sự ràng buộc dịch chuyển trên các cạnh biên có ảnh hưởng bất lợi lên ứng xử 

sau vồng của vỏ trụ FGM có lỗ rỗng chịu áp lực ngoài. Cụ thể hơn, khả năng mang 

tải áp lực ngoài của vỏ trụ FGM bị giảm nhẹ và giảm rõ rệt khi vỏ lần lượt được đặt 

ở nhiệt độ phòng (tức là chỉ chịu áp lực) và ở nhiệt độ cao (tức là vỏ chịu tải cơ-nhiệt 

kết hợp). Hơn nữa, khi các cạnh bị ràng buộc chặt, độ võng đều trước khi vồng của 

vỏ hướng vào trong và hướng ra ngoài lần lượt ở nhiệt độ phòng và nhiệt độ cao. 

 

Hình 3.9. Ảnh hưởng của   lên ứng xử 

sau vồng của vỏ trụ FGM có lỗ rỗng chịu 

áp lực ngoài ở nhiệt độ phòng. 

 

Hình 3.10. Ảnh hưởng của   lên ứng xử 

sau vồng của vỏ trụ FGM có lỗ rỗng chịu 

áp lực ngoài ở nhiệt độ cao. 

Các ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích và loại phân bố các lỗ rỗng lên đáp ứng sau 

vồng của vỏ trụ FGM chịu áp lực ngoài với các cạnh tựa di động ở nhiệt độ phòng (

300T = K, 0 = ) và với các cạnh tựa cố định ở nhiệt độ cao ( 500T = K, 1 = ) được 

lần lượt minh họa trong các hình 3.11 và 3.12. Khi các cạnh tựa di động và ở nhiệt 

độ phòng, hình 3.11 cho thấy rằng khả năng mang tải của vỏ trụ bị giảm khi tỷ lệ thể 

tích các lỗ rỗng tăng lên và mức độ giảm sâu hơn khi các lỗ rỗng phân bố đều trong 

FGM. Tuy nhiên, khi vỏ có các cạnh biên tựa cố định và đặt ở nhiệt độ cao, sự chênh 

lệch giữa các đường tải – độ võng ứng với các tỷ lệ và loại phân bố lỗ rỗng khác nhau 

giảm đi đáng kể. Ví dụ số tiếp theo được chỉ trong hình 3.13 để đánh giá ảnh hưởng 

của nhiệt độ môi trường lên ứng xử sau vồng của vỏ trụ FGM có lỗ rỗng và các cạnh 

tựa cố định ( 0.2 = , 1 = ) chịu áp lực ngoài. Rõ ràng là khả năng mang tải áp lực 

trong giai đoạn sau vồng của vỏ trụ bị giảm khi nhiệt độ môi trường tăng lên. Hơn 
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nữa, ở nhiệt độ càng cao thì chênh lệch giữa các đường đáp ứng áp lực – độ võng sau 

vồng của các vỏ với các kiểu phân bố lỗ rỗng đều và không đều càng được thu hẹp 

và vỏ bị võng ra phía ngoài (độ võng âm) trong giai đoạn trước khi vồng càng nhiều. 

 

Hình 3.11. Ảnh hưởng của tỷ lệ và loại 

phân bố lỗ rỗng lên đáp ứng sau vồng 

của vỏ trụ chịu áp lực ở nhiệt độ phòng.  

 

Hình 3.12. Ảnh hưởng của tỷ lệ và loại 

phân bố lỗ rỗng lên đáp ứng sau vồng của 

vỏ trụ chịu áp lực ở nhiệt độ cao. 

 

Hình 3.13. Ảnh hưởng của nhiệt độ cao 

lên ứng xử sau vồng của vỏ trụ FGM có 

lỗ rỗng chịu áp lực ngoài. 

 

Hình 3.14. Ảnh hưởng của tỷ số /R h  lên 

ứng xử sau vồng của vỏ trụ chịu áp lực 

ngoài trong môi trường nhiệt. 

Kết quả số cuối cùng trong tiểu mục này được chỉ ra trong hình 3.14 để khảo 

sát ảnh hưởng của tỷ lệ bán kính trên chiều dày /R h  lên ứng xử sau vồng của các vỏ 

trụ FGM có lỗ rỗng và các cạnh có thể dịch chuyển một phần ( 0.5 = ) chịu áp lực 
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ngoài trong một môi trường nhiệt độ ( 400T = K). Có thể thấy rằng tỷ số /R h  có ảnh 

hưởng quan trọng lên xu hướng ứng xử và khả năng mang tải của vỏ trụ. Cụ thể, khả 

năng mang tải của vỏ trụ giảm rất nhanh khi /R h  tăng từ 30 đến 50 và giảm chậm 

hơn khi tỷ số này trở nên lớn hơn. Hơn nữa, trong khi các đường đáp ứng tải – độ 

võng của vỏ tương đối dày phát triển khá nhanh (tức là dốc hơn) thì đường đáp ứng 

của vỏ tương đối mỏng và mỏng được phát triển chậm hơn đáng kể (tức là thoải hơn). 

Kết quả này cho thấy rằng đáp ứng dạng hóp (snap-through) có thể xảy ra với cường 

độ nhẹ đối với các vỏ trụ dày hoặc tương đối dày. 

3.4.4. Vỏ trụ FGM có lỗ rỗng chịu nhiệt độ tăng đều 

Phần này giới thiệu một số kết quả số cho phân tích vồng và sau vồng của các 

vỏ trụ FGM làm từ 3 4 / 304Si N SUS  có lỗ rỗng với các cạnh biên bị ràng buộc dịch 

chuyển chỉ chịu nhiệt độ tăng đều.  

Bảng 3.2. Ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích và tỷ lệ lỗ rỗng lên tải nhiệt tới hạn 

crT (K) của các vỏ trụ FGM  [ / 80R h = , 
2 / 120L Rh = , 1 = , ( , ) (1,6)m n = ]. 

Tính chất   N  

0 0.2 1 2 5 

T-ID 0 491a (491b) 543 (543) 671 (671) 750 (750) 851 (851) 

 0.1 530 (518) 593 (576) 748 (716) 849 (805) 981 (920) 

 0.2 576 (548) 652 (611) 847 (767) 979 (867) 1158 (998) 

T-D 0 391 (391) 425 (425) 502 (502) 545 (545) 598 (598) 

 0.1 417 (409) 457 (446) 547 (529) 600 (576) 665 (634) 

 0.2 447 (429) 494 (469) 603 (558) 669 (610) 751 (675) 

a Kết quả khi các lỗ rỗng phân bố đều, b Kết quả khi các lỗ rỗng phân bố không đều. 

Các ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích N , tỷ lệ   và loại phân bố các lỗ rỗng 

lên tải nhiệt tới hạn của vỏ trụ FGM có các cạnh biên tựa cố định ( 1 = ) chịu nhiệt 

độ tăng đều được phân tích trong bảng 3.2 cho cả hai trường hợp các tính chất vật 

liệu không (T-ID) và phụ thuộc (T-D) vào nhiệt độ. Có thể thấy rằng nhiệt độ tới hạn 

tăng lên và chênh lệch giữa các dự đoán trong hai trường hợp T-ID và T-D cũng tăng 

lên khi chỉ số tỷ lệ thể tích N  lớn hơn. Ví dụ, với trường hợp 0.1 =  và lỗ rỗng phân 

bố đều thì tải nhiệt tới hạn trong trường hợp T-D thấp hơn trong trường hợp T-ID 
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khoảng 29.76% và 47.52% lần lượt đối với 0.2N =  và 5N = . Một nhận xét thú vị 

đó là, trái ngược với trường hợp vỏ trụ chịu tải cơ, sự có mặt của các lỗ rỗng có ảnh 

hưởng tích cực lên khả năng kháng vồng của vỏ trụ chịu tải nhiệt và nhiệt độ tới hạn 

cao hơn khi tỷ lệ phần trăm về thể tích các lỗ rỗng cao hơn. Cụ thể hơn, với loại lỗ 

rỗng phân bố đều, 1N =  và các tính chất T-D, tải nhiệt tới hạn của vỏ có lỗ rỗng tăng 

8.96% và 20.12% so với vỏ hoàn hảo khi trong vỏ có lần lượt 10% ( 0.1 = ) và 20% 

( 0.2 = ) các lỗ rỗng. Hơn nữa, nhiệt độ tới hạn của vỏ có lỗ rỗng phân bố đều cao 

hơn của vỏ có lỗ rỗng phân bố không đều và sự chênh lệch này trở nên lớn hơn khi 

tỷ lệ lỗ rỗng   cao hơn và/hoặc chỉ số N  lớn hơn (vỏ giàu ceramic hơn). Chẳng hạn, 

tải nhiệt tới hạn khi lỗ rỗng phân bố đều cao hơn khi lỗ rỗng phân bố không đều 

khoảng 2.47% và 11.26% lần lượt đối với các trường hợp ( , ) (0.1,0.2)N =  và 

( , ) (0.2,5)N = .  

Bảng 3.3. Ảnh hưởng của tỷ số /R h  và mức độ ràng buộc cạnh   lên tải nhiệt tới 

hạn crT (K) của vỏ trụ FGM có lỗ rỗng phân bố đều ( 1N = ,
2 / 500L Rh = , 0.1 = ) 

Tính chất /R h    

0.5 0.6 0.8 1.0 

T-ID 100 1203 ( 1.36− )* 1002 ( 1.16− ) 752 ( 0.91− ) 601 ( 0.77− ) 

 150 799 ( 1.36− ) 665 ( 1.16− ) 499 ( 0.91− ) 399 ( 0.76− ) 

 200 600 ( 1.36− ) 500 ( 1.16− ) 375 ( 0.91− ) 300 ( 0.76− ) 

T-D 100 785 ( 1.32− ) 686 ( 1.14− ) 549 ( 0.91− ) 459 ( 0.76− ) 

 150 576 ( 1.34− ) 499 ( 1.15− ) 394 ( 0.91− ) 327 ( 0.76− ) 

 200 459 ( 1.35− ) 395 ( 1.16− ) 310 ( 0.91− ) 256 ( 0.76− ) 

* Số trong ngoặc đơn chỉ giá trị 0 /W h . Mode vồng ( , ) (1,5),(1,6)m n =  và (1,7)  lần 

lượt đối với / 100,150R h =  và 200 . 

Bảng 3.3 chỉ ra các ảnh hưởng của tỷ số /R h  và mức độ ràng buộc cạnh biên 

  lên tải nhiệt tới hạn của vỏ trụ FGM có lỗ rỗng phân bố đều ( 1N = , 0.1 = ). Có 

thể quan sát thấy rằng tải nhiệt tới hạn của vỏ bị giảm đi nhanh chóng khi tỷ số /R h  

và/hoặc   tăng lên. Ngược lại với trường hợp vỏ trụ chịu áp lực ngoài, các vỏ chịu 

tải nhiệt sẽ bị võng ra phía ngoài (độ võng âm) trong giai đoạn trước khi vồng và độ 

võng trước vồng giảm khi các cạnh biên bị ràng buộc chặt chẽ hơn. Một nhận xét 
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khác đó là ảnh hưởng tiêu cực của tính chất T-D lên sự ổn định của vỏ trở nên rõ ràng 

hơn đối với các vỏ dày hơn và/hoặc các cạnh bị ràng buộc nhẹ hơn. Ví dụ, tải nhiệt 

tới hạn trong trường hợp T-D nhỏ hơn tải nhiệt tới hạn trong trường hợp T-ID khoảng 

46.06% và 17.19% lần lượt khi ( / , ) (100,0.6)R h  =  và ( / , ) (200,1.0)R h  = . Các 

ảnh hưởng tích cực của vỏ giàu ceramic, tỷ lệ lỗ rỗng cao và loại phân bố đều của các 

lỗ rỗng lên tải nhiệt tới hạn cũng được khẳng định lại ở hình 3.15. 

 

Hình 3.15. Ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ 

thể tích và tỷ lệ lỗ rỗng lên tải nhiệt tới 

hạn của vỏ trụ FGM. 

 

Hình 3.16. Ảnh hưởng của tỷ lệ lỗ rỗng lên 

ứng xử sau vồng của vỏ trụ FGM có các 

cạnh tựa cố định. 

Hình 3.16 khảo sát ảnh hưởng của các lỗ rỗng lên ứng xử sau vồng của vỏ trụ 

FGM có các cạnh tựa cố định và lỗ rỗng phân bố đều. Có thể dễ nhận thấy rằng, trái 

ngược với trường hợp vỏ trụ chịu tải cơ, sự có mặt của các lỗ rỗng có ảnh hưởng tích 

cực lên sự ổn định của vỏ trụ chịu tải nhiệt và khả năng mang tải nhiệt của vỏ trở nên 

mạnh hơn khi tỷ lệ các lỗ rỗng cao hơn. Tiếp theo, hình 3.17 chỉ ra rằng khả năng 

mang tải nhiệt của vỏ trở nên cao hơn khi các lỗ rỗng phân bố đều trong vỏ FGM. 

Các ảnh hưởng của mức độ ràng buộc dịch chuyển trên các cạnh biên lên ứng xử sau 

vồng của vỏ trụ FGM có các lỗ rỗng phân bố đều được phân tích trong hình 3.18. Rõ 

ràng là các nhiệt độ tới hạn và các đường cân bằng trong giai đoạn sau tới hạn đều bị 

hạ thấp hơn khi tham số   trở nên lớn hơn, tức là khi các cạnh biên bị ngăn dịch 

chuyển nghiêm ngặt hơn. Hơn nữa, có thể nhận thấy rằng các đường cân bằng thoải 

hơn và thấp hơn nhiều khi kể đến sự phụ thuộc vào nhiệt độ của các tính chất vật liệu. 
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Hình 3.17. Ảnh hưởng của loại phân bố 

lỗ rỗng lên ứng xử sau vồng của vỏ trụ 

FGM chịu tải nhiệt. 

 

Hình 3.18. Ảnh hưởng của sự ràng buộc 

các cạnh biên lên ứng xử sau vồng của 

vỏ trụ FGM có các lỗ rỗng phân bố đều. 

Ví dụ số tiếp theo được chỉ ra trong hình 3.19 để đánh giá ảnh hưởng của chỉ 

số tỷ lệ thể tích lên ứng xử sau vồng của các vỏ trụ FGM có các lỗ rỗng phân bố đều 

và các cạnh tựa cố định chịu nhiệt độ tăng đều. Có thể nhận thấy rằng sự tăng lên của 

chỉ số N  làm tăng tỷ lệ thành phần ceramic trong FGM và do đó làm tăng khả năng 

mang tải nhiệt của vỏ. Hơn nữa, ảnh hưởng tích cực của tỷ lệ lỗ rỗng cao ( 0.2 = ) 

lên khả năng mang tải nhiệt rõ ràng hơn đối với các giá trị lớn hơn của chỉ số N . 

 

Hình 3.19. Ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ 

thể tích lên ứng xử sau vồng của vỏ trụ 

có lỗ rỗng phân bố đều chịu tải nhiệt. 

 

Hình 3.20. Ảnh hưởng của tỷ lệ kích 

thước lên ứng xử sau vồng của vỏ trụ có 

lỗ rỗng phân bố đều chịu tải nhiệt. 
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 Cuối cùng, hình 3.20 chỉ ra rằng mặc dù mode vồng thay đổi nhưng tải nhiệt 

tới hạn không thay đổi đáng kể và không có một xu hướng biến đổi rõ ràng về khả 

năng mang tải nhiệt với các giá trị khác nhau của tỷ số kích thước 
2 /L Rh . 

3.5. Kết luận chương 3. 

Trong chương 3 luận án đã lần đầu tiên sử dụng cách tiếp cận giải tích với 

dạng độ võng hai số hạng dựa trên lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất để phân tích ổn 

định phi tuyến của các vỏ trụ tương đối dày làm từ FGM có các lỗ rỗng chịu các tải 

cơ, nhiệt và kết hợp cơ-nhiệt. Ảnh hưởng của tính đàn hồi về ràng buộc dịch chuyển 

theo phương tiếp tuyến của các cạnh biên và sự phụ thuộc vào nhiệt độ của các tính 

chất vật liệu đã được tính đến trong nghiên cứu. Từ các kết quả đã thu được, luận án 

đưa ra một số nhận xét sau đây: 

1. Dạng độ võng hai số hạng mà luận án sử dụng có thể là một xấp xỉ phù hợp 

để dự đoán đáp ứng ổn định phi tuyến của các dạng vỏ kín như vỏ trụ tròn khi kể đến 

biến dạng trượt ngang trong vỏ. 

2. Sự có mặt của các lỗ rỗng trong FGM có ảnh hưởng bất lợi lên khả năng 

kháng vồng và khả năng mang tải sau vồng của vỏ trụ FGM chịu tải cơ. Ngược lại, 

các lỗ rỗng có ảnh hưởng tích cực lên sự ổn định của vỏ trụ FGM chịu tải nhiệt. 

3. Kiểu phân bố lỗ rỗng có ảnh hưởng khác nhau lên sự ổn định của vỏ trụ chịu 

tải cơ và nhiệt. Cụ thể, vỏ trụ chịu tải cơ và tải nhiệt có sự ổn định tốt hơn khi các lỗ 

rỗng lần lượt phân bố trong vỏ theo kiểu phân bố không đều và đều. 

4. Khả năng mang tải của vỏ trụ FGM trở nên mạnh hơn khi tỷ lệ ceramic 

trong vỏ cao hơn ( N  lớn hơn). Hơn nữa, ảnh hưởng của lỗ rỗng, kiểu phân bố lỗ rỗng 

và các tính chất vật liệu phụ thuộc vào nhiệt độ cũng trở nên rõ ràng hơn khi tỷ lệ 

phần trăm thành phần ceramic cao hơn. 

5. Trong đa số các trường hợp, sự ràng buộc dịch chuyển của các cạnh biên 

đều làm cho tải tới hạn nhỏ hơn và khả năng mang tải của vỏ yếu hơn, đặc biệt là 

trong môi trường nhiệt độ cao. 

Các kết quả chính của chương 3 đã được công bố trong 2 bài báo khoa học 

đăng trên các tạp chí quốc tế thuộc danh mục ISI, cụ thể là các bài báo số 3 và 4 

trong danh mục các công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án. 
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CHƯƠNG 4. ỔN ĐỊNH PHI TUYẾN CỦA VỎ CẦU THOẢI VÀ TẤM 

TRÒN FGM CÓ LỖ RỖNG VỚI CÁC CẠNH CHỊU LIÊN KẾT ĐÀN HỒI 

Do có nhiều ưu điểm về khả năng chịu áp lực mặt và tính thẩm mỹ, vỏ cầu là 

dạng kết cấu được sử dụng nhiều trong các bộ phận chịu áp lực lớn, điển hình là các 

kết cấu trong kỹ thuật xây dựng và hàng không. Tuy nhiên, do sự phức tạp về mặt 

toán học của các phương trình cơ bản, các công bố về phân tích tĩnh và động của các 

vỏ cầu thường có số lượng hạn chế hơn rất nhiều so với các công bố về dầm và tấm. 

Theo hiểu biết của tác giả luận án, trong các tài liệu mở chưa có kết quả nghiên cứu 

nào được công bố về ổn định phi tuyến của vỏ cầu thoải FGM có lỗ rỗng với các cạnh 

biên chịu liên kết đàn hồi. Với mong muốn cung cấp thêm sự hiểu biết về ứng xử của 

vỏ cầu nói chung và ổn định của vỏ cầu FGM nói riêng, chương này của luận án sử 

dụng một cách tiếp cận giải tích để nghiên cứu ổn định phi tuyến của vỏ cầu thoải 

FGM có lỗ rỗng với các cạnh biên bị ràng buộc dịch chuyển chịu áp lực ngoài trong 

môi trường nhiệt độ. Như một trường hợp riêng, ổn định phi tuyến của tấm tròn mỏng 

FGM có lỗ rỗng chịu nhiệt độ tăng đều cũng được phân tích. Các tính chất của các 

vật liệu thành phần được giả thiết phụ thuộc vào nhiệt độ và các tính chất hiệu dụng 

của FGM xác định bằng quy tắc hỗn hợp cải tiến. Các lỗ rỗng giả thiết phân bố đều 

hoặc không đều trong FGM. Vỏ cầu và tấm tròn được giả thiết là mỏng, thoải, chịu 

biến dạng đối xứng trục và chịu liên kết ngàm ở biên. Bài toán ổn định đặt theo ứng 

suất và các phương trình cơ bản được thiết lập dựa trên lý thuyết vỏ cổ điển có kể đến 

tính phi tuyến hình học theo nghĩa von Kármán – Donnell, tính không hoàn hảo hình 

dáng ban đầu và áp lực tương tác từ nền đàn hồi phi tuyến ba tham số. Các phương 

trình này được giải bằng nghiệm giải tích và phương pháp Galerkin. Trong bài toán 

ổn định của tấm tròn FGM chịu tải nhiệt, phương pháp lặp được sử dụng để tính toán 

các tải nhiệt tới hạn và các đường cân bằng tải nhiệt – độ võng trong giai đoạn sau 

vồng. Sau khi thực hiện các nghiên cứu so sánh để kiểm định độ tin cậy, luận án thực 

hiện một loạt các kết quả số để phân tích nhiều ảnh hưởng khác nhau lên sự ổn định 

của vỏ cầu thoải và tấm tròn FGM có lỗ rỗng. Các kết quả phân tích chỉ ra rằng mức 

độ ràng buộc dịch chuyển ở các cạnh biên có thể có ảnh hưởng quan trọng lên xu 

hướng ứng xử của vỏ cầu, đặc biệt là khả năng xuất hiện hiện tượng hóp trong vỏ. 

Hơn nữa, khả năng mang tải và sự ổn định của vỏ, đặc biệt là việc giảm cường độ 

hóp, có thể đạt được bằng cách sử dụng các dạng nền đàn hồi với độ cứng phù hợp. 
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4.1. Mô hình kết cấu vỏ cầu thoải FGM có lỗ rỗng  

Mô hình kết cấu được xét trong chương này là các vỏ cầu thoải có chiều dày 

h , bán kính cong R , bán kính đáy a  và phần nhô cao (rise) H , như được minh họa 

trong hình 4.1. Vỏ cầu được giả thiết thoải (tức là / 1H a ) và được tựa trên một 

nền đàn hồi ba tham số. Vỏ cầu được xác định trong một hệ tọa độ ( , , z  ) có gốc 

nằm trên mặt giữa, các trục   và   lần lượt là các tọa độ theo các phương kinh tuyến 

và vĩ tuyến, và trục z  hướng theo pháp tuyến trong của mặt giữa ( / 2 / 2h z h−   ).   

 

Hình 4.1. Mô hình vỏ cầu thoải trên nền đàn hồi.  

Vỏ cầu được làm từ vật liệu FGM có lỗ rỗng trong đó các lỗ rỗng tồn tại trong 

FGM theo các kiểu phân bố đều (Even) hoặc không đều (Uneven). Các tính chất vật 

liệu hiệu dụng của loại vật liệu này đã được mô tả cụ thể trong mục 2.1 của chương 

2 và, để cho ngắn gọn, sẽ không trình bày lại ở đây. 

4.2. Các phương trình cơ bản 

Trong chương này các vỏ cầu được giả thiết là mỏng, thoải và chịu biến dạng 

đối xứng trục. Các phương trình cơ bản được thiết lập trong khuôn khổ lý thuyết vỏ 

cổ điển (CST). Để cho thuận lợi, một biến mới r  với liên hệ (xem hình 4.1) 

sinr R =  sẽ được sử dụng trong việc thiết lập các phương trình cơ bản. Do tính 

thoải của vỏ cầu, có thể xấp xỉ cos 1  , Rd dr   và 
2 / 2R a H . Dựa trên CST 

và giả thiết biến dạng đối xứng trục, các thành phần biến dạng khác không tại điểm 

cách mặt giữa một khoảng z  có dạng như sau [17,60,61]  

                0r r rz  = −  , 0 z    = −  (4.1) 

c c

k1,k3 R

h k2
H

u



z

w

q

r
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trong đó các thành phần biến dạng của mặt giữa 0 0,r    và các thành phần độ cong 

,r    có biểu thức như sau [17,60,61] 

             2

0

1

2
r

w
u w

R
  = − +  , 

0

u w

r R
 = −  , r w = , 

w

r



=  (4.2)  

          trong đó u  và w lần lượt là các thành phần chuyển vị của một điểm trên mặt 

giữa ( 0z = ) lần lượt theo các phương   và z  ( w cũng được gọi là chuyển vị ngang 

hay đơn giản là độ võng). Trong khuôn khổ chương hiện tại ký hiệu dấu phảy trên 

được sử dụng để chỉ đạo hàm theo biến r , ví dụ /u du dr = ,  
2 2/w d w dr = . 

Các thành phần ứng suất khác không trong vỏ cầu FGM được xác định từ các 

liên hệ ứng suất – biến dạng như sau 

( )2
1

1
r r

E
T    


=  + − +   −

 , ( )2
1

1
r

E
T     


=  + − +   −

 (4.3) 

trong đó 0T T T = −  là mức tăng nhiệt đều từ giá trị ban đầu là nhiệt độ phòng 0T  

mà ở đó vỏ được giả thiết không chịu ứng suất nhiệt.  

Các thành phần hợp nội lực và mô men được tính qua các thành phần ứng suất 

như sau [17] 

            ( ) ( )
/2

/2

, ,

h

r r

h

N N dz  
−

=   ,  ( ) ( )
/2

/2

, ,

h

r r

h

M M zdz  
−

=  .               (4.4) 

Sau khi đặt các thành phần biến dạng (4.1) vào (4.3) và thay các biểu thức ứng 

suất vào (4.4) ta nhận được các biểu thức cụ thể của các nội lực và mô men như sau 

                ( ) ( )1 2 1
0 02 21 1 1

r r r

E E
N     

  


= + − + −

− − −
                 (4.5a) 

                ( ) ( )1 2 1
0 02 21 1 1

r r

E E
N     

  


= + − + −

− − −
 (4.5b) 

               ( ) ( )32 2
0 02 21 1 1

r r r

EE
M     

  


= + − + −

− − −
 (4.6a) 

              ( ) ( )32 2
0 02 21 1 1

r r

EE
M     

  


= + − + −

− − −
 (4.6b) 

trong đó iE ( 1 3i =  ) và 
j ( 1,2j = ) có biểu thức định nghĩa như (3.6). 
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Dựa trên CST, hệ phương trình cân bằng phi tuyến của vỏ cầu thoải chịu biến 

dạng đối xứng trục có dạng như sau [60,61] 

            ( ) 0rrN N
 − =  (4.7a) 

            ( ) ( ) ( ) ( ) 0r r r f

r
rM M N N rN w r q q

R
 

  − + + + + − =  (4.7b) 

trong đó q  là áp lực ngoài phân bố đều trên bề mặt ngoài của vỏ cầu và 
fq  là áp lực 

tương tác từ nền đàn hồi. Vỏ cầu chịu áp lực thường trải qua độ võng lớn và hiện 

tượng hóp mạnh và nền đàn hồi phi tuyến được kỳ vọng là một giải pháp giảm võng 

và hóp. Vì vậy, trong chương này, mô hình nền đàn hồi phi tuyến ba tham số được 

xem xét và áp lực tương tác từ nền có biểu thức như sau [55,170] 

                    3

1 2 3f sq k w k w k w= −  +  (4.8) 

trong đó 
2

2

1
s

d d

dr r dr
 = +  là toán tử Laplace trong trường hợp đối xứng trục và 1 2,k k  

và 3k  lần lượt là các tham số độ cứng của nền Winkler tuyến tính, lớp trượt Pasternak 

và nền Winkler phi tuyến. Khi 3 0k =  ta nhận lại được nền đàn hồi tuyến tính hai tham 

số theo mô hình Winkler – Pasternak.  

Bằng cách đưa vào hàm ứng suất f  được xác định sao cho /rN f r= , 

N f
=  và kể đến ảnh hưởng của tính không hoàn hảo hình dáng ban đầu, phương 

trình (4.7a) tự động thỏa mãn và phương trình (4.7b) được viết lại dưới dạng sau 

     ( ) ( )2 * * 3

1 2 3

1 1 1
0s s sD w f f w w f w w q k w k w k w

R r r

   −  − + − + − + −  + =  (4.9) 

trong đó 
*w  là một hàm biết trước mô tả sự không hoàn hảo hình dáng ban đầu của 

vỏ cầu, 
2

s s s =    là toán tử lưỡng điều hòa và D  là độ cứng chống uốn của vỏ có 

biểu thức như sau 

           
4 3 2

2

4 3 2 2 3

2 1 1
s

d d d d

dr r dr r dr r dr
 = + − +  ,  

( )

2

1 3 2

2

1 1

E E E
D

E 

−
=

−
. (4.10) 

Phương trình (4.9) chứa hai hàm ẩn là hàm độ võng w và hàm ứng suất f . 

Để thu được một phương trình thứ hai liên hệ các hàm này, luận án sử dụng phương 

trình tương thích biến dạng. Phương trình tương thích biến dạng của vỏ cầu thoải chịu 

biến dạng đối xứng trục có dạng như sau [61] 
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               ( )2

0 02

1 1 1
r s rr w

r r R
     − = −  −  (4.11) 

Từ các biểu thức (4.5) ta có thể giải các biến dạng mặt giữa 0 0,r    qua các 

thành phần nội lực ,rN N  (và do đó qua hàm ứng suất f ) và các độ cong ,r    (và 

do đó qua các đạo hàm của độ võng w  theo (4.2)). Sau đó đặt các biểu thức thu được 

của 0 0,r    vào phương trình (4.11) ta có thể viết lại phương trình tương thích biến 

dạng dưới dạng sau đây 

             
2 * 2 2 *

2

2 2 2

1

1 1 1
s s

dw d w dw d w dw d w
f w

E R r dr dr dr dr dr dr

 
 = −  − + + 

 
 (4.12) 

4.3. Nghiệm giải tích của bài toán ổn định 

Vỏ cầu thoải được giả thiết chịu liên kết ngàm ở cạnh biên (tức là đường chu 

tuyến đáy) và chịu liên kết đàn hồi theo phương kinh tuyến (xem hình 4.1). Các điều 

kiện về tính đối xứng ở đỉnh ( 0r = ) và ràng buộc trên biên ( r a= ) của vỏ cầu được 

biểu diễn về mặt toán học như sau [54,56] 

                  w W= , 0w =  , rN      hữu hạn tại đỉnh 0r =  (4.13a) 

                  0w = , 0w = ,  0r rN N=  tại cạnh biên  r a=  (4.13b) 

trong đó W  là độ võng lớn nhất của vỏ cầu thoải và 0rN  là hợp các phản lực trên 

cạnh biên do sự ràng buộc dịch chuyển theo phương kinh tuyến. Hợp các phản lực có 

liên hệ với độ dịch chuyển trung bình r  trên cạnh biên như sau 

                 0r rN c=   (4.14) 

trong đó c  là tham số độ cứng của sự ràng buộc cạnh biên. Nếu mô hình sự ràng buộc 

như các lò xo thì có thể xem c  như độ cứng trung bình của hệ lò xo ràng buộc. Do 

vỏ cầu thoải chịu biến dạng đối xứng trục, độ dịch chuyển trung bình của cạnh biên 

theo phương kinh tuyến có biểu thức như sau 

               
1

2

a

r

a

du
dr

a dr
−

 = −   (4.15) 

Có thể nhận thấy từ liên hệ (4.14) rằng các giá trị 0c =  (tức là 0 0rN = ), 

c →  (tức là 0r = ) và 0 c    lần lượt biểu thị các trường hợp cạnh biên có thể 
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tự do dịch chuyển (tức là cạnh biên chịu liên kết ngàm trượt), không thể dịch chuyển 

(tức là cạnh biên chịu liên kết ngàm cứng) và cạnh biên có thể dịch chuyển một phần.  

Để thỏa mãn các điều kiện đối xứng và điều kiện biên (4.13), luận án sử dụng 

các nghiệm xấp xỉ của hàm độ võng w và dạng không hoàn hảo 
*w  như sau [58,61] 

         ( )
2

2 2

4

W
w a r

a
= −  ,  ( )

2
* 2 2

4

h
w a r

a


= −  (4.16)  

trong đó   là một giá trị nhỏ không thứ nguyên được biết đến như cỡ của sự không 

hoàn hảo hình dáng ban đầu.   

Với việc thay các nghiệm (4.16) vào phương trình tương thích biến dạng (4.12) 

rồi tích phân phương trình vi phân đối với biến hàm ứng suất f  có kể đến điều kiện 

về tính hữu hạn của /rN f r=  tại đỉnh ( 0r = ) và điều kiện 0r rN N=  tại cạnh biên 

( r a= ) ta có thể thu được biểu thức đạo hàm cấp một của hàm ứng suất như sau 

  ( ) ( ) ( )5 2 3 7 2 5 4 31 1

4 8
3 4 6 2

6 6

df E E
r a r W r a r a r W W h

dr a R a
= − − − − + +   

                                                    ( )1 1
02

2
2 3

r

E r E r
W W h W N r

a R
+ + − + . (4.17) 

Bây giờ các nghiệm (4.16) và (4.17) được thay vào phương trình cân bằng 

(4.9) và áp dụng phương pháp Galerkin đối với phương trình nhận được, cụ thể là 

                  ( )
2

2
2 2

0 0

0

a

LS a r rdrd



 − =   (4.18) 

trong đó LS  là biểu thức kết quả của vế trái của phương trình cân bằng (4.9) 

nhận được sau khi đã thay các nghiệm (4.16) và (4.17) vào trong đó. Sau khi thực 

hiện tích phân ở (4.18) ta nhận được liên hệ sau đây 

( )
0 0

1 21 1

4 4 2 4 4 4 4 3 2

3 464 4 2

15 5 3

m m

h a h h a h a h a

E K E KD E E
q W W W

R R R R R R R R R


 
= + + + − + 
 

  

                     ( ) ( )( )1 1

3 2 4 4

6
2 2

3 7h a h a

E E
W W W W W

R R R R
  − + + + +  (4.19) 
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trong đó 

            
h

R
R

h
=  , 

a

a
R

R
= , 

W
W

h
=  , 1

1

E
E

h
=  , 

3

D
D

h
=  , 

0
r

r

N
N

h
= ,  

           ( ) ( )
2

2 4

1 2 3 1 2 30 3
, , , ,

m

a
K K K a k k a k

E h
=  (4.20) 

với 
0

mE  là giá trị của mE  được tính ở nhiệt độ phòng 0 300T = K. 

Tiếp sau đây, biểu thức của hợp phản lực 0rN  sẽ được xác định. Từ liên hệ 

động học (4.2) và biểu thức nội lực (4.5) ta có thể giải ra biểu thức của u  như sau 

 

22 2 *

2 1

2 2

1 1 1

1 1 1

2

du df d f E d w dw dw dw w
u

dr E r dr dr E dr dr dr dr R E


   
= = − + − − + +   

  
 (4.21) 

Bằng cách đặt các nghiệm (4.16) và (4.17) vào (4.21) rồi đặt các biểu thức thu 

được vào các liên hệ (4.14), (4.15), ta nhận được kết quả sau đây 

               ( )1 1
0 2 2

1

2
(1 ) 3 3

r

h a h

c E E
N W W W G T

E c R R R




 
= + − −  

+ −  
 (4.22) 

trong đó 

               
c

c
h

=  , 
/2

/2

1
h

h

G E dz
h


−

=   (4.23) 

Như một trường hợp đặc biệt của nghiên cứu hiện tại, biểu thức của hợp phản 

lực trên cạnh biên ngàm cứng của tấm tròn chỉ chịu nhiệt độ tăng đều có thể nhận 

được bằng cách đặc biệt hóa biểu thức (4.22) cho trường hợp c → , R →  và 

0W =  như sau 

                      
0

1

1
rN G T


= − 

−
 (4.24) 

Biểu thức (4.24) này cũng đã được dẫn ra trong công trình của Najafizadeh và 

Heydari [66] bằng cách giải dạng màng của phương trình cân bằng trước vồng khi 

phân tích ứng xử vồng của tấm tròn FGM hoàn hảo (không lỗ rỗng) chịu nhiệt độ. 

Sau khi đặt 0rN  từ (4.22) vào (4.19) ta nhận được liên hệ phi tuyến giữa tải và 

độ võng lớn nhất không thứ nguyên của vỏ cầu thoải FGM có lỗ rỗng tựa trên nền 

đàn hồi phi tuyến, đặt trong môi trường nhiệt độ và chịu áp lực ngoài phân bố đều  
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( ) ( ) ( )( )11 21 31 412 2q g W g W W g W W g W W W   = − + − + + + +   

                                                 ( )
3

51 61 2

2
1

h a

g W g W T
R R


 

+ − + −  
 

 (4.25) 

trong đó 

 

0 0

1 21 1
11 4 4 2 4 4 4 42

1

3 464 4 2

15 53 (1 )

m m

h a h h a h ah

E K E KD E cE
g

R R R R R R RR E c 
= + + + +

 + − 
 ,  

  1 1
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3 3 (1 )h a h a

E cE
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R R R R E c 
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  1 1
41 4 4 4 4

1

6 4

7 3 (1 )h a h a

E cE
g

R R R R E c 
= +

 + − 

 , 
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3
51 6 63
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h a

E K
g

R R
=  , 

61

1

2

(1 )h

cG
g

R E c 
=

 + − 

.  

Trong trường hợp vỏ cầu thoải chỉ chịu áp lực ngoài ( 0T = ) liên hệ (4.25) 

được viết lại như sau 

                        
2 3

1 2 3q s W s W s W= − +  (4.27) 

trong đó 

         2

1 11 21 31 412 2s g g g g  = − − +  , 2 21 31 413s g g g= + −  , 3 41 51s g g= +  (4.28) 

Các giá trị cực trị của độ võng tại các điểm trị của đường liên hệ áp lực – độ 

võng được xác định từ điều kiện / 0dq dW =  như sau 

                          

2

2 2 1 3
1,2

3

3

3

s s s s
W

s

−
=  (4.29) 

nếu điều kiện sau đây được thỏa mãn 

                           2

2 1 33 0s s s−   (4.30) 

Trong trường hợp các tính chất vật liệu, hình dáng vỏ, các lỗ rỗng, mức độ 

ràng buộc cạnh biên và độ cứng của nền đàn hồi làm cho điều kiện (4.30) được thỏa 

mãn, vỏ cầu sẽ trải qua ứng xử vồng theo kiểu cực trị với tải tới hạn là giá trị áp lực 

ứng với điểm cực đại như sau 

                       ( ) 2 3

1 1 1 2 1 3 1crq q W sW s W s W= = − +  (4.31) 

Bài toán ổn định phi tuyến của tấm tròn có bán kính a , chiều dày h  làm từ 

FGM có lỗ rỗng và chịu nhiệt độ tăng đều có thể được xem xét như trường hợp riêng.  
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Thật vậy, đặc biệt hóa liên hệ (4.25) cho trường hợp 0q =  và R →  ta nhận 

được liên hệ sau đây 

    0 01
1 22

(1 ) 3
64 4

4 5
m m

E c W
T D E K E K

cG W



 

+ −  
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+ 
  

        ( )
30

3 11
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(1 )23
3 3 2

14 3 12

mE K E cE W
E c W W

cG cG W


 

  

 + −    + + − + +  
+  

 (4.32) 

trong đó /a h =  là tỷ số bán kính trên chiều dày của tấm tròn. Biểu thức (4.32) là 

liên hệ phi tuyến giữa tải nhiệt và độ võng của tấm tròn FGM có lỗ rỗng đặt trên nền 

đàn hồi phi tuyến và chịu nhiệt độ tăng đều. Tải nhiệt tới hạn của tấm tròn hoàn hảo 

hình dáng ( 0 = ) có thể thu được từ (4.32) bằng cách cho 0W →  như sau  

                         0 01
1 22

(1 ) 3
64 4

4 5
cr m m

E c
T D E K E K

cG





+ −  
 = + + 

 
 . (4.33) 

Dễ nhận thấy từ (4.33) rằng crT →  khi 0c = . Do vậy, như được mong đợi, 

tấm tròn với cạnh có thể tự do di chuyển (ngàm trượt) sẽ không bị vồng khi chịu nhiệt 

độ tăng đều. Hơn nữa, có thể quan sát thấy rằng tải nhiệt tới hạn không phụ thuộc vào 

tham số nền phi tuyến 3K . Do sự phụ thuộc vào nhiệt độ của các tính chất vật liệu, 

tải nhiệt tới hạn và các đường liên hệ tải nhiệt – độ võng trong phân tích sau tới hạn 

của tấm tròn FGM chịu nhiệt độ tăng đều được xác định bằng cách sử dụng một quá 

trình lặp. 

4.4. Các kết quả số và thảo luận 

4.4.1. Các nghiên cứu so sánh 

Phần này thực hiện các nghiên cứu so sánh để kiểm chứng độ tin cậy của cách 

tiếp cận giải tích mà luận án sử dụng. Như đã thảo luận ở phần đầu chương, hiện chưa 

có công bố nào trong tài liệu mở về ổn định của vỏ cầu thoải và tấm tròn FGM có các 

lỗ rỗng với cạnh biên chịu liên kết đàn hồi và tựa trên nền đàn hồi phi tuyến. Do đó, 

không thể thực hiện các nghiên cứu so sánh trực tiếp. Để kiểm tra độ tin cậy, các 

nghiên cứu so sánh được tiến hành cho các trường hợp đặc biệt của mô hình vật liệu, 

kết cấu và ràng buộc cạnh biên. Cụ thể, các nghiên cứu so sánh thực hiện với vỏ cầu 

thoải đẳng hướng chịu áp lực và tấm tròn FGM hoàn hảo chịu tải nhiệt. 
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Nghiên cứu so sánh thứ nhất xem xét ổn định phi tuyến của vỏ cầu thoải làm 

từ vật liệu thuần nhất đẳng hướng với cạnh biên chịu liên kết ngàm và không thể di  

chuyển (ngàm cứng) chịu áp lực 

ngoài phân bố đều. Bài toán này 

cũng đã được nghiên cứu bởi 

Dube và ccs [57] bằng cách sử 

dụng phương pháp sắp đặt theo 

thứ tự (collocation method) và 

phương pháp Galerkin với hàm 

trọng số dạng đa thức. Hình 4.2 

chỉ ra kết quả các đường cong 

liên hệ tải – độ võng theo cách 

tiếp cận giải tích của luận án và 

các đường cong thu được trong 

công trình của Dube và ccs [57].  

 

Hình 4.2. So sánh đáp ứng tải – độ võng của vỏ 

cầu thuần nhất đẳng hướng với cạnh ngàm cứng 

(immovable) chịu áp lực ngoài phân bố đều. 

 Có thể thấy rằng kết quả của luận án phù hợp tốt với kết quả nhận được trong [57]. 

Nghiên cứu so sánh thứ 

hai xem xét ứng xử vồng của 

các tấm tròn FGM hoàn hảo vật 

liệu và hình dạng làm từ các 

thành phần nhôm ( Al ) và oxit 

nhôm ( 2 3Al O ) có các cạnh 

ngàm cứng. Các tính chất độc 

lập với nhiệt độ như mô đun đàn 

hồi, hệ số dãn nở nhiệt và hệ số 

Poisson của hai vật liệu này đã 

được đề cập trong các nghiên 

cứu so sánh ở các chương trước.   

 

Hình 4.3. So sánh tải nhiệt tới hạn của tấm tròn 

làm từ 2 3/Al Al O  có cạnh biên ngàm cứng. 

 Các tải nhiệt tới hạn của tấm tròn 2 3/Al Al O  thu được bằng cách sử dụng công thức 

(4.33) của luận án được chỉ ra trong hình 4.3 trong sự so sánh với các kết quả đã thu 

được bởi Najafizadeh và Heydari [66] sử dụng tiêu chuẩn cân bằng lân cận dựa trên 
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HSDT và với kết quả được báo cáo trong công trình của Loc và ccs [68] sử dụng 

phương pháp đẳng hình học dựa trên HSDT. Như có thể quan sát thấy rằng kết quả 

của luận án phù hợp tốt với các kết quả trong [66,68] khi tấm mỏng (tỷ số /h a  nhỏ) 

và hơi cao hơn so với các kết quả được so sánh khi tấm dày hơn ( /h a  lớn hơn). Điều 

này là hợp lý vì khi tấm dày hơn trong tấm xuất hiện biến dạng trượt ngang và lý 

thuyết cổ điển mà luận án sử dụng có thể vượt dự tính các giá trị tải nhiệt tới hạn. 

Trong phần còn lại của mục này, các kết quả số cho phân tích ứng xử vồng và 

sau vồng của các tấm tròn và vỏ cầu thoải FGM làm từ hai vật liệu thành phần đó là 

3 4Si N  và 304SUS  có các lỗ rỗng sẽ được giới thiệu. Các tính chất phụ thuộc vào 

nhiệt độ của các vật liệu 3 4Si N  và 304SUS  đã được trình bày trong các chương 2, 3. 

Tương tự như các chương trước, trong các kết quả số của chương hiện tại, mức độ 

ràng buộc dịch chuyển trên cạnh biên của tấm tròn hoặc vỏ cầu thoải sẽ được đo bằng 

tham số không thứ nguyên   có biểu thức định nghĩa như (2.26) mà theo đó các giá 

trị 0 = , 1 =  và 0 1   lần lượt đặc trưng cho các trường hợp cạnh biên có thể 

tự do dịch chuyển (ngàm trượt), không thể dịch chuyển (ngàm cứng) và dịch chuyển 

một phần. Để cho việc trình bày được ngắn gọn, nếu không có lưu ý gì thêm, các tấm 

tròn và vỏ cầu được giả thiết hoàn hảo hình dáng ( 0 = ), không có ảnh hưởng của 

nền đàn hồi ( 1 2 3 0K K K= = = ) và các lỗ rỗng phân bố đều (even) trong FGM. 

4.4.2. Tấm tròn FGM có lỗ rỗng chịu nhiệt độ tăng đều 

Các ảnh hưởng của tỷ lệ các lỗ rỗng  , chỉ số tỷ lệ thể tích N  và các độ cứng 

1 2,K K  của nền đàn hồi lên tải nhiệt tới hạn của các tấm tròn FGM có các lỗ rỗng 

phân bố đều và các cạnh ngàm cứng chịu nhiệt độ tăng đều được khảo sát trong bảng 

4.1. Như có thể thấy, sự tăng lên của chỉ số tỷ lệ thể tích làm tăng tải nhiệt tới hạn 

một cách đáng kể. Hơn nữa, các nền đàn hồi cũng giúp cải thiện khả năng kháng vồng 

của các tấm tròn chịu nhiệt độ và tải nhiệt tới hạn tăng lên khi độ cứng lớp đàn hồi 

Winkler và đặc biệt là lớp trượt Pasternak tăng lên. Một nhận xét thú vị đó là các lỗ 

rỗng có ảnh hưởng tích cực lên sự ổn định của tấm FGM chịu nhiệt độ tăng đều và 

tải nhiệt tới hạn tăng lên khi tỷ lệ các lỗ rỗng tăng lên. Ngược lại, sự phụ thuộc vào 

nhiệt độ của các tính chất vật liệu làm giảm tải nhiệt tới hạn của tấm. Ảnh hưởng của 

tỷ lệ bán kính trên chiều dày /a h  và các mức độ ràng buộc dịch chuyển cạnh biên 



86 
 

 ( 0.5=  và 1)  lên tải nhiệt tới hạn của tấm tròn FGM hoàn hảo ( 0 = , 0 = ) tựa 

trên nền đàn hồi Winkler và chịu nhiệt độ tăng đều được khảo sát trên hình 4.4.  

Bảng 4.1. Các tải nhiệt tới hạn crT (K) của các tấm tròn FGM có các lỗ rỗng phân 

bố đều và cạnh biên chịu liên kết ngàm cứng ( / 50a h = , 1 = ).  

1 2( , )K K    N  

0 0.5 1 5 

(0,0) 0 26.44 (26.98) 32.47 (33.27) 35.67 (36.61) 44.16 (45.65) 

 0.1 28.54 (29.15) 35.67 (36.66) 39.61 (40.78) 50.43 (52.44) 

 0.2 30.99 (31.70) 39.61 (40.82) 44.53 (46.02) 59.04 (61.70) 

(5,0) 0 39.73 (40.89) 46.12 (47.66) 49.94 (51.64) 60.02 (62.63) 

 0.1 45.02 (46.37) 52.52 (54.45) 57.19 (59.44) 70.48 (73.95) 

 0.2 51.78 (53.63) 60.88 (63.38) 66.79 (69.84) 84.87 (89.89) 

(5,1) 0 57.32 (59.42) 64.21 (66.86) 68.63 (71.67) 80.93 (85.27) 

 0.1 66.54 (69.32) 74.66 (78.16) 80.20 (84.31) 96.55 (102.63) 

 0.2 78.97 (82.86) 88.56 (93.46) 95.94 (101.59) 118.57 (127.47) 

Trong ngoặc là kết quả tính toán khi các tính chất vật liệu độc lập nhiệt độ (T-ID).  

Có thể thấy rằng tải nhiệt tới hạn của 

tấm tròn có cạnh bị ngàm cứng nhỏ 

hơn nhiều so với tải nhiệt tới hạn của 

tấm tròn có cạnh được dịch chuyển 

một phần. Hình 4.4 cũng chỉ ra rằng 

tải nhiệt tới hạn bị giảm mạnh khi tỷ 

số /a h  trở nên lớn hơn. Hơn nữa 

mức độ chênh lệch giữa các tải nhiệt 

tới hạn với các giá trị khác nhau của 

  và các trường hợp các tính chất 

vật liệu phụ thuộc (T-D) và không 

phụ thuộc (T-ID) vào nhiệt độ giảm 

đi khi tấm tròn trở nên mỏng hơn. 

 

Hình 4.4. Ảnh hưởng của ràng buộc cạnh 

biên và tỷ số a/h lên tải nhiệt tới hạn của tấm 

tròn FGM hoàn hảo (không có lỗ rỗng). 
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Tiếp theo, các ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích các lỗ rỗng lên ứng xử sau vồng 

của tấm tròn FGM có hình dáng hoàn hảo ( 0 = ) và không hoàn hảo ( 0.05 = ) với 

cạnh biên ngàm cứng ( 1 = ) chịu tải nhiệt được minh họa trong hình 4.5. Rõ ràng là 

sự có mặt của các lỗ rỗng trong FGM làm cho tấm tròn ổn định hơn khi chịu tải nhiệt 

và đường cân bằng tải nhiệt - độ võng của tấm trở nên cao hơn khi tỷ lệ lỗ rỗng tăng 

lên. Ảnh hưởng tích cực của lỗ rỗng lên khả năng chịu tải nhiệt cũng được quan sát 

thấy trong nghiên cứu của Cuong và ccs [79] khi phân tích sự ổn định của vi tấm 

(microplate) FGM có lỗ rỗng chịu tải nhiệt. Hiện tượng này có thể được giải thích là 

sự tồn tại của các lỗ rỗng làm cho hệ số dãn nở nhiệt hiệu dụng của vật liệu composite 

bị giảm, như được chỉ trong nghiên cứu về vật liệu của Ghabezloo [177]. Ví dụ số 

tiếp theo được chỉ ra trong hình 4.6 để đánh giá ảnh hưởng của mức độ ràng buộc 

dịch chuyển trên cạnh biên và loại phân bố lỗ rỗng lên đáp ứng sau vồng của tấm tròn 

FGM ( 2N = , 0.1 = ) chịu nhiệt độ tăng đều. Như có thể thấy, tải nhiệt tới hạn và 

khả năng mang tải sau tới hạn của tấm tròn bị giảm mạnh khi cạnh biên bị ràng buộc 

khắt khe hơn (tức là   lớn hơn). Hơn nữa, khả năng mang tải nhiệt của tấm FGM tốt 

hơn khi các lỗ rỗng phân bố đều trong vật liệu. 

 

Hình 4.5. Ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích 

các lỗ rỗng lên ứng xử sau vồng của tấm 

tròn FGM chịu tải nhiệt. 

 

Hình 4.6. Ảnh hưởng của mức độ ràng 

buộc cạnh và loại phân bố lỗ rỗng lên ứng 

xử sau vồng của tấm tròn chịu tải nhiệt. 

Tiếp theo, hình 4.7 chỉ ra rằng khả năng mang tải nhiệt sau vồng của tấm tròn 

FGM có lỗ rỗng được tăng lên đáng kể khi chỉ số tỷ lệ thể tích N  cao hơn. Hơn nữa, 

ảnh hưởng bất lợi của tính chất vật liệu phụ thuộc nhiệt độ (T-D) cũng trở nên rõ ràng 



88 
 

hơn khi chỉ số N  cao hơn (tức là tỷ lệ ceramic trong tấm cao hơn). Ví dụ số cuối 

cùng trong tiểu mục này được chỉ ra trong hình 4.8 để đánh giá ảnh hưởng của tham 

số nền phi tuyến không thứ nguyên 3K  lên ứng xử sau vồng của tấm tròn FGM có 

cạnh ngàm cứng và lỗ rỗng ( 0.1 = ) phân bố không đều. Như có thể thấy, mặc dù 

độ cứng nền phi tuyến không ảnh hưởng lên tải nhiệt tới hạn nhưng có ảnh hưởng 

quan trọng lên khả năng mang tải nhiệt trong giai đoạn sau tới hạn, đặc biệt là trong 

miền độ võng lớn. Cụ thể hơn, trong khi nền loại làm mềm (softening-type 

foundation) với 3 0K   làm giảm khả năng mang tải nhiệt trong giai đoạn sâu của đáp 

ứng sau vồng thì nền loại làm cứng (hardening-type foundation) với 3 0K   giúp cho 

khả năng mang tải của tấm tròn trong giai đoạn sau vồng được cải thiện đáng kể.   

 

Hình 4.7. Ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể 

tích lên ứng xử sau vồng của tấm tròn 

FGM có lỗ rỗng phân bố đều chịu nhiệt. 

 

Hình 4.8. Ảnh hưởng của nền phi tuyến 

lên ứng xử sau vồng của tấm tròn FGM 

có lỗ rỗng phân bố không đều chịu nhiệt. 

4.4.3. Vỏ cầu thoải FGM có lỗ rỗng chịu áp lực ngoài 

Trong phần đầu của tiểu mục này, luận án trình bày các kết quả số về phân 

tích ổn định phi tuyến của vỏ cầu thoải FGM có lỗ rỗng chỉ chịu áp lực ngoài, tức là 

các vỏ đặt ở nhiệt độ phòng ( 300T = K, 0T = ).  

Trước tiên, ảnh hưởng của các yếu tố lên đáp ứng vồng loại cực trị của vỏ cầu 

được phân tích trong bảng 4.2 và các hình 4.9, 4.10. Các ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ 

thể tích, tỷ số bán kính đáy trên bán kính cong /a R  và mức độ ràng buộc dịch chuyển 

theo phương kinh tuyến   của cạnh biên lên các tải tới hạn (loại cực trị) của các vỏ 
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cầu thoải FGM hoàn hảo ( 0 = , 0 = ) chỉ chịu áp lực ngoài được khảo sát trong 

bảng 4.2. Các ảnh hưởng của độ không hoàn hảo hình dáng ( ) và tỷ số /a R  lên tải 

tới hạn của vỏ cầu FGM hoàn hảo ( 0 = ) chịu áp lực ngoài được phân tích trong 

hình 4.9 trong đó các giá trị âm và dương của   lần lượt biểu thị độ lệch ban đầu của 

bề mặt vỏ ra phía ngoài (phía lồi) và vào phía trong (phía lõm).   

Bảng 4.2. Các tải tới hạn crq (MPa) của vỏ cầu thoải FGM hoàn hảo chỉ chịu áp lực 

ngoài ( / 100R h = , 0 = , 1 2 3 0K K K= = = , 0 = , 300T = K). 

N  /a R    

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

0 0.2 NB NB NB 15.1585 16.7276 

 0.25 9.0678 10.8560 13.0238 15.5776 18.5825 

 0.3 9.1533 12.0155 15.2898 19.0643 23.4589 

5 0.2 NB NB 19.7734 21.3554 23.7251 

 0.25 12.7865 15.4470 18.6351 22.3768 26.7719 

 0.3 13.1227 17.3054 22.0871 27.5971 34.0113 

NB nghĩa là không có đáp ứng vồng (No Buckling).  

 

Hình 4.9. Ảnh hưởng của tỷ số /a R  và 

độ không hoàn hảo hình dáng lên áp lực 

tới hạn của vỏ cầu FGM không lỗ rỗng. 

 

Hình 4.10. Ảnh hưởng của tỷ số /R h , 

tỷ lệ và loại phân bố lỗ rỗng lên áp lực 

tới hạn của vỏ cầu có cạnh ngàm cứng. 
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Các số liệu trong bảng 4.2 và hình 4.9 chứng tỏ rằng khả năng xuất hiện đáp 

ứng vồng loại cực trị (extreme-type buckling), tức là điều kiện (4.30) được thỏa mãn 

và tồn tại giá trị áp lực tới hạn crq , phụ thuộc khá nhạy vào các yếu tố như tỷ số bán 

kính đáy trên bán kính cong /a R , mức độ ràng buộc cạnh  , độ không hoàn hảo   

và chỉ số tỷ lệ thể tích N . Cụ thể hơn, đáp ứng vồng chỉ tồn tại khi vỏ cầu đủ cong 

(tỷ số /a R  lớn hơn một giá trị nhất định) và/hoặc cạnh biên bị ràng buộc đủ chặt chẽ 

(  lớn hơn một giá trị nhất định). Với mỗi giá trị nhất định của   và N , tải áp lực 

tới hạn crq  ban đầu giảm nhẹ khi tỷ số /a R  tăng đến một giá trị nhất định sau đó 

được tăng rõ rệt khi /a R  tăng lên như được chỉ ra trong hình 4.9. Với cùng một giá 

trị của tỷ số /a R  và tham số  , chỉ số tỷ lệ thể tích N  (phản ánh tỷ lệ các vật liệu 

thành phần trong FGM) có thể quyết định sự xuất hiện ứng xử vồng kiểu cực trị. Ví 

dụ, với / 0.2a R =  và 0.6 = , vỏ cầu làm từ kim loại thuần nhất ( 0N = ) sẽ không 

có đáp ứng vồng nhưng vỏ cầu giàu ceramic với 5N =  sẽ có ứng xử vồng cực trị. 

Hình 4.9 cũng chỉ ra rằng sự không hoàn hảo hình dáng ban đầu có ảnh hưởng quan 

trọng lên giá trị tải tới hạn, cụ thể là các biến dạng nhỏ ban đầu của mặt vỏ cầu hướng 

vào trong và ra ngoài lần lượt làm giảm và tăng giá trị áp lực tới hạn của vỏ cầu. 

Hình 4.10 khảo sát ảnh hưởng của tỷ số bán kính cong trên chiều dày /R h , tỷ 

lệ thể tích và loại phân bố các lỗ rỗng lên các tải áp lực tới hạn của vỏ cầu FGM có 

cạnh biên bị ngàm chặt ( 1 = ) và hình dạng hoàn hảo ( 0 = ). Rõ ràng là sự có mặt 

của các lỗ rỗng có ảnh hưởng tiêu cực lên áp lực tới hạn và vỏ cầu sẽ bị vồng sớm 

hơn khi tỷ số /R h  và/hoặc tỷ lệ   cao hơn. Hơn nữa, giá trị tải áp lực tới hạn khi 

các lỗ rỗng phân bố đều nhỏ hơn khi các lỗ rỗng phân bố không đều và sự chênh lệch 

giữa các tải tới hạn ứng với hai loại phân bố trở nên lớn hơn khi tỷ lệ lỗ rỗng cao hơn. 

Tiếp theo đây, ứng xử ổn định phi tuyến của vỏ cầu thoải FGM chịu áp lực 

ngoài được phân tích trong các hình 4.11 – 4.16. Hình 4.11 khảo sát ảnh hưởng của 

tỷ lệ và loại phân bố các lỗ rỗng lên sự ổn định của vỏ cầu FGM có cạnh biên bị ngàm 

cứng chịu áp lực ngoài. Sự quan sát hình này nhận thấy rằng đường cân bằng tải – độ 

võng bị hạ thấp đáng kể khi tỷ lệ lỗ rỗng trong FGM tăng lên và đường cân bằng trở 

nên thấp hơn khi các lỗ rỗng phân bố đều trong FGM. Sự chênh lệch về khả năng 

mang tải của vỏ cầu ứng với hai loại phân bố của lỗ rỗng trở nên lớn hơn khi tỷ lệ lỗ 

rỗng cao hơn. Một trong những điểm quan trọng trong phân tích sự ổn định phi tuyến 
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của vỏ cầu chịu áp lực ngoài đó là khả năng xuất hiện đáp ứng hóp (snap-through 

response) cũng như việc hạn chế độ mạnh (intensity) của hóp mà được đo bởi mức 

độ chênh lệch các giá trị áp lực ứng với điểm cực đại (cũng là áp lực tới hạn) và điểm 

cực tiểu trên đường cong áp lực – độ võng. Từ sự quan sát các đường tải – độ võng 

trên hình 4.11 có thể nhận xét rằng mặc dù các lỗ rỗng làm giảm khả năng mang tải 

của vỏ cầu chịu áp lực nhưng dường như độ mạnh của đáp ứng hóp thay đổi rất ít khi 

tỷ lệ các lỗ rỗng tăng lên. 

 

Hình 4.11. Ảnh hưởng của tỷ lệ lỗ rỗng 

lên ổn định phi tuyến của vỏ cầu FGM có 

cạnh ngàm cứng chịu áp lực ngoài. 

 

Hình 4.12. Ảnh hưởng của ràng buộc 

cạnh biên lên ổn định phi tuyến của vỏ 

cầu FGM hoàn hảo chịu áp lực ngoài. 

Các ảnh hưởng của mức độ ràng buộc cạnh biên lên ứng xử phi tuyến của vỏ 

cầu thoải FGM hoàn hảo chịu áp lực ngoài được phân tích trong hình 4.12. Có thể 

thấy rằng, với các tính chất vật liệu và hình học xác định, đường cân bằng áp lực – 

độ võng trong giai đoạn độ võng nhỏ được nâng cao lên khi tham số ràng buộc dịch 

chuyển   tăng lên và hiện tượng vồng kiểu cực trị chỉ xuất hiện khi   đủ lớn (các 

cạnh bị ràng buộc đủ chặt). Tuy nhiên, đáp ứng sau vồng không ổn định và cường độ 

hóp tăng lên khi tăng mức độ ràng buộc dịch chuyển cạnh biên.  

Tiếp theo, các ảnh hưởng của tỷ số bán kính đáy trên bán kính cong /a R  và 

mức độ không hoàn hảo hình dáng ban đầu   lên đáp ứng phi tuyến của vỏ cầu FGM 

có các lỗ rỗng phân bố không đều và cạnh biên ngàm cứng chịu áp lực ngoài lần lượt 

được nghiên cứu trong các hình 4.13 và 4.14. Hình 4.13 chỉ ra rằng tỷ số /a R  có ảnh 

hưởng nhạy lên ứng xử của vỏ cầu. Cụ thể, đáp ứng kiểu vồng cực trị chỉ xuất hiện 
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khi /a R  vượt qua một giá trị nhất định và áp lực tới hạn của vỏ cầu FGM giảm khi 

tỷ số /a R  tăng trong đoạn nhỏ (khoảng 0.2 / 0.23a R   trong ví dụ này, tương tự 

như xu hướng biến đổi đã chỉ ra trong hình 4.9). Sau đó, khi /a R  đạt giá trị đủ lớn 

(khoảng / 0.23a R   trong ví dụ này) thì áp lực ngoài tới hạn và cường độ của đáp 

ứng hóp đều tăng lên khi tăng tỷ số /a R . Hình 4.14, được vẽ với năm giá trị khác 

nhau của cỡ không hoàn hảo  , chỉ ra rằng dường như sự không hoàn hảo của hình 

dáng vỏ ban đầu đã làm thay đổi độ cong thực tế của vỏ cầu. Cụ thể hơn, các độ lệch 

nhỏ ban đầu hướng vào trong ( 0  ) và ra ngoài ( 0  ) của bề mặt vỏ cầu lần lượt 

làm giảm và tăng cả tải áp lực tới hạn và cường độ của đáp ứng hóp. 

 

Hình 4.13. Ảnh hưởng của tỷ số độ cong 

/a R  lên đáp ứng phi tuyến của vỏ cầu 

FGM có lỗ rỗng phân bố không đều.  

 

Hình 4.14. Ảnh hưởng của sự không 

hoàn hảo lên đáp ứng phi tuyến của vỏ 

cầu FGM có lỗ rỗng phân bố không đều. 

Ví dụ số tiếp theo được chỉ trong hình 4.15 để đánh giá ảnh hưởng của nền 

đàn hồi phi tuyến ba tham số lên sự ổn định phi tuyến của vỏ cầu thoải FGM có lỗ 

rỗng phân bố không đều ( 0.1 = ) và cạnh biên ngàm cứng ( 1 = ) chịu áp lực ngoài. 

Hình 4.16 phân tích ảnh hưởng của riêng hệ số độ cứng không thứ nguyên 3K  của 

nền phi tuyến lên đáp ứng phi tuyến của vỏ cầu FGM hoàn hảo với cạnh ngàm cứng 

chịu áp lực ngoài. Có thể nhận thấy từ các hình này rằng nền đàn hồi mang lại lợi ích 

rõ rệt cho sự ổn định phi tuyến của vỏ cầu chịu áp lực ngoài. Cụ thể là áp lực tới hạn 

được nâng lên trong khi cường độ đáp ứng hóp bị giảm đi khi vỏ cầu được đỡ bởi các 

nền đàn hồi. Tham số độ cứng 3K  của nền phi tuyến hầu như không ảnh hưởng lên 

khả năng mang tải trước vồng nhưng có ảnh hưởng rõ rệt lên đáp ứng trong miền độ 
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võng sâu sau vồng và các nền loại làm mềm ( 3 0K  ) và làm cứng ( 3 0K  ) lần lượt 

làm tăng và giảm cường độ của đáp ứng hóp.  

 

Hình 4.15. Ảnh hưởng của nền đàn hồi 

phi tuyến lên ổn định phi tuyến của vỏ 

cầu FGM có lỗ rỗng phân bố không đều. 

 

Hình 4.16. Ảnh hưởng của tham số nền 

phi tuyến lên ổn định phi tuyến của vỏ 

cầu FGM tựa trên nền đàn hồi Winkler. 

Trong phần còn lại của mục này, luận án trình bày các kết quả số cho phân 

tích ổn định phi tuyến của vỏ cầu FGM với cạnh biên bị ràng buộc dịch chuyển đặt 

trong môi trường nhiệt tồn tại trước và chịu áp lực ngoài.  

 

Hình 4.17. Ảnh hưởng của   lên đáp 

ứng phi tuyến của vỏ cầu FGM chịu áp 

lực ngoài trong môi trường nhiệt. 

 

Hình 4.18. Ảnh hưởng của tỷ lệ lỗ rỗng 

và các mức nhiệt lên ổn định phi tuyến 

của vỏ cầu FGM chịu áp lực ngoài. 
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Các ảnh hưởng của mức độ ràng buộc cạnh biên lên đáp ứng phi tuyến của vỏ 

cầu thoải FGM hoàn hảo ( 0 = , 0 = ) chịu áp lực ngoài ở nhiệt độ phòng ( 300T =

K) và nhiệt độ cao ( 400T = K) được so sánh trong hình 4.17. Có thể nhận thấy rằng 

vỏ cầu với các cạnh bị ràng buộc chịu áp lực ngoài ở nhiệt độ cao sẽ trải qua đáp ứng 

dạng tựa rẽ nhánh và áp lực tại điểm rẽ nhánh và đường cân bằng trở nên cao hơn khi 

các cạnh bị ràng buộc chặt chẽ hơn. Cuối cùng, các ảnh hưởng của tỷ lệ lỗ rỗng và 

các mức nhiệt lên ổn định phi tuyến của các vỏ cầu FGM với cạnh ngàm cứng chịu 

áp lực ngoài được phân tích trong hình 4.18. Như có thể thấy, khác với trường hợp 

tấm tròn chỉ chịu tải nhiệt, ngay ở nhiệt độ cao các lỗ rỗng vẫn gây ảnh hưởng bất lợi 

lên khả năng chịu áp lực của vỏ cầu. Sự tăng lên của nhiệt độ dường như gây nên ứng 

suất nhiệt trên cạnh vỏ làm vỏ bị võng ra phía ngoài, trở nên cong hơn và chịu áp lực 

ngoài tốt hơn. Tuy nhiên, sự tăng lên của khả năng mang tải trong giai đoạn trước 

vồng và áp lực tới hạn đi kèm với sự tăng lên của cường độ hóp trong giai đoạn sau 

vồng khi nhiệt độ môi trường tăng lên. 

4.5. Kết luận chương 4 

Từ các kết quả đã thu được trong chương 4, luận án đưa ra các nhận xét sau: 

1. Sự có mặt của các lỗ rỗng mang lại các ảnh hưởng có lợi và có hại lên các 

khả năng kháng vồng và mang tải trong giai đoạn sau vồng lần lượt của tấm tròn 

FGM chịu tải nhiệt tăng đều và vỏ cầu thoải FGM chịu áp lực ngoài.  

2. Sự phân bố lỗ rỗng theo kiểu đều trong FGM mang lại nhiều lợi ích hơn so 

với kiểu không đều cho sự ổn định của tấm tròn FGM chịu nhiệt độ tăng đều. Ngược 

lại, sự phân bố lỗ rỗng theo kiểu không đều gây nên ít tác hại hơn so với kiểu đều cho 

sự ổn định của vỏ cầu FGM chịu áp lực ngoài. Hơn nữa, mức độ chênh lệch giữa các 

dự đoán ứng với hai loại phân bố tăng lên khi tỷ lệ các lỗ rỗng tăng lên.  

3. Tải nhiệt tới hạn và khả năng mang tải nhiệt trong giai đoạn sau tới hạn bị 

giảm mạnh khi tăng mức độ ràng buộc dịch chuyển ở cạnh biên. Ngược lại, độ cứng 

của nền phi tuyến không có ảnh hưởng lên tải nhiệt tới hạn nhưng có ảnh hưởng quan 

trọng lên khả năng mang tải nhiệt trong miền độ võng sâu của giai đoạn sau vồng. 

4. Đối với vỏ cầu FGM chịu áp lực ngoài, khả năng mang tải trong giai đoạn 

trước vồng và tải áp lực tới hạn được tăng lên đáng kể khi tăng một trong những hoặc 
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tất cả các yếu tố là độ cong của vỏ ( /a R ), mức độ ràng buộc dịch chuyển cạnh biên 

( ) của vỏ, độ lệch nhỏ (sự không hoàn hảo) ban đầu của mặt vỏ ra phía ngoài và tỷ 

lệ phần trăm ceramic trong FGM. Tuy nhiên, đi kèm với “cái được” về khả năng 

mang tải trước vồng và tải tới hạn cao là “cái mất” trong giai đoạn sau vồng vì cường 

độ (intensity) của hiện tượng hóp tăng lên khi tăng các yếu tố kể trên. Ngược lại, mặc 

dù các lỗ rỗng làm giảm đáng kể tải áp lực tới hạn nhưng dường như cường độ của 

hiện tượng hóp rất ít thay đổi khi tỷ lệ các lỗ rỗng tăng lên. 

5. Nhiệt độ tồn tại trước có ảnh hưởng rất nhẹ lên việc giảm khả năng chịu áp 

lực của vỏ cầu có các cạnh ngàm trượt (movable edge). Ngược lại, sự có mặt của 

nhiệt độ cao tồn tại trước làm thay đổi xu hướng ứng xử và khả năng mang tải của vỏ 

cầu với cạnh bị ràng buộc dịch chuyển chịu áp lực ngoài. Dường như ứng suất trước 

do nhiệt ở cạnh bị ràng buộc gây nên lực nén làm cho vỏ cầu bị võng ra phía ngoài, 

làm thay đổi độ cong của vỏ và làm cho vỏ cầu có ứng xử tựa rẽ nhánh khi chịu áp 

lực ngoài. Do vậy, dường như nhiệt độ cao tồn tại trước có ảnh hưởng tích cực lên 

khả năng mang tải của vỏ cầu với cạnh biên bị ràng buộc dịch chuyển theo phương 

kinh tuyến và chịu áp lực ngoài.    

6. Nói chung, nền đàn hồi có ảnh hưởng tích cực lên sự ổn định của vỏ cầu 

chịu áp lực ngoài theo nghĩa rằng áp lực tới hạn được tăng lên và cường độ của hiện 

tượng hóp của vỏ được giảm đi khi vỏ được đỡ bởi các nền đàn hồi. Nói riêng về nền 

phi tuyến, mặc dù tham số nền phi tuyến 3K  có rất ít ảnh hưởng lên khả năng mang 

tải trong giai đoạn trước vồng và tải vồng tới hạn nhưng có ảnh hưởng quan trọng lên 

ứng xử trong miền độ võng lớn sau vồng. 

7. Các kết quả phân tích của chương này giúp cho các nhà nghiên cứu và các 

kỹ sư thiết kế hiểu sâu hơn về các ảnh hưởng có lợi và có hại, các tác động riêng rẽ 

và kết hợp của nhiều yếu tố lên xu hướng ứng xử và khả năng mang tải của vỏ cầu 

FGM chịu áp lực ngoài. Các kết quả cũng cho thấy rằng, các vỏ cầu với cạnh biên bị 

ràng buộc một phần và được đỡ bởi nền đàn hồi với độ cứng phù hợp có thể có khả 

năng kháng vồng cao và sự ổn định tốt (có thể giảm cường độ hoặc tránh hóp). 

Các kết quả chính của chương 4 đã được công bố trong 1 bài báo khoa học 

đăng trên tạp chí quốc tế thuộc danh mục ISI, cụ thể là bài báo số 5 trong danh 

mục các công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án. 
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CHƯƠNG 5. ỔN ĐỊNH PHI TUYẾN CỦA TẤM VÀ PANEL 

SANDWICH FG-CNTRC VỚI CÁC CẠNH CHỊU LIÊN KẾT ĐÀN HỒI 

Kết cấu dạng sandwich có một số đặc tính rất ưu việt và được ứng dụng trong 

nhiều lĩnh vực khác nhau, điển hình là trong các kết cấu xây dựng và hàng không. Sự 

ra đời của các loại vật liệu mới như composite gia cường ống nano các-bon cơ tính 

biến đổi FG-CNTRC và tiềm năng ứng dụng rộng rãi của loại vật liệu này đặt ra yêu 

cầu cần có thêm các nghiên cứu lý thuyết mang tính dự đoán về ứng xử tĩnh và động 

nói chung và ổn định nói riêng của các kết cấu sandwich làm từ FG-CNTRC. Mặc dù 

vậy, theo hiểu biết của tác giả luận án, có rất ít các nghiên cứu đã thực hiện liên quan 

đến ổn định tĩnh phi tuyến của các kết cấu sandwich FG-CNTRC. Trong chương này, 

luận án giới thiệu một nghiên cứu giải tích về ổn định tĩnh phi tuyến của các kết cấu 

sandwich dạng tấm chữ nhật, panel trụ và panel hai độ cong làm từ các lớp vật liệu 

FG-CNTRC và thuần nhất chịu một số điều kiện tải cơ, nhiệt và kết hợp cơ – nhiệt. 

Các tính chất của FG-CNTRC và vật liệu thuần nhất được giả thiết phụ thuộc vào 

nhiệt độ và các tính chất hiệu dụng của lớp FG-CNTRC được xác định bằng quy tắc 

hỗn hợp suy rộng. Bài toán ổn định được đặt theo ứng suất và các phương trình cơ 

bản được thiết lập dựa trên lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất có kể đến tính phi tuyến 

hình học do độ võng lớn, tính không hoàn hảo hình dáng ban đầu và áp lực tương tác 

từ nền đàn hồi Winkler – Pasternak. Các cạnh không chịu tải nén cơ học giả thiết chịu 

ràng buộc dịch chuyển theo mô hình liên kết đàn hồi. Các nghiệm giải tích xấp xỉ 

được giả thiết để thỏa mãn các điều kiện biên tựa bản lề và phương pháp Galerkin 

được sử dụng để dẫn ra các biểu thức liên hệ phi tuyến giữa tải và độ võng mà từ đó 

các biểu thức của tải tới hạn (trong trường hợp tồn tại) có thể thu được. Trong phân 

tích ổn định của kết cấu chịu tải nhiệt, các nhiệt độ tới hạn và các đường liên hệ tải 

nhiệt – độ võng được xác định bằng phương pháp lặp. Sau khi thực hiện các so sánh 

kiểm chứng, luận án thực hiện nhiều ví dụ số để đánh giá nhiều ảnh hưởng khác nhau 

như tỷ lệ thể tích CNT, kiểu phân bố CNT, tỷ lệ chiều dày các lớp mặt, mức độ ràng 

buộc dịch chuyển trên các cạnh biên, độ lớn của tải tác dụng trước, độ cứng của nền 

đàn hồi và sự không hoàn hảo hình dáng lên khả năng kháng vồng và mang tải của 

kết cấu sandwich FG-CNTRC. Từ các kết quả thu được, luận án đưa ra các nhận xét 

và kết luận. 
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5.1. Các mô hình panel sandwich FG-CNTRC 

Mô hình kết cấu được xét trong chương hiện tại là các dạng panel sandwich 

gồm panel phẳng (tức là các tấm), panel trụ và panel hai độ cong đặt trên nền đàn hồi 

hai tham số. Để cho tổng quát, xét panel hai độ cong có tổng chiều dày h , các kích 

thước phẳng (planform) a ,b  và các bán kính theo các phương a ,b  lần lượt là xR ,

yR , như được chỉ trong hình 5.1. Panel được đặt trong một hệ tọa xyz  có gốc nằm 

trên mặt giữa ở một góc của panel, các trục ,x y  lần lượt hướng theo các kích thước 

,a b  và trục z  vuông góc với mặt giữa của panel ( / 2 / 2h z h−   ) với chiều dương 

hướng vào phía trong (phía lõm).  

 

Hình 5.1. Hình dạng và hệ tọa độ của panel hai độ cong trên nền đàn hồi. 

Panel được cấu thành từ hai lớp mặt mỏng với chiều dày mỗi lớp là 
fh  và 

được phân cách bởi một lớp lõi dày hơn có chiều dày 2H fh h h= −  làm từ vật liệu 

thuần nhất hoặc CNTRC, trong đó các lớp được giả thiết có liên kết hoàn hảo với 

nhau (bỏ qua sự bong tách) và vật liệu nền (matrix) trong lớp CNTRC và vật liệu của 

lớp thuần nhất có chung bản chất đẳng hướng nhưng có thể không cùng tính chất (vì 

có thể làm từ các vật liệu khác nhau). Hầu hết các nghiên cứu trước đây chỉ xét mô 

hình sandwich gồm hai lớp mặt FG-CNTRC và lớp lõi thuần nhất. Luận án sẽ xem 

xét cả hai mô hình kết cấu sandwich có các lớp mặt hoặc lớp lõi làm từ vật liệu FG-

CNTRC và sẽ được gọi tương ứng là kết cấu (tấm, panel) sandwich loại A và loại B. 
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5.1.1. Mô hình sandwich loại A: Lớp lõi thuần nhất và hai lớp mặt FG-CNTRC 

Trong mô hình sandwich loại A, kết cấu sandwich được tạo thành từ lớp lõi 

làm từ vật liệu thuần nhất đẳng hướng và hai lớp mặt làm từ FG-CNTRC. Trong hai 

lớp mặt, CNTs được gia cường vào nền đẳng hướng thông qua kiểu phân bố đều UD 

(uniform distribution) hoặc bốn kiểu phân bố biến đổi theo hàm FG  (Functionally 

Graded) của biến chiều dày theo các dạng chữ X, O, V và   mà sau đây sẽ lần lượt 

gọi tên là các kiểu phân bố FG-X, FG-O, FG-V và FG − . Các kiểu phân bố FG của 

CNTs trong hai lớp mặt của mô hình tấm sandwich loại A được minh họa trong hình 

5.2, trong đó 0 / 2h h= − , 
1 / 2 fh h h= − + , 

2 / 2 fh h h= − , 3 / 2h h= . Có thể thấy rằng 

trong mô hình sandwich loại A, sự phân bố vật liệu đối xứng qua mặt giữa kết cấu. 

 

 

Hình 5.2. Các kiểu phân bố FG của CNTs trong mô hình sandwich loại A. 

Tỷ lệ thể tích CNTV  của CNTs trong hai lớp mặt của mô hình sandwich loại A 

tương ứng với năm loại phân bố khác nhau được cho trong bảng 5.1 trong đó *

CNTV  là 

tổng tỷ lệ thể tích của CNTs trong CNTRC và có biểu thức cụ thể như sau [10] 

                  
( )( )

*

/ 1

CNT
CNT

CNT CNT m CNT

w
V

w w 
=

+ −
 (5.1) 

trong đó CNTw  là tỷ lệ phần trăm khối lượng của CNTs, CNT  và m  lần lượt là khối 

lượng riêng của CNT và vật liệu nền. Có thể thấy rằng tỷ lệ phần trăm khối lượng 

CNT trong lớp CNTRC ứng với loại phân bố đều và các loại phân bố FG là như nhau. 
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Bảng 5.1. Tỷ lệ thể tích ( )CNTV z  của CNTs trong hai lớp mặt của mô hình kết cấu 

sandwich FG-CNTRC loại A. 

Loại phân bố Lớp mặt trên 0 1( )h z h    Lớp mặt dưới 2 3( )h z h   

UD 
*

CNTV   *

CNTV  

FG-X 0 1 *

1 0

2
2 CNT

h h z
V

h h

+ −

−
 2 3 *

3 2

2
2 CNT

h h z
V

h h

+ −

−
 

FG −  *0

1 0

2 CNT

z h
V

h h

−

−
  *3

3 2

2 CNT

h z
V

h h

−

−
 

FG-V *1

1 0

2 CNT

h z
V

h h

−

−
 *2

3 2

2 CNT

z h
V

h h

−

−
 

FG-O 0 1 *

1 0

2
2 1 CNT

z h h
V

h h

 − −
− 

− 
  

2 3 *

3 2

2
2 1 CNT

z h h
V

h h

 − −
− 

− 
 

5.1.2. Mô hình sandwich loại B: Lớp lõi FG-CNTRC và hai lớp mặt thuần nhất 

Trong mô hình sandwich loại B, kết cấu sandwich được tạo thành từ lớp lõi 

làm từ FG-CNTRC và hai lớp mặt làm từ vật liệu thuần nhất đẳng hướng như được 

minh họa trong hình 5.3.  

 

 

Hình 5.3. Các kiểu phân bố FG của CNTs trong mô hình sandwich loại B. 
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2

3

z

Homogeneous

FG - V z

Homogeneous

FG -

V

Homogeneous Homogeneous

h

h

h

h

0

1

2

3

h

h

h

h
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3

h

h

h
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Tỷ lệ thể tích CNTs trong lớp lõi ( 1 2h z h  ) ứng với các loại phân bố khác 

nhau như UD, FG-X, FG-O, FG-V và FG −  được cho như sau 

         

*

*

2 1

*1

2 1

*2

2 1

*

2 1

4

2

2

2
2 1

CNT

CNT

CNT

CNT

CNT

CNT

V UD

z
V FG X

h h

z h
V FG

h hV

h z
V FG V

h h

z
V FG O

h h



 −
 −


−
− 

−= 
 −
 −

−


  − −  − 

 (5.2) 

Trong cả hai mô hình sandwich, tỷ lệ phần trăm thể tích của vật liệu nền, ký 

hiệu là mV , trong các lớp CNTRC được xác định như sau 

                    1m CNTV V= −  (5.3) 

Luận án giả thiết rằng CNTs được gia cường dọc theo phương x  và các tính 

chất của các vật liệu thành phần gồm CNTs, nền và lớp thuần nhất phụ thuộc vào 

nhiệt độ. Các mô đun đàn hồi hiệu dụng theo phương dọc CNTs và vuông góc với 

CNTs, được ký hiệu lần lượt là 11E  và 22E , và mô đun trượt hiệu dụng 12G  của lớp 

CNTRC được xác định theo quy tắc hỗn hợp suy rộng như công trình của Shen [10] 

                   11 1 11

CNT m

CNT mE V E V E= +  (5.4a) 

                   2

22 22

CNT m

CNT m

V V

E E E


= +  (5.4b) 

                   3

12 12

CNT m

CNT m

V V

G G G


= +  (5.4c) 

trong đó 11

CNTE , 22

CNTE  và 12

CNTG lần lượt là các mô đun đàn hồi theo hai phương dọc, 

ngang và mô đun trượt của CNT, trong khi đó 
mE  và 

mG  lần lượt là mô đun đàn hồi 

và mô đun trượt của vật liệu nền đẳng hướng. Hơn nữa, các hệ số 
j  ( 1 3j =  ) được 

xem như phần mở rộng của các công thức (5.4) so với các công thức hỗn hợp thông 

thường (áp dụng cho composite gia cường sợi [174]) và được bổ sung trong (5.4) để 
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kể đến ảnh hưởng của kích thước nano của thành phần gia cường lên các tính chất 

hiệu dụng của composite độn CNTs. 

Như tất cả các công bố trước đây về kết cấu FG-CNTRC, luận án giả thiết hệ 

số Poisson hiệu dụng 12  của CNTRC là hằng số và được xác định theo quy tắc hỗn 

hợp thông thường như sau [10] 

                ( )* * *

12 12 12 1CNT m CNT m

CNT m CNT CNTV V V V    = + = + −  (5.5) 

trong đó 12

CNT và 
m  tương ứng là các hệ số Poisson của CNT và nền. Hơn nữa, hệ số 

Poisson hiệu dụng 21  được xác định theo công thức [174] 

                        
*

22
21 12*

11

E

E
 =  (5.6) 

trong đó *

11E  và *

22E  lần lượt là các giá trị của 11E  và 22E  ứng với trường hợp CNTs 

phân bố đều trong CNTRC, cụ thể là 

        ( )* *

11 1 11

m CNT m

CNTE E E E V= + − , 
( )

* 2 22
22 *

22 22

CNT m

CNT m CNT

CNT

E E
E

E E E V


=

+ −
. (5.7) 

Trong luận án, các hệ số dãn nở nhiệt hiệu dụng của CNTRC theo các phương 

dọc 11  và ngang 22  được xác định theo các công thức sau [122,134,136] 

                  11 11
11

11

CNT CNT m m

CNT m

CNT m

CNT m

V E V E

V E V E

 


+
=

+
 (5.8a) 

                  ( ) ( )22 12 22 12 111 1CNT CNT m m

CNT mV V      = + + + −  (5.8b) 

trong đó 11

CNT và 22

CNT  là các hệ số dãn nở nhiệt của CNT lần lượt theo các phương 

dọc và ngang trong khi 
m  là hệ số dãn nở nhiệt của pha nền.  

5.2. Các phương trình cơ bản 

Chương này xét các panel sandwich tương đối dày, có các cạnh tựa bản lề và 

không hoàn hảo về mặt hình dáng. Lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất (FSDT) được 

sử dụng để thiết lập các phương trình cơ bản. Dựa trên FSDT, các thành phần biến 

dạng tại một điểm cách mặt giữa một khoảng z  được biểu diễn như sau [174] 

               

0 1

0 1

0 1

x x x

y y y

xy xy xy

z

  

  

  

    
    

= +    
     
     

 ,  
,

,

xz x x

yz y y

w

w

 

 

+   
=   

+   
 (5.9) 
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trong đó 

       

0 2

, ,

0 2

, ,

0

, , , ,

/ / 2

/ / 2

x x x x

y y y y

xy y x x y

u w R w

v w R w

u v w w







   − +
   

= − +   
   + +   

 ,   

1

,

1

,

1

, ,

x x x

y y y

xy x y y x

 

 

  

   
   

=   
   +  

 (5.10) 

trong đó u ,v , w lần lượt là các thành phần biến dạng của điểm trên mặt giữa theo 

các phương , ,x y z  và ,x y   là các góc xoay của pháp tuyến đến mặt giữa tương ứng 

đối với các trục ,y x .  

Các thành phần ứng suất trong panel sandwich được xác định nhờ các liên hệ 

ứng suất – biến dạng như sau [174] 

          

1111 12

2212 22

66

44

55

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

x x

y y

xy xy

xz xz

yz yz

TQ Q

TQ Q

Q

Q

Q

  

  

 

 

 

−     
     − 
    
    =
    
    

    
    

 (5.11) 

trong đó 0T T T = −  là độ tăng nhiệt đều từ trạng thái ban đầu 0T  mà ở đó giả thiết 

panel không chịu ứng suất nhiệt. Giống như các chương trước, giá trị 0T  được giả 

thiết là ở nhiệt độ phòng ( 0 300T = K). Hơn nữa, các số hạng độ cứng 
ijQ  có biểu 

thức như sau 

                   11
11

12 211

E
Q

 
=

−
 , 22

22

12 211

E
Q

 
=

−
, 21 11

12

12 211

E
Q



 
=

−
,  

                    44 13Q G= , 55 23Q G= , 66 12Q G=  (5.12) 

trong các lớp vật liệu CNTRC (cụ thể là 0 1h z h   và 2 3h z h   đối với mô hình 

sandwich loại A và 1 2h z h   đối với mô hình sandwich loại B) và 

                    11 22 HE E E= =  , 11 22 H  = =  , 12 21 H  = =  , 

                    
11 22 21

H

H

E
Q Q


= =

−
, 

12 21

H H

H

E
Q




=

−
, 

44 55 66
2(1 )

H

H

E
Q Q Q


= = =

+
 (5.13) 
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trong các lớp vật liệu thuần nhất (cụ thể là 0 1h z h   và  2 3h z h   đối với mô hình 

sandwich loại B và 1 2h z h   đối với mô hình sandwich loại A) trong đó ,H HE   và 

H  lần lượt là mô đun Young, hệ số dãn nở nhiệt và hệ số Poisson của lớp vật liệu 

thuần nhất đẳng hướng. 

 Các thành phần nội lực và mô men trong panel sandwich được tính qua các 

thành phần ứng suất như công thức (3.4). Sau khi thay các biến dạng (5.9) vào các 

liên hệ ứng suất – biến dạng (5.11) và thay biểu thức kết quả vào (5.11) ta nhận được 

các biểu thức cụ thể của nội lực và mô men trong panel sandwich như sau 

              0 0

11 21 11 12 , 21 12 , 11x x y x x y y TN e e e e e T     = + + + −      (5.14a) 

              0 0

12 21 21 12 22 , 22 , 21y x y x x y y TN e e e e e T     = + + + −   (5.14b) 

             ( )0

31 32 , ,xy xy x y y xN e e  = + +  (5.14c) 

             ( )41 ,x S x xQ K e w= +  ,  ( )51 ,y S y yQ K e w= +  (5.14d) 

            0 0

12 21 12 13 , 21 13 , 12x x y x x y y TM e e e e e T     = + + + −   (5.15a) 

            0 0

12 22 22 12 23 , 23 , 22y x y x x y y TM e e e e e T     = + + + −   (5.15b) 

           ( )0

32 33 , ,xy xy x y y xM e e  = + +  (5.15c) 

trong đó  

  ( ) ( )
/2

11 21 31 41 51 11 22 66 44 55

/2

, , , , , , , ,

h

h

e e e e e Q Q Q Q Q dz
−

=    

  ( ) ( )
/2

12 22 32 11 22 66

/2

, , , ,

h

h

e e e Q Q Q zdz
−

=   , ( ) ( )
/2

2

13 23 33 11 22 66

/2

, , , ,

h

h

e e e Q Q Q z dz
−

=    

  ( ) ( )( )
/2

11 12 11 11 21 22

/2

, 1,

h

T T

h

e e Q z dz  
−

= + , (5.16) 

  ( ) ( )( )
/2

21 22 22 12 11 22

/2

, 1,

h

T T

h

e e Q z dz  
−

= +   

và SK  là hệ số hiệu chỉnh trượt được giả thiết bằng 5 / 6  trong luận án.  
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Dựa trên FSDT, hệ phương trình cân bằng phi tuyến của panel sandwich có 

dạng tương tự như (3.7). Sau khi đưa vào hàm ứng suất ( , )f x y  được định nghĩa như 

(2.11), hệ hai phương trình (3.7a,b) được thỏa mãn đồng nhất. Bằng cách thực hiện 

các biến đổi toán học tương tự như các bước đã tiến hành trong các công trình trước 

đây về tấm và panel có biến dạng trượt ngang [98,131,175], ta thu được phương trình 

cân bằng phi tuyến của panel sandwich FG-CNTRC như sau 

( )*

11 , 21 , 31 , 41 , 51 , , , ,x xxx x xyy y xxy y yyy xxyy yy xx xxa a a a a f f w w   + + + + + +    

( ) ( ) ( ), ,* *

, , , , , , 1 2 , ,2 0
yy xx

xy xy xy xx yy yy xx yy

x y

f f
f w w f w w q k w k w w

R R
− + + + + + + − + + =  (5.17) 

trong đó *( , )w x y  là hàm biểu thị sự không hoàn hảo hình dáng ban đầu, q  là áp lực 

phân bố đều trên mặt panel và 1 2,k k  là các hệ số độ cứng của nền đàn hồi Winkler – 

Pasternak có ý nghĩa như đã được giải thích trong chương 2. Hơn nữa, các hệ số 
1ja  

( 1 5j =  ) được cho trong công thức (C1) ở phụ lục C. 

Phương trình tương thích biến dạng của panel hai độ cong không hoàn hảo 

hình dáng có thể được viết từ các liên hệ động học (5.10) như sau [98,175] 

   
, ,0 0 0 2 * * *

, , , , , , , , , , , ,2
yy xx

x yy y xx xy xy xy xx yy xy xy xx yy yy xx

x y

w w
w w w w w w w w w

R R
  + − = − + − − − −  (5.18) 

Sau khi giải các biến dạng mặt giữa qua các thành phần nội lực từ (5.14) và 

thay kết quả vào (5.18) ta có thể viết lại phương trình tương thích biến dạng như sau  

12 , 22 , 32 , 42 , 52 , 62 , 72 ,xxxx xxyy yyyy x xxx y xxy y yyy x xyya f a f a f a a a a   + + + + + +   

             
, ,2 * * *

, , , , , , , , ,2 0
yy xx

xy xx yy xy xy xx yy yy xx

x y

w w
w w w w w w w w w

R R
− + − + + + + =  (5.19) 

trong đó các hệ số 2ka ( 1 7k =  ) được cho như công thức (C2) của phụ lục C. 

Tất cả các cạnh biên của panel sandwich được giả thiết tựa bản lề và các điều 

kiện biên được biểu diễn về mặt toán học như sau [174] 

     0w = ,  0y = , 0xM = ,  0x xN N=      tại hai cạnh   0,x a=  (5.20a) 

     0w = ,   0x = , 0yM = , 
0y yN N=    tại hai cạnh   0,y b=  (5.20b) 
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trong đó 0xN  và 
0yN  là hợp lực nén (chủ động) lần lượt trên các cạnh 0,x a=  và 

0,y b=  trong trường hợp các cạnh này tựa di động và là hợp phản lực (bị động) trên 

các cạnh trong trường hợp các cạnh này bị ràng buộc đàn hồi theo phương tiếp tuyến. 

5.3. Nghiệm giải tích của các phương trình cơ bản 

Để giải các phương trình cơ bản với các điều kiện biên (5.20), luận án sử dụng 

các nghiệm giải tích xấp xỉ dưới dạng sau [165,170] 

( ) ( )*, , sin sinm nw w W h x y  =  (5.21a) 

2 2

1 2 3 0 0

1 1
cos2 cos2 sin sin

2 2
m n m n x yf A x A y A x y N y N x   = + + + +  (5.21b) 

1 cos sinx m nB x y  =  ,  
2 sin cosy m nB x y  =  (5.21c) 

trong đó /m m a = , /n n b =  ( , 1,2,...m n = ), W  và   lần lượt là biên độ của 

độ võng và mức độ không hoàn hảo, trong khi 
iA ,

jB ( 1 3, 1 2)i j=  =   là các hệ số 

cần xác định. 

Bằng cách thay các nghiệm (5.21) vào phương trình tương thích (5.19) và hai 

phương trình cân bằng cuối, sau đó thực hiện các thủ tục biến đổi toán học tương tự 

như cách làm trong [98,131,175], các hệ số 
iA ,

jB ( 1 3, 1 2)i j=  =  được xác định 

như sau  

             ( )
2

1 2

12

2
32

n

m

A W W h
a





= +  , ( )

2

2 2

32

2
32

m

n

A W W h
a





= + ,  

             *

3 3A A W= , *

1 1B B W= , *

2 2B B W=  (5.22) 

trong đó chi tiết của các hệ số 
*

3A ,
*

1B ,
*

2B  có thể tìm trong các công thức (C3) và (C4) 

trong phụ lục C. 

 Tiếp theo, thay các nghiệm (5.21) vào phương trình cân bằng (5.17) và áp 

dụng phương pháp Galerkin cho phương trình kết quả ta có  

        
0 0

sin sin 0

a b

m nVTPTCB x ydxdy  =   (5.23) 
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trong đó VTPTCB là biểu thức vế trái phương trình cân bằng (5.17) sau khi đã thay 

các nghiệm (5.21) vào trong đó. Sau khi tính tích phân (5.23) ta nhận được biểu thức 

sau đây 

( ) ( ) ( )( )13 23 33 43 2

16
2 2 m n

q
a W a W W a W W a W W W

mn
     


+ + + + + + + −   

           ( ) ( ) ( )
2

2 2 2

0 0 0 1 0 22 2

16
0x a y x a y m n

h h

N m B N n W N B R N R
B mn B


  


+ + + − + =  (5.24) 

trong đó các hệ số 3ka  ( 1,...,4k = ) được cho trong công thức (C5) của phụ lục C ,  

         
1

x

a
R

R
= , 

2

y

b
R

R
= , 

W
W

h
= , a

b
B

a
= , h

b
B

h
= , ( ) ( )0 0 0 0

1
, ,x y x yN N N N

h
=  , 

         ( )
1

1 1
2

k

k  = − −
 

    ( ),k m n= , 
4

1
1 3

0

m

k b
K

E h
=  , 

2

2
2 3

0

m

k b
K

E h
=  (5.25) 

và 0

mE  là giá trị của 
mE  ở nhiệt độ phòng 0 300T = K. 

Trong phần tiếp sau đây, luận án xây dựng các biểu thức liên hệ phi tuyến giữa 

tải và độ võng cho một số bài toán ổn định của các dạng panel sandwich FG-CNTRC. 

5.3.1. Panel trụ sandwich FG-CNTRC chịu nén dọc trục 

Xét panel trụ sandwich FG-CNTRC có bán kính R  với tất cả các cạnh tựa di 

động chịu nén dọc trục bởi áp lực nén xP  phân bố đều trên hai cạnh cong 0,x a=  và 

phương của áp lực nén xP  trùng với phương của CNTs. Trong trường hợp này, ta có 

xR → , 
yR R= , 0q = , 0x xN P h= −  và 

0 0yN = . Từ biểu thức (5.24) ta có thể thu 

được liên hệ giữa áp lực nén dọc trục và độ võng lớn nhất không thứ nguyên của 

panel trụ FG-CNTRC như sau 

  ( )
2

13 23 33 43

2
2h

x

a

B W W
P a a W a W a W W

m B W W




  

   +
= + + + +   

+ +   
 (5.26) 

Có thể nhận thấy rằng panel trụ hoàn hảo hình dáng ( 0 = ) có ứng xử vồng 

theo kiểu rẽ nhánh và tải vồng được tính theo công thức sau 

              

2

13
h

xb

a

B
P a

m B

 
=  

 
 (5.27) 

và áp lực nén tới hạn xcrP  là giá trị nhỏ nhất trong số các áp lực vồng xbP  được cực 

tiểu hóa theo mode vồng ( ,m n).       
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5.3.2. Panel hai độ cong sandwich FG-CNTRC chịu áp lực ngoài 

Xét panel hai độ cong sandwich FG-CNTRC với các cạnh bị ràng buộc dịch 

chuyển, đặt trong môi trường nhiệt độ và chịu áp lực ngoài phân bố đều. Hợp phản 

lực trên các cạnh bị ràng buộc và dịch chuyển trung bình trên các cạnh biên có liên 

hệ sau đây [165,166] 

                       
1

0

0 0

a b

x

c u
N dxdy

ab x


= −

     trên các cạnh 0,x a=  (5.28a) 

                      
2

0

0 0

a b

y

c v
N dxdy

ab y


= −

     trên các cạnh 0,y b=  (5.28b) 

trong đó 1c , 2c  là các độ cứng trung bình của ràng buộc dịch chuyển theo phương tiếp 

tuyến lần lượt trên các cạnh 0,x a=  và 0,y b= .   

Từ các liên hệ (5.10) và (5.14) có thể giải ra các biểu thức sau đây 

( ) ( )21 , 21 11 , 11 22 12 21 12 21 , 11 22 21 12 21 21 ,

82

1
yy xx x x y y

u
e f e f e e e e e e e e

x a
      


 = − + − + − 

    

                                ( ) 2 *

11 21 11 21 21 , , ,

82

1 1

2
T T x x x

x

w
e e e e T w w w

a R
+ −  + − −  (5.29a) 

( ) ( )11 , 21 12 , 12 21 12 11 22 12 , 12 21 12 21 11 22 ,

82

1
xx yy x x y y

v
e f e f e e e e e e e e

y a
      


 = − + − + − 

 

                              ( ) 2 *

21 11 21 11 12 , , ,

82

1 1

2
T T y y y

y

w
e e e e T w w w

a R
+ −  + − −  (5.29b) 

trong đó 82a  có biểu thức như công thức (C2) ở phụ lục C.  

Bằng cách đặt các nghiệm (5.21) vào các biểu thức (5.29) rồi thay các biểu 

thức nhận được vào (5.28), ta có thể thu được các hợp phản lực như sau 

             ( )0 11 21 312xN s W s W W s T= + + +   (5.30a) 

                ( )0 12 22 322yN s W s W W s T= + + +   (5.30b) 

trong đó các hệ số 
ijs  ( 1 3i =  , 1,2j = ) cho như công thức (C7) trong phụ lục C. 
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Đặt các giá trị hợp phản lực ở (5.30) vào (5.24) ta nhận được liên hệ phi tuyến 

giữa áp lực và độ võng lớn nhất không thứ nguyên như sau 

( ) ( ) ( )( )15 25 35 452 2q s W s W W s W W s W W W   = + + + + + + +   

                                                                                    ( )55 65s W s T − + + 
 

 (5.31) 

trong đó các hệ số 5ks  ( 1 6k =  ) được cho trong công thức (C10) trong phụ lục C. 

5.3.3. Tấm chữ nhật sandwich FG-CNTRC chịu tải nhiệt 

Xét tấm chữ nhật (tức là panel phẳng) sandwich FG-CNTRC với các cạnh biên 

bị ràng buộc dịch chuyển và chịu nhiệt độ tăng đều. Trong trường hợp này 0q = , 

xR → , 
yR → , 1 / 0xR a R= = , 

2 / 0yR b R= = , 33 0a =  (suy từ công thức (C5) 

trong phụ lục C), 35 65 0a a= =  (suy từ công thức (C10) trong phụ lục C). Từ (5.31) ta 

thu được liên hệ phi tuyến giữa tải nhiệt và độ võng lớn nhất không thứ nguyên như 

sau 

               ( )* * *

15 25 45*

55

1
2

W
T s s W s W W

s W




 
 = + + + 

+ 
 (5.32) 

trong đó 
* * * *

15 25 45 55, , ,s s s s  nhận được từ các giá trị tương ứng 15 25 45 55, , ,s s s s  trong trường 

hợp 1 2 0R R= = . Dễ nhận thấy từ (5.32) rằng tấm sandwich hoàn hảo ( 0 = ) có thể 

bị vồng với biểu thức tải nhiệt vồng như sau 

                           
*

15

*

55

b

s
T

s
 =  (5.33) 

Do sự phụ thuộc vào nhiệt độ của các tính chất vật liệu, các tải nhiệt tới hạn 

và các đường liên hệ tải nhiệt – độ võng trong giai đoạn sau tới hạn thu được nhờ sử 

dụng một quá trình lặp. 

5.3.4. Tấm chữ nhật sandwich FG-CNTRC chịu tải kết hợp cơ – nhiệt 

Xét tấm chữ nhật (panel phẳng) sandwich FG-CNTRC đặt trong môi trường 

nhiệt độ tăng đều T . Tấm chịu nén theo một phương bởi áp lực nén P  phân bố đều 

trên hai cạnh tựa di động (movable) 0,x a= , trong khi hai cạnh còn lại 0,y b=  không 

chịu nén nhưng chịu ràng buộc theo phương tiếp tuyến như chỉ trong hình 5.4. 
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Trong trường hợp này

0q = , xR → ,
yR → . 

Hợp lực nén (chủ động) 

trên hai cạnh tựa di động 

0,x a=  là 0xN Ph= − . 

Hợp phản lực trên hai cạnh 

bị ràng buộc 0,y b=  được 

xác định theo quy trình 

tương tự như mục 5.3.2. 

 

Hình 5.4. Tấm chữ nhật chịu đồng thời tải cơ – nhiệt. 

 Cụ thể, bằng cách đặt các nghiệm (5.21) vào biểu thức 
,yv  ở (5.29b) rồi đặt biểu thức 

nhận được vào (5.28b) ta nhận được biểu thức của hợp phản lực như sau 

                         ( )2
0 2 0 3 4 5

2 1

2
1

y x

c
N g N g W g W W g T

c g
 = + + + + 

 −
 (5.34) 

trong đó ig  ( 1 5i =  ) được cho như công thức (C11) trong phục lục C. 

Sau khi đặt 
0xN P= −  và 

0yN  từ (5.34) vào (5.24) ta nhận được liên hệ giữa 

tải và độ võng như sau 

             ( )1 2 3 42
W

P d d W d W W d T
W




= + + + − 
+

 (5.35) 

trong đó các hệ số 
jd  ( 1 4j =  ) được cho ở công thức (C12) trong phụ lục C. 

Công thức (5.35) là mối liên hệ phi tuyến giữa tải và độ võng của tấm sandwich 

FG-CNTRC đặt trong môi trường nhiệt tồn tại trước và chịu nén một phương. Có thể 

thấy rằng tấm hoàn hảo hình dáng có thể bị vồng khi tải nén đạt đến giá trị sau 

            1 4bP d d T= −   (5.36) 

Khi thứ tự đặt tải thay đổi, phương trình (5.35) được viết lại dưới dạng sau 

           ( )1 2 3

4

1
2

W
T d d W d W W P

d W




 
 = + + + − 

+ 
 (5.37) 

Công thức (5.37) biểu diễn mối liên hệ phi tuyến giữa tải và độ võng của tấm 

sandwich FG-CNTRC chịu nén trước bởi áp lực nén trên các cạnh tựa di động sau đó 

x

y

z

T

P

P
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chịu nhiệt độ tăng đều. Đối với các tấm hoàn hảo hình dáng ( 0 = ) ứng xử vồng 

kiểu rẽ nhánh có thể xảy ra khi nhiệt độ đạt đến giá trị sau 

               ( )1

4

1
bT d P

d
 = −  (5.38) 

Do các tính chất vật liệu phụ thuộc vào nhiệt độ nên tải nhiệt tới hạn và các 

đường liên hệ tải nhiệt – độ võng trong giai đoạn sau tới hạn được xác định thông qua 

việc sử dụng một thuật toán lặp.  

5.4. Các kết quả số và thảo luận 

Phần này của luận án thực hiện các ví dụ số để phân tích các ảnh hưởng khác 

nhau lên các ứng xử vồng và sau vồng của một số dạng tấm và panel sandwich làm 

từ các lớp FG-CNTRC và thuần nhất. Trong các ví dụ số này, vật liệu FG-CNTRC 

được chế tạo từ pha nền đẳng hướng là Poly (methyl methacrylate), thường được viết 

tắt là PMMA, và được gia cường bởi các ống nano các-bon đơn thành SWCNT 

(10,10). Các tính chất phụ thuộc vào nhiệt độ của vật liệu nền đẳng hướng PMMA là 

0.34m = , ( ) 645 1 0.0005 10m T −= +  
1K −
 và ( )3.52 0.0034mE T= − GPa trong 

đó 0T T T= +   và 0 300T =  K là nhiệt độ phòng. Các tính chất của SWCNT ở các 

mức nhiệt độ khác nhau được cho trong công trình của Shen và Zhang [128]. Để 

thuận lợi cho việc thực hiện quá trình lặp, Shen [100] và Kiani [122] đã thực hiện 

phép nội suy toán học để biểu diễn các tính chất vật liệu của SWCNT như các hàm 

liên tục của nhiệt độ như sau  

( )6 2 9 3

11 6.18387 0.00286 4.22867 10 2.2724 10CNTE T T T− −= − +  −   TPa, 

( )6 2 9 3

22 7.75348 0.00358 5.30057 10 2.84868 10CNTE T T T− −= − +  −   TPa, 

( )4 6 2 10 3

12 1.80126 7.7845 10 1.1279 10 4.93484 10CNTG T T T− − −= +  −  +   TPa, (5.39) 

( )5 2 8 3 6

11 1.12148 0.02289 2.88155 10 1.13253 10 10 /CNT T T T K − − −= − + −  +   ,  

( )4 7 2 12 3 6

22 5.43874 9.95498 10 3.13525 10 3.56332 10 10 /CNT T T T K − − − −= −  +  −  

12 0.175CNT = . 
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Các hệ số hiệu chỉnh 1 2 3, ,    phụ thuộc vào tổng tỷ lệ thể tích *

CNTV  của CNTs 

trong CNTRC và được chọn như trong các công trình của Shen [128, 134, 136]. Cụ 

thể, các hệ số hiệu chỉnh là ( ) ( )1 2 3, , 0.137,1.022,0.715   =   cho trường hợp

* 0.12CNTV = , ( ) ( )1 2 3, , 0.142,1.626,1.138   =  cho trường hợp 
* 0.17CNTV =  và 

( ) ( )1 2 3, , 0.141,1.585,1.109   =  cho trường hợp 
* 0.28CNTV = . Hơn nữa, các ví dụ số 

thực hiện với giả thiết 13 12G G=  và 23 121.2G G=  như được sử dụng trong các công 

trình trước đây [105,122,128,134,136].  

Các lớp vật liệu thuần nhất trong các mô hình sandwich được xét trong các kết 

quả số làm từ hợp kim nhôm-titan (Ti-6Al-4V) với các tính chất như sau [148] 

             ( )4122.56 1 4.586 10HE T−= −   GPa    

             ( )4 7 2 6 17.5788 1 6.638 10 3.147 10 10H T T K − − − −= +  −     (5.40) 

             0.29H = . 

5.4.1. Các nghiên cứu so sánh 

Một số nghiên cứu so sánh được thực hiện trong tiểu mục này để kiểm chứng 

độ tin cậy của cách tiếp cận mà luận án sử dụng. Vì chưa có các kết quả nghiên cứu 

về ổn định của kết cấu sandwich FG-CNTRC tựa trên nền đàn hồi với các mức ràng 

buộc biên khác nhau nên các so sánh được thực hiện cho các trường hợp riêng của 

mô hình kết cấu trong luận án. 

Bảng 5.2. So sánh các tải tới hạn xcrP bh (kN) của các panel trụ FG-CNTRC chịu nén 

dọc trục [ / 0.98a b = , / 0.5a R = , / 20b h = , 1h mm= , ( , ) (1,1)m n = ]. 

*

CNTV   Tham khảo UD FG-X FG-V 

0.12 Shen và Xiang [99] 3.77i (3.45)ii 5.74 (5.34) 3.02 (2.74) 

 Luận án 3.66 (3.43) 4.71 (4.38) 2.94 (2.74) 

0.17 Shen và Xiang [99] 5.79 (5.29) 8.76 (8.14) 4.62 (4.16) 

 Luận án 5.63 (5.29) 7.32 (6.84) 4.50 (4.21) 

0.28 Shen và Xiang [99] 8.17 (7.58) 12.74 (11.94) 6.52 (6.04) 

 Luận án 7.95 (7.43) 10.40 (9.65) 6.39 (6.00) 

     i T = 300 K, ii T = 400 K 
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Hiện chưa có nghiên cứu nào được công bố về ổn định của panel trụ sandwich 

FG-CNTRC chịu nén dọc trục. Vì vậy so sánh kết quả bài toán này chỉ có thể thực 

hiện cho trường hợp panel đơn lớp. Cụ thể, nghiên cứu so sánh đầu tiên thực hiện 

xem xét ứng xử vồng của panel trụ FG-CNTRC đơn lớp với các cạnh tựa di động 

chịu nén đều dọc trụ. Kết quả tính toán tải tới hạn thu được từ công thức (5.27) trong 

trường hợp đặc biệt của mô hình panel sandwich loại B khi 0fh =  và được so sánh 

trong bảng 5.2 với kết quả nhận được trong nghiên cứu của Shen và Xiang [99] cho 

các giá trị khác nhau của tỷ lệ thể tích CNT, các kiểu phân bố CNT khác nhau và ở 

hai mức của nhiệt độ môi trường. Dạng nghiệm tiệm cận dựa trên HSDT đã được sử 

dụng trong công trình [99]. Có thể dễ nhận thấy từ bảng 5.2 rằng kết quả của luận án 

phù hợp tốt với kết quả dựa trên cách tiếp cận trong [99]. 

Nghiên cứu so sánh thứ hai 

xét ứng xử sau vồng của tấm 

sandwich loại A với hai lớp mặt 

FG-CNTRC và các cạnh biên tựa 

di động chịu nén đều dọc theo một 

phương. Bài toán này cũng đã 

được nghiên cứu trong bài báo 

của Shen và Zhu [139] sử dụng 

dạng nghiệm tiệm cận dựa trên 

HSDT. Các đường cân bằng tải – 

độ võng cho tấm sandwich loại A 

được thu được từ (5.35) và được 

so sánh trong hình 5.5 với các kết 

 

Hình 5.5. So sánh đường tải–độ võng sau vồng 

của tấm sandwich loại A với các cạnh tựa di 

động chịu nén một phương ( 2H fh h h= − ). 

quả trong bài báo của Shen và Zhu [139]. Như có thể quan sát, kết quả của luận án 

phù hợp rất tốt với các kết quả trong tham khảo [139] cho cả hai trường hợp tấm hoàn 

hảo ( 0 = ) và không hoàn hảo ( 0.1 = ). 

Phần cuối của tiểu mục này thực hiện nghiên cứu ứng xử sau vồng của tấm 

sandwich loại A với hai lớp mặt FG-CNTRC, không có nền đàn hồi và với tất cả các 

cạnh tựa cố định chịu nhiệt độ tăng đều. Bài toán này cũng đã được giải quyết bởi 
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Kiani [148] bằng cách sử dụng phương pháp Ritz với các hàm dạng là các đa thức 

Chebyshev dựa trên FSDT. Các đường cân bằng tải nhiệt – độ võng cho mô hình tấm 

sandwich loại A có hình 

dáng hoàn hảo ( 0 = ) với 

các tính chất phụ thuộc vào 

nhiệt độ được xác định từ 

biểu thức (5.32) kết hợp với 

một thuật toán lặp và được 

so sánh trong hình 5.6 với 

kết quả đã được báo cáo 

trong công trình của Kiani 

[148]. Có thể thấy rằng kết 

quả của luận án phù hợp rất 

tốt với kết quả trong [148] 

khi độ võng nhỏ và hơi thấp 

 

Hình 5.6. So sánh ứng xử sau vồng của tấm sandwich 

với các lớp mặt FG-CNTRC và các cạnh tựa cố định 

chịu nhiệt độ tăng đều ( 2H fh h h= − ). 

 hơn so với kết quả của Kiani khi độ võng lớn hơn. 

5.4.2. Panel trụ sandwich với các cạnh tựa di động chịu nén dọc trục 

Trong phần này luận án trình bày một số kết quả số cho phân tích vồng và sau 

vồng của các panel trụ sandwich FG-CNTRC có các cạnh tựa di động và không có 

tương tác với nền đàn hồi. Các kết quả phân tích vồng của panel hoàn hảo ( 0 = ) 

được cho dưới dạng bảng và các kết quả phân tích sau vồng được cho dưới dạng các 

hình vẽ.   

Các ảnh hưởng của tỷ số độ cong /a R , nhiệt độ môi trường T , tỷ lệ thể tích 

và kiểu phân bố CNT lên các tải tới hạn của panel trụ sandwich FG-CNTRC loại A 

và B với / 0.1fh h = , / 25b h =  lần lượt được khảo sát trong các bảng 5.3 và 5.4.  

Nói chung, các kết quả từ hai bảng chứng tỏ rằng tải nén tới hạn của cả panel sandwich 

loại A và B đều được tăng lên khi tỷ số độ cong /a R  và/hoặc tỷ lệ thể tích CNT 

trong lớp CNTRC được tăng lên và đều bị giảm khi nhiệt độ môi trường tăng. Nói 

riêng, với panel sandwich loại A, loại phân bố CNT trong các lớp mặt có ảnh hưởng 

nhẹ và tải tới hạn ứng với phân bố kiểu FG-V (cả hai mặt panel giàu CNT) cao hơn 

so với các kiểu phân bố khác. Trong khi đó, đối với panel sandwich loại B, loại phân 
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bố CNT trong lớp lõi có ảnh hưởng quan trọng lên khả năng kháng vồng của panel 

và tải nén tới hạn ứng với kiểu phân bố FG-X trong lớp lõi là cao nhất.   

Bảng 5.3. Các ảnh hưởng khác nhau lên tải tới hạn xcrP  (MPa) của panel trụ sandwich 

loại A chịu nén đều dọc trục [ / 1a b = , / 25b h = , / 0.1fh h = , ( , ) (1,1)m n = ]. 

*

CNTV   /a R  UD FG-X FG-V FG −  

0.12 0.1 376.9 i (358.6 ii)  377.1 (358.7) 381.3 (363.0) 372.5 (354.3) 

 0.3 548.7 (521.3) 548.8 (521.4) 553.1 (525.7) 544.3 (517.0) 

0.17 0.1 407.5 (388.3) 407.8 (388.6) 414.1 (394.8) 401.0 (382.0) 

 0.3 581.2 (552.9) 581.5 (553.1) 587.8 (559.4) 574.8 (546.5) 

0.28 0.1 461.3 (441.5) 462.1 (442.2) 472.5 (452.4) 451.2 (431.4) 

 0.3 637.4 (608.3) 638.2 (609.0) 648.6 (619.2) 627.3 (598.3) 

i T = 300 K, ii T = 400 K 

Bảng 5.4. Các ảnh hưởng khác nhau lên tải tới hạn xcrP  (MPa) của panel trụ sandwich 

loại B chịu nén đều dọc trục [ / 1a b = , / 25b h = , / 0.1fh h = , ( , ) (1,1)m n = ].  

*

CNTV   /a R  UD FG-X FG-V FG −  

0.12 0.1 345.5 i (328.8 ii)  375.6 (358.4) 335.4 (318.5) 327.2 (310.7) 

 0.3 396.3 (376.6) 426.4 (406.2) 394.4 (374.1) 369.8 (350.8) 

0.17 0.1 376.9 (359.3) 421.3 (402.8) 358.8 (341.0) 349.5 (332.1) 

 0.3 430.8 (409.8) 475.3 (453.5) 422.2 (400.5) 394.1 (373.9) 

0.28 0.1 430.9 (412.5) 502.9 (483.0) 396.7 (378.2) 386.4 (368.5) 

 0.3 486.2 (464.2) 558.6 (535.1) 462.6 (439.9) 431.8 (410.9) 

i T = 300 K, ii T = 400 K 

Tiếp theo, các ảnh hưởng của kiểu phân bố CNT lên ứng xử sau vồng của các 

panel trụ sandwich loại A và loại B hoàn hảo hình dáng chịu nén dọc trục được khảo 

sát lần lượt trong các hình 5.7 và 5.8. Đối với mô hình sandwich loại A, kiểu phân bố 

CNT ở hai lớp mặt chỉ có ảnh hưởng tương đối nhẹ lên đáp ứng sau vồng của panel 

trụ chịu nén và khả năng mang tải của panel trụ ứng với hai loại phân bố FG-V và 

FG −  lần lượt là cao nhất và thấp nhất. Đối với mô hình sandwich loại B, kiểu 
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phân bố CNT trong lớp lõi có ảnh hưởng rõ rệt lên ứng xử sau vồng của panel, cụ thể 

là khả năng mang tải sau vồng của panel ứng với các kiểu phân bố FG-X và FG-O 

lần lượt là cao nhất và thấp nhất. Khác với ứng xử sau vồng của panel trụ đơn lớp 

FG-CNTRC chịu nén dọc trục đã được phân tích trong các công trình trước [95,99], 

khả năng mang tải nén của panel sandwich cao hơn nhưng đáp ứng hóp trong giai 

đoạn sau vồng cũng mạnh hơn.  

 

Hình 5.7. Ảnh hưởng của kiểu phân bố 

CNT ở hai lớp mặt lên ứng xử sau vồng 

của panel trụ sandwich loại A chịu nén. 

 

Hình 5.8. Ảnh hưởng của kiểu phân bố 

CNT ở lớp lõi lên ứng xử sau vồng của 

panel trụ sandwich loại B chịu nén. 

Các ảnh hưởng của tỷ lệ chiều dày lớp mặt trên tổng chiều dày /fh h  lên ứng 

xử sau vồng của panel trụ sandwich loại A và loại B chịu nén dọc trục lần lượt được 

đánh giá trong các hình 5.9 và 5.10. Hình 5.9 chỉ ra rằng khả năng mang tải trong giai 

đoạn sau vồng của panel trụ sandwich loại A bị giảm khi tỷ số /fh h  cao hơn. Hơn 

nữa, ảnh hưởng tiêu cực của nhiệt độ cao ( 400T = K) lên khả năng mang tải trở nên 

nhẹ hơn khi các lớp mặt CNTRC trở nên dày hơn. Ngược lại, quan sát hình 5.10 có 

thể thấy rằng sự tăng chiều dày của các lớp mặt thuần nhất làm tăng đáng kể khả năng 

mang tải trong giai đoạn sau vồng của các panel trụ sandwich loại B. Thêm vào đó, 

ảnh hưởng tích cực của tỷ lệ CNT lên tải tới hạn trở nên nhỏ hơn và cường độ của 

hiện tượng hóp trở nên mạnh hơn khi các lớp mặt thuần nhất dày hơn.  

Trong phần cuối của tiểu mục này, các ảnh hưởng của tỷ số độ cong /a R  và 

tỷ lệ phần trăm thể tích CNT lên ứng xử sau vồng của panel trụ sandwich loại A với 

các lớp mặt FG-CNTRC chịu nén dọc trục được phân tích lần lượt trong các hình 

5.11 và 5.12 cho cả panel hoàn hảo và không hoàn hảo về hình dáng.  
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Hình 5.9. Ảnh hưởng của tỷ lệ /fh h  và 

nhiệt độ lên ứng xử sau vồng của panel 

trụ sandwich loại A chịu nén dọc trục. 

 

Hình 5.10. Ảnh hưởng của tỷ lệ /fh h  và 

*

CNTV  lên ứng xử sau vồng của panel trụ 

sandwich loại B chịu nén dọc trục. 

Hình 5.11 chỉ ra rằng khả năng kháng vồng và khả năng mang tải trong miền 

độ võng nhỏ được tăng lên khi tỷ số /a R  tăng lên. Tuy nhiên, đi kèm với ảnh hưởng 

tích cực này là đáp ứng hóp xảy ra với cường độ mạnh hơn khi tỷ số độ cong panel 

trở nên lớn hơn. Hình 5.12 một lần nữa chứng tỏ ảnh hưởng rõ rệt của tỷ lệ thể tích 

CNT ở các lớp mặt lên ứng xử sau vồng của các panel trụ sandwich loại A chịu nén 

dọc trục và các đường cân bằng tải – độ võng cao hơn đáng kể khi tỷ lệ thể tích CNT 

trở nên lớn hơn. 

 

Hình 5.11. Ảnh hưởng của tỷ số độ cong lên 

ứng xử sau vồng của các panel trụ sandwich 

loại A chịu nén dọc trục. 

 

Hình 5.12. Ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích 

CNT lên ứng xử sau vồng của các panel 

trụ sandwich loại A chịu nén dọc trục. 
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5.4.3. Tấm sandwich với các cạnh bị ràng buộc dịch chuyển chịu tải nhiệt 

Phần này trình bày các kết quả số cho phân tích vồng và sau vồng của các tấm 

chữ nhật sandwich FG-CNTRC loại A và loại B với các cạnh biên bị ràng buộc dịch 

chuyển chỉ chịu nhiệt độ tăng đều. Để thuận lợi trong việc xác định mức độ ràng buộc 

dịch chuyển, từ đây về sau, luận án sử dụng các tham số độ cứng ràng buộc không 

thứ nguyên 1 2,   có biểu thức như sau [130,131] 

              1
1

11 1

c

e c
 =

+
 , 2

2

11 2

c

e c
 =

+
 (5.41) 

Dễ thấy rằng, các giá trị 1 0 =  (khi 1 0c = ), 1 1 =  (khi 1c → ) và 10 1   

(khi 10 c   ) lần lượt biểu thị các trường hợp tựa di động, tựa cố định và tựa tự do 

một phần của các cạnh 0,x a= . Tương tự, các trường hợp tựa di động, tựa cố định 

và tựa tự do một phần của các cạnh 0,y b=  lần lượt được đặc trưng bởi các giá trị 

2 0 =  (khi 2 0c = ), 2 1 =  (khi 2c → ) và 20 1   (khi 20 c   ). Để cho việc 

diễn đạt được ngắn gọn, nếu không có giải thích gì thêm, các tấm sandwich được giả 

thiết là vuông ( / 1a b = ) có hình dáng hoàn hảo ( 0 = ), không có tương tác với nền 

đàn hồi ( 1 2 0K K= = ), có tất cả các cạnh tựa cố định ( 1 2 1 = = ) và các tính chất 

của các vật liệu thành phần trong tấm sandwich phụ thuộc vào nhiệt độ (T-D).  

Trước tiên, các ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích CNT, tỷ lệ chiều dày các lớp và 

kiểu phân bố CNT trong lớp CNTRC lên tải nhiệt tới hạn của các tấm sandwich FG-

CNTRC loại A và loại B lần lượt được chỉ ra trong các bảng 5.5 và 5.6. Đối với tấm 

sandwich loại A, như có thể thấy từ bảng 5.5, tải nhiệt tới hạn được tăng và bị giảm 

khi lần lượt tăng tỷ lệ thể tích CNT và chiều dày hai lớp mặt. Đối với mô hình 

sandwich loại A, kiểu phân bố CNT ở hai lớp mặt có ảnh hưởng tương đối nhẹ lên tải 

nhiệt tới hạn, đặc biệt khi chiều dày các lớp mặt nhỏ. Trong số 5 kiểu phân bố CNT 

thì các kiểu phân bố FG-V (CNTs tập trung nhiều ở hai mặt ngoài) và FG −  (CNTs 

tập trung nhiều ở hai mặt tiếp giáp) lần lượt làm cho tấm sandwich có tải nhiệt tới 

hạn cao nhất và thấp nhất. Ngược lại, đối với mô hình tấm sandwich loại B, có thể 

nhận thấy từ bảng 5.6 rằng tải nhiệt tới hạn có xu hướng bị giảm khi tỷ lệ thể tích 

*

CNTV  trong lớp lõi CNTRC được tăng lên từ 12% đến 28%. Hơn nữa, kiểu phân bố 

CNT trong lớp lõi có ảnh hưởng đáng kể lên sự ổn định của các tấm loại B chịu nhiệt.  
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Bảng 5.5. Ảnh hưởng của tỷ lệ các lớp, tỷ lệ thể tích CNT và kiểu phân bố CNT trong 

hai lớp mặt lên tải nhiệt tới hạn crT  (K) của các tấm sandwich loại A với các cạnh 

tựa cố định [ / 1a b = , / 20b h = , 1 2( , ) (0,0)K K = , 1 2( , ) (1,1)  = , ( , ) (1,1)m n = ]. 

*

CNTV   /H fh h   UD FG-X FG-O FG-V FG −  

0.12 8 230.48 230.60 230.36 233.44 227.52 

 6 216.53 216.78 216.41 221.35 211.84 

 4 197.15 197.64 196.78 205.91 188.51 

0.17 8 244.06 244.31 244.06 248.50 239.86 

 6 233.56 233.94 233.44 240.48 226.90 

 4 219.49 220.36 219.12 232.09 207.39 

0.28 8 270.73 271.22 270.85 277.89 264.06 

 6 266.41 267.15 266.41 277.64 255.91 

 4 261.59 263.07 261.22 281.59 242.95 

Trong số ba kiểu phân bố đối xứng qua mặt giữa thì tải tới hạn của tấm FG-X 

cao hơn đáng kể so với hai kiểu phân bố còn lại (cụ thể là cao hơn tải tới hạn của tấm 

UD và FG-O lần lượt khoảng 13.15% và 26.26% khi * 0.17CNTV =  và / 0.1fh h = ).  

Bảng 5.6. Ảnh hưởng của tỷ lệ các lớp, tỷ lệ thể tích CNT và kiểu phân bố CNT trong 

lớp lõi lên tải nhiệt tới hạn crT (K) của các tấm sandwich loại B với các cạnh tựa cố 

định [ / 1a b = , / 20b h = , 1 2( , ) (0,0)K K = , 1 2( , ) (1,1)  = , ( , ) (1,1)m n = ].   

*

CNTV   /fh h  FG-X UD FG-O 

0.12 0 226.4i (281.6ii) 174.1 (207.6) 108.5 (122.5) 

 0.1 333.8 (382.3) 303.7 (350.8) 276.7 (319.8) 

 0.2 306.2 (347.2) 297.0 (337.7) 290.2 (328.5) 

0.17 0 233.7 (287.8) 176.8 (209.2) 108.6 (122.2) 

 0.1 306.3 (350.9) 270.7 (312.5) 238.8 (275.5) 

 0.2 284.6 (323.2) 272.6 (310.3) 263.1 (298.3) 

0.28 0 237.3 (316.0) 182.6 (229.1) 115.4 (134.5) 

 0.1 294.9 (351.5) 250.7 (299.5) 210.2 (249.5) 

 0.2 266.5 (310.5) 250.0 (291.5) 236.1 (273.9) 

i T-D, ii T-ID 
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Hình 5.13. Ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích 

CNT và tỷ lệ chiều dày /fh h  lên tải nhiệt 

tới hạn của tấm sandwich loại B. 

 

Hình 5.14. Ảnh hưởng của sự ràng buộc 

cạnh và độ không hoàn hảo lên ứng xử 

sau vồng của tấm sandwich loại A. 

Ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích CNT và tỷ lệ chiều dày /fh h  lên tải nhiệt tới hạn 

của tấm sandwich loại B cũng được minh họa trên hình 5.13. Có thể nhận thấy từ 

bảng 5.6 và hình 5.13 rằng tải nhiệt tới hạn ban đầu tăng khi /fh h  tăng đến một giá 

trị nhất định và sau đó bị giảm khi /fh h  tăng. Nói khác đi, với mỗi giá trị nhất định 

của tỷ lệ thể tích CNT, tồn tại một tỷ lệ /fh h  tối ưu mà ở đó tấm ổn định nhất khi 

chịu nhiệt độ tăng đều. Ví dụ tiếp theo được trình bày trong hình 5.14 để đánh giá 

ảnh hưởng của mức độ ràng buộc dịch chuyển trên các cạnh biên ( 1 2,  ) và mức độ 

không hoàn hảo hình dáng ( ) lên xu hướng đáp ứng của tấm sandwich loại A chịu 

tải nhiệt. Như có thể thấy, tấm không có ứng xử rẽ nhánh khi hình dáng ban đầu 

không hoàn hảo và khả năng mang tải nhiệt trong giai đoạn đầu (độ võng nhỏ) giảm 

khi độ không hoàn hảo tăng. Ngược lại, trong giai đoạn sau (độ võng sâu) khả năng 

mang tải nhiệt của tấm không hoàn hảo tốt hơn so với tấm hoàn hảo hình dáng. Hình 

5.14 cũng chứng tỏ rằng khả năng mang tải nhiệt của tấm bị giảm mạnh khi tất cả các 

cạnh tựa cố định ( 1 2 1 = = ). 

Các ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích CNT trong hai lớp mặt, tỷ lệ chiều dày /b h  

và các độ cứng không thứ nguyên của các nền đàn hồi lên ứng xử sau vồng của tấm 

sandwich loại A với các cạnh tựa cố định chịu nhiệt độ tăng đều được khảo sát trong 
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các hình 5.15 và 5.16. Có thể thấy rằng, đối với mô hình sandwich loại A, CNTs có 

ảnh hưởng tích cực lên khả năng mang tải nhiệt của tấm và đường cân bằng sau vồng 

được nâng lên khi tỷ lệ CNT trong hai lớp mặt cao hơn. Hình 5.16 chứng tỏ rằng sự 

có mặt của nền đàn hồi làm cho khả năng kháng vồng và mang tải nhiệt sau vồng của 

tấm sandwich loại A được cải thiện đáng kể. Theo một chiều hướng khác, sự tăng lên 

của tỷ lệ kích thước trên chiều dày /b h  dẫn đến sự giảm mạnh của khả năng mang 

tải nhiệt và làm cho đường cân bằng phát triển chậm hơn (thoải hơn). 

 

Hình 5.15. Ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích 

CNT lên ứng xử sau vồng của tấm 

sandwich loại A chịu tải nhiệt. 

 

Hình 5.16. Ảnh hưởng của tỷ lệ chiều dày 

và nền đàn hồi lên ứng xử sau vồng của 

tấm sandwich loại A chịu tải nhiệt. 

Phần còn lại của tiểu mục này trình bày các kết quả số cho phân tích ổn định 

phi tuyến của tấm chữ nhật sandwich loại B với lớp lõi FG-CNTRC chịu nhiệt độ 

tăng đều. Hình 5.17 phân tích ảnh hưởng của tỷ lệ chiều dày các lớp mặt trên tổng 

chiều dày /fh h  lên ứng xử sau vồng của tấm sandwich loại B với các cạnh tựa cố 

định chịu tải nhiệt. Có thể nhận thấy rằng khả năng mang tải nhiệt được tăng lên khi 

tỷ số /fh h  tăng đến một giá trị nhất định, sau đó bị giảm khi tỷ số /fh h  trở nên lớn 

hơn. Như vậy, từ các hình 5.13 và 5.17 có thể thấy rằng dường như tồn tại một giá trị 

tối ưu của tỷ số /fh h  tương đối nhỏ mà ở đó tấm sandwich loại B có khả năng ổn 

định tốt nhất dưới tác dụng của tải nhiệt. Tiếp theo, ảnh hưởng của kiểu phân bố CNT 

trong lớp lõi và độ cứng các nền đàn hồi lên ứng xử sau vồng của tấm sandwich loại 

B với các cạnh tựa cố định chịu nhiệt độ tăng đều được khảo sát trong hình 5.18. Như 

có thể thấy rằng kiểu phân bố đối xứng mặt giữa dạng FG-X đem lại hiệu quả cao 
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hơn đáng kể so với phân bố đều UD. Hơn nữa, nền đàn hồi với độ cứng phù hợp, đặc 

biệt là độ cứng của lớp trượt Pasternak mang lại hiệu quả mang tải nhiệt rất tốt cho 

tấm sandwich loại B. 

 

Hình 5.17. Ảnh hưởng của tỷ lệ chiều 

dày /fh h  lên ứng xử sau vồng của tấm 

sandwich loại B chịu tải nhiệt. 

 

Hình 5.18. Ảnh hưởng của kiểu phân bố 

CNT trong lõi và nền đàn hồi lên ứng xử 

sau vồng của tấm sandwich loại B. 

Cuối cùng, ứng xử sau vồng của các tấm sandwich loại A và loại B có cùng tỷ 

lệ CNT và tổng chiều dày các lớp được so sánh trong hình 5.19. 

 

 

Hình 5.19. So sánh khả năng mang tải sau vồng của các mô hình tấm sandwich 

loại A và loại B chịu tải nhiệt. 

h
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Trong so sánh này, tỷ lệ chiều dày mỗi lớp biên trên tổng chiều dày được chọn 

là / 0.25fh h =  và với tỷ lệ này thì tấm sandwich loại A với kiểu phân bố FG-V trong 

lớp mặt và tấm sandwich loại B với kiểu phân bố FG-X trong lớp lõi có tổng chiều 

dày các lớp FG-CNTRC và thuần nhất giống nhau và mỗi loại vật liệu phân bố trong 

một nửa chiều dày tấm. Một điều thú vị có thể nhận thấy từ hình 5.19 rằng với cùng 

một tỷ lệ vật liệu thì tấm sandwich loại B có khả năng mang tải vượt trội so với tấm 

sandwich loại A. Điều này cho thấy, mô hình sandwich với lớp lõi FG-CNTRC (nhẹ) 

và hai lớp mặt làm từ vật liệu thuần nhất Ti-6Al-4V (cứng) có thể là một mô hình 

sandwich chuẩn và đem lại hiệu quả mang tải rất ưu việt so với mô hình sandwich 

với lõi thuần nhất và hai lớp mặt FG-CNTRC đã được xét trong các nghiên cứu trước.  

5.4.4. Tấm sandwich với hai cạnh bị ràng buộc chịu tải cơ – nhiệt 

Trong phần đầu của tiểu mục này, luận án trình bày một số kết quả số cho phân 

tích vồng và sau vồng của tấm sandwich FG-CNTRC đặt trong môi trường nhiệt (tồn 

tại trước) và chịu nén một phương trên hai cạnh tựa di động 0,x a=  trong khi hai 

cạnh còn lại 0,y b=  chịu ràng buộc đàn hồi. Do chỉ có sự ràng buộc trên hai cạnh 

không chịu nén 0,y b=  nên trong các kết quả số này ký hiệu   sẽ được sử dụng để 

thay cho ký hiệu 2  đã được định nghĩa trong (5.41). Hơn nữa, từ các kết quả phân 

tích ở trên, phần còn lại của kết quả số chỉ xét các tấm sandwich loại A với kiểu phân 

bố FG-V trong hai lớp mặt và sandwich loại B với kiểu phân bố FG-X trong lớp lõi. 

 

Hình 5.20. Ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích 

CNT và tỷ lệ /fh h  lên tải nén tới hạn 

của tấm sandwich loại A chịu nén. 

 

Hình 5.21. Ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích 

CNT và tỷ lệ /fh h  lên tải nén tới hạn 

của tấm sandwich loại B chịu nén. 
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Các ảnh hưởng của tỷ lệ *

CNTV  của CNT trong lớp CNTRC,  tỷ lệ chiều dày các 

lớp /fh h  và mức độ ràng buộc các cạnh không chịu nén  ( 0=  và 1) lên ứng xử sau 

vồng của tấm sandwich loại A với kiểu phân bố FG-V trong hai lớp mặt và loại B với 

kiểu phân bố FG-X trong lớp lõi chịu nén một phương lần lượt được khảo sát trong 

các hình 5.20 và 5.21. Đối với cả hai mô hình tấm sandwich, tỷ lệ phần trăm CNT 

trong lớp CNTRC có ảnh hưởng quan trọng lên khả năng kháng vồng của tấm 

sandwich, đặc biệt là khi các lớp CNTRC dày hơn, và nhìn chung tỷ lệ phần trăm 

CNT càng cao thì tải nén tới hạn càng lớn. Hơn nữa, có thể nhận thấy từ các hình 

5.20 và 5.21 rằng mức độ ảnh hưởng của sự ràng buộc hai cạnh 0,y b=  phụ thuộc 

vào tỷ lệ chiều dày các lớp, cụ thể là tải nén tới hạn ứng với 1 =  giảm nhẹ và giảm 

sâu so với tải tới hạn ứng với 0 =  lần lượt trong các trường hợp lớp thuần nhất 

mỏng và dày. Đối với tấm sandwich loại A, tải nén tới hạn ban đầu giảm mạnh sau 

đó giảm nhẹ khi tỷ lệ /fh h  tăng (các lớp mặt FG-V CNTRC dày hơn). Đối với tấm 

sandwich loại B, tải nén tới hạn ban đầu tăng mạnh khi chiều dày hai lớp mặt thuần 

nhất tăng sau đó tăng nhẹ khi các cạnh 0,y b=  tựa di động ( 0 = ) và giảm nhẹ khi 

hai cạnh 0,y b=  cố định ( 1 = ) và tỷ số /fh h  tăng. 

 

Hình 5.22. Ảnh hưởng của tham số ràng 

buộc   và nhiệt độ T  lên ứng xử sau 

vồng của tấm sandwich loại A chịu nén. 

 

Hình 5.23. Ảnh hưởng của tham số ràng 

buộc   và nhiệt độ T  lên ứng xử sau 

vồng của tấm sandwich loại B chịu nén. 

Các ảnh hưởng của sự ràng buộc hai cạnh biên không chịu nén 0,y b=  và 

nhiệt độ môi trường T  lên ứng xử sau vồng của các tấm sandwich loại A và loại B 
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chịu nén một phương lần lượt được khảo sát trong các hình 5.22 và 5.23. Rõ ràng là, 

nhiệt độ cao ( 400T = K) làm cho khả năng mang tải nén của tấm bị giảm nhẹ và giảm 

mạnh lần lượt khi các cạnh không chịu nén tựa di động và bị ràng buộc. Điều này có 

thể được giải thích là tải nén bị động do nhiệt trở nên lớn hơn khi các cạnh không 

chịu nén bị ràng buộc chặt chẽ hơn và làm cho tấm kém ổn định hơn khi chịu nén.  

 

 

Hình 5.24. So sánh ứng xử sau vồng của tấm sandwich loại A và loại B chịu nén. 

Một sự so sánh ứng xử sau vồng của các tấm sandwich loại A với các lớp mặt 

FG-V CNTRC và tấm sandwich loại B với lớp lõi FG-X CNTRC, trong đó chiều dày 

của mỗi lớp mặt là / 4fh h= , chịu nén theo một phương được so sánh trong hình 

5.24. Với cấu hình sandwich này, có thể nhận thấy rằng tỷ lệ các loại vật liệu trong 

hai loại tấm sandwich là giống nhau. Có thể thấy rằng với cùng một điều kiện biên 

và tỷ lệ thể tích các thành phần vật liệu, tấm sandwich loại B có khả năng mang tải 

cao hơn nhiều so với tấm sandwich loại A.  

Phần còn lại của tiểu mục này giới thiệu một số kết quả cho phân tích sau vồng 

của các tấm sandwich chịu nén trước bởi áp lực P  trên hai cạnh tựa di động 0,x a=  

và chịu nhiệt độ tăng đều.  
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Hình 5.25 phân tích ảnh hưởng của tỷ số tỷ lệ chiều dày /fh h  và mức độ ràng 

buộc   trên hai cạnh 0,y b=  lên ứng xử sau vồng do nhiệt của tấm sandwich loại A 

đặt trên nền đàn hồi Winkler ( 1 50K = , 2 0K = ) chịu nén trước bởi 30P = MPa. Có 

thể nhận thấy rằng khả năng mang tải nhiệt của tấm sandwich loại A bị giảm rõ rệt 

khi chiều dày các lớp mặt và/hoặc độ ràng buộc cạnh   trở nên lớn hơn. 

 

Hình 5.25. Ảnh hưởng của tỷ số /fh h  

và sự ràng buộc 2 cạnh 0,y b=  lên sự 

ổn định nhiệt của tấm sandwich loại A. 

 

Hình 5.26. Ảnh hưởng của tải nén trước 

lên ứng xử sau vồng của tấm sandwich 

loại B chịu nhiệt độ tăng đều. 

 Ví dụ số cuối cùng trong tiểu mục này được chỉ trong hình 2.26 để đánh giá 

ảnh hưởng của tải nén trước trên hai cạnh tựa di động lên khả năng chịu tải nhiệt của 

tấm sandwich loại B. Như có thể thấy, khả năng mang tải nhiệt của tấm bị giảm mạnh 

khi tăng tải nén tác dụng trước. 

5.4.5. Panel hai độ cong sandwich chịu áp lực ngoài 

Các phân tích ở phần trên đã chứng tỏ sự ưu việt của mô hình sandwich loại B 

so với mô hình sandwich loại A. Vì vậy, trong tiểu mục này, luận án chỉ xét các panel 

hai độ cong sandwich loại B. Cụ thể, một số kết quả số cho phân tích ổn định phi 

tuyến của các panel cầu và panel trụ với lớp lõi FG-X CNTRC và hai lớp mặt thuần 

nhất chịu áp lực ngoài trong môi trường nhiệt độ sẽ được phân tích trong tiểu mục 

này. Để ngắn gọn cách trình bày, nếu không có lưu ý thêm, panel được giả thiết có 

hình dáng hoàn hảo ( 0 = ), đặt ở nhiệt độ phòng và không có tương tác nền.  
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Ví dụ đầu tiên trong tiểu mục này được hiển thị trong hình 5.27 để đánh giá 

ảnh hưởng của tỷ lệ /fh h  lên ổn định phi tuyến của các panel cầu sandwich với các 

cạnh được dịch chuyển một phần ( 1 2 0.5 = = ) chỉ chịu áp lực ngoài. Có thể quan 

sát thấy rằng sự tăng lên của tỷ lệ /fh h  (tức là tăng chiều dày hai lớp mặt thuần nhất) 

làm cho đường cân bằng tải – độ võng trở nên cao hơn và panel mang áp lực ngoài 

tốt hơn. Tiếp theo, các ảnh hưởng của mức độ ràng buộc dịch chuyển ở hai cạnh biên 

lên ổn định phi tuyến của panel cầu sandwich chịu áp lực ngoài được phân tích trong 

hình 5.28. Như có thể thấy, đường cân bằng thấp hơn và ổn định hơn khi các cạnh 

tựa di động. Sự tăng mức độ ràng buộc dịch chuyển trên các cạnh biên kéo theo sự 

tăng khả năng mang tải của panel trong giai đoạn độ võng nhỏ nhưng cũng tăng cường 

độ của hiện tượng hóp. Hơn nữa, đường cân bằng ứng với 1 2( , ) (0.5,0)  =  cao hơn 

đáng kể so với đường cân bằng ứng với 1 2( , ) (0,0.5)  = , có nghĩa là sự ràng buộc 

trên các cạnh 0,x a=  và 0,y b=  lần lượt có các ảnh hưởng rõ rệt và nhẹ lên sự ổn 

định phi tuyến của panel cầu sandwich. 

 

Hình 5.27. Ảnh hưởng của tỷ lệ chiều 

dày /fh h  lên sự ổn định của panel cầu 

sandwich với lõi CNTRC chịu áp lực. 

 

Hình 5.28. Ảnh hưởng của sự ràng buộc 

các cạnh lên đáp ứng phi tuyến của panel 

cầu sandwich CNTRC chịu áp lực ngoài. 

Tiếp theo, hình 5.29 đánh giá các ảnh hưởng của các tỷ số độ cong / xa R ,

/ yb R  lên sự ổn định phi tuyến của các panel cong sandwich với các cạnh tựa cố định. 

Khi các panel cong hơn thì khả năng mang tải trong miền độ võng nhỏ tăng nhưng 

kéo theo đó là khả năng xuất hiện đáp ứng hóp và sự giảm khả năng mang tải trong 
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miền độ võng lớn. Hơn nữa, độ cong theo phương x  (phương của CNTs) có ảnh 

hưởng rõ rệt hơn lên khả năng mang tải của panel. Hình 5.30, được vẽ với năm cặp 

tham số độ cứng nền không thứ nguyên, chỉ ra rằng các nền đàn hồi mang lại hiệu 

quả ổn định hóa rất tốt cho các panel sandwich chịu áp lực ngoài, đặc biệt là trong 

miền độ võng lớn. Cụ thể, khả năng mang tải trong miền độ võng lớn tốt hơn và các 

đường cân bằng ổn định hơn khi các panel được đỡ bởi nền đàn hồi.  

 

Hình 5.29. Ảnh hưởng của các độ cong 

lên sự ổn định phi tuyến của các panel 

cong sandwich chịu áp lực ngoài. 

 

Hình 5.30. Ảnh hưởng của nền đàn hồi 

lên sự ổn định phi tuyến của các panel 

cầu sandwich chịu áp lực ngoài. 

 

 

Hình 5.31. Ảnh hưởng của độ không 

hoàn hảo lên sự ổn định của panel 

sandwich chịu áp lực ngoài. 

 

Hình 5.32. Ảnh hưởng của ràng buộc 

cạnh biên và nhiệt độ cao lên ổn định phi 

tuyến của panel sandwich chịu áp lực. 
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Trong ví dụ tiếp theo, các đường đáp ứng tải – độ võng ứng với các giá trị khác 

nhau của cỡ không hoàn hảo hình dáng   được vẽ trong hình 5.31 trong đó các giá 

trị âm và dương của   lần lượt biểu thị độ lệch nhỏ ban đầu của các mặt panel hướng 

ra phía ngoài và vào phía trong. Dường như độ không hoàn hảo có ảnh hưởng nhạy 

lên độ cong thực tế của panel và do đó có ảnh hưởng quan trọng lên xu hướng ứng 

xử và khả năng mang tải của panel sandwich chịu áp lực ngoài. Trong khi độ lệch 

nhỏ vào phía trong làm cho panel có khả năng mang tải yếu hơn thì độ lệch nhỏ ra 

phía ngoài làm tăng khả năng mang tải trong giai đoạn trước vồng và áp lực tới hạn 

nhưng cũng làm cho cường độ của đáp ứng hóp trở nên mạnh hơn. Cuối cùng, ảnh 

hưởng đồng thời của mức độ ràng buộc các cạnh biên và nhiệt độ cao lên sự ổn định 

phi tuyến của panel cầu sandwich đặt trên nền đàn hồi Winkler ( 1 100K = , 2 0K = ) 

chịu áp lực ngoài được phân tích trong hình 5.32. Khi các cạnh tựa di động, nhiệt độ 

cao chỉ làm cho các tính chất vật liệu trở nên kém hơn và khả năng mang tải của panel 

cũng giảm nhẹ. Ngược lại, khi các cạnh bị ràng buộc dịch chuyển, các ứng suất nhiệt 

làm cho panel bị võng ra phía ngoài và làm cho panel chịu áp lực ngoài tốt hơn. Sự 

ràng buộc nghiêm ngặt trên các cạnh biên dẫn đến khả năng mang tải tốt hơn trong 

giai đoạn độ võng nhỏ, áp lực tới hạn cao hơn nhưng cũng làm cho đáp ứng hóp trở 

nên mạnh hơn. 

5.5. Kết luận chương 5 

Trong chương 5 luận án đã sử dụng cách tiếp cận giải tích dựa trên lý thuyết 

biến dạng trượt bậc nhất để phân tích ổn định phi tuyến của các tấm và panel cong 

sandwich làm từ các lớp vật liệu FG-CNTRC và thuần nhất. Bên cạnh mô hình 

sandwich gồm lớp lõi thuần nhất và hai lớp mặt FG-CNTRC (sandwich loại A), luận 

án đã xét mô hình sandwich được tạo thành từ lớp lõi FG-CNTRC và hai lớp mặt 

thuần nhất (sandwich loại B). Về mặt vật liệu, luận án đã xem xét ảnh hưởng của sự 

phụ thuộc vào nhiệt độ của các tính chất vật liệu thành phần. Về mặt kết cấu, các ảnh 

hưởng của độ không hoàn hảo hình dáng, tương tác giữa kết cấu với nền đàn hồi và 

tính đàn hồi về điều kiện ràng buộc dịch chuyển trên các cạnh biên đã được kể đến 

trong luận án. Bằng cách sử dụng phương pháp Galerkin và phương pháp lặp, luận 

án đã tiến hành phân tích các ứng xử vồng và sau vồng của một số dạng kết cấu 

sandwich phổ biến như tấm chữ nhật, panel trụ và panel hai độ cong chịu các tải cơ, 
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nhiệt và kết hợp cơ–nhiệt. Từ các kết quả phân tích đã nhận được, luận án đưa ra một 

số nhận xét sau đây: 

1. Đối với bài toán tấm sandwich chịu nhiệt độ tăng đều, các tải nhiệt tới hạn 

và khả năng mang tải nhiệt của tấm sandwich loại A bị giảm khi chiều dày các lớp 

mặt tăng lên và được tăng lên khi tỷ lệ thể tích CNT trong lớp mặt tăng. Ngược lại, 

đối với mô hình tấm sandwich loại B, tồn tại một tỷ số tối ưu của chiều dày các lớp 

với các lớp mặt thuần nhất tương đối mỏng mà ở đó tấm có khả năng ổn định nhất 

khi chịu nhiệt độ tăng đều và sự tăng tỷ lệ thể tích CNT trong lớp lõi không đem lại 

ảnh hưởng tích cực cho sự ổn định nhiệt của tấm sandwich loại B. 

2. Đối với bài toán tấm sandwich chịu tải nén, sự tăng chiều dày lớp thuần nhất 

làm cho tải nén tới hạn và khả năng mang tải được cải thiện đáng kể. Đối với trường 

hợp panel trụ sandwich chịu nén dọc trục, sự tăng chiều dày lớp FG-CNTRC làm cho 

tải nén và đường cân bằng tải–độ võng hạ xuống nhưng hiện tượng hóp trong giai 

đoạn sau vồng cũng nhẹ hơn. 

3. Sự ràng buộc các cạnh biên có ảnh hưởng quan trọng lên xu hướng ứng xử 

và sự ổn định của tấm và panel sandwich. Đối với tấm sandwich chịu nén và/hoặc 

nhiệt độ, sự tăng mức độ ràng buộc các cạnh biên dẫn đến sự giảm rõ rệt tải tới hạn 

và khả năng chịu tải sau tới hạn. Ngược lại, đối với panel cong chịu áp lực ngoài, sự 

ràng buộc dịch chuyển trên các cạnh biên có thể làm cho panel bị võng ra phía ngoài 

ở nhiệt độ cao dẫn đến tăng độ cong panel và làm panel chịu áp lực ngoài tốt hơn. 

4. Các kết quả nhận được trong chương này cho thấy rằng mô hình sandwich 

với lớp lõi hày hơn làm từ FG-CNTRC và hai lớp mặt mỏng làm từ vật liệu thuần 

nhất (dạng hợp kim) có thể là mô hình sandwich chuẩn vừa đảm bảo độ cứng (từ hai 

lớp mặt), độ nhẹ và dẻo dai (từ lớp lõi) và đem lại đáp ứng tối ưu cho sự ổn định kết 

cấu theo nghĩa chịu tải cơ, tải nhiệt tốt và giảm cường độ hóp đối với panel cong. 

Các kết quả chính của chương 5 đã được công bố trong 4 bài báo khoa học 

trong đó có 2 bài báo đăng trên các tạp chí quốc tế danh mục ISI và 2 bài báo đăng 

trên tạp chí Cơ học Việt Nam, cụ thể là các bài báo số 6,7,8 và 9 trong danh mục 

các công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án. 
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KẾT LUẬN 

Luận án đã đạt được một số kết quả mới sau đây: 

1. Luận án đã phân tích ổn định tuyến tính của các vỏ trống FGM dày có các 

lỗ rỗng chịu các điều kiện tải cơ, nhiệt và kết hợp cơ – nhiệt. Các kết quả của luận án 

đã chỉ ra rằng các lỗ rỗng có ảnh hưởng bất lợi và có lợi lên khả năng kháng vồng của 

vỏ trống lần lượt chịu tải cơ và nhiệt. Các kết quả đạt được của luận án là tương đối 

tổng quát và đã bao hàm một miền rộng của các điều kiện ràng buộc cạnh biên, hình 

dáng kết cấu vỏ kín và chiều dày vỏ. 

2. Luận án đã đề xuất sử dụng nghiệm độ võng dạng hai số hạng cho phân tích 

ổn định phi tuyến của các vỏ trụ tròn FGM có lỗ rỗng và biến dạng trượt ngang. Các 

kết quả thu được của luận án gợi ý rằng đối với các vỏ dày và tương đối dày số hạng 

độ võng đối xứng trục phi tuyến trong giai đoạn sau vồng có thể có ảnh hưởng nhỏ 

và vì thế dạng độ võng hai số hạng là một xấp xỉ tốt để dự đoán các ứng xử vồng và 

sau vồng của vỏ trụ tròn có biến dạng trượt ngang. 

3. Luận án đã phân tích các ảnh hưởng đồng thời của các lỗ rỗng, sự ràng buộc 

dịch chuyển trên cạnh biên và nền đàn hồi phi tuyến lên sự ổn định phi tuyến của các 

vỏ cầu thoải FGM chịu áp lực ngoài và tấm tròn FGM chịu nhiệt độ tăng đều. Các 

kết quả của luận án đã khám phá ra rằng vỏ cầu FGM tương đối thoải với cạnh biên 

được dịch chuyển một phần và tựa trên nền đàn hồi với độ cứng phù hợp có khả năng 

mang tải tốt và có thể giảm đáng kể tác hại do hiện tượng hóp.  

4. Luận án đã đề xuất mô hình sandwich gồm lớp lõi FG-CNTRC và hai lớp 

mặt thuần nhất. Kết quả phân tích của luận án khám phá ra rằng với cùng tỷ lệ các 

vật liệu, mô hình sandwich với lớp lõi làm từ FG-CNTRC cùng với hai lớp mặt cứng 

và mỏng làm từ vật liệu thuần nhất có nhiều đặc điểm chịu tải rất ưu việt. Đây có thể 

là mô hình sandwich chuẩn vì đảm bảo độ cứng, độ nhẹ và sự ổn định rất tốt. Các kết 

quả mà luận án thu được là những gợi ý có giá trị cho việc chế tạo và ứng dụng các 

kết cấu sandwich từ FG-CNTRC. 
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MỘT SỐ HƯỚNG PHÁT TRIỂN TỪ LUẬN ÁN 

Tác giả luận án cho rằng luận án có thể được phát triển theo một số hướng sau: 

1. Mở rộng cách tiếp cận giải tích của luận án để phân tích ổn định tuyến tính 

của các vỏ trống FGM có lỗ rỗng kể đến ảnh hưởng của môi trường nhiệt ẩm, lớp áp 

điện hoặc môi trường lỏng chứa trong vỏ. 

2. Sử dụng dạng nghiệm độ võng hai số hạng cho phân tích dao động tuyến 

tính và phi tuyến của các vỏ trụ và vỏ trống FGM có và không có lỗ rỗng.  

3. Phân tích ổn định phi tuyến của các vỏ cầu và vỏ cầu nhẫn tương đối dày 

làm từ FGM có lỗ rỗng chịu áp lực ngoài có kể đến ảnh hưởng của nhiệt độ, độ ẩm 

và lớp áp điện. 

4. Mở rộng nghiên cứu dao động phi tuyến của các mô hình tấm và panel 

sandwich làm từ FG-CNTRC đã xem xét trong luận án. Đồng thời, nghiên cứu ổn 

định của các vỏ trụ và vỏ trống làm từ sandwich FG-CNTRC có lỗ rỗng trong pha vật 

liệu nền và lớp thuần nhất. 
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PHỤ LỤC 

Phụ lục A 

+ Các hệ số 11a  và 21a  trong phương trình (2.20) có biểu thức cụ thể như sau 
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+ Các hệ số 
ijg ( , 1,2i j = ) trong các phương trình (2.28) có biểu thức như sau  
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+ Biểu thức cụ thể của 12 22 32, ,a a a  trong phương trình (2.32) được cho như sau 
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Phụ lục B 

+ Các biểu thức cụ thể của 
ijb  ( 1 3i =  , 1,2j = ) trong phương trình (3.14) được cho 

như sau 

2 2 1
11

1

2 2(1 )

S
m n

K E
b D


 



− 
= + + 

+ 
 , 21 12

1

2
m nb b D


 

+
= = ,    

1
31

2(1 )

S mK E
b




= −

+
, 2 2 1

22

1

2 2(1 )

S
n m

K E
b D


 



− 
= + + 

+ 
 , 1

32
2(1 )

S nK E
b




= −

+
. (B1) 

+ Các hệ số 
ijg  ( 1 3i =  , 2,3j = ) trong phương trình (3.21) được cho như sau 
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+ Các biểu thức cụ thể của 4kg  ( 1 3k =  ) trong liên hệ (3.24) được cho như sau 
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Phụ lục C 

+) Các hệ số 
1ja  ( 1 5j =  ) trong phương trình (5.17) có dạng cụ thể như sau 
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+) Các hệ số 2ka ( 1 7k =  ) trong phương trình (5.19) được cho như sau 

11
12

82

e
a

a
=  , ( )22 21 11 12 21

31 82

1 1
a e e

e a
 = − + , 21

32

82

e
a

a
=  , ( )12

42 12 21 11 22

82

a e e e e
a


= −  



152 
 

( )32
52 12 21 12 21 11 22

31 82

1e
a e e e e

e a
 = + −  ,  ( )21

62 11 22 12 21

82

a e e e e
a


= −  , (C2) 

( )32
72 12 21 11 22 12 21

31 82

1e
a e e e e

e a
 = + − , ( )82 12 21 11 211a e e = − .  

+) Chi tiết của các hệ số 
*

3A ,
*

1B ,
*

2B  trong phương trình (5.22) được cho như sau 

  
2 2

* 3424
3

14 14

n m

x y

bb
A

b R R b

  
= + −  

 

 ,  

  

2 2
* 13 32 12 33 34 32 51 33 4124
1

22 33 23 32 14 14 22 33 23 32

n m n m
S

x y

b b b b b b e b eb
B K

b b b b b R R b b b b b

     − −
= + − +   − −   

 , (C3) 

  

2 2
* 12 23 13 22 34 23 41 22 5124
2

22 33 23 32 14 14 22 33 23 32

n m m n
S

x y

b b b b b b e b eb
B K

b b b b b R R b b b b b

     − −
= + − +   − −   

  

trong đó 

              ( )4 2 2 4

11 12 22 32m m n nb a a a   = + +  , 3 2

21 42 72m m nb a a  = + , 2 3

31 52 62m n nb a a  = +   

  
23212

12

11 31

m n

ee
b

e e
 

 
= − 
 

 , 

22
2 23212

22 13 33 41

11 31

m n S

ee
b e e K e

e e
 

  
= − + − +  
   

  

    
22

3212
32 13 21 33

11 31

m n

ee
b e e

e e
  

   
= − + −   

    

 , 
23222

13

21 31

m n

ee
b

e e
 

 
= − 
 

   

   
2 2

32 22
23 33 23 12

31 21

m n

e e
b e e

e e
  

    
= − + −    

   

 ,  

   

2 2
2 232 22

33 33 23 51

31 21

m n S

e e
b e e K e

e e
 

   
= − + − +   

  
 , (C4) 

   ( ) ( ) ( )14 11 22 33 23 32 21 13 32 12 33 31 12 23 13 22b b b b b b b b b b b b b b b b= − + − + −    

            24 22 33 23 32b b b b b= −  ,    

            ( )34 21 32 51 21 33 41 31 23 41 31 22 51n m m n Sb b b e b b e b b e b b e K   = − + − .  

+) Các hệ số 13 23 33 43, , ,a a a a  trong phương trình (5.24) có biểu thức cụ thể như sau 
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+) Các hệ số 5ks  ( 1 6k =  ) trong phương trình (5.31) có dạng cụ thể như sau 
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h h
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+) Các biểu thức cụ thể của ig  ( 1 5i =  ) trong phương trình (5.34) có dạng như sau 
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( )2 2 2 2 2
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82 14
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+) Các hệ số 
jd  ( 1 4j =  ) trong phương trình (5.35) được cho như sau 
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