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Chương 1

Mở đầu

Vũ trụ học là một nhánh của thiên văn học, nghiên cứu chủ yếu về sự khởi đầu, tiến
hóa và kết thúc của vũ trụ và các cấu trúc bên trong nó. Trước Einstein, phần lớn các
nhà khoa học cho rằng vũ trụ là tĩnh, không có khởi đầu cũng như kết thúc. Năm 1915,
Albert Einstein đưa ra lý thuyết tương đối tổng quát, một lý thuyết hoàn toàn mới sử
dụng hình học Riemann để mô tả vũ trụ [1]. Theo lý thuyết này, không gian và thời gian
không phải là hai thứ tách rời mà được gộp chung thành không-thời gian và có thể bị uốn
cong dưới tác động của vật chất và năng lượng thông qua phương trình trường Einstein.
Không giống như lý thuyết hấp dẫn của Newton, trọng lực trong thuyết tương đối tổng
quát không phải là một lực mà là hệ quả của việc không-thời gian bị uốn cong. Năm 1922,
Alexander Friedmann, bằng cách giả sử vũ trụ là đồng nhất và đẳng hướng, đã dẫn ra các
phương trình Friedmann từ các phương trình trường Einstein, qua đó phỏng đoán được
rằng vũ trụ đang giãn nở hoặc co lại [2]. Một cách độc lập, nhà thiên văn và mục sư Công
giáo Georges Lemaitre đã đề xuất một lý thuyết về sự khởi đầu của vũ trụ mà ngày nay
chúng ta gọi là thuyết Big Bang: "Nếu như ngày nay vũ trụ đang giãn nở thì có thể tại
một thời điểm nào đó trong quá khứ, tất cả vật chất và năng lượng phải tập trung tại một
điểm duy nhất". Sau đó, nhà thiên văn người Mỹ Erwin Hubble đã khám phá ra rằng các
thiên hà đang di chuyển ra xa khỏi Trái đất với vận tốc tỉ lệ với khoảng cách của chúng
tới Trái đất. Dựa theo rất nhiều các quan sát, các nhà khoa học ước tính tuổi của vũ trụ
vào khoảng 14 tỉ năm.

Tuy nhiên, mô hình Big Bang tiêu chuẩn này lại gặp phải một số vấn đề nghiêm
trọng mà hai trong số chúng là vấn đề chân trời và vấn đề độ phẳng. Vấn đề chân trời nảy
sinh từ sự đồng nhất của bức xạ phông nền vũ trụ (CMB). Sự đồng nhất này có nghĩa
rằng vũ trụ, trên thang đo rất lớn, có nhiệt độ là như nhau. Tuy nhiên, vũ trụ quan sát
được lại chứa rất nhiều các vùng không tương tác (photon không có đủ thời gian để truyền
đi giữa chúng). Bên cạnh đó, vấn đề độ phẳng liên quan đến độ cong của vũ trụ, thứ phụ
thuộc vào mật độ vật chất và năng lượng bên trong nó. Các quan sát chỉ ra rằng mật độ
hiện tại của vũ trụ rất gần với mật độ tới hạn - giá trị tương đương với vũ trụ phẳng [6,7].
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Chương 1: Mở đầu 8

Theo các phương trình Friedmann, kết quả quan sát đó đồng nghĩa với việc mật độ của
vũ trụ sơ khai phải cực kỳ gần với giá trị tới hạn này. Điều này dẫn đến câu hỏi tại sao
vũ trụ lại được tinh chỉnh tới một giá trị chính xác như vậy.

Năm 1979, Alan Guth đề xuất lý thuyết lạm phát vũ trụ, một giải pháp để giải quyết

các vấn đề trên [4]. Ông giả thuyết rằng vũ trụ, ở thời kỳ sơ khai, giãn nở cực nhanh trong
một khoảng thời gian rất nhỏ. Theo giả thuyết này, vũ trụ quan sát được vào thời kỳ đó
là một vùng rất nhỏ, có liên hệ nhân quả và cân bằng nhiệt động. Sau đó, lạm phát xảy
ra và biến phần vũ trụ quan sát được đó trở nên rất lớn và không còn kết nối nhân quả
nữa. Bên cạnh đó, lạm phát cũng khiến hình học của vũ trụ trở nên phẳng hơn, hay nói

cách khác là lạm cho mật độ vũ trụ tiến tới rất gần mật độ tới hạn. Ý tưởng của Guth
cho cơ chế lạm phát là vũ trụ, tại thời kỳ sơ khai, bị thống trị bởi một trường vô hướng

gọi là trường lạm phát. Ông giả thuyết rằng thế năng của trường lạm phát có một cực
tiểu địa phương với mật độ năng lượng cao (giả chân không). Trong quá trình phát triển,
trạng thái của vũ trụ dịch chuyển về trạng thái giả chân không đó và và mắc kẹt ở đó.
Năng lượng cao của trạng thái giả chân không đóng vai trò như một hằng số vũ trụ, dẫn
tới sự giãn nở theo hàm mũ. Tuy nhiên, thông qua quá trình xuyên hầm lượng tử, một vài
vùng trong vũ trụ thoát khỏi trạng thái giả chân không một cách ngẫu nhiên và tiến đến
trạng thái chân không thực sự (cực tiểu với mật độ năng lượng bằng không) và như vậy
lạm phát kết thúc theo từng vùng. Mặc dù giải quyết được nhiều vấn đề của vũ trụ học,
ngay cả Guth cũng thừa nhận rằng lý thuyết của mình có một số vấn đề nghiêm trọng, và
vì thế cần có sự điều chỉnh. Năm 1982, Linde đề xuất một mô hình lạm phát mới gọi là
lạm phát cuộn chậm [5]. Thay vì có giả chân không, thế năng trong mô hình của Linde có
một phần gần như phẳng (xem hình 2.5). Trường vô hướng "cuộn chậm" trên bề mặt đó
nên mật độ năng lượng gần như là hằng số và kết quả là lạm phát xảy ra. Sau đó, trường
vô hướng tiến về trạng thái chân không thực sự và lạm phát kết thúc.

Lạm phát còn đưa ra lời giải thích thỏa đáng cho sự hình thành các cấu trúc vĩ mô
trong vũ trụ. Theo nguyên lý bất định, tồn tại các biến thiên trong trường lạm phát gọi
là các nhiễu loạn lượng tử. Do lạm phát phóng đại kích thước của vũ trụ lên rất nhiều
lần, các nhiễu loạn lượng tử này cũng được khuếch đại lên thang vĩ mô. Kết quả là các
nhiễu loạn này trở thành nguồn gốc của các cấu trúc vĩ mô của vũ trụ (sự phân bố của
vật chất, năng lượng, vật chất tối). Bên cạnh đó, lạm phát cũng tiên đoán sóng hấp dẫn
nguyên thủy, đối tượng quan sát quan trọng của vũ trụ học ngày nay. Các hệ quả quan
sát được của lạm phát cuộn chậm còn có thể kể đến như sự không phụ thuộc vào thang đo
của phổ nhiễu loạn hay sự phân bố theo hàm phân bố chuẩn của các nhiễu loạn nguyên
thủy. Bên cạnh đó, các mô hình lạm phát không chính tắc có cơ chế phức tạp hơn dẫn
đến những sự khác biệt so với các mô hình lạm phát chính tắc như sự khác biệt về phổ
nhiễu loạn hay sự sai lệch so với phân bố chuẩn của các nhiễu loạn nguyên thủy. Trong số
những mô hình lạm phát không chính tắc, trong luận văn này chúng ta quan tâm đến mô
hình lạm phát Dirac-Born-Infeld nằm trong khuôn khổ lý thuyết màng-D3 [21–26].

Một hướng nghiên cứu khác về lạm phát vũ trụ cũng rất được quan tâm đó là lạm
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phát bất đẳng hướng. Các mô hình vũ trụ tiêu chuẩn được dựa trên nguyên lý vũ trụ học
- vũ trụ là đồng nhất và đẳng hướng trên thang đo rất lớn [15]. Theo đó, hình học của
vũ trụ được mô tả bởi metric Friedmann-Lematre-Robertson-Walker (FLRW). Nguyên lý
này lại càng được củng cố một phần bởi sự đẳng hướng của bức xạ phông nền vũ trụ. Tuy
nhiên, các thí nghiệm nhằm kiểm chứng tính hợp lý của nguyên lý này vẫn còn có nhiều
điểm chưa rõ ràng [16]. Ngày nay, các quan sát với độ chính xác cao đã phát hiện ra một
số dị thường trong bức xạ phông nền vũ trụ [17]. Các dị thường này khiến chúng ta phải
xem xét lại quan niệm cũ của chúng ta về vũ trụ. Một khả năng có thể giải thích cho
các dị thường này đó là vũ trụ ở thời kỳ rất sớm được mô tả bởi metric Bianchi - metric
mô tả một vũ trụ đồng nhất nhưng không đẳng hướng thay vì metric FLRW [18,19]. Tuy
nhiên, ngay cả khi vũ trụ ở thời kỳ sớm là bất đẳng hướng, điều đó cũng không có nghĩa
là vũ trụ ở giai đoạn sau cũng như thế. Thực tế, có một giả thuyết được đề xuất bởi
Hawking và các đồng nghiệp được gọi là giả thuyết no-hair, phát biểu rằng mọi sự bất
đẳng hướng sẽ biến mất theo quá trình giãn nở của vũ trụ [20]. Trên thực tế, đã có nhiều
nghiên cứu về giả thuyết này trong khuôn khổ của lạm phát vũ trụ. Trong đó, một hướng
nghiên cứu mới nằm trong khuôn khổ lý thuyết siêu hấp dẫn đã đề xuất ra nhiều mô hình
lạm phát bất đẳng hướng ổn định, qua đó đưa ra các phản ví dụ đầu tiên cho giả thuyết
no-hair [27–43].

Một trong các hệ quả quan sát được của lạm phát cuộn chậm còn có thể kể đến như
sự không phụ thuộc vào thang đo của phổ nhiễu loạn. Tiên đoán này đã được các quan
sát về bức xạ phông nền vũ trụ xác nhận. Tuy nhiên, gần đây người ta nhận thấy rằng
không chỉ có lạm phát cuộn chậm mà một mô hình lạm phát tổng quát hơn là lạm phát
cuộn hằng số cũng có tính chất tương tự. Tuy nhiên, điểm khác biệt giữa hai mô hình này
là lạm phát cuộn hằng số tiên đoán sự sai lệch khỏi phân bố chuẩn của nhiễu loạn nguyên
thủy [46,47]. Kể từ đó, đã có nhiều nghiên cứu về lạm phát cuộn hằng số cả về lý thuyết
và thực nghiệm được tiến hành trong những năm gần đây [37,48–64].

Một mô hình lạm phát thú vị kết hợp giữa lạm phát bất đẳng hướng và lạm phát
cuộn hằng số đã được đề xuất bởi Asuka Ito và Jiro Soda [37]. Kết quả thu được bằng
phương pháp số cho thấy các nghiệm lạm phát tìm được trong mô hình này là ổn định
và hội tụ. Lấy cảm hứng từ bài báo đó, chúng tôi tìm cách mở rộng mô hình của họ sang
trường hợp không chính tắc, cụ thể là mô Dirac-Born-Infeld. Thông qua các phương pháp
tính toán tương tự với bài báo gốc với một số điều chỉnh cần thiết, chúng tôi cũng tìm
được các nghiệm lạm phát cho mô hình Dirac-Born-Infeld. Bằng phương pháp số, chúng
tôi cũng chứng minh được rằng mô hình mới cũng có các nghiệm hội tụ giống như mô
hình gốc. Hơn thế nữa, chúng tôi còn phát hiện ra tính chất hội tụ của vận tốc âm thanh
(vận tốc lan truyền của nhiễu loạn vô hướng) cs - một đại lượng quan trọng trong các mô
hình không chính tắc. Các kết quả nghiên cứu của tôi đã được đăng trên tạp chí European
Physical Journal C trong một bài báo với tiêu đề "Anisotropic constant-roll inflation for
the Dirac–Born–Infeld model" [44].

Luận văn này có cấu trúc như sau. Trong chương 2, chúng ta sẽ nghiên cứu sơ lược
về mô hình vũ trụ đồng nhất và đẳng hướng cũng như lý thuyết lạm phát vũ trụ. Trong
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chương 3, chúng ta sẽ nghiên cứu lý thuyết nhiễu loạn vũ trụ - lý thuyết giải thích cho sự
hình thành các cấu trúc trong vũ trụ và sử dụng lý thuyết đó để nghiên cứu một số hệ
quả quan sát được của lạm phát. Tiếp theo, trong chương 4, chúng ta sẽ tìm hiểu về lý
thuyết lạm phát bất đẳng hướng cũng như đưa ra một mô hình đơn giản cho lý thuyết này.
Chương 5 trình bày những kết quả thu được trong nghiên cứu của chúng tôi về mô hình
"lạm phát bất đẳng hướng dưới điều kiện cuộn hằng số cho mô hình Dirac-Born-Infeld".
Cuối cùng, trong chương 6, chúng tôi đưa ra các kết luận cũng như thảo luận về các hướng
nghiên cứu tiếp theo liên quan đến lạm phát bất đẳng hướng cuộn hằng số.

Nguyễn Hoàng Duy Học viện Khoa học và Công nghệ



Chương 2

Mở đầu về vũ trụ học Big Bang và
lạm phát vũ trụ

Trong chương này, chúng ta sẽ giới thiệu về nguyên lý vũ trụ học: "vũ trụ là đồng
nhất và đẳng hướng trên thang đo rất lớn". Chúng ta cũng sẽ tìm hiểu về động lực học
của vũ trụ và các phương trình chi phối sự tiến hóa của vũ trụ. Tiếp theo, chúng ta sẽ
nghiên cứu vấn đề chân trời và vấn đề độ phẳng (hai vấn đề của vũ trụ học Big Bang)
cũng như giới thiệu về lý thuyết lạm phát vũ trụ - một lý thuyết có thể giải quyết các
vấn đề nêu trên. Cuối cùng, chúng ta sẽ nghiên cứu một mô hình lạm phát đơn giản - lạm
phát cuộn chậm với trường vô hướng chính tắc cũng như giới thiệu sơ lược về một mô
hình lạm phát không chính tắc gọi là mô hình lạm phát Dirac-Born-Infeld. Các lập luận
và tính toán trong chương này tham khảo từ các sách [8–10].

2.1 Một vũ trụ đồng nhất và đẳng hướng

Phần lớn các mô hình về vũ trụ đều dựa trên nguyên lý vũ trụ học: "Phân bố vật
chất trong vũ trụ là đồng nhất và đẳng hướng trên thang đo rất lớn". Hai khái niệm
"đồng nhất" và "đẳng hướng" là không tương đương với nhau. Một vũ trụ đồng nhất có
thể không đẳng hướng. Một vũ trụ đẳng hướng từ một vị trí quan sát nào đó có thể sẽ
không còn đẳng hướng nữa khi quan sát ở một vị trí khác và như vậy vũ trụ này là không
đồng nhất. Hiển nhiên là nguyên lý vũ trụ học không đúng ở các thang đo nhỏ như hệ
Mặt trời hay dải Ngân hà mà chỉ được áp dụng ở các thang đo rất lớn (≥ 100Mpc). Các
bằng chứng cho nguyên lý vũ trụ học được thể hiện qua các quan sát về sự phân bố các
thiên hà và nhiệt độ của bức xạ phông nền vi sóng vũ trụ.
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Hình 2.1: Sự phân bố của các thiên hà: Ở thang đo nhỏ, các thiên hà phân bố co cụm nhưng ở thang đo lớn, chúng trở nên
đồng nhất [10].

Hình 2.2: Nhiệt độ của bức xạ phông nền vũ trụ theo mọi hướng là gần như nhau với chênh lệch ∼ 10−4K. Nhiệt độ trung
bình T0 = 2.7K [10].

2.1.1 Metric Friedmann-Lematre-Robertson-Walker

Một vũ trụ đồng nhất và đẳng hướng được mô tả bởi metric Friedmann-Lematre-
Robertson-Walker (FLRW) có dạng

ds2 = −dt2 + a2(t)dΣ2, (2.1.1)

trong đó a(t) là hệ số tỉ lệ mô tả kích thước tương đối của vũ trụ tại các thời điểm khác
nhau và dΣ là yếu tố độ dài của không gian ba chiều với độ cong đồng nhất (không gian
eliptic, không gian Euclid và không gian hyperbolic).

Trong hệ tọa độ cầu (r, θ, ϕ), metric FLRW có dạng

ds2 = −dt2 + a2
[

dr2

1−Kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θ dϕ2

]
, (2.1.2)
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với K = {−1, 0, 1} tùy thuộc vào độ cong của vũ trụ. Ở đây, r, θ và ϕ được gọi là các tọa
độ đồng chuyển động (comoving coordinate). Cụ thể, nếu một vật không có chuyển động
riêng (chỉ chuyển động do sự giãn nở của vũ trụ), tọa độ đồng chuyển động của vật đó là
không đổi. Điều này đưa chúng ta đến một khái niệm mới là khoảng cách đồng chuyển
động (comoving distance). Nếu hai vật đứng yên hoặc đồng chuyển động trong vũ trụ giãn
nở, khoảng cách đồng chuyển động giữa chúng là không đổi. Tuy nhiên, khoảng cách vật
lý (khoảng cách đo bằng một thước đo nào đó) giữa chúng lại thay đổi do sự giãn nở của
vũ trụ. Khoảng cách vật lý dphysical và khoảng cách đồng chuyển động dcomoving liên hệ với
nhau như sau

dphysical = a(t)dcomoving. (2.1.3)

2.1.2 Phương trình trường Einstein

Phương trình trường Einstein mô tả cách mà vật chất tác động lên hình học của
không thời gian. Nó được viết dưới dạng tensor như sau

Gµν =
1

M2
pl

Tµν , (2.1.4)

trong đó Gµν là tensor Einstein, Tµν là tensor năng xung lượng và Mpl ≡ 1/
√
8πG là khối

lượng Planck rút gọn. Ở đây, chúng ta đặt vận tốc ánh sáng c = 1. Các phương trình này
có thể thu được bằng cách sử dụng phương pháp tác dụng tối thiểu đối với hàm tác dụng
Einstein-Hilbert có dạng

S =

∫
d4x

√
−g

[
M2

pl

2
R + L

]
, (2.1.5)

với g là định thức của tensor metric gµν của không thời gian và L là Lagrangian.

Tensor năng xung lượng có thể được viết dưới dạng

Tµν = gµνL − 2
∂L
∂gµν

. (2.1.6)

Nâng chỉ số cho (2.1.4), ta thu được

Gµ
ν =

1

M2
pl

T µ
ν , (2.1.7)

Tiếp đến, chúng ta sẽ áp dụng metric FLRW (2.1.2) để tính toán các thành phần
của tensor Einstein. Sau một vài tính toán cơ bản, chúng ta thu được các thành phần
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khác 0 của Gµ
ν như sau

G0
0 = −3

[(
ȧ

a

)2

+
K

a2

]
, (2.1.8)

Gi
j = −2

[
2
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
K

a2

]
δij. (2.1.9)

với δij là ký hiệu delta Kronecker.

2.1.3 Các phương trình Friedmann

Để mô tả một vũ trụ đồng nhất và đẳng hướng, chúng ta mô hình hóa vật chất và
năng lượng bên trong nó bằng mô hình chất lưu hoàn hảo. Tensor năng xung lượng trong
mô hình này có dạng

T µ
ν =


−ρ 0 0 0
0 P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P

 , (2.1.10)

với ρ và P lần lượt là mật độ và áp suất của chất lưu trong hệ quy chiếu đứng yên.

Mặt khác (2.1.10) có thể được viết dưới dạng sau

T µ
ν = (ρ+ P )UµUν + Pδµν , (2.1.11)

với Uµ = (1, 0, 0, 0) là vận tốc-4 của chất lưu

Thay (2.1.8), (2.1.9) và (2.1.10) vào (2.1.7), ta thu được các phương trình Friedmann
như sau

H2 =
1

3M2
pl

ρ− K

a2
, (2.1.12)

ä

a
= − 1

6M2
pl

(ρ+ 3P ), (2.1.13)

với H ≡ ȧ/a là tham số Hubble. Bằng cách thay (2.1.13) vào (2.1.12), chúng ta có thể thu
được một phương trình khác như sau

Ḣ = − 1

2M2
pl

(ρ+ P ) +
K

a2
. (2.1.14)
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Sử dụng đồng nhất thức Bianchi ∇µG
µ
ν , chúng ta thu được phương trình liên tục

ρ̇ = −3H(ρ+ P ). (2.1.15)

Chúng ta chú ý rằng (2.1.15) không độc lập với (2.1.12) và (2.1.14), vậy nên chúng
có thể được dùng thay thế cho nhau.

Chúng ta chia chất lưu trong vũ trụ làm nhiều loại khác nhau, phụ thuộc vào mối
liên hệ giữa mật độ ρ và áp suất P

Vật chất: thuật ngữ "vật chất" được dùng để chỉ các thành phần có áp suất nhỏ hơn
rất nhiều so với mật độ, |P | ≪ ρ. Vật chất được chia thành baryon (proton và neutron,
electron là lepton nhưng chúng có khối lượng rất nhỏ so với hạt nhân) và vật chất tối.
Thay P = 0 vào (2.1.15), chúng ta tìm được nghiệm

ρ ∝ a−3. (2.1.16)

Bức xạ: Trong trường hợp bức xạ, áp suất bằng khoảng một phần ba mật độ năng
lượng, P = ρ/3. Photon không có khối lượng và được xếp vào "bức xạ". Neutrino hành
xử như bức xạ trong phần lớn lịch sử của vũ trụ. Thay P = ρ/3 vào (2.1.15), chúng ta
tìm được nghiệm

ρ ∝ a−4. (2.1.17)

Năng lượng tối: Gần đây, chúng ta phát hiện ra rằng chỉ vật chất và bức xạ là
không đủ để mô tả sự phát triển của vũ trụ. Ngày nay, vũ trụ bị thống trị bởi một loại
chất lưu có áp suất âm, P = −ρ. Thay nó vào (2.1.15), chúng ta thấy rằng mật độ năng
lượng là hằng số.

Ba trường hợp kể trên có thể được tổng quát hóa thông qua phương trình trạng thái

ω = P/ρ. (2.1.18)

với ω = 0, 1/3,−1 lập lượt tương ứng với vật chất, bức xạ, năng lượng tối. Thay (2.1.18)
vào (2.1.15), chúng ta thu được

ρ ∝ a−3(1+ω). (2.1.19)

Trong một vũ trụ phẳng K = 0, thay (2.1.19) vào (2.1.12), chúng ta thu được

H ∝ a−
3
2
(1+ω), (2.1.20)

và nghiệm của nó là

a(t) ∝

{
t

2
3(1+ω) ω ̸= −1

eHt ω = −1
. (2.1.21)
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Chúng ta đưa ra thêm khái niệm thời gian bảo giác τ , liên hệ với thời gian vật lý t
như sau

τ =

∫ t

ti

dt′

a
, (2.1.22)

với ti tương ứng với kỳ dị Big Bang. Theo đó, (2.1.21) có thể được viết lại như sau

a(τ) =

{
τ

2
1+3ω ω ̸= −1

−τ−1 ω = −1
. (2.1.23)

Các kết quả trên có thể được tóm tắt qua bảng 2.1.

ω ρ(a) a(t) a(τ)

Bức xạ 1/3 a−4 t1/2 τ
Vật chất 0 a−3 t2/3 t2

Năng lượng tối -1 a0 eHt −τ−1

Bảng 2.1: Nghiệm trong metric FLRW với vũ trụ phẳng bị thống trị bởi một loại chất lưu

2.2 Vấn đề chân trời và vấn đề độ phẳng

Đầu tiên, chúng ta sẽ tìm hiểu hai vấn đề lớn của vũ trụ học là vấn đề chân trời và
vấn đề độ phẳng. Sau đó chúng ta sẽ giới thiệu khái niệm lạm phát vũ trụ và giải thích
cách mà nó giải quyết hai vấn đề trên. Cuối cùng chúng ta sẽ giới thiệu mô hình lạm phát
với trường vô hướng chính tắc và mô hình lạm phát trong lý thuyết Dirac-Born-Infeld.

2.2.1 Vấn đề chân trời

Vấn đề chân trời liên quan đến sự đồng nhất của vũ trụ và đã được đề cập lần đầu
bởi Wolfgang Rindler vào năm 1956 [12]. Để hiểu về nó, chúng ta cần nghiên cứu sự lan
truyền của photon trong không gian FLRW. Chúng ta có metric FLRW trong hệ tọa độ
cầu

ds2 = −dt2 + a2
[

dr2

1−Kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θ dϕ2

]
, (2.2.1)

Đặt dθ = dϕ = 0 (tính đẳng hướng của metric FLRW) và dr2/(1 − Kr2) = dχ2,
chúng ta viết lại metric FLRW dưới dạng thời gian bảo giác τ

ds2 = a2(τ)
[
−dτ 2 + dχ2

]
. (2.2.2)
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Photon di chuyển theo đường trắc địa ds2 = 0, vậy nên

∆χ(τ) = ±∆τ. (2.2.3)

Bây giờ, chúng ta sẽ định nghĩa khái niệm "chân trời hạt". Chân trời hạt tại một
mốc thời gian nào đó là khoảng cách đồng chuyển động (comoving distance) mà photon
di chuyển từ lúc vũ trụ khai sinh (Big Bang) đến thời điểm đó. Nói cách khác, nếu như
khoảng cách đồng chuyển động giữa hai điểm trong vũ trụ lớn hơn chân trời hạt thì chúng
chưa bao giờ tương tác với nhau. Giả sử ti = 0 ứng với Big Bang, từ (2.2.3), chúng ta có
công thức cho chân trời hạt

χph(τ) = τ − τi =

∫ t

ti

dt

a(t)
=

∫ a

ai

da

aȧ
=

∫ a

ai

(aH)−1d ln a. (2.2.4)

với ai ≡ 0 tương ứng với kỳ dị Big Bang và (aH)−1 được gọi là bán kính Hubble. Với một
vũ trụ bị thống trị bởi một loại chất lưu duy nhất với phương trình trạng thái ω = P/ρ,
chúng ta có

(aH)−1 = k a(1+3ω)/2, (2.2.5)

với k là hằng số. Thay (2.2.5) vào (2.2.4), chúng ta có

χph =
2k

1 + 3ω

[
a(1+3ω)/2 − a

(1+3ω)/2
i

]
= τ − τi. (2.2.6)

Chúng ta thấy rằng vật chất (ω = 0) và bức xạ (ω = 1/3) thỏa mãn điều kiện
1 + 3ω > 0, do đó

τi =
2k

1 + 3ω
a
(1+3ω)/2
i −→ 0 khi ai −→ 0. (2.2.7)

Khi đó (2.2.6) trở thành

χph =
2k

1 + 3ω
a(1+3ω)/2 =

1

1 + 3ω
(aH)−1. (2.2.8)

Theo (2.2.8), dễ thấy rằng trong vũ trụ FLRW, chúng ta có thể dùng bán kính
Hubble để ước tính chân trời hạt vì bán kính Hubble cũng dễ dàng tính toán từ các quan
sát hơn.

Bức xạ phông nền vũ trụ (CMB) là bức xạ điện từ phát ra vào khoảng 380.000 năm
sau Big Bang. Tại thời điểm đó, vũ trụ đã đủ lạnh để các proton và electron bắt cặp để
hình thành các nguyên tử hydro đầu tiên và phát xạ ra photon (e− + p+ → H + γ). Các
quan sát chỉ ra rằng nhiệt độ của vũ trụ quan sát được gần như là như nhau. Tuy nhiên,
kích thước của vũ trụ quan sát được lại lớn hơn rất nhiều so với bán kính Hubble. Điều
này dẫn đến một nghịch lý là có những vùng của vũ trụ hoàn toàn không có tương tác với
nhau nhưng lại có nhiệt độ như nhau. Đây chính là nội dung của vấn đề chân trời (xem
hình 2.3).
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Hình 2.3: Minh họa cho vấn đề chân trời: Hai điểm A và B thuộc bức xạ phông nền vũ trụ nằm đối xứng nhau qua Trái
Đất. Nón ánh sáng quá khứ của chúng không giao nhau do bị chặn bởi kì dị Big Bang. Nói cách khác, chúng chưa từng
tương tác với nhau. Điều này cũng áp dụng cho các cặp điểm khác trên bức xạ phông nền vũ trụ cách nhau nhiều hơn 1 độ.
Tuy nhiên, các quan sát ở thời điểm hiện tại đều cho thấy bức xạ phông nền là gần như đồng nhất.

2.2.2 Vấn đề độ phẳng

Được đề cập lần đầu tiên bởi Robert Dicke vào năm 1969 [13], vấn đề độ phẳng
liên quan đến độ cong của vũ trụ. Có ba kịch bản cho hình học của vũ trụ đồng nhất
đẳng hướng: vũ trụ cầu (K = 1), vũ trụ hyperbolic (K = −1), và vũ trụ phẳng (K = 0).
Theo phương trình trường Einstein, độ cong của vũ trụ phụ thuộc vào mật độ năng
lượng bên trong nó. Nếu mật độ năng lượng ρ của vũ trụ lớn hơn mật độ tới hạn ρcrit =
8.5 × 10−27kg/m3 thì vũ trụ là vũ trụ cầu. Nếu ρ < ρcrit, chúng ta có vũ trụ hyperbolic.
Nếu ρ = ρcrit, chúng ta có vũ trụ phẳng. Người ta đưa ra tham số Ω = ρ/ρcrit. Nếu Ω ̸= 1
tại một thời điểm nào đó thì càng ngày nó sẽ càng rời xa 1. Nhưng nếu Ω chính xác bằng
1, nó mãi mãi sẽ không thay đổi. Các quan sát hiện nay chỉ ra rằng Ω rất gần với 1, với
mức độ không chắc chắn chỉ vài phần trăm. Điều đó có nghĩa là tại thời kỳ vũ trụ sơ khai,
Ω phải vô cùng gần 1. Chúng ta không thể giải thích được tại sao Ω lại nhận một giá trị
chính xác như thế. Nghịch lý này chính là vấn đề độ phẳng và chúng ta sẽ nghiên cứu nó
kỹ hơn ngay sau đây.

Từ phương trình (2.1.12), chia cả hai vế cho H2, chúng ta có

1 =
ρ

3M2
plH

2
− K

a2H2
. (2.2.9)

Đặt ρcrit = 3M2
plH

2 và Ω = ρ/ρcrit, chúng ta thu được

Ω− 1

Ω
a2ρ =

3K

8πG
. (2.2.10)
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Vế phải của phương trình này là hằng số theo theo thời gian. a luôn tăng trong khi
ρ luôn giảm. Vì ρ giảm nhanh hơn so với a2 tăng (ρ ∝ a−3 trong một vũ trụ thống trị bởi
vật chất và ρ ∝ a−4 trong một vũ trụ bị thống trị bởi bức xạ), ρa2 luôn giảm theo thời
gian và vì thế |(Ω − 1)/Ω| phải tăng. Điều đó có nghĩa là nếu Ω chính xác bằng 1, nó sẽ
mãi mãi bằng 1. Ngược lại, nếu Ω ̸= 1, thì qua thời gian, nó sẽ dần bị dịch xa khỏi 1 (xem
hình 2.4).

Hình 2.4: Sự thay đổi của Ω theo thời gian.

Các quan sát ngày nay chỉ ra rằng |Ω− 1| < 0.01 [23, 24, 25, 26], có nghĩa rằng tại
thời kỳ vũ trụ sơ khai, nó phải rất nhỏ, (nhỏ hơn 10−62 tại kỷ nguyên Planck). Dường
như là không thể giải thích được tại sao Ω lại có giá trị ban đầu được tinh chỉnh một cách
chính xác như vậy.

2.2.3 Giải pháp

Giải pháp nổi tiếng nhất cho hai vấn đề nêu trên là lạm phát vũ trụ. Chúng ta giả
sử tại thời kỳ sơ khai, vũ trụ bị thống trị bởi một loại chất lưu đặc biệt với ω < 1/3. Thay
vào (2.2.7), chúng ta được

τi =
2k

1 + 3ω
a
(1+3ω)/2
i −→ −∞ khi ai −→ 0 (2.2.11)

Theo (2.2.4), chân trời hạt trong trường hợp này tiến tới ∞. Như vậy việc lấy bán
kính Hubble để ước lượng chân trời hạt là không phù hợp. Chân trời hạt thực chất lớn
hơn chúng ta nghĩ rất nhiều và như vậy các vùng khác nhau trong vũ trụ quan sát được
thực chất đã có tương tác với nhau.

Chất lưu đặc biệt với ω < −1/3 cũng giải quyết được vấn đề độ phẳng. Với ω < −1/3,
(2.1.19) trở thành

ρ ∝ aα với α > −2. (2.2.12)
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Như vậy, đại lượng ρa2 tăng thay vì giảm, và do đó Ω sẽ tiến tới 1. Nếu quá trình
này diễn ra đủ lâu, Ω sẽ tiến tới rất gần 1 và phù hợp với các quan sát hiện nay.

Cho đến nay, chúng ta vẫn đang dùng phương trình trạng thái ω = P/ρ để định
nghĩa lạm phát. Thục chất, lạm phát có thể được mô tả theo nhiều cách tương đương
nhau.

• Sự gia tốc của hệ số tỉ lệ a(t): Từ (2.1.21), chúng ta thấy rằng ä > 0 với ω < −1/3.
Nếu ω < −1/3 and ω ̸= −1, chúng ta có lạm phát theo hàm lũy thừa (a(t) là lũy thừa
của t). Nếu ω = −1, chúng ta có lạm phát theo hàm mũ (a(t) là hàm mũ của t).

• Sự thu nhỏ của bán kính Hubble: lấy đạo hàm theo thời gian của bán kính Hubble,
ta được

d

dt
(aH)−1 =

d

dt
ȧ−1 = − ä

ȧ2
. (2.2.13)

Chúng ta thấy rằng sự gia tốc của a(t) tương đương với sự co lại của bán kính Hubble

d

dt
(aH)−1 < 0. (2.2.14)

• Thông qua giá trị của tham số ε: Chúng ta định nghĩa tham số ε như sau

ε ≡ − Ḣ

H2
, (2.2.15)

Chúng ta có thể viết

d

dt
(aH)−1 = − ȧH + Ḣa

(aH)2
= −1

a
(1− ε). (2.2.16)

Vì thế, sự co lại của bán kính Hubble tương đương với

ε < 1. (2.2.17)

Chúng ta viết lại công thức cho ε như sau

ε ≡ − Ḣ

H2
= −d ln H

dN
, (2.2.18)

với

dN = d ln a = H dt. (2.2.19)
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Ở đây, số e-fold N được dùng như thước đo quy mô của lạm phát. Như vậy, tham
số ε đo sự thay đổi của tham số Hubble trên mỗi số e-fold. (2.2.17) là điều kiện để lạm
phát xảy ra nhưng chỉ mình nó thì vẫn chưa đủ để giải quyết vấn đề chân trời và vấn đề
độ phẳng. Chúng ta cần lạm phát diễn ra với quy mô đủ lớn (N > 50) (ε < 1 trong một
khoảng thời gian đủ dài). Để đánh giá sự thay đổi của ε, chúng ta đưa vào tham số thứ
hai để đo sự thay đổi của ε trên mỗi số e-fold như sau

δ ≡ d lnε

dN
=

ε̇

εH
. (2.2.20)

Nếu |δ| càng nhỏ, ε nhỏ hơn 1 trong một khoảng thời gian càng dài.

Chúng ta quan tâm đến một trường hợp đặc biệt đó là lạm phát hoàn hảo hay lạm
phát de Sitter với ε = 0 (hay Ḣ = 0). Metric trong lạm phát hoàn hảo có dạng

ds2 = −dt2 + e2Htdx2. (2.2.21)

Tuy nhiến, rất khó để chúng ta có thể tìm ra một cơ chế thoát khỏi lạm phát de
Sitter. Thay vào đó, lạm phát trong thực tế thường được biết đến như một thời kỳ mà vũ
trụ giãn nở xấp xỉ với lạm phát hoàn hảo hay gần de Sitter.

2.3 Lạm phát cuộn chậm với trường vô hướng chính

tắc

Đầu tiên, chúng ta xét một mô hình đơn giản, với Lagrangian của trường vô hướng
ϕ có dạng

L = −1

2
gµν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ), (2.3.1)

với X ≡ −1
2
gµν∂µϕ∂νϕ là động năng và V (ϕ) là thế năng. Lagrangian nói trên được gọi

là Lagrangian của trường vô hướng chính tắc và chỉ phụ thuộc vào trường ϕ và đạo hàm
bậc nhất của nó. Thay nó vào (2.1.6), chúng ta được

Tµν = ∂µϕ∂νϕ− gµν

[
1

2
gµν∂µϕ∂νϕ+ V (ϕ)

]
. (2.3.2)

Vì chúng ta đang giả sử vũ trụ là đồng nhất, ϕ chỉ phụ thuộc vào thời gian, (2.3.2)
trở thành

Tµν = gµν

[
1

2
ϕ̇2 − V (ϕ)

]
+ ∂µϕ∂νϕ. (2.3.3)
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Từ đó chúng ta có thể tính ra các thành phần khác 0 của tensor năng xung lượng
như sau

T 0
0 = −1

2
ϕ̇2 − V (ϕ), (2.3.4)

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 =

1

2
ϕ̇2 − V (ϕ). (2.3.5)

So sánh với (2.1.10), chúng ta thu được

ρϕ =
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ), (2.3.6)

Pϕ =
1

2
ϕ̇2 − V (ϕ). (2.3.7)

Các phương trình Friedmann (2.1.12) và (2.1.14) trở thành

H2 =
1

3M2
pl

(
1

2
ϕ̇2 + V

)
, (2.3.8)

Ḣ = − 1

2M2
pl

ϕ̇2. (2.3.9)

Thay giá trị của ρϕ và Pϕ vào (2.1.15), chúng ta thu được phương trình Klein-Gordon

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ V ′ = 0, (2.3.10)

với V ′ ≡ dV/dϕ.

Theo (2.3.9), chúng ta thấy rằng nếu động năng (X ≡ ϕ̇2/2) bằng 0 thì H là hằng
số theo thời gian và chúng ta có lạm phát hoàn hảo. Tuy nhiên, chúng ta biết rằng lạm
phát hoàn hảo không có cơ chế thoát khỏi lạm phát. Thay vào đó, nếu chúng ta giả sử
X rất nhỏ so với V nhưng vẫn khác 0 thì H vẫn sẽ gần như là hằng số theo thời gian và
chúng ta có xấp xỉ của lạm phát hoàn hảo gọi là lạm phát cuộn chậm. Không giống như
lạm phát hoàn hảo, lạm phát cuộn chậm có cơ chế để kết thúc lạm phát. Điều này được
thể hiện qua hình 2.5.

Thay (2.3.9) vào định nghĩa của ε ở (2.2.15) và định nghĩa của δ ở (2.2.20), ta có

ε =
1

2

ϕ̇2

M2
plH

2
, (2.3.11)

và

δ =
ε̇

Hε
= 2

(
ϕ̈

Hϕ̇
− Ḣ

H2

)
= 2(ε− η), (2.3.12)
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Hình 2.5: Minh họa cho lạm phát cuộn chậm: trường vô hướng ϕ lăn chậm trên một phần gần như phẳng của thế năng.
Lạm phát xảy ra ở vùng được tô đậm.

với

η ≡ −ϕ̈/(Hϕ̇). (2.3.13)

Trong lạm phát cuộn chậm, hai tham số ε và δ cần phải rất nhỏ ({ε, |δ|} ≪ 1). Từ
(2.3.12), chúng ta thấy rằng nó tương đương với điều kiện {ε, |η|} ≪ 1. Điều kiện ε ≪ 1
khiến (2.3.8) trở thành

H2 ≈ 1

3M2
pl

V, (2.3.14)

và điều kiện |η| ≪ 1 khiến phương trình Klein-Gordon trở thành

3Hϕ̇ ≈ −V ′. (2.3.15)

Thay (2.3.14) và (2.3.15) vào (2.3.11), chúng ta được

ε ≈
M2

pl

2

(
V ′

V

)2

. (2.3.16)

Hơn nữa, lấy đạo hàm theo thời gian của (2.3.15) và sử dụng (2.3.14), chúng ta thu
được

η + ε = − ϕ̈

Hϕ̇
− Ḣ

H2
≈ M2

pl

V ′′

V
. (2.3.17)

Do vậy, một cách thuận tiện để đánh giá liệu một hàm thế năng V (ϕ) có dẫn tới
lạm phát cuộn chậm hay không là tính toán các tham số cuộn chậm thế năng được định
nghĩa như sau

ϵV ≡
M2

pl

2

(
V ′

V

)2

, |ηV | ≡
|V ′′|
V

. (2.3.18)

Theo đó, lạm phát xảy ra khi {ϵV , |ηV |} ≪ 1.
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2.4 Lạm phát với trường vô hướng không chính tắc

Như đã trình bày ở trên, Lagrangian trong lạm phát cuộn chậm có dạng Lsr =
X − V (ϕ) với X ≡ −1

2
gµν∂µϕ∂νϕ. Tuy nhiên, các mô hình lạm phát với trường vô hướng

không chính tắc gọi là lạm phát k (k-inflation) đã được nghiên cứu bởi Mukhanov và
Garriga [11]. Các mô hình lạm phát không chính tắc có nhiều tính chất khác biệt so với
mô hình chính tắc có thể quan sát đươc. Trong lạm phát với trường vô hướng chính tắc,
các nhiễu loạn vô hướng lan truyền với vận tốc ánh sáng, trong khi ở mô hình không chính
tắc, vận tốc này được gọi là vận tốc âm thanh và nhìn chung là nhỏ so với vận tốc ánh
sáng. Hơn nữa, các mô hình lạm phát không chính tắc còn tiên đoán sự sai lệch so với
phân bố chuẩn của các nhiễu loạn nguyên thủy - một tính chất mà lạm phát chính tắc
không có. Hàm tác dụng cho lạm phát không chính tắc có dạng tổng quát như sau

S =

∫
d4x

√
−g

[
M2

pl

2
R + P (X,ϕ)

]
, (2.4.1)

với P (X,ϕ) là một hàm của X và ϕ. Hàm tác dụng (2.4.1) sẽ quay về dạng chính tắc nếu

P (X,ϕ) = X − V (ϕ). Ở đây, P (X,ϕ) đóng vai trò như áp suất của chất lưu vũ trụ. Mật
độ của chất lưu được cho bởi

ρ = 2X∂XP − P (2.4.2)

Chúng ta đưa vào khái niệm vận tốc âm thanh cs đặc trưng cho vận tốc lan truyền
của nhiễu loạn vô hướng với công thức

c2s =
dP

dρ
=

ρ+ P

2X∂Xρ
. (2.4.3)

Chúng ta tập trung vào một trường hợp đặc biệt của (2.4.1), đó là hàm tác dụng
Dirac-Born-Infeld (DBI), trong đó [21]

P (X,ϕ) =
1

f (ϕ)

γ − 1

γ
− V (ϕ) , (2.4.4)

với f(ϕ) được gọi là hệ số cuộn và γ được định nghĩa như sau

γ ≡ 1√
1 + f(ϕ)∂µϕ∂µϕ

, (2.4.5)

Trong trường hợp f(ϕ) → 0, hàm tác dụng DBI sẽ quay về trường hợp chính tắc.
Sử dụng phương pháp tác dụng tối thiểu và metric FLRW, chúng ta thu được các phương
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trình Friedmann như sau

H2 =
1

3

[
γ2

γ + 1
ϕ̇2 + V

]
, (2.4.6)

Ḣ = −γ

2
ϕ̇2. (2.4.7)

Tương tự, phương trình chuyển động cho trường vô hướng ϕ là

ϕ̈+
3H

γ2
ϕ̇+

V ′

γ3
+

f ′

2f

(γ + 2)(γ − 1)

(γ + 1)γ
ϕ̇2 = 0. (2.4.8)

Vận tốc âm thanh cs được cho bởi

cs =

√
dP

dρ
=

1

γ
. (2.4.9)
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Chương 3

Lý thuyết nhiễu loạn vũ trụ

Cho đến nay, chúng ta vẫn đang giả sử vũ trụ là đồng nhất. Trong chương này,
chúng ta sẽ về sự không đồng nhất của vũ trụ thông qua lý thuyết nhiễu loạn vũ trụ. Các
lập luận và tính toán trong chương này tham khảo từ tài liệu [10]. Phương trình trường
Einstein cho chúng ta biết rằng vật chất tác động đến hình học của không thời gian. Vì
thế, chúng ta cần phải nghiên cứu nhiễu loạn của cả tensor metric và của vật chất. Chúng
ta viết tensor metric và tensor năng xung lượng nhiễu loạn như sau

gµν(τ,x) = ḡµν(τ) + δg(τ,x), (3.0.1)

Tµν(τ,x) = T̄µν(τ) + δT (τ,x), (3.0.2)

với ḡµν(τ) và T̄µν(τ) lần lượt là metric nền và tensor năng xung lượng nền, δg(τ,x) và
δT (τ,x) lần lượt là thành phần nhiễu loạn của tensor metric và tensor năng xung lượng.
Chúng ta giả sử δg(τ,x) ≪ ḡµν(τ) và δT (τ,x) ≪ T̄µν(τ).

3.1 Nhiễu loạn metric

Metric FLRW nhiễu loạn có thể được viết như sau

ds2 = a2(τ)
[
−(1 + 2A)dτ 2 + 2Bidx

idτ + (δij + hij)dx
i dxj

]
, (3.1.1)

với A, Bi và hij rất nhỏ. Chúng ta cũng có thể viết

gµν = a2
(
−(1 + 2A) Bi

Bi δij + hij

)
. (3.1.2)

Để thỏa mãn điều kiện gµλgλν = gµν = δµν , metric nhiễu loạn với chỉ số trên gµν phải
có dạng

gµν = a−2

(
−(1− 2A) Bi

Bi δij − hij

)
. (3.1.3)

26
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Ở đây Bi và hij được nâng và hạ chỉ số bằng hàm Kronecker delta thay vì bằng
tensor metric.

Các nhiễu loạn metric có thể được phân tích dưới dạng vô hướng-vector-tensor như
sau

A = A, (3.1.4)

Bi = ∂iB + B̂i, (3.1.5)

hij = 2Cδij + 2

(
∂i∂j −

1

3
∇2

)
E +

(
∂iÊj + ∂jÊi

)
+ 2Êij, (3.1.6)

với B̂i, Êi và Êij thỏa mãn các điều kiện sau

∂iB̂i = ∂iÊi = 0, (3.1.7)

∂iÊij = δijÊij = 0. (3.1.8)

Do tính đối xứng, nhiễu loạn metric δgµν có 10 bậc tự do và do đó dạng vô hướng-
vector-tensor của nó cũng phải có số bậc tự do như thế. Thật vậy, các vô hướng A, B, C
và E có tổng cộng 4 bậc tự do, các vector B̂i và Êi có tổng cộng 4 bậc tự do và tensor Êij

có 2 bậc tự do vì điều kiện (3.1.7) và (3.1.8).

Một vấn đề với lý thuyết nhiễu loạn vũ trụ là việc chọn hệ tọa độ hay chọn chuẩn.
Việc viết ra tensor metric đồng nghĩa với việc chuẩn tọa độ đã được xác định. Vấn đề là
ngay cả khi vũ trụ là tuyệt đối đồng nhất, các nhiễu loạn giả có thể được tạo ra nếu như
chúng ta chọn chuẩn tọa độ không phù hợp. Ngược lại, các nhiễu loạn thật sự có thể bị
bỏ qua bằng cách chọn một chuẩn tọa độ nào đó. Chúng ta có thể giải quyết vấn đề này
bằng cách đưa vào các bất biến chuẩn (gauge-invariances) - các đại lượng không thay đổi
dưới phép biến đổi chuẩn. Chúng ta xét phép biến đổi chuẩn như sau.

xµ 7→ x̃µ = xµ + ξµ(τ,x), (3.1.9)

với ξµ rất nhỏ. Chúng ta có thể viết ξµ = (T, Li) trong đó ξ0 ≡ T và ξi ≡ Li. Tiếp theo,
Li có thể được phân tích thành

Li = ∂iL+ L̂i, (3.1.10)

với L̂i thỏa mãn điều kiện ∂iL̂
i = 0.

Trong hệ tọa độ mới x̃µ, chúng ta kí hiệu tensor metric là g̃µν . Ta có

gµν =
dx̃α

dxµ

dx̃β

dxν
g̃αβ. (3.1.11)
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Từ (3.1.11), chúng ta có thể dẫn ra các công thức biến đổi sau

Ã = A− T ′ −HT, (3.1.12)

B̃ = B + T − L′, (3.1.13)

C̃ = C −HT − 1

3
∇2L, (3.1.14)

Ẽ = E − L, (3.1.15)

˜̂
Bi = B̂i − L̂′

i, (3.1.16)

˜̂
Ei = Êi − L̂i, (3.1.17)

˜̂
Eij = Êij. (3.1.18)

Từ các công thức biến đổi nêu trên, chúng ta có thể xây dựng nên các bất biến
chuẩn. Trong số đó, bốn bất biến chuẩn đơn giản và hữu dụng là

Ψ ≡ A+H(B − E ′) + (B − E ′)′, (3.1.19)

Φ ≡ −C −H(B − E ′) +
1

3
∇2E, (3.1.20)

Φ̂ ≡ Ê ′
i − B̂i, (3.1.21)

Êij (3.1.22)

Các phép bất biến chuẩn được coi là các nhiễu loạn thực sự bởi chúng không thể bị
loại bỏ bởi các phép biến đổi chuẩn.

Chúng ta sẽ không quan tâm tới các nhiễu loạn vector bởi chúng không được sinh
ra trong quá trình lạm phát. Ngay cả khi có các nhiễu loạn vector, chúng sẽ phân rã theo
tỉ lệ a−2. Các nhiễu loạn tensor liên quan đến sóng hấp dẫn và nằm ngoài phạm vi nghiên
cứu của luận văn. Nếu chỉ xét các nhiễu loạn vô hướng, metric nhiễu loạn sẽ có dạng

ds2 = a2(τ)

[
−(1 + 2A)dτ 2 + 2∂iB dxidτ +

[
(1 + 2C)δij + 2

(
∂i∂j −

1

3
δij∇2

)
E

]
dxidxj

]
.

(3.1.23)

Một phương pháp khác cho vấn đề chọn hệ tọa độ là xác định trước một chuẩn tọa
độ đặc biệt nào đó. Do sự tự do trong việc chọn T và L, chúng ta có thể đặt 2 trong 4
nhiễu loạn vô hướng bằng 0. Trong luận văn này, chúng ta sẽ quan tâm đến 2 chuẩn tọa
độ sau

• Chuẩn Newton: B = E = 0. Chúng ta có metric trong chuẩn Newton như sau

ds2 = a2(τ)
[
−(1 + Ψ)dτ 2 + (1− 2Φ)δijdx

idxj
]
, (3.1.24)

Nguyễn Hoàng Duy Học viện Khoa học và Công nghệ



Chương 3: Lý thuyết nhiễu loạn vũ trụ 29

với A ≡ Ψ và C = −Φ.

• Chuẩn không gian phẳng: C = E = 0. Chuẩn tọa độ này tiện lợi cho việc tính các
nhiễu loạn trong pha lạm phát.

3.2 Nhiễu loạn tensor năng xung lượng

Chúng ta có công thức cho tensor năng xung lượng nền như sau

T̄ µ
ν = (ρ̄+ P̄ )ŪµŪν + P̄ δµν . (3.2.1)

Từ đó, cúng ta có công thức cho nhiễu loạn của tensor năng xung lượng

δT̄ µ
ν = (δρ+ δP )ŪµŪν + (ρ̄+ P̄ )(δUµŪν + ŪµδUν) + δPδµν +Πµ

ν , (3.2.2)

với Πµ
ν là đóng góp từ ứng suất bất đẳng hướng. Thành phần không gian của ứng suất bất

đẳng hướng có thể được chọn để có vết bằng 0 (Πi
i = 0) vì nó luôn có thể được gộp vào

phần nhiễu loạn của P . Ứng suất bất đẳng hướng cũng có thể được chọn để trực giao với
Uµ, (UµΠµν = 0). Do vậy, không mất tính tổng quát, chúng ta có thể đặt Π0

0 = Π0
i = 0.

Chúng ta có Ūµ = a−1(1,0) và gµνU
µUν = −1, nên

δU0 − a−1A. (3.2.3)

Do đó, chúng ta có thể viết Uµ như sau

Uµ = a−1[1− A, vi], (3.2.4)

với vi = aδU i. Vì chúng ta chỉ đang xét nhiễu loạn vô hướng, chúng ta có thể viết vi = ∂iv,
với v là một vô hướng.

Bằng cách hạ chỉ số, chúng ta thu được

Uµ = a[−(1 + A), ∂i(v +B)]. (3.2.5)

Thay (3.2.4) và (3.2.5) vào (3.2.2), chúng ta thu được

δT 0
0 = −δρ, (3.2.6)

δT i
0 = −(ρ̄+ P̄ )∂iv = −∂iq, (3.2.7)

δT 0
j = (ρ̄+ P̄ )(vj +Bj), (3.2.8)

δT i
j = δPδij +Πi

j, (3.2.9)
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với qi ≡ (ρ̄+ P̄ )vi là mật độ xung lượng.

Trong một vũ trụ gồm nhiều thành phần, tensor năng xung lượng tổng bằng tổng
của tensor năng xung lượng các thành phần. Từ đó, ta có

δρ =
∑
I

δρI , δP =
∑
I

δPI , δq =
∑
I

δqI , δΠ =
∑
I

δΠI , , (3.2.10)

với I là chỉ số của các thành phần chất lưu trong vũ trụ.

Dưới phép biến đổi tọa độ, tensor năng xung lượng biến đổi như sau

T µ
ν =

dxµ

dx̃α

dxν

dx̃β
T̃α

β. (3.2.11)

Từ đó, chúng ta có thể dẫn ra các biến đổi sau

δρ̃ = δρ− T ρ̄′, (3.2.12)

δP̃ = δP − T P̄ ′, (3.2.13)

ṽ = v + L′, (3.2.14)

Π̃ij = Πij. (3.2.15)

Với các nhiễu loạn trong tensor năng xung lượng, chúng ta có 2 chuẩn tọa độ phổ
biến

• Chuẩn tọa độ mật độ đồng nhất: δρ = B = 0, với mật độ năng lượng là đồng
nhất trên mỗi siêu bề mặt với cùng tọa độ thời gian

• Chuẩn tọa độ đồng chuyển động: q = B = 0.

Các mô hình lạm phát đơn giản tiên đoán các nhiễu loạn ban đầu là đoạn nhiệt.
Trong nhiễu loạn đoạn nhiệt, trạng thái của vật chất (mật độ ρ và áp suất P ) tại điểm
(τ,x) bằng với trạng thái nền của vũ trụ tại thời điểm τ + δτ(x). Cụ thể, với mật độ ρ,
ta có

δρI(τ,x) = ρ̄I(τ + δτ(x))− ρ̄I(τ) = ρ̄′Iδτ(x), (3.2.16)

với δτ là như nhau với mỗi loại chất lưu I. Như vậy

δτ =
δρI
ρ̄′I

=
δρJ
ρ̄′J

. (3.2.17)

Sử dụng phương trình liên tục với mỗi loại chất lưu ρ̄′I = −3H(1 + ωI)ρ̄I , chúng ta
có thể viết

δI
1 + ωI

=
δJ

1 + ωJ

, (3.2.18)
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với δI được định nghĩa như sau

δI ≡
δρI
ρ̄I

. (3.2.19)

Với vật chất, ωm ≈ 0 và với bức xạ ωr = 1/3. Như vậy

δr =
4

3
δm (3.2.20)

Chúng ta có nhiễu loạn mật độ tổng δρtot được cho bởi

δρtot =
∑
I

ρ̄IδI . (3.2.21)

Do δI của các loại chất lưu khác nhau không chênh lệch nhiều, δρtot bị thống trị bởi
thành phần chất lưu có ρ̄I chiếm ưu thế hơn.

3.3 Các phương trình nhiễu loạn

Từ chuẩn Newton, chúng ta tính các phương trình Einstein nhiễu loạn. Đầu tiên,
chúng ta có các ký hiệu Christoffel

Γ0
00 = H +Ψ′, (3.3.1)

Γ0
0i = ∂iΨ, (3.3.2)

Γi
00 = δij∂jΨ, (3.3.3)

Γ0
ij = [H− Φ′ + 2H(Φ + Ψ)]δij, (3.3.4)

Γi
j0 = Hδij − Φ′δij, (3.3.5)

Γi
jk = −2δi(j∂k)Φ + δjkδ

il∂lΦ. (3.3.6)

với δi(j∂k)Φ = 1
2
(δij∂kΦ + δik∂jΦ).

Từ sự bảo toàn tensor năng xung lượng ∇µT
µ
ν = ∂µT

µ
ν + Γµ

µαT
α
ν − Γα

µνT
µ
α = 0 với

ν = 0, ta có phương trình liên tục bậc 0 và bậc 1

ρ̄′ = −3H(ρ̄+ P̄ ),

δ′ + (1 + ω)(∇ · v − 3Φ′) + 3H(c2s − ω)δ = 0.

(3.3.7)

(3.3.8)

với δ ≡ δρ/ρ̄.
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Từ sự bảo toàn tensor năng xung lượng ∇µT
µ
ν = 0 với ν = i, ta có phương trình

Euler

v′ +H
(
1− 3

P̄ ′

ρ̄′

)
v = − c2s

1 + ω
∇δ −∇Ψ. (3.3.9)

Tiếp đến, chúng ta chuyển đến phương trình trường Einstein. Sử dụng các công thức
cho tensor Ricci, vô hướng Ricci và tensor Einstein, chúng ta có

G00 = 3H2 + 2∇2Φ− 6HΦ′, (3.3.10)

G0i = 2∂i(Φ
′ +HΨ), (3.3.11)

Gij = −(2H′ +H2)δij + ∂i∂j(Φ−Ψ)

+ [∇2(Ψ− Φ) + 2Φ′′ + 2(2H′ +H2)(Φ + Ψ) + 2HΨ′ + 4HΦ′]δij (3.3.12)

Chúng ta xét thành phần ij của phương trình trường Einstein. Từ (3.2.9) và (3.3.12),
chúng ta có

∂i∂j(Ψ− Φ) = 8πGΠij, (i ̸= j) (3.3.13)

Vậy nếu không có ứng suất bất đẳng hướng (Πij = 0), thì Φ = Ψ. Do đó, từ các
phương trình (3.2.6-3.2.9) và (3.3.10-3.3.12), ta có các phương trình trường Einstein bậc
0 và 1 như sau

• Bậc 0

3H2 = 8πGa2ρ̄,

2H′ +H2 = −8πGa2P̄ ,

(3.3.14)

(3.3.15)

• Bậc 1

∇2Φ− 3H(Φ′ +HΦ) = 4πGa2δρ,

Φ′ +HΦ = −4πGa2q,

Φ′′ + 3HΦ′ + (2H′ +H2)Φ = 4πGa2δP.

(3.3.16)

(3.3.17)

(3.3.18)

Từ (3.3.16), (3.3.17) và (3.3.7), chúng ta thu được phương trình Poisson

∇2Φ = 4πGa2ρ̄∆, (3.3.19)

với ∆ là một bất biến chuẩn và được định nghĩa như sau

∆ ≡ δρ

ρ̄
+

ρ̄′

ρ̄
(v +B). (3.3.20)

Ở đây B = 0 do chúng ta đang xét trong chuẩn Newton.
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3.4 Nhiễu loạn độ cong

Hình 3.1: Trong quá trình lạm phát, bán kính Hubble co lại khiến nó nhỏ hơn thang đo đồng chuyển động k−1. Phổ nhiễu
loạn của R ứng với số sóng k không đổi theo thời gian ở giai đoạn này. Vậy nên tính toán nhiễu loạn của R tại thời điểm
bán kính Hubble giao với k−1 (horizon crossing) có thể liên hệ với quan sát sau này.

Trong một chuẩn tọa độ bất kỳ, chúng ta muốn tính độ cong của siêu bề mặt
(hypersurface) mà tại đó thời gian là hằng số. Metric γij của siêu bề mặt là phần không
gian của metric (3.1.23)

γij ≡ a2
[
(1 + 2C)δij + 2

(
∂i∂j −

1

3
∇2

)
E

]
. (3.4.1)

Từ đó, chúng ta có thể tính ra vô hướng Ricci 3 chiều

a2R(3) = −4∇2

(
C − 1

3
∇2E

)
. (3.4.2)

Chúng ta định nghĩa nhiễu loạn độ cong đồng chuyển động R như sau

R ≡ C − 1

3
∇2E +H(B + v). (3.4.3)

Chúng ta sẽ chứng minh rằng trên thang đo rất lớn và với nhiễu loạn đoạn nhiệt, R
là bảo toàn. Vì R là một bất biến chuẩn, chúng ta có thể chọn một chuẩn tọa độ tùy ý

để tính toán. Ở đây, chúng ta sẽ chọn chuẩn Newton. Khi đó

R = −Φ +Hv, (3.4.4)
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vì B = E = 0 và C ≡ −Φ. Sử dụng phương trình (3.3.17), chúng ta sẽ viết lại công thức
cho R như sau

R = −Φ− H(Φ′ +HΦ)

4πGa2(ρ̄+ P̄ )
. (3.4.5)

Lấy đạo hàm theo thời gian và sử dụng các phương trình nhiễu loạn từ phần trước,
chúng ta tìm được

−4πGa2(ρ̄+ P̄ )R′ = 4πGa2HδPnad +H P̄ ′

ρ̄′
∇2Φ, (3.4.6)

với nhiễu loạn áp suất không đoạn nhiệt Pnad được định nghĩa như sau

δPnad ≡ δP − P̄ ′

ρ̄′
δρ. (3.4.7)

Nhiễu loạn áp suất không đoạn nhiệt bằng 0 với chất lưu có áp suất là một hàm chỉ
của mật độ (P = P (ρ)) (hoặc tổng quát hơn là với nhiễu loạn đoạn nhiệt với hỗn hợp các
chất lưu như thế). Trong trường hợp này, vế phải của (3.4.6) sẽ tỉ lệ với Hk2Φ ∼ Hk2R.
Do đó

d lnR
d lna

∼
(
k

H

)2

. (3.4.8)

Như vậy, R không thay đổi ở bên ngoài bán kính Hubble (k ≪ H = aH). Giả sử
ban đầu, tất cả các mode nhiễu loạn đều ở bên trong bán kính Hubble. Trong quá trình
lạm phát, bán kính Hubble co lại, đến khi nó nhỏ hơn thang đo đồng chuyển động k−1.
Phổ nhiễu loạn của R ứng với số sóng k không đổi theo thời gian ở giai đoạn này. Vậy nên
tính toán nhiễu loạn của R tại thời điểm bán kính Hubble giao với k−1 (horizon crossing)
có thể liên hệ với quan sát sau này. Điều này được minh họa bởi hình 3.1.

3.5 Phương trình Mukhanov-Sasaki

Một trong những thành công của lý thuyết lạm phát là nó cung cấp một cơ chế để
giải thích cho các cấu trúc vĩ mô trong vũ trụ. Quá trình lạm phát được điều khiển bởi
sự biến đổi của trường inflaton ϕ(t). Theo nguyên lý bất định, trường lạm phát sẽ có các
nhiễu loạn δϕ(t,x) ≡ ϕ(t,x)− ϕ̄(t). Do vậy, thời gian kết thúc lạm phát sẽ chênh lệch một
khoảng δ(t)(x) tại các vùng khác nhau. Sự chênh lệch này dẫn đến sự chênh lệch về mật
độ δρ(t,x) sau lạm phát và sự chênh lệch về nhiệt độ δT (x) của bức xạ phông nền vũ trụ.
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Chúng ta nhắc lại hàm tác dụng của trường vô hướng chính tắc

S =

∫
dτd3x

√
−g

[
−1

2
gµν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ)

]
. (3.5.1)

Với metric FLRW không nhiễu loạn, chúng ta có

S =

∫
dτd3x

[
1

2
a2((ϕ′)2 − (∇ϕ)2)− a4V (ϕ)

]
. (3.5.2)

Xét nhiễu loạn nhỏ trên trường vô hướng ϕ

ϕ(τ,x) = ϕ̄(τ) +
f(τ,x)

a(τ)
, (3.5.3)

ở đây chúng ta đã đặt δϕ(τ,x) ≡ f(τ,x)/a(τ).

Để thu được phương trình chuyển động cho f(τ,x), chúng ta khai triển (3.5.1) lên
nhiễu loạn bậc 2 như sau S = S̄ + S(1) + S(2) + .... Nhiễu loạn bậc nhất của S là

S(1) =

∫
dτd3x

[
aϕ̄′f ′ − a′ϕ̄′f − a3V ′(ϕ̄)f

]
. (3.5.4)

Lấy tích phân từng phần và bỏ đi số hạng biên, chúng ta thu được

S(1) = −
∫

dτd3x
[(
aϕ̄′)′ + ϕ̄′a′ + a3V ′(ϕ̄)

]
f

= −
∫

dτd3xa
[
ϕ̄′′ + 2Hϕ̄′ + a2V ′(ϕ̄)

]
f. (3.5.5)

Phần trong ngoặc vuông của tích phân trên trùng với phương trình chuyển động nền
nên bậc 1 của hàm tác dụng nhiễu loạn bằng 0. Hàm tác dụng nhiễu loạn bậc 2 có dạng

S(2) =
1

2

∫
dτd3x

[
(f ′)2 − (∇f)2 + (H′ +H2 − a2V ′′(ϕ̄))f 2

]
(3.5.6)

=
1

2

∫
dτd3x

[
(f ′)2 − (∇f)2 +

(
a′′

a
− a2V ′′(ϕ̄)

)
f 2

]
. (3.5.7)

Với lạm phát cuộn chậm, chúng ta có H2 ≈ 1
3M2

pl
V , vậy nên

V ′′(ϕ̄)

H2
≈ 3M2

pl

V ′′(ϕ̄)

V (ϕ̄)
= 3ηV , (3.5.8)
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với ηV đã được định nghĩa. Vì |ηV | ≪ 1, ta có

V ′′(ϕ̄) ≪ H (3.5.9)

Cũng trong lạm phát cuộn chậm, ta có

Ḣ =
1

a2

(
a′′

a
− 2a2H2

)
≈ 0 ⇒ a′′

a
≈ 2a2H2 ≫ a2V ′′(ϕ̄) (3.5.10)

Từ đó, nhiễu loạn bậc 2 của hàm tác dụng (3.5.7) trở thành

S(2) =
1

2

∫
dτd3x

[
(f ′)2 − (∇f)2 +

a′′

a
f 2

]
. (3.5.11)

Sử dụng phương trình Euler-Lagrange

∂

∂xµ

(
∂L

∂(∂µf)

)
=

∂L
∂f

, (3.5.12)

cho hàm tác dụng trên, ta thu được phương trình chuyển động cho f hoặc phương trình
Mukhanov-Sasaki như sau

f ′′ −∇2f − a′′

a
f = 0, (3.5.13)

Trong không gian Fourier, (3.5.13) trở thành

f ′′
k +

(
k2 − a′′

a

)
fk = 0, (3.5.14)

với

fk(τ) ≡
∫

d3x

(2π)3/2
f(τ,x)e−k·x. (3.5.15)

Chúng ta chú ý rằng trong lạm phát cuộn chậm

a′′

a
≈ 2H2 ≈ 2

τ 2
. (3.5.16)

Phương trình (3.5.14) trở thành

f ′′
k +

(
k2 − 2

τ 2

)
fk = 0. (3.5.17)
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Phương trình trên có nghiệm chính xác là

fk = α
e−ikτ

√
2k

(
1− i

kτ

)
+ β

eikτ√
2k

(
1 +

i

kτ
,

)
(3.5.18)

với α và β là các hằng số phụ thuộc vào điều kiện ban đầu. Sử dụng lý thuyết trường
lượng tử, chúng ta tìm được α = 1 và β = 0, (3.5.18) trở thành

fk =
e−ikτ

√
2k

(
1− i

kτ

)
. (3.5.19)

3.6 Các nhiễu loạn nguyên thủy từ lạm phát

Chúng ta định nghĩa phổ của f như sau

P f
k (τ) =

k3

2π2
|fk(τ)|2, (3.6.1)

Ở đây, chúng ta chọn dạng không thứ nguyên của phổ (phổ chỉ phụ thuộc vào thời
gian nhưng không phụ thuộc vào số sóng). Từ định nghĩa của f và (3.5.19), chúng ta có

P δϕ
k (τ) = a−2P f

k (τ) =
H2

4π2

[
1 + (kτ)2

] thang đo rất lớn−−−−−−−−−→ H2

4π2
. (3.6.2)

Nhiễu loạn độ cong R được định nghĩa tại (3.4.3) như sau

R = C − 1

3
∇2E +H(B + v). (3.6.3)

Từ (3.2.8), (2.3.6) và (2.3.7), chúng ta có

B + v = −δϕ

ϕ̄′ . (3.6.4)

Vì R là bất biến chuẩn, giá trị của nó là như nhau tại mọi chuẩn tọa độ. Trong
chuẩn tọa độ phẳng (C = E = 0), R trở thành

R = −H
ϕ̄′ δϕ. (3.6.5)

Sử dụng (2.3.11), chúng ta có thể viết phương trình trên thành

R = − 1√
2ε

δϕ

Mpl

(chuẩn không gian phẳng). (3.6.6)
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Vì thế phổ của R và δϕ liên hệ với nhau như sau

PR
k =

1

2ε

P δϕ
k

M2
pl

=
1

8π2

1

ε

H2

M2
pl

. (3.6.7)

Vì R đóng băng tại horizon crossing, chúng ta có thể đánh giá vế phải tại k = aH

PR
k =

1

8π2

1

ε

H2

M2
pl

∣∣∣
k=aH

. (3.6.8)

Vì H và ε bây giờ là các hàm của thời gian, phổ của R sẽ sai lệch một chút so với
dạng bất biến thang đo của nó PR

k ∼ k0. Cách thông thường để đánh giá sự sai lệch này
là thông qua chỉ số phổ ns

ns − 1 ≡ d lnPR
k

d lnk
. (3.6.9)

Chúng ta thấy trong công thức này chỉ có 2 biến phụ thuộc thời gian là H2 và ε. Vì
vậy, chỉ số phổ (3.6.9) có thể được viết thành

ns − 1 =
d lnH2

d lnk
− d ε

d lnk
. (3.6.10)

Chúng ta có thể phân tích vế trái của phương trình trên như sau

ns − 1 =

(
d lnH2

dt
− d ε

dt

)
× dt

d lnk

=

(
2
dH

H dt
− dε

ε dt

)
×
(
d lnk

dt

)−1

=

(
2
dH

H dt
− dε

ε dt

)
×
(
d lna

dt
+

d lnH

dt

)−1

=

(
2
Ḣ

H
− ε̇

ε

)
×

(
H +

Ḣ

H

)−1

≈

(
2
Ḣ

H2
− ε̇

εH

)
= −(2ε+ δ). (3.6.11)

Ở đây, chúng ta đã dùng k = aH và định nghĩa của ε và δ (2.2.15, 2.2.20). Chúng
ta có thể viết phổ vô hướng và chỉ số phổ vô hướng theo hàm thế năng như sau

PR
k =

1

12π2M6
pl

V 3

V ′6 , (3.6.12)

ns − 1 = −6ϵV + 2ηV . (3.6.13)
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Tham số ns biểu diễn sự sai lệch của lạm phát với không gian de Sitter. Lạm phát
cuộn chậm tiên đoán ns rất gần 1 do {ϵV , |ηV |} ≪ 1. Các kết quả quan sát gần đây cho
thấy sự phù hợp của giá trị ns so với tiên đoán của lạm phát cuộn chậm [6,7]

ns = 0.9603± 0.0073. (3.6.14)
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Chương 4

Lạm phát bất đẳng hướng

Trong chương này, chúng ta sẽ tìm hiểu về mô hình lạm phát bất đẳng hướng. Chúng
ta sẽ thảo luận về nguyên nhân dẫn đến việc cần phải đưa ra các mô hình về lạm phát
bất đẳng hướng cũng như giới thiệu một mô hình đơn giản để minh họa và khảo sát các
tính chất của nó. Các kết quả trong chương này được tham khảo từ các tài liệu [28,29]

4.1 Giới thiệu chung

Lạm phát vũ trụ không chỉ thành công trong việc giải quyết vấn đề chân trời và vấn
đề độ phẳng, nó còn đưa ra lời giải thích cho nguồn gốc của các cấu trúc trên thang đo
lớn của vũ trụ được thể hiện trên bức xạ phông nền vi sóng vũ trụ [6, 7]. Các tiên đoán
này của lạm phát có liên quan đến giả thuyết no-hair, phát biểu rằng mọi sự bất đẳng
hướng cổ điển (hair) sẽ biến mất rất nhanh trong quá trình lạm phát. Phổ của nhiễu loạn
là đẳng hướng về mặt thống kê và không phụ thuộc vào thang đo. Lạm phát cuộn chậm
cũng tiên đoán sự phân phối chuẩn của nhiễu loạn nguyên thủy. Các tiên đoán này nhìn
chung là phù hợp với các quan sát thực nghiệm.

Tuy nhiên, các quan sát vũ trụ với độ chính xác cao ngày nay buộc chúng ta phải
quan tâm đến các cấu trúc tinh tế hơn của vũ trụ lạm phát. Như đã trình bày ở trên,
lạm phát chỉ xấp xỉ không gian de Sitter. Sự sai lệch so với không gian de Sitter được đặc
trưng bởi các tham số cuộn chậm có độ lớn chỉ vài phần trăm. Tương tự, các tham số
cuộn chậm cũng đặc trưng cho sự lệch khỏi phân bố chuẩn của phổ nhiễu loạn [14]. Từ
các sai lệch ở trên, chúng ta hoàn toàn có thể nghĩ tới việc tìm kiếm những sự bất đẳng
hướng được đặc trưng bởi các tham số cuộn chậm.

Về mặt thực nghiệm, dù với độ chắc chắn không cao, các quan sát về bức xạ phông
nền vũ trụ cũng đã chỉ ra nhiều điểm dị thường. Các kết quả đó đã dẫn đến các mô hình
thách thức giả thuyết no-hair. Tuy nhiên, các mô hình đó lại hoặc không ổn định, hoặc
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gặp vấn đề về tinh chỉnh, hoặc là thiếu tự nhiên. Tuy nhiên, trong khuôn khổ của lý thuyết
siêu hấp dẫn, một số mô hình lạm phát bất đẳng hướng ổn định đã được tìm ra, qua đó
đưa ra các phản ví dụ cho giả thuyết no-hair [27, 28]. Cụ thể, với sự có mặt của trường
vector bắt cặp với trường lạm phát, có thể có một sự bất đẳng hướng nhỏ không biến mất
trong quá trình lạm phát.

Hình 4.1: Các điểm dị thường trên bức xạ phông nền vũ trụ (Nguồn: ESA/Planck collaboration).

4.2 Lạm phát bất đẳng hướng lũy thừa

Chúng ta xét một mô hình đơn giản lấy cảm hứng từ lý thuyết siêu hấp dẫn có hàm
tác dụng như sau [27,28]

S =

∫
d4x

√
−g

[
R

2
− 1

2
∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ)− 1

4
h2(ϕ)FµνF

µν

]
, (4.2.1)

trong đó h(ϕ) là hàm ghép giữa trường lạm phát với trường vector. Tensor cường độ trường
của trường vector Aµ được định nghĩa như sau Fµν ≡ ∂µAν −∂νAµ. Thông qua sự giảm số
chiều của các lý thuyết nhiều chiều như lý thuyết dây, chúng ta giả sử thế năng có dạng
hàm mũ

V (ϕ) = V0e
λϕ, (4.2.2)

và hàm ghép h(ϕ) cũng như thế

h(ϕ) = h0e
ρϕ. (4.2.3)

Nhờ bất biến chuẩn, chúng ta có thể chọn chuẩn tọa độ với A0 = 0. Không mất tính
tổng quát, chúng ta có thể chọn trục x là trục hướng theo chiều của trường vector. Vì thế,
trường vector đồng nhất Aµ sẽ có dạng Aµ = (0, Ax(t), 0, 0). Để đơn giản, chúng ta giả sử
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chiều của trường vector không đổi theo thời gian. Metric ứng với trường vector như thế
có dạng

ds2 = −dt2 + e2α(t)
[
e−4σ(t)dx2 + e2σ(t)(dy2 + dz2)

]
, (4.2.4)

Chúng ta tìm được phương trình cho trường vector

Ȧx = h−2(ϕ)e−α−4σpA, (4.2.5)

và các phương trình Einstein cũng như phương trình cho trường vô hướng ϕ

α̇2 = σ̇2 +
1

3

[
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ) +

p2A
2
h−2(ϕ)e−4α−4σ

]
, (4.2.6)

α̈ = −3α̇2 + V (ϕ) +
p2A
6
h−2(ϕ)e−4α−4σ, (4.2.7)

σ̈ = −3α̇σ̇ +
p2A
3
h−2(ϕ)e−4α−4σ, (4.2.8)

ϕ̈ = −3α̇ϕ̇− V ′(ϕ) + p2Af
−3(ϕ)f ′(ϕ)e−4α−4σ, (4.2.9)

Chúng ta đi tìm nghiệm lũy thừa bằng cách giả sử

α = ζ log t, σ = η log t, ϕ = ξ log t+ ϕ0. (4.2.10)

Trong trường hợp trường vô hướng tầm thường pA = 0, chúng ta có nghiệm lũy thừa
đẳng hướng

ζ =
2

λ2
, η = 0, ξ = −2

λ
, V0e

λϕ0 =
2(6− λ2)

λ4
. (4.2.11)

với metric đẳng hướng

ds2 = −dt2 + t4/λ
2

(dx2 + dy2 + dz2). (4.2.12)

với λ ≪ 1 để có thể thu được sự giãn nở đủ lớn.

Chúng ta cũng có thể thu được nghiệm với trường vector không tầm thường pA ̸= 0.
Từ (4.2.6), để cho các số hạng đều tỉ lệ với t−2, chúng ta rút ra được

λξ = −2, ρξ + 2ζ + 2η = 1 (4.2.13)

Điều kiện thứ hai chỉ cần thiết trong trường hợp không tầm thường pA ̸= 0. Từ đó,
để phương trình (4.2.6) được thỏa mãn, chúng ta cần

−ζ2 + η2 +
1

6
ξ2 +

1

3
u+

1

6
ω = 0, (4.2.14)
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với

u ≡ V0e
λϕ0 , ω ≡ p2Ah

−2
0 e−2ρϕ0 . (4.2.15)

Từ các phương trình (4.2.13), các phương trình (4.2.7), (4.2.8) và (4.2.9) trở thành

−ζ + 3ζ2 − u− 1

6
ω = 0, (4.2.16)

−η + 3ζη − 1

3
ω = 0, (4.2.17)

−ξ + 3ζξ + λu− ρω = 0 (4.2.18)

Từ các phương trình (4.2.13), (4.2.16) và (4.2.17), chúng ta tìm được nghiệm cho u
và ω như sau

u =
9

2
ζ2 − 9

4
ζ − 3ρ

2λ
ζ +

1

4
+

ρ

2λ
, ω = −9ζ2 +

15

2
ζ +

9ρ

λ
ζ − 3

2
− 3ρ

λ
. (4.2.19)

Thay các nghiệm u và ω vừa tìm được vào (4.2.18), chúng ta thu được

(3ζ − 1)
[
6λ(λ+ 2ρ)ζ − (λ2 + 8ρλ+ 12ρ2 + 8)

]
= 0 (4.2.20)

Nghiệm không tầm thường của phương trình này là

ζ =
λ2 + 8ρλ+ 12ρ2 + 8

6λ(λ+ 2ρ)
. (4.2.21)

Thay kết quả này vào phương trình (4.2.16) và (4.2.19), chúng ta thu được

η =
λ2 + 2ρλ− 4

3λ(λ+ 2ρ)
, (4.2.22)

u =
(ρλ+ 2ρ2 + 2)(−λ2 + 4ρλ+ 12ρ2 + 8)

2λ2(λ+ 2ρ)2
, (4.2.23)

ω =
(λ2 + 2ρλ− 4)(−λ2 + 4ρλ+ 12ρ2 + 8)

2λ2(λ+ 2ρ)2
(4.2.24)

Để lạm phát xảy ra thì λ ≪ 1, do vậy u luôn dương. Vì ω cũng cần phải dương nên
chúng ta có

λ2 + 2ρλ > 4. (4.2.25)

Do đó, ρ phải lớn hơn 1 rất nhiều. Metric lúc này có dạng

ds2 = −dt2 + t2ζ−4ηdx2 + t2ζ+2η(dy2 + dz2). (4.2.26)
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Sự giãn nở trung bình của vũ trụ được quyết định bởi ζ và tham số cuộn chậm trung
bình được cho bởi

ε ≡ − Ḣ

H2
=

6λ(λ+ 2ρ)

λ2 + 8ρλ+ 12ρ2 + 8
. (4.2.27)

Trong giưới hạn λ ≪ 1 và ρ ≫ 1, tham số cuộn chậm trở thành ε = λ/ρ. Độ bất
đẳng hướng được đặc trưng bởi

Σ

H
≡ σ̇

α̇
=

2(λ2 + 2ρλ− 4)

λ2 + 8ρλ+ 12ρ2 + 8
. (4.2.28)

Từ (4.2.27) và (4.2.28), chúng ta rút ra được mối liên hệ

Σ

H
=

1

3
Iε, I =

λ2 + 2ρλ− 4

λ2 + 2ρλ
. (4.2.29)

Chúng ta định nghĩa các biến động lực không thứ nguyên như sau

X =
σ̇

α̇
, Y =

ϕ̇

α̇
, Z = h(ϕ)e−α+2σ Ȧx

α̇
. (4.2.30)

Theo đó, phương trình (4.2.13) có thể được viết như sau

− V

α̇2
= 3(X2 − 1) +

1

2
Y 2 +

1

2
Z2. (4.2.31)

Do chúng ta đang xét hàm thế năng dương, chúng ta có bất đẳng thức

3(X2 − 1) +
1

2
Y 2 +

1

2
Z2 < 0. (4.2.32)

Sử dụng (4.2.31), chúng ta có thể loại bỏ ϕ ra khỏi các phương trình chuyển động.
Do đó, các phương trình này có thể được viết dưới dạng

dX

dα
=

1

3
Z2(X + 1) +X

{
3(X2 − 1) +

1

2
Y 2

}
, (4.2.33)

dY

dα
= (Y + λ)

{
3(X2 − 1) +

1

2
Y 2

}
+

1

3
Y Z2 +

(
ρ+

λ

2

)
Z2, (4.2.34)

dZ

dα
= Z

[
3(X2 − 1) +

1

2
Y 2 − ρY + 1− 2X +

1

3
Z2

]
. (4.2.35)

Như vậy, chúng ta có không gian của các biến X, Y và Z với điều kiện (4.2.31).
Điểm bất động (fixed point) được định nghĩa như sau dX/dα = dY/dα = dZ/α = 0.
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Chúng ta đi tìm điểm bất động ứng với X = 0. Theo phương trình (4.2.33), chúng
ta có Z = 0. Tiếp đến, phương trình (4.2.34) cho chúng ta hai nghiệm Y = −λ và Y 2 = 6.
Nghiệm thứ hai không thỏa mãn (4.2.32), do đó điểm bất động sẽ là

(X, Y, Z) = (0,−λ, 0). (4.2.36)

Điểm bất động này tương đương với nghiệm lạm phát lũy thừa đẳng hướng. Bây
giờ chúng ta sẽ đi tìm điểm bất động tương ứng với nghiệm lũy thừa bất đẳng hướng. Từ
(4.2.33) và (4.2.34), chúng ta có

Y =

(
3ρ+

λ

2

)
X − λ, (4.2.37)

Z2 = − 3X

X + 1

[
3(X2 − 1) +

1

2
Y 2

]
. (4.2.38)

Thay các phương trình trên vào (4.2.35), chúng ta có

(X − 2)
[
(λ2 + 8ρλ+ 12ρ2 + 8)X − 2(λ2 + 2ρλ− 4)

]
= 0. (4.2.39)

Theo (4.2.37) và (4.2.38), nghiệm X = 2 sẽ dẫn đến điều vô lý là Z2 = −18−36ρ2 < 0.
Vì vậy, chúng ta sẽ chọn nghiệm cho X như sau

X =
2(λ2 + 2ρλ− 4)

λ2 + 8ρλ+ 12ρ2 + 8
. (4.2.40)

Từ nghiệm của X, các phương trình (4.2.37) và (4.2.38) sẽ cho chúng ta nghiệm của
Y và Z2 như sau

Y = − 12(λ+ 2ρ)

λ2 + 8ρλ+ 12ρ2 + 8
, (4.2.41)

Z2 =
18(λ2 + 2ρλ− 4)(−λ2 + 4ρλ+ 12ρ2 + 8)

(λ2 + 8ρλ+ 12ρ2 + 8)2
. (4.2.42)

Để Z2 > 0, chúng ta cần λ2 + 2ρλ > 4 với điều kiện λ ≪ 1. Các nghiệm này tương
ứng với nghiệm lạm phát lũy thừa bất đẳng hướng (4.2.26)

Chúng ta sẽ khảo sát tính ổn định của các điểm cố định (4.2.40), (4.2.41) và (4.2.42).
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Từ các phương trình (4.2.33). (4.2.34) và (4.2.35), chúng ta có

dδX

dα
=

(
1

3
Z2 + 9X2 +

1

2
Y 2 − 3

)
δX +XY δY +

2

3
(X + 1)ZδZ, (4.2.43)

dδY

dα
= 6X(Y + λ)δX +

{
3(X2 − 1) +

1

2
Y 2 + Y (Y + λ) +

1

3
Z2

}
δY

+

(
2

3
Y + 2ρ+ λ

)
ZδZ, (4.2.44)

dδZ

dα
= 2(3X − 1)ZδX + (Y − ρ)ZδY +

(
3X2 +

1

2
Y 2 + Z2 − 2X − ρY − 2

)
δZ.

(4.2.45)

Trong trường hợp điểm bất động đẳng hướng (4.2.36), Các phương trình (4.2.43),
(4.2.44) và (4.2.45) trở thành

dδX

dα
=

(
1

2
λ2 − 3

)
δX, (4.2.46)

dδY

dα
=

(
1

2
λ2 − 3

)
δY, (4.2.47)

dδZ

dα
=

[
1

2
λ2 − 2 + ρλ

]
δZ. (4.2.48)

Trong thời kì lạm phát λ ≪ 1, Vế trái của cả ba phương trình trên có giá trị âm khi
λ2 + 2ρλ < 4. Điều đó có nghĩa là điểm bất động đẳng hướng là điểm hội tụ và ổn định
trong vùng λ2 + 2ρλ < 4. Ngược lại, trong vùng λ2 + 2ρλ > 4, điểm bất động trở thành
điểm yên ngựa và không ổn định. Bây giờ, chúng ta sẽ khảo sát sự thay đổi của các biến
X, Y và Z xung quanh điểm bất động không ổn định.

Vì chúng ta đang xét trong vũ trụ lạm phát λ ≪ 1, điều kiện λ2 +2ρλ > 4 có nghĩa
là ρ ≫ 1. Sử dụng các điều kiện đó, chúng ta có thể viết các phương trình (4.2.43), (4.2.44)
và (4.2.45) như sau

dδX

dα
= −3δX, (4.2.49)

dδY

dα
= −3δY +

√
6(λ2 + 2ρλ− 4)δZ, (4.2.50)

dδZ

dα
= −1

2

√
6(λ2 + 2ρλ− 4)δY. (4.2.51)

Tính ổn định có thể được phân tích bằng cách đặt

δX = eωαδX̃, δY = eωαδỸ , δZ = eωαδZ̃. (4.2.52)
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Chúng ta tìm được các giá trị riêng cho ω như sau

ω = −3,−3

2
± i

√
3(λ2 + 2ρλ− 4)− 9

4
. (4.2.53)

Vì các trị riêng có phần thực âm, các điểm bất động bất đẳng hướng là ổn định. Do
đó, điểm cuối của quỹ đạo chuyển động trong không gian của các biến X, Y và Z xung
quanh nghiệm lạm phát lũy thừa đẳng hướng ổn định phải là lạm phát lũy thừa bất đẳng
hướng. Hình 4.2 mô tả sự thay đổi của các biến X, Y và Z với λ = 0.1 và ρ = 50. Chúng
ta thấy rằng quỹ đạo hội tụ về điểm bất động bất đẳng hướng được minh họa bởi hình
tròn màu vàng. Điểm bất động đẳng hướng được minh họa bởi điểm màu đỏ và chỉ là
điểm hội tụ trên mặt phẳng Z = 0, Như vậy, lạm phát lũy thừa bất đẳng hướng là điểm
hội tụ với tham số thỏa mãn điều kiện λ2 + 2ρλ > 4.

Hình 4.2: Sự biến đổi của các biến X, Y và Z với các tham số λ = 0.1 và ρ = 50 [28].
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Chương 5

Lạm phát bất đẳng hướng dưới điều
kiện cuộn hằng số

Chương tiếp theo, chúng ta sẽ nghiên cứu về mô hình lạm phát bất đẳng hướng
dưới điều kiện cuộn hằng số cho mô hình chính tắc, được đề xuất bởi Asuka Ito và Jiro
Soda [37]. Tiếp đó, chúng ta sẽ tìm cách mở rộng mô hình này cho trường hợp mô hình
Dirac-Born-Infeld và nghiên cứu các tính chất của mô hình mới này.

5.1 Mô hình chính tắc

Mô hình lạm phát bất đẳng hướng với trường vô hướng chính tắc có hàm tác dụng
được cho bởi

S =

∫
d4x

√
−g

[
R

2
− 1

2
∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ)− 1

4
h2(ϕ)FµνF

µν

]
, (5.1.1)

Chúng ta viết lại metric (4.2.4) như sau

ds2 = −dt2 + a2(t)
[
b−4(t)dx2 + b2(t)

(
dy2 + dz2

)]
, (5.1.2)

với a(t) = eα(t) và b(t) = eσ(t).

Sử dụng nguyên lý tác dụng tối thiểu và metric (5.1.2), chúng ta dẫn ra được các
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thành phần khác 0 của phương trình trường Einstein như sau

H2
a −H2

b =
1

3

[
1

2
ϕ̇2 + V +

p2A
2
h−2a−4b−4

]
, (5.1.3)

Ḣa = −3H2
b −

1

2
ϕ̇2 − p2A

3
h−2a−4b−4, (5.1.4)

Ḣb = −3HaHb +
p2A
3
h−2a−4b−4. (5.1.5)

Tương tự, phương trình trường cho trường vô hướng ϕ là

ϕ̈ = −3Haϕ̇− V ′ + h−3h′p2Aa
−4b−4. (5.1.6)

Tiếp theo, chúng ta đưa vào điều kiện cuộn hằng số cho mô hình chính tắc

η = − ϕ̈

Haϕ̇
= β̂, (5.1.7)

Chúng ta thấy rằng, điều kiện này khác với điều kiện |η| ≪ 1 trong lạm phát cuộn
chậm. Như đã trình bày ở trên, lạm phát cuộn chậm có các hệ quả có thể quan sát được
như sự không phụ thuộc vào thang đo của phổ nhiễu loạn hay sự phân bố theo hàm phân
bố chuẩn của nhiễu loạn nguyên thủy. Trong khi đó, lạm phát cuộn hằng số tuy vẫn giữ
lại tính chất đầu tiên của lạm phát cuộn chậm, song nó lại dự đoán sự lệch ra khỏi hàm
phân bố chuẩn của nhiễu loạn nguyên thủy. Đây là sự khác biệt giữa lạm phát cuộn chậm
và lạm phát cuộn hằng số và đã được chỉ ra trong [46,47].

Chúng ta cũng áp dụng điều kiện hằng số của độ bất đẳng hướng,

Hb

Ha

= n, (5.1.8)

với β̂ và n là hằng số, chúng ta tìm được một nghiệm cho Ha theo ϕ như sau

Ha(ϕ) = C1 exp

√ 6β̂

6 + β̂
ϕ

+ C2 exp

−

√
6β̂

6 + β̂
ϕ

 (5.1.9)

cùng với một mối liên hệ quan trọng giữa hai tham số n và β̂ [37],

n =
β̂

6
. (5.1.10)
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Chúng ta xét 3 trường hợp đặc biệt của (5.1.9)

Ha = M exp

√ 6β̂

6 + β̂
ϕ

 , (5.1.11)

Ha = M cosh

√ 6β̂

6 + β̂
ϕ

 , (5.1.12)

Ha = M sinh

√ 6β̂

6 + β̂
ϕ

 , (5.1.13)

Trường hợp đầu tiên (5.1.11) tương ứng với lạm phát lũy thừa bất đẳng hướng.
Trường hợp thứ hai (5.1.12) đòi hỏi β̂ phải âm để ϕ̇ nhận giá trị thực và nghiệm này
không hội tụ. Nghiệm thứ ba (5.1.13) giúp chúng ta tìm được các hàm V (ϕ) và h(ϕ) như
sau

V (ϕ) =
M2(β̂ − 12)

24

3 + β̂ + (β̂ − 3) cosh

2

√
6β̂

6 + β̂
ϕ

∓ 2β̂ cosh

√ 6β̂

6 + β̂
ϕ

 ,

(5.1.14)

h(ϕ) ∝

[
∓1 + cosh

(√
6β̂

6+β̂
ϕ
)] 6+β̂

3β̂√
−(β̂ + 3)− (β̂ − 3) cosh

(
2
√

6β̂

6+β̂
ϕ
)
± 2β̂ cosh

(√
6β̂

6+β̂
ϕ
) , (5.1.15)

(5.1.16)

Sử dụng các nghiệm này để giải số các phương trình (5.1.3), (5.1.4), (5.1.5) và (5.1.6)
với β̂ = 0.1, M = 10−5, ϕ0 = 15 và ϕ̇0 = 0. Sau đó biểu diễn các nghiệm số bằng hình vẽ,
chúng ta thu được hình 5.1

Ở hình bên trái của hình 5.1, chúng ta thấy tỉ số Hb/Ha hội tụ đúng về giá trị

n = β̂/6 ≈ 0.01667. Ở hình bên phải, chúng ta thấy tham số cuộn hằng số η = −ϕ̈/(Hϕ̇)
hội tụ về đúng giá trị β̂ = 0.1.
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Hình 5.1: Hình bên trái mô tả sự biến đổi của tỉ số Hb/Ha. Hình bên phải là không gian pha của Hb/Ha và η [37].

5.2 Mô hình Dirac-Born-Infeld

5.2.1 Các phương trình cơ bản

Trong luận văn này, chúng ta nghiên cứu một sự mở rộng không chính tắc của
mô hình (5.1). Các kết quả trong phần này được dựa trên bài báo [44]. Trong mô hình
này, trường vô hướng chính tắc được thay thế bằng trường vô hướng không chính tắc
Dirac-Born-Infeld [21] như sau

S =

∫
d4x

√
−g

[
R

2
+

1

f (ϕ)

γ − 1

γ
− V (ϕ)− 1

4
h2(ϕ)FµνF

µν

]
, (5.2.1)

với khối lượng Planck rút gọn Mp được đặt bằng 1. V (ϕ) là thế năng của trường vô hướng

ϕ và Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ là cường độ trường của trường vector Aµ. Ở đây γ được định
nghĩa như sau [21]

γ ≡ 1√
1 + f(ϕ)∂µϕ∂µϕ

, (5.2.2)

và đóng vai trò như hệ số Lorentz [21]. Dễ thấy rằng γ ≥ 1 với hàm f(ϕ) không âm. Nếu
chúng ta lấy giới hạn chính tắc (f → 0) thì mô hình (5.2.1) sẽ thu về hàm tác dụng trong
mô hình chính tắc (5.1.1).

Sử dụng phương pháp tác dụng tối thiểu, các phương trình trường tương ứng trong
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mô hình DBI có thể được dẫn ra như sau(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
− γ∂µϕ∂νϕ+ gµν

[
1

f

(
1

γ
− 1

)
+ V +

1

4
h2F ρσFρσ

]
− h2FµγFν

γ = 0,

(5.2.3)

∂µ(γ
√
−g ∂µϕ)−

√
−g

[
f ′

2f

(γ − 1)γ

γ + 1
∂µϕ∂

µϕ+ V ′ +
hh′

2
FµνF

µν

]
= 0,

(5.2.4)

∂µ
[√

−g
(
h2F µν

)]
= 0,
(5.2.5)

với V ′ ≡ dV/dϕ, vân vân. Chúng ta sẽ xét metric Bianchi loại I mô tả một vũ trụ đồng
nhất nhưng bất đẳng hướng,

ds2 = −dt2 + a2(t)
[
b−4(t)dx2 + b2(t)

(
dy2 + dz2

)]
, (5.2.6)

ở đây a(t) đóng vai trò như hệ số tỉ lệ đẳng hướng và b(t) đóng vai trò như hệ số đặc trưng
cho sự lệch khỏi sự đẳng hướng. Hơn nữa, chúng ta cũng giả sử trường vô hướng là đồng
nhất (ϕ = ϕ(t)) và trường vector Aµ có dạng Aµ = (0, Ax(t), 0, 0) để đồng nhất với metric
Bianchi loại I. Theo đó, nghiệm của trường vector Aµ (5.2.5) có thể được tìm ra như sau

Ȧx = pAh
−2a−1b−4, (5.2.7)

với pA là một hằng số tích phân. Nhờ vào nghiệm này, phương trình cho trường vô hướng
(5.2.4) được thu gọn thành

ϕ̈ = −3Ha

γ2
ϕ̇− V ′

γ3
− f ′

2f

(γ + 2)(γ − 1)

(γ + 1)γ
ϕ̇2 +

h−3h′

γ3
p2Aa

−4b−4, (5.2.8)

với hệ số Lorentz

γ =
1√

1− fϕ̇2

. (5.2.9)

Ở đây, Ha ≡ ȧ/a và Hb ≡ ḃ/b là hai tham số Hubble. Theo đó, các thành phần khác
0 của phương trình trường Einstein (5.2.3) trở thành

H2
a −H2

b =
1

3

[
γ2

γ + 1
ϕ̇2 + V +

p2A
2
h−2a−4b−4

]
, (5.2.10)

Ḣa = −3H2
b −

γ

2
ϕ̇2 − p2A

3
h−2a−4b−4, (5.2.11)

Ḣb = −3HaHb +
p2A
3
h−2a−4b−4. (5.2.12)
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Cho đến bây giờ, chúng ta đã dẫn ra tất cả các phương trình trường cho mô hình
DBI, đó là các phương trình (5.2.8), (5.2.10), (5.2.11) và (5.2.12). Nếu chúng ta lấy giới
hạn γ → 1 hay tương đương là f → 0, thì tất cả các phương trình trường sẽ quay về
trường hợp chính tắc như (5.1.3), (5.1.4), (5.1.5) và (5.1.6).

5.2.2 Nghiệm lạm phát dưới điều kiện cuộn hằng số

Chúng ta thấy rằng trong trường hợp chính tắc, γ = 1, Phương trình (5.2.8) rút gọn
thành

ϕ̈ = −3Haϕ̇− V ′ + h−3h′p2Aa
−4b−4. (5.2.13)

Lạm phát cuộn chậm được đực trưng bởi một vài tham số cuộn chậm và chúng bị
ràng buộc bởi các dữ liệu quan sát của WMAP và Planck [6,7]. Một trong số chúng được
định nghĩa như sau [46]

η(t) ≡ − ϕ̈

Haϕ̇
. (5.2.14)

Thông thường, giá trị của η phải rất nhỏ trong trường hợp lạm phát cuộn chậm.
Trong lạm phát cuộn hằng số [46], η được giả sử là hằng số trong pha lạm phát,

− ϕ̈

Haϕ̇
= β̂, (5.2.15)

với β̂ là một hằng số. Trong bài báo [59], tham số cuộn chậm η có thể được điều chỉnh để
phù hợp với mô hình DBI. Bằng cách viết lại phương trình (5.2.8) như sau

d

dt

(
γϕ̇
)
= −3Ha

(
γϕ̇
)
− f ′

2f 2

(
2− 1

γ
− γ

)
− V ′ + p2Ah

−3h′a−4b−4. (5.2.16)

Bằng cách so sánh phương trình này với phương trình cho trường vô hướng chính
tắc (5.2.13), chúng ta có thể viết lại định nghĩa của η như sau

ηDBI(t) = − 1

Ha(γϕ̇)

d(γϕ̇)

dt
, (5.2.17)

Dễ thấy rằng ηDBI = η nếu γ = constant. Điều kiện γ = constant là cần thiết để thu

được nghiệm lạm phát lũy thừa trong mô hình DBI [25, 34]. VÌ vậy, chúng ta có thể kỳ
vọng điều tương tự cho mô hình lạm phát DBI với điều kiện cuộn hằng số mà mô hình

Nguyễn Hoàng Duy Học viện Khoa học và Công nghệ



Chương 5: Lạm phát bất đẳng hướng dưới điều kiện cuộn hằng số 54

lạm phát lũy thừa là một trường hợp con. Từ đây, chúng ta sẽ giả sử hệ số Lorentz là
hằng số

γ = γ0, (5.2.18)

với γ0 ≥ 1 là hằng số. Tiếp theo, điều kiện cuộn hằng số cho mô hình DBI được cho bởi

ηDBI = β̂. (5.2.19)

Chúng ta cũng sẽ áp dụng điều kiện hằng số của độ bất đẳng hướng từ [37],

Hb

Ha

= n, (5.2.20)

với n cũng là một hằng số, để tìm nghiệm lạm phát. Chúng ta thấy rằng |n| ≪ 1 là điều
kiện để lạm phát bất đẳng hướng phù hợp với quan sát.

Bước tiếp theo, chúng ta sẽ sử dụng phương pháp được giới thiệu trong [37] để áp
dụng cho mô hình DBI với một vài hiệu chỉnh càn thiết. Cụ thể hơn, việc tìm nghiệm
cho mô hình mới sẽ được tóm tắt như sau: (i) Đầu tiên, chúng ta sử dụng ba điều kiện
(5.2.18), (5.2.19) và (5.2.20) để dẫn ra dạng tương ứng của V (ϕ), h(ϕ), and f(ϕ). (ii) Sau
đó, chúng ta thay V (ϕ), h(ϕ) và f(ϕ) vừa tìm để giải các phương trình (5.2.8), (5.2.10),
(5.2.11) và (5.2.12) bằng phương pháp số cho các giá trị khác nhau của γ0. Các tính chất
hội tụ như ηDBI(t) → β̂, Hb(t)/Ha(t) → n, and γ(t) → γ0 sau vài e-fold trong pha lạm
phát cũng sẽ được xác nhận thông các nghiệm số vừa tìm được và sẽ được minh họa bằng
hình vẽ.

Từ các phương trình (5.2.11), (5.2.12) và (5.2.20), chúng ta thu được phương trình
cho Ha như sau

(1 + n)Ḣa = −3n(1 + n)H2
a −

γ0
2
ϕ̇2, (5.2.21)

Bằng cách coi Ha như một hàm của ϕ, phương trình trên có thể được viết lại như
sau

γ0
2
ϕ̇2 + (1 + n)H ′

aϕ̇+ 3n(1 + n)H2
a = 0. (5.2.22)

Phương trình (5.2.22) là một phương trình bậc hai của ϕ̇ và có nghiệm như sau

γ0ϕ̇ = −(1 + n)H ′
a ±

√
[(1 + n)H ′

a]
2 − 6γ0n(1 + n)H2

a . (5.2.23)

Bằng cách lấy đạo hàm theo thời gian t và kết hợp với phương trình (5.2.19), chúng
ta có

−β̂γ0Ha = −(1 + n)H ′′
a ±

√
1 + n [(1 + n)H ′

aH
′′
a − 6nγ0HaH

′
a]√

(1 + n)(H ′
a)

2 − 6nγ0H2
a

, (5.2.24)
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với H ′′
a ≡ d2Ha/dϕ

2. Trong trường hợp chính tắc với γ0 = 1, một nghiệm cho Ha đã được
tìm ra như sau Ref. [37]

Ha = C1 exp

√ 6β̂

6 + β̂
ϕ

+ C2 exp

−

√
6β̂

6 + β̂
ϕ

 (5.2.25)

cùng với một mối liên hệ qua trong giữa hai tham sô n và β̂ [37],

n =
β̂

6
. (5.2.26)

Ở đây, C1 và C2 là các hằng số tích phân. Tương tự, với mối liên hệ giữa n và β
(5.2.26), chúng ta tìm được nghiệm tổng quát hơn cho mô hình DBI

Ha = C1 exp

√ 6γ0β̂

6 + β̂
ϕ

+ C2 exp

−

√
6γ0β̂

6 + β̂
ϕ

 . (5.2.27)

Các giá trị khác nhau của C1 sẽ C2 dẫn đến những kiểu lạm phát khác nhau. Chú
ý rằng nếu đặt C1 = 0 hoặc C2 = 0, chúng ta sẽ thu được lạm phát lũy thừa [34]. Hơn
nữa, điều kiện γ = γ0 cũng đã được chỉ ra là điểm hội tụ trong mô hình lạm phát đó [34].
Dựa theo [37,46], chúng ta sẽ tập trung vào 3 trường hợp đặc biệt của nghiệm tổng quát
(5.2.27),

Ha = M exp

√ 6γ0β̂

6 + β̂
ϕ

 , (5.2.28)

Ha = M cosh

√ 6γ0β̂

6 + β̂
ϕ

 , (5.2.29)

Ha = M sinh

√ 6γ0β̂

6 + β̂
ϕ

 , (5.2.30)

với M là một hằng số tích phân. Nghiệm đầu tiên (5.2.28) thu được bằng cách đặt C1 =
M and C2 = 0, trong khi nghiệm thứ hai (5.2.29) tương ứng với C1 = C2 = M/2
và nghiệm cuối cùng (5.2.30) tương ứng với C1 = M/2 and C2 = −M/2. Nghiệm Ha =

M exp
(
−
√

6γ0β̂

6+β̂
ϕ
)

tương ứng với C1 = 0 and C2 = M không được liệt kê bởi nó có thể thu

được từ nghiệm (5.2.28) bằng cách định nghĩa lại trường vô hướng như sau ϕ → −ϕ [46].
Dễ thấy rằng β̂ phải dương đối với nghiệm thứ nhất (5.2.28), trong khi β̂ có thể âm đối
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với hai nghiệm (5.2.29) và (5.2.30) [46]. Tuy nhiên, mối liên hệ (5.2.26) cho thấy rằng |β̂|
phải nhỏ hơn 1 rất nhiều để |Hb| ≪ Ha phù hợp với các quan sát. Các nghiệm này là
trường hợp tổng quát hơn của các nghiệm [37] cho trường vô hướng chính tắc.

Nghiệm thứ nhất Ha = M exp
(√

6γ0β̂

6+β̂
ϕ
)

Chúng ta xét nghiệm (5.2.28). Nhờ nghiệm này, phương trình (5.2.23) trở thành

ϕ̇ = −M

√
β̂(6 + β̂)

6γ0
exp

√ 6γ0β̂

6 + β̂
ϕ

 , (5.2.31)

Phương trình này giúp chúng ta tìm ra các hệ số tỉ lệ a và b dưới dạng hàm của ϕ(t)
như sau

a(t) ∝ exp

(
−
√

6γ0

β̂(6 + β̂)
ϕ(t)

)
, (5.2.32)

b(t) ∝ exp

(
− β̂

6

√
6γ0

β̂(6 + β̂)
ϕ(t)

)
. (5.2.33)

Theo đó, dựa vào phương trình (5.2.10) và (5.2.12), hàm thế năng V (ϕ) và hàm
coupling h(ϕ) có thể được tìm ra như sau

V (ϕ) =
3γ0

(
12− 7β̂

)
+ 2β̂2 − 9β̂ + 36

12(γ0 + 1)
M2 exp

2

√
6γ0β̂

6 + β̂
ϕ

 (5.2.34)

và

h(ϕ) ∝ exp

√ 6γ0β̂

6 + β̂

6− 2β̂

3β̂
ϕ

 , (5.2.35)

Từ định nghĩa của γ ở (5.2.9), chúng ta thu được hàm f(ϕ) như sau

f(ϕ) =
6(γ2

0 − 1)

M2γ0β̂(6 + β̂)
exp

−2

√
6γ0β̂

6 + β̂
ϕ

 , (5.2.36)

Tóm lại, với nghiệm (5.2.28) dưới điều kiện cuộn hằng số, hàm f(ϕ), h(ϕ) và V (ϕ)
tương ứng đều là hàm mũ của ϕ. Hơn nữa, (5.2.31) có thể được giải để thu được,

ϕ(t) = −

√
6 + β̂

6β̂γ0
log
(
Mβ̂t

)
, (5.2.37)

Nguyễn Hoàng Duy Học viện Khoa học và Công nghệ



Chương 5: Lạm phát bất đẳng hướng dưới điều kiện cuộn hằng số 57

Chúng ta cũng thu được các hệ số tỉ lệ a và b dưới dạng hàm lũy thừa theo thời gian
như sau

a ∝ t
1

β̂ , b ∝ t
1
6 , (5.2.38)

với điều kiện 0 < β̂ ≪ 1 để thu được lạm phát bất đẳng hướng. Đây chính là nghiệm thu
được trong [34] cho mô hình DBI.

Nghiệm thứ hai Ha = M cosh
(√

6γ0β̂

6+β̂
ϕ
)

Thay nghiệm thứ hai (5.2.29) vào (5.2.23) chỉ ra rằng β̂ phải âm để ϕ̇ nhận giá trị
thực. Tuy nhiên, [37] chỉ ra răng nghiệm này không hội tụ trong trường hợp trường vô
hướng chính tắc với γ0 = 1. Điều tương tự cũng xảy ra với mô hình DBI. Vì vậy, chúng ta
sẽ không đề cập thêm về nghiệm này.

Nghiệm thứ ba Ha = M sinh
(√

6γ0β̂

6+β̂
ϕ
)

Chúng ta xét nghiệm thứ ba (5.2.30). Theo nghiệm này, phương trình (5.2.23) trở
thành

ϕ̇ = M

√
β̂(6 + β̂)

6γ0

±1− cosh

√ 6γ0β̂

6 + β̂
ϕ

 , (5.2.39)

Theo đó, chúng ta tìm ra các hệ số tỉ lệ a và b dưới dạng hàm của ϕ như sau

a(t) ∝

∓1 + cosh

√ 6γ0β̂

6 + β̂
ϕ(t)

− 1

β̂

, (5.2.40)

b(t) ∝

∓1 + cosh

√ 6γ0β̂

6 + β̂
ϕ(t)

− 1
6

. (5.2.41)

Hoàn toàn tương tự như trường hợp nghiệm thứ nhất, các hàm V (ϕ), h(ϕ) và f(ϕ)
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có dạng

V (ϕ) =− M2

24(γ0 + 1)

{
γ0

(
2β̂2 + 27β̂ + 36

)
− 4β̂2 − 9β̂ + 36

+
[
3γ0

(
7β̂ − 12

)
− 2β̂2 + 9β̂ − 36

]
cosh

2

√
6γ0β̂

6 + β̂
ϕ


∓2
[
γ0

(
β̂ + 24

)
− 3β̂

]
β̂ cosh

√ 6γ0β̂

6 + β̂
ϕ

 , (5.2.42)

h(ϕ) ∝

[
∓1 + cosh

(√
6γ0β̂

6+β̂
ϕ
)] 6+β̂

3β̂√
−(β̂ + 3)− (β̂ − 3) cosh

(
2
√

6γ0β̂

6+β̂
ϕ
)
± 2β̂ cosh

(√
6γ0β̂

6+β̂
ϕ
) , (5.2.43)

f(ϕ) =
6(γ2

0 − 1)

M2γ0β̂(6 + β̂)

±1− cosh

√ 6γ0β̂

6 + β̂
ϕ

−2

, (5.2.44)

Ở đây, chúng ta chỉ xét β̂ > 0. Với β̂ < 0, nghiệm (5.2.30) là tương đương với nghiệm
(5.2.29) thông qua việc định nghĩa lại trường vô hướng ϕ [46]. Dễ thấy rằng nghiệm này
sẽ rút gọn về nghiệm cho trường vô hướng chính tắc ở [37] bằng cách lấy giới hạn γ0 → 1.
Kết quả là khi phương trình (5.2.39) được giải để tìm ra nghiệm cho ϕ, chúng ta có thể
xác định được các hệ số tỉ lệ a(t) và b(t) cũng như các hàm f(ϕ), h(ϕ) và V (ϕ).

Nghiệm của phương trình (5.2.39) với dấu “ + ” được cho bởi

ϕ(t) = ϕ+(t) =

√
2(6 + β̂)

3β̂γ0
arccoth

(
Mβ̂t

)
, (5.2.45)

Theo đó, các hệ số tỉ lệ a và b là

a(t) ∝
(
M2β̂2t2 − 1

) 1

β̂
, (5.2.46)

b(t) ∝
(
M2β̂2t2 − 1

) 1
6
. (5.2.47)

Có thể thấy rằng a(t), b(t) và ϕ(t) nhận giá trị thực với M2β̂2t2 > 1. Tuy nhiên, chỉ
có miền Mβ̂t > 1 là phù hợp với nghiệm lạm phát vì miền Mβ̂t < −1 dẫn tới ȧ(t) < 0 và
lạm phát sẽ xảy ra nếu 0 < β̂ ≪ 1. Hơn nữa, cần chú ý là nghiệm này với giới hạn chính
tắc, γ0 = 1, có vấn đề về coupling mạnh xung quanh ϕ = 0 (h(ϕ ≃ 0) < 1) [37]. Như vậy,
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Hình 5.2: Đồ thị của h(ϕ) (trái) và V (ϕ) (phải) ứng với ϕ+(t) với β̂ = 0.1 và γ0 = 1.5. Ở đây, h0 là một hằng số tích phân.
Hình vẽ chỉ ra rằng h(ϕ) nhỏ hơn 1 khi ϕ gần 0 và V (ϕ) không âm với mọi giá trị của ϕ.

vấn đề này dẫn tới việc lạm phát phải kết thúc trước khi ϕ bằng 0. Dễ dàng thấy rằng kết
quả này cũng đúng cho trường hợp γ0 > 1 (xem hình 5.2).

Mặt khác, một nghiệm không tầm thường của (5.2.39) với dấu “ − ” có thể được
định nghĩa như sau

ϕ(t) = ϕ−(t) = −

√
2(6 + β̂)

3β̂γ0
arctanh

(
Mβ̂t

)
, (5.2.48)

Theo đó, các hệ số tỉ lệ a và b có thể được cho bởi

a(t) ∝
(
1−M2β̂2t2

) 1

β̂
, (5.2.49)

b(t) ∝
(
1−M2β̂2t2

) 1
6
. (5.2.50)

Có thể thấy rằng a(t), b(t), and ϕ(t) nhận giá trị thực với −1 < Mβ̂t < 1. Vì ȧ(t) < 0
với 0 < Mβt < 1, chúng ta sẽ chỉ quan tâm đến miền −1 < Mβ̂t < 0. Tương tự như
các nghiêm kể trên, lạm phát sẽ chỉ xảy ra với 0 < β̂ ≪ 1. Dù hàm h(ϕ) không gặp phải
vấn đề coupling mạnh trong trường hợp này. Tuy nhiên, hàm thế năng V (ϕ) sẽ âm xung
quanh ϕ = 0 với 0 < β̂ ≪ 1 (xem hình 5.3). Do vậy, lạm phát trong trường hợp này cũng
cần phải kết thúc trước khi ϕ tiến về 0.

Tóm lại, chúng ta đã tìm ra các hàm V (ϕ), h(ϕ), and f(ϕ) ứng với các điều kiện
ηDBI(t) = β̂, Hb(t)/Ha(t) = n = β̂/6 và γ(t) = γ0. Chúng ta đã tìm ra 3 nghiệm lạm phát
khác nhau, đó là:
• nghiệm I: được mô tả bởi các phương trình (5.2.28), (5.2.31)-(5.2.38);
• nghiệm II: được mô tả bởi các phương trình (5.2.30), (5.2.39), (5.2.42)-(5.2.44), (5.2.45)-
(5.2.47), ứng với nghiệm ϕ+(t);
• nghiệm III: được mô tả bởi các phương trình (5.2.30), (5.2.39), (5.2.42)-(5.2.44), (5.2.48)-
(5.2.50), ứng với nghiệm ϕ−(t).
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Hình 5.3: Đồ thị của h(ϕ) (trái) và V (ϕ) (phải) tương ứng với ϕ−(t) với β̂ = 0.1 và γ0 = 1.5. Ở đây, h0 là một hằng số tích
phân. Hình vẽ chỉ ra rằng h(ϕ) luôn lướn hơn 1 và V (ϕ) âm ϕ tiến đến 0 (miền giá trị âm của V (ϕ) được thể hiện bằng
đường nét đứt).

5.2.3 Khảo sát các tính chất hội tụ

Như đã đề cập ở trên, chúng ta sẽ chứng minh các điều kiện (5.2.18), (5.2.19), và
(5.2.20) là các điểm hội tụ bằng cách giải số cho các phương trình (5.2.8), (5.2.10), (5.2.11)
và (5.2.12) cho 3 nghiệm lạm phát I, II, and III với 3 giá trị γ0 = 1, 1.5, and 2. Khi tìm
được nghiệm số, chúng ta sẽ vẽ đồ thị theo thời gian của các tham số ηDBI(t), Hb(t)/Ha(t),
and γ(t) để xem liệu chúng có hội tụ về các giá trị mà chúng ta kỳ vọng trong pha lạm
phát hay không.

Chú ý rằng 0 < β̂ ≪ 1 cho tất cả các nghiệm lạm phát. Chúng ta sẽ chọn β̂ = 0.1,
|M | = 10−4, cùng với các điều kiện ban đầu là ϕ(0) = 15 và ϕ̇(0) = 0, cho cả 3 nghiệm I,
II và III.

Sự biến đổi theo thời gian của tỉ số Hb(t)/Ha(t) được mô tả trong hình 5.4. dễ thấy
rằng tỉ số này hội tụ đến giá trị hằng số n = β̂/6 ≃ 0.0167 sau 10− 20 e-folds. Mặt khác,
giá trị của γ0 có ảnh hưởng đến sự hội tụ của Hb(t)/Ha(t). Cụ thể, γ0 càng lớn thì sự hội
tụ của Hb(t)/Ha(t) càng chậm.

0 10 20 30 40 50 60
0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

number of e-folds

H
b
/H
a

0 10 20 30 40 50 60
0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

number of e-folds

H
b
/H
a

0 10 20 30 40 50 60
0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

number of e-folds

H
b
/H
a

Hình 5.4: Sự thay đổi theo thời gia của tỉ số Hb(t)/Ha(t) với 3 giá trị khác nhau của γ0. Chúng ta dễ thấy rằng Hb(t)/Ha(t)

đều hội tụ về n = β̂/6 ≃ 0.0167. Hình thứ nhất, thứ hai, thứ ba lần lượt tương ứng với các nghiệm I, II và III. Đường cong
màu đỏ, xanh lá và xanh dương lần lượt tương ứng với γ0 = 1, 1.5, và 2.
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Sự thay đổi theo thời gian của γ(t) = 1/
√

1− f(ϕ)ϕ̇2 được thể hiện qua hình 5.5.

Cần chú ý rằng γ(t) luôn lớn hơn hoặc bằng 1. Với γ0 = 1, γ(t) cũng bằng 1 và không
thay đổi theo thời gian. Tính chất hội tụ của γ được xác nhận thông qua hình 5.5. Có thể
thấy rằng γ(t) hội tụ về γ0 sau 10− 20 e-folds. Hơn nữa, giá trị của γ0 cũng tác động đến
tốc đọ hội tụ của γ(t) giống như trường hợp Hb(t)/Ha(t). Các kết quả này xác nhận rằng
điều kiện γ(t) = γ0 ở (5.2.18) thực sự là điểm hội tụ.
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Hình 5.5: Sự thay đổi theo thời gian của γ(t) cho 3 giá trị khác nhau của γ0. Dễ thấy rằng γ(t) hội tụ chính xác về các γ0
tương ứng. Hình thứ nhất, thứ hai, thứ ba lần lượt tương ứng với các nghiệm I, II và III. Đường cong màu đỏ, xanh lá và
xanh dương lần lượt tương ứng với γ0 = 1, 1.5, và 2.

Hình 5.6 biểu diễn không gian pha của Hb(t)/Ha(t) và ηDBI(t). Chúng ta thấy rằng

với 3 giá trị khác nhau của γ0, các đường đồ thị đều hội tụ về điểm cố định
(
β̂, n

)
≃

(0.1, 0.0167).
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Hình 5.6: Không gian pha của Hb(t)/Ha(t) và ηDBI(t) cho các giá trị khác nhau của γ0. Hình thứ nhất, thứ hai, thứ ba lần
lượt tương ứng với các nghiệm I, II và III. Đường cong màu đỏ, xanh lá và xanh dương lần lượt tương ứng với γ0 = 1, 1.5,
và 2.

Cuối cùng, chúng ta thảo luận về sự khác nhau giữa các nghiệm I, II, và III. Theo
các hình vẽ trên, sự biến đổi của các tham số ứng với các nghiệm I, II, và III khác nhau
không đáng kể ngoại trừ tại hình 5.5. Cụ thể, pha lạm phát tương ứng với 2 nghiệm đầu
tiên I và II vẫn diễn ra khi số e-fold đạt 60. Tuy nhiên, nghiệm III lại không như vậy.
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Thực chất, pha lạm phát ứng với nghiệm này dừng lại trước khi số e-fold đạt 60 do thế
năng V (ϕ) nhận giá trị âm khi ϕ tiến lại gần 0. Một điểm nữa cần chú ý là giá trị của γ0
có ảnh hưởng tới giá trị e-fold của nghiệm III. Cụ thể, giá trị γ0 càng lớn, giá trị e-fold
đạt được của pha lạm phát càng lớn. Kết quả này có thể được giải thích thông qua hình
5.7. Cụ thể, thế năng V (ϕ) có xu hướng trở nên âm sớm hơn khi γ0 càng gần 1.
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Hình 5.7: Đồ thị của hàm thế năng V (ϕ) ứng với nghiệm III cho các giá trị γ0. Các đường màu đỏ, xanh lá, xanh dương lần
lượt tương ứng với γ0 = 1, 1.5 và 2.
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Chương 6

Kết luận

Trong luận văn này, tôi đã trình bày những nội dung như sau:

Trong chương 2, tôi đã trình bày những nét khái quát về vũ trụ học cũng như về
lý thuyết lạm phát vũ trụ. Cụ thể, từ metric FLRW, tôi đã dẫn ra các phương trình
Friedmann - các phương trình mô tả sự phát triển của một vũ trụ đồng nhất và đẳng
hướng. Tiếp đến, tôi đã giới về hai vấn đề của vũ trụ học là vấn đề chân trời và vấn đề
độ phẳng. Sau đó, tôi cũng đã giới thiệu về lý thuyết lạm phát vũ trụ và cách mà nó giải
quyết các vấn đề nêu trên. Mô hình lạm phát cuộn chậm với trường lạm phát vô hướng
chính tắc - một mô hình lạm phát đơn giản cũng đã được nghiên cứu trong chương này.
Trong mô hình cuộn chậm, thành phần động năng nhỏ hơn rất nhiều so với thế năng do
trường vô hướng lăn chậm trên một vùng gần như là phẳng của hàm thế. Sau đó, dựa
trên các phương trình Friedmann, chúng ta thấy rằng lạm phát xảy ra theo quy luật xấp
xỉ hàm mũ (gần de Sitter). Chương 3 tập trung chủ yếu vào việc giới thiệu lý thuyết nhiễu
loạn vũ trụ. Chúng ta đã nghiên cứu về nhiễu loạn metric, nhiễu loạn tensor năng xung
lượng và từ đó đưa ra các phương trình nhiễu loạn. Tôi cũng đã giới thiệu khái niệm bất
biến chuẩn - các đại lượng không đổi dưới phép biến đổi tọa độ chuẩn. Trong các bất biến
chuẩn, có một bất biến vô cùng quan trọng đối với các quan sát thực nghiệm là nhiễu loạn
độ cong đồng chuyển động R. Tính chất thú vị của bất biến chuẩn này là nó sẽ không đổi
theo thời gian tại thang đo rất lớn (bên ngoài bán kính Hubble). Phổ của R được tính
toán trong chương 3. Qua đó chúng ta thấy rằng lạm phát cuộn chậm tiên đoán sự gần
như không phụ thuộc vào thang đo của phổ của R.

Chương 4 giới thiệu tổng quát về các bằng chứng thực nghiệm dẫn đến việc nghiên
cứu lạm phát bất đẳng hướng (các dị thường trên bức xạ phông nền vũ trụ). Tôi cũng
đã giới thiệu mô hình lạm phát bất đẳng hướng lũy thừa - một mô hình lạm phát đơn
giản và chỉ ra tính ổn định của mô hình đó. Trong chương 5, tôi giới thiệu về mô hình
lạm phát bất đẳng hướng dưới điều kiện cuộn hằng số. Giống như lạm phát cuộn chậm,
mô hình lạm phát cuộn hằng số tiên đoán sự không phụ thuộc của phổ nhiễu loạn vào
thang đo. Tuy nhiên, mô hình cuộn hằng số còn có các hệ quả khác biệt có thể quan sát
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được như sự lệch khỏi phân bố chuẩn của nhiễu loạn nguyên thủy, thứ mà mô hình cuộn
chậm không có. Mô hình lạm phát bất đẳng hướng dưới điều kiện cuộn hằng số được đề
xuất bởi Asuka Ito và Jiro Soda [37] và được chứng minh là ổn định. Cũng trong chương
này, tôi tìm cách mở rộng mô hình đó từ trường hợp chính tắc sang trường hợp lý thuyết
Dirac-Born-Infeld. Bằng phương pháp số, tôi đã chứng minh được rằng mô hình mới này
cũng có tính ổn định. Ngoài ra, tôi còn tìm được một tính chất mới thú vị là sự bất biến
của vận tốc âm thanh cs [44].

Việc mở rộng thành công mô hình lạm phát bất đẳng hướng dưới điều kiện cuộn
hằng số sang cho lý thuyết Dirac-Born-Infeld có thể gợi ý cho việc mở rộng nó cho các
mô hình không chính tắc khác nữa, ví dụ như mô hình lạm phát k với Lagrangian L =
K(ϕ)X + L(ϕ)X2 − V (ϕ) [45]. Mặc dù thành công bước đầu về mặt lý thuyết, tuy nhiên
cần phải có các tính toán sâu hơn như chỉ số phổ ns hay tỉ số tensor-vô hướng để có thể
khẳng định tính khả thi của mô hình.
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Phụ lục

7.1 Code Mathematica cho nghiệm I
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In[ ]:= ClearAll["Global`*"];

β = 0.1; (*0.05 *)

tf = 2 * 10^5;

M = 10^(-4); (*10^(-5)*)

γa0 = 1; γa1 = 1.5; γa2 = 2;

Ha0 = 1; Hb0 = 0.1;

ϕ0 = 15; dϕ0 = 0;

step0 = 4; step1 = 10; step2 = 10;

(* γa0 *)

V =
-21 β γa0 + 36 γa0 + 2 β2 - 9 β + 36

12 γa0 + 1
M2 Exp2

6 γa0 β

6 + β
ϕ[t];

h = Exp
6 γa0 β

6 + β

-2 β + 6

3 β
ϕ[t];

f =
6 γa02 - 1

M2 γa0 β (6 + β)

Exp-2
6 γa0 β

6 + β
ϕ[t];

γ =
1

1 - f ϕ'[t]2
;

eq1 = Ha[t]2 - Hb[t]2 -
3

2
Ha[t] × Hb[t] -

1

2
Hb'[t] -

1

3

γ2

γ + 1
ϕ'[t]2 + V ;

eq2 = Ha'[t] + Hb'[t] + 3 Hb[t]2
+ 3 Ha[t] × Hb[t] +

γ

2
ϕ'[t]2;

eq3 = -ϕ''[t] - 3
Ha[t]

γ2
ϕ'[t] -

D[V, ϕ[t]]

γ3
+
3 D[h, ϕ[t]]

γ3 h
Hb'[t] + 3 Ha[t] × Hb[t];

eq4 = Ne'[t] - Ha[t];

sol = NDSolve[{eq1 ⩵ 0, eq2 ⩵ 0, eq3 ⩵ 0, eq4 ⩵ 0, ϕ[0] ⩵ ϕ0, ϕ'[0] ⩵ dϕ0, Ha[0] ⩵ Ha0,

Hb[0] ⩵ Hb0, Ne[0] ⩵ 0}, {ϕ, Ha, Hb, Ne}, {t, 0, tf}, MaxStepSize → step0];

pic1γa0 = ParametricPlotEvaluateNe[t],
Hb[t]

Ha[t]
 /. sol, {t, 0, tf},

PlotRange → {{0, 60}, {-0.001, 0.03}}, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75,

Frame → True, FrameLabel → {"number of e-folds", "Hb/Ha"},

PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Red};

pic2γa0 = ParametricPlot[Evaluate[{Ne[t], γ} /. sol], {t, 0, tf},

PlotRange → {{0, 60}, {0, 3.5}}, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75, Frame → True,

FrameLabel → {"number of e-folds", "γ"}, PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Red}];

pic3γa0 = ParametricPlotEvaluate
Hb[t]

Ha[t]
, -

D[γ ϕ'[t], t]

Ha[t] γ ϕ'[t]
 /. sol, t, 0, tf  10,

PlotRange → Full, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75, Frame → True,

FrameLabel → {"Hb/Ha", "η DBI"}, PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Red};

(* γa1 *)

V =
-21 β γa1 + 36 γa1 + 2 β2 - 9 β + 36

12 γa1 + 1
M2 Exp2

6 γa1 β

6 + β
ϕ[t];
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h = Exp
6 γa1 β

6 + β

-2 β + 6

3 β
ϕ[t];

f =
6 γa12 - 1

M2 γa1 β (6 + β)

Exp-2
6 γa1 β

6 + β
ϕ[t];

γ =
1

1 - f ϕ'[t]2
;

eq1 = Ha[t]2 - Hb[t]2 -
3

2
Ha[t] × Hb[t] -

1

2
Hb'[t] -

1

3

γ2

γ + 1
ϕ'[t]2 + V ;

eq2 = Ha'[t] + Hb'[t] + 3 Hb[t]2
+ 3 Ha[t] × Hb[t] +

γ

2
ϕ'[t]2;

eq3 = -ϕ''[t] - 3
Ha[t]

γ2
ϕ'[t] -

D[V, ϕ[t]]

γ3
-

D[f, ϕ[t]]

2 f

γ + 2 γ - 1

γ + 1 γ

ϕ'[t]2 +
3 D[h, ϕ[t]]

γ3 h
Hb'[t] + 3 Ha[t] × Hb[t];

eq4 = Ne'[t] - Ha[t];

sol = NDSolve[{eq1 ⩵ 0, eq2 ⩵ 0, eq3 ⩵ 0, eq4 ⩵ 0, ϕ[0] ⩵ ϕ0, ϕ'[0] ⩵ dϕ0, Ha[0] ⩵ Ha0,

Hb[0] ⩵ Hb0, Ne[0] ⩵ 0}, {ϕ, Ha, Hb, Ne}, {t, 0, tf}, MaxStepSize → step1];

pic1γa1 = ParametricPlotEvaluateNe[t],
Hb[t]

Ha[t]
 /. sol, {t, 0, tf},

PlotRange → {{0, 60}, {-0.001, 0.03}}, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75,

Frame → True, FrameLabel → {"number of e-folds", "Hb/Ha"},

PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Green};

pic2γa1 = ParametricPlot[Evaluate[{Ne[t], γ} /. sol], {t, 1, tf},

PlotRange → {{0, 60}, {0, 3.5}}, PlotPoints → 10 000, MaxRecursion → 15,

AspectRatio → 0.75, Frame → True, FrameLabel → {"number of e-folds", "γ"},

PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Green}];

pic3γa1 = ParametricPlotEvaluate
Hb[t]

Ha[t]
, -

D[γ ϕ'[t], t]

Ha[t] γ ϕ'[t]
 /. sol, t, 0, tf  10,

PlotRange → Full, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75, Frame → True,

FrameLabel → {"Hb/Ha", "η DBI"}, PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Green};

(* γa2 *)

V =
-21 β γa2 + 36 γa2 + 2 β2 - 9 β + 36

12 γa2 + 1
M2 Exp2

6 γa2 β

6 + β
ϕ[t];

h = Exp
6 γa2 β

6 + β

-2 β + 6

3 β
ϕ[t];

f =
6 γa22 - 1

M2 γa2 β (6 + β)

Exp-2
6 γa2 β

6 + β
ϕ[t];

γ =
1

1 - f ϕ'[t]2
;

2     exp.nb
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eq1 = Ha[t]2 - Hb[t]2 -
3

2
Ha[t] × Hb[t] -

1

2
Hb'[t] -

1

3

γ2

γ + 1
ϕ'[t]2 + V ;

eq2 = Ha'[t] + Hb'[t] + 3 Hb[t]2
+ 3 Ha[t] × Hb[t] +

γ

2
ϕ'[t]2;

eq3 = -ϕ''[t] - 3
Ha[t]

γ2
ϕ'[t] -

D[V, ϕ[t]]

γ3
-

D[f, ϕ[t]]

2 f

γ + 2 γ - 1

γ + 1 γ

ϕ'[t]2 +
3 D[h, ϕ[t]]

γ3 h
Hb'[t] + 3 Ha[t] × Hb[t];

eq4 = Ne'[t] - Ha[t];

sol = NDSolve[{eq1 ⩵ 0, eq2 ⩵ 0, eq3 ⩵ 0, eq4 ⩵ 0, ϕ[0] ⩵ ϕ0, ϕ'[0] ⩵ dϕ0, Ha[0] ⩵ Ha0,

Hb[0] ⩵ Hb0, Ne[0] ⩵ 0}, {ϕ, Ha, Hb, Ne}, {t, 0, tf}, MaxStepSize → step2];

pic1γa2 = ParametricPlotEvaluateNe[t],
Hb[t]

Ha[t]
 /. sol, {t, 0, tf},

PlotRange → {{0, 60}, {-0.001, 0.03}}, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75,

Frame → True, FrameLabel → {"number of e-folds", "Hb/Ha"},

PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Blue};

pic2γa2 = ParametricPlot[Evaluate[{Ne[t], γ} /. sol], {t, 1, tf},

PlotRange → {{0, 60}, {0, 3.5}}, PlotPoints → 10 000, MaxRecursion → 15,

AspectRatio → 0.75, Frame → True, FrameLabel → {"number of e-folds", "γ"},

PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Blue}];

pic3γa2 = ParametricPlotEvaluate
Hb[t]

Ha[t]
, -

D[γ ϕ'[t], t]

Ha[t] γ ϕ'[t]
 /. sol, t, 0, tf  10,

PlotRange → Full, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75, Frame → True,

FrameLabel → {"Hb/Ha", "η DBI"}, PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Blue};

Show[pic1γa0, pic1γa1, pic1γa2,

PlotRange → {{0, 60}, {-0.001, 0.03}}, LabelStyle → Directive[Black]]

zoom = Show[pic2γa0, pic2γa1, pic2γa2, PlotRange → {{1.9, 2.55}, {0.95, 1.25}},

FrameTicks → {{{{1, "1.0"}, 1.1, 1.2}, None}, {{{2, "2.0"}, 2.2, 2.4}, None}},

FrameLabel → {None, None}, LabelStyle → Bold];

Show[pic2γa0, pic2γa1, pic2γa2, PlotRange → {{0, 60}, {0.8, 4}},

(*Epilog→{Directive[{Black}],Line[{{1,0.95},{3.8,0.95}}],

Line[{{3.8,0.95},{3.8,1.15}}],Line[{{3.8,1.15},{1,1.15}}],

Line[{{1,1.15},{1,0.95}}],Inset[zoom,{Right,Top},{Right,Top},Scaled[{.55,.55}]]},*)

LabelStyle → Directive[Black]]

Show[pic3γa0, pic3γa1, pic3γa2, PlotRange → {{0.014, 0.020}, {-0.4, 1.0}}, Epilog →

{Directive[{Black, Dotted}], Line[{{0, β}, {β / 6, β}}], Line[{{β / 6, -1}, {β / 6, β}}]},

LabelStyle → Directive[Black], AspectRatio → 0.8, Axes → False]

exp.nb     3
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Out[ ]=
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4     exp.nb

7.2 Code Mathematica cho nghiệm II
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ClearAll["Global`*"];

β = 0.1; (*0.05 *)

tf = 2 * 10^5;

M = 10^(-4); (*10^(-5)*)

γa0 = 1; γa1 = 1.5; γa2 = 2;

Ha0 = 1; Hb0 = 0.1;

ϕ0 = 15; dϕ0 = 0;

step0 = 5; step1 = 10; step2 = 10;

(* γa0 *)

V =
M2

24 γa0 + 1
-2 β

2
γa0 - 27 β γa0 - 36 γa0 + 4 β

2
+ 9 β - 36 + -21 β γa0 + 36 γa0 + 2 β

2
- 9 β + 36

Cosh2
6 γa0 β

6 + β
ϕ[t] - 2 -β γa0 - 24 γa0 + 3 β β Cosh

6 γa0 β

6 + β
ϕ[t] ;

h = -1 + Cosh
6 γa0 β

6 + β
ϕ[t]

6+β

3 β



-3 + β - β - 3 Cosh2
6 γa0 β

6 + β
ϕ[t] + 2 β Cosh

6 γa0 β

6 + β
ϕ[t] ;

f =
γa02 - 1

γa02 M2 β (6+β)

6 γa0
1 - Cosh 6 γa0 β

6+β
ϕ[t]

2
;

γ =
1

1 - f ϕ'[t]2
;

eq1 = Ha[t]2 - Hb[t]2 -
3

2
Ha[t] × Hb[t] -

1

2
Hb'[t] -

1

3

γ2

γ + 1
ϕ'[t]2 + V ;

eq2 = Ha'[t] + Hb'[t] + 3 Hb[t]2
+ 3 Ha[t] × Hb[t] +

γ

2
ϕ'[t]2;

eq3 = -ϕ''[t] - 3
Ha[t]

γ2
ϕ'[t] -

D[V, ϕ[t]]

γ3
+
3 D[h, ϕ[t]]

γ3 h
Hb'[t] + 3 Ha[t] × Hb[t];

eq4 = Ne'[t] - Ha[t];

sol = NDSolve[{eq1 ⩵ 0, eq2 ⩵ 0, eq3 ⩵ 0, eq4 ⩵ 0, ϕ[0] ⩵ ϕ0, ϕ'[0] ⩵ dϕ0, Ha[0] ⩵ Ha0,

Hb[0] ⩵ Hb0, Ne[0] ⩵ 0}, {ϕ, Ha, Hb, Ne}, {t, 0, tf}, MaxStepSize → step0];

pic1γa0 = ParametricPlotEvaluateNe[t],
Hb[t]

Ha[t]
 /. sol, {t, 0, tf},

PlotRange → {{0, 60}, {-0.001, 0.03}}, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75,

Frame → True, FrameLabel → {"number of e-folds", "Hb/Ha"},

PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Red};

pic2γa0 = ParametricPlot[Evaluate[{Ne[t], γ} /. sol], {t, 0, tf},

PlotRange → {{0, 60}, {0, 3.5}}, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75, Frame → True,

FrameLabel → {"number of e-folds", "γ"}, PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Red}];
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pic3γa0 = ParametricPlotEvaluate
Hb[t]

Ha[t]
, -

D[γ ϕ'[t], t]

Ha[t] γ ϕ'[t]
 /. sol, t, 0, tf  10,

PlotRange → Full, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75, Frame → True,

FrameLabel → {"Hb/Ha", "η DBI"}, PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Red};

(* γa1 *)

V =
M2

24 γa1 + 1
-2 β

2
γa1 - 27 β γa1 - 36 γa1 + 4 β

2
+ 9 β - 36 + -21 β γa1 + 36 γa1 + 2 β

2
- 9 β + 36

Cosh2
6 γa1 β

6 + β
ϕ[t] - 2 -β γa1 - 24 γa1 + 3 β β Cosh

6 γa1 β

6 + β
ϕ[t] ;

h = -1 + Cosh
6 γa1 β

6 + β
ϕ[t]

6+β

3 β



-3 + β - β - 3 Cosh2
6 γa1 β

6 + β
ϕ[t] + 2 β Cosh

6 γa1 β

6 + β
ϕ[t] ;

f =
γa12 - 1

γa12 M2 β (6+β)

6 γa1
1 - Cosh 6 γa1 β

6+β
ϕ[t]

2
;

γ =
1

1 - f ϕ'[t]2
;

eq1 = Ha[t]2 - Hb[t]2 -
3

2
Ha[t] × Hb[t] -

1

2
Hb'[t] -

1

3

γ2

γ + 1
ϕ'[t]2 + V ;

eq2 = Ha'[t] + Hb'[t] + 3 Hb[t]2
+ 3 Ha[t] × Hb[t] +

γ

2
ϕ'[t]2;

eq3 = -ϕ''[t] - 3
Ha[t]

γ2
ϕ'[t] -

D[V, ϕ[t]]

γ3
-

D[f, ϕ[t]]

2 f

γ + 2 γ - 1

γ + 1 γ

ϕ'[t]2 +
3 D[h, ϕ[t]]

γ3 h
Hb'[t] + 3 Ha[t] × Hb[t];

eq4 = Ne'[t] - Ha[t];

sol = NDSolve[{eq1 ⩵ 0, eq2 ⩵ 0, eq3 ⩵ 0, eq4 ⩵ 0, ϕ[0] ⩵ ϕ0, ϕ'[0] ⩵ dϕ0, Ha[0] ⩵ Ha0,

Hb[0] ⩵ Hb0, Ne[0] ⩵ 0}, {ϕ, Ha, Hb, Ne}, {t, 0, tf}, MaxStepSize → step1];

pic1γa1 = ParametricPlotEvaluateNe[t],
Hb[t]

Ha[t]
 /. sol, {t, 0, tf},

PlotRange → {{0, 60}, {-0.001, 0.03}}, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75,

Frame → True, FrameLabel → {"number of e-folds", "Hb/Ha"},

PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Green};

pic2γa1 = ParametricPlot[Evaluate[{Ne[t], γ} /. sol], {t, 1, tf},

PlotRange → {{0, 60}, {0, 3.5}}, PlotPoints → 10 000, MaxRecursion → 15,

AspectRatio → 0.75, Frame → True, FrameLabel → {"number of e-folds", "γ"},

PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Green}];

2     constant_roll_anisotropic_dbi_inflation_upper_sign.nb

Nguyễn Hoàng Duy Học viện Khoa học và Công nghệ



Chương 7: Phụ lục 72

pic3γa1 = ParametricPlotEvaluate
Hb[t]

Ha[t]
, -

D[γ ϕ'[t], t]

Ha[t] γ ϕ'[t]
 /. sol, t, 0, tf  10,

PlotRange → Full, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75, Frame → True,

FrameLabel → {"Hb/Ha", "η DBI(t)"}, PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Green};

(* γa2 *)

V =
M2

24 γa2 + 1
-2 β

2
γa2 - 27 β γa2 - 36 γa2 + 4 β

2
+ 9 β - 36 + -21 β γa2 + 36 γa2 + 2 β

2
- 9 β + 36

Cosh2
6 γa2 β

6 + β
ϕ[t] - 2 -β γa2 - 24 γa2 + 3 β β Cosh

6 γa2 β

6 + β
ϕ[t] ;

h = -1 + Cosh
6 γa2 β

6 + β
ϕ[t]

6+β

3 β



-3 + β - β - 3 Cosh2
6 γa2 β

6 + β
ϕ[t] + 2 β Cosh

6 γa2 β

6 + β
ϕ[t] ;

f =
γa22 - 1

γa22 M2 β (6+β)

6 γa2
1 - Cosh 6 γa2 β

6+β
ϕ[t]

2
;

γ =
1

1 - f ϕ'[t]2
;

eq1 = Ha[t]2 - Hb[t]2 -
3

2
Ha[t] × Hb[t] -

1

2
Hb'[t] -

1

3

γ2

γ + 1
ϕ'[t]2 + V ;

eq2 = Ha'[t] + Hb'[t] + 3 Hb[t]2
+ 3 Ha[t] × Hb[t] +

γ

2
ϕ'[t]2;

eq3 = -ϕ''[t] - 3
Ha[t]

γ2
ϕ'[t] -

D[V, ϕ[t]]

γ3
-

D[f, ϕ[t]]

2 f

γ + 2 γ - 1

γ + 1 γ

ϕ'[t]2 +
3 D[h, ϕ[t]]

γ3 h
Hb'[t] + 3 Ha[t] × Hb[t];

eq4 = Ne'[t] - Ha[t];

sol = NDSolve[{eq1 ⩵ 0, eq2 ⩵ 0, eq3 ⩵ 0, eq4 ⩵ 0, ϕ[0] ⩵ ϕ0, ϕ'[0] ⩵ dϕ0, Ha[0] ⩵ Ha0,

Hb[0] ⩵ Hb0, Ne[0] ⩵ 0}, {ϕ, Ha, Hb, Ne}, {t, 0, tf}, MaxStepSize → step2];

pic1γa2 = ParametricPlotEvaluateNe[t],
Hb[t]

Ha[t]
 /. sol, {t, 0, tf},

PlotRange → {{0, 60}, {-0.001, 0.03}}, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75,

Frame → True, FrameLabel → {"number of e-folds", "Hb/Ha"},

PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Blue};

pic2γa2 = ParametricPlot[Evaluate[{Ne[t], γ} /. sol], {t, 1, tf},

PlotRange → {{0, 60}, {0, 3.5}}, PlotPoints → 10 000, MaxRecursion → 15,

AspectRatio → 0.75, Frame → True, FrameLabel → {"number of e-folds", "γ"},

PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Blue}];
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pic3γa2 = ParametricPlotEvaluate
Hb[t]

Ha[t]
, -

D[γ ϕ'[t], t]

Ha[t] γ ϕ'[t]
 /. sol, t, 0, tf  10,

PlotRange → Full, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75, Frame → True,

FrameLabel → {"Hb/Ha", "η DBI"}, PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Blue};

Show[pic1γa0, pic1γa1, pic1γa2,

PlotRange → {{0, 60}, {-0.001, 0.03}}, LabelStyle → Directive[Black]]

zoom = Show[pic2γa0, pic2γa1, pic2γa2, PlotRange → {{2.2, 2.8}, {0.95, 1.25}},

FrameTicks → {{{{1, "1.0"}, 1.1, 1.2}, None}, {{2.3, 2.5, 2.7}, None}},

FrameLabel → {None, None}, LabelStyle → Bold];

Show[pic2γa0, pic2γa1, pic2γa2, PlotRange → {{0, 60}, {0.8, 4.0}},

(*Epilog→{Directive[{Black}],Line[{{1,0.95},{3.8,0.95}}],

Line[{{3.8,0.95},{3.8,1.15}}],Line[{{3.8,1.15},{1,1.15}}],

Line[{{1,1.15},{1,0.95}}],Inset[zoom,{Right,Top},{Right,Top},Scaled[{.55,.55}]]},*)

LabelStyle → Directive[Black]]

Show[pic3γa0, pic3γa1, pic3γa2, PlotRange → {{0.014, 0.020}, {-0.4, 1.0}}, Epilog →

{Directive[{Black, Dotted}], Line[{{0, β}, {β / 6, β}}], Line[{{β / 6, -1}, {β / 6, β}}]},

LabelStyle → Directive[Black], AspectRatio → 0.8, Axes → False]
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In[ ]:= ClearAll["Global`*"];

β = 0.1; (*0.05 *)

tf = 2 * 10^5;

M = 10^(-4); (*10^(-5)*)

γa0 = 1; γa1 = 1.5; γa2 = 2;

Ha0 = 1; Hb0 = 0.1;

ϕ0 = 15; dϕ0 = 0;

step0 = 5; step1 = 10; step2 = 10;

(* γa0 *)

V =
M2

24 γa0 + 1
-2 β

2
γa0 - 27 β γa0 - 36 γa0 + 4 β

2
+ 9 β - 36 + -21 β γa0 + 36 γa0 + 2 β

2
- 9 β + 36

Cosh2
6 γa0 β

6 + β
ϕ[t] + 2 -β γa0 - 24 γa0 + 3 β β Cosh

6 γa0 β

6 + β
ϕ[t] ;

h = +1 + Cosh
6 γa0 β

6 + β
ϕ[t]

6+β

3 β



-3 + β - β - 3 Cosh2
6 γa0 β

6 + β
ϕ[t] - 2 β Cosh

6 γa0 β

6 + β
ϕ[t] ;

f =
γa02 - 1

γa02 M2 β (6+β)

6 γa0
-1 - Cosh 6 γa0 β

6+β
ϕ[t]

2
;

γ =
1

1 - f ϕ'[t]2
;

eq1 = Ha[t]2 - Hb[t]2 -
3

2
Ha[t] × Hb[t] -

1

2
Hb'[t] -

1

3

γ2

γ + 1
ϕ'[t]2 + V ;

eq2 = Ha'[t] + Hb'[t] + 3 Hb[t]2
+ 3 Ha[t] × Hb[t] +

γ

2
ϕ'[t]2;

eq3 = -ϕ''[t] - 3
Ha[t]

γ2
ϕ'[t] -

D[V, ϕ[t]]

γ3
+
3 D[h, ϕ[t]]

γ3 h
Hb'[t] + 3 Ha[t] × Hb[t];

eq4 = Ne'[t] - Ha[t];

sol = NDSolveeq1 ⩵ 0, eq2 ⩵ 0, eq3 ⩵ 0, eq4 ⩵ 0, WhenEvent

M2

24 γa0 + 1
-2 β

2
γa0 - 27 β γa0 - 36 γa0 + 4 β

2
+ 9 β - 36 + -21 β γa0 + 36 γa0 + 2 β

2
- 9 β + 36

Cosh2
6 γa0 β

6 + β
ϕ[t] + 2 -β γa0 - 24 γa0 + 3 β β Cosh

6 γa0 β

6 + β
ϕ[t] < 0,

{tmax = t, "StopIntegration"}, ϕ[0] ⩵ ϕ0, ϕ'[0] ⩵ dϕ0, Ha[0] ⩵ Ha0,

Hb[0] ⩵ Hb0, Ne[0] ⩵ 0, {ϕ, Ha, Hb, Ne}, {t, 0, tf}, MaxStepSize → step0;
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pic1γa0 = ParametricPlotEvaluateNe[t],
Hb[t]

Ha[t]
 /. sol, {t, 0, tmax},

PlotRange → {{0, 60}, {-0.001, 0.03}}, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75,

Frame → True, FrameLabel → {"number of e-folds", "Hb/Ha"},

PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Red};

pic2γa0 = ParametricPlot[Evaluate[{Ne[t], γ} /. sol], {t, 0, tmax},

PlotRange → {{0, 60}, {0, 3.5}}, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75, Frame → True,

FrameLabel → {"number of e-folds", "γ"}, PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Red}];

pic3γa0 = ParametricPlotEvaluate
Hb[t]

Ha[t]
, -

D[γ ϕ'[t], t]

Ha[t] γ ϕ'[t]
 /. sol, t, 0, tf  10,

PlotRange → Full, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75, Frame → True,

FrameLabel → {"Hb/Ha", "η DBI"}, PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Red};

(* γa1 *)

V =
M2

24 γa1 + 1
-2 β

2
γa1 - 27 β γa1 - 36 γa1 + 4 β

2
+ 9 β - 36 + -21 β γa1 + 36 γa1 + 2 β

2
- 9 β + 36

Cosh2
6 γa1 β

6 + β
ϕ[t] + 2 -β γa1 - 24 γa1 + 3 β β Cosh

6 γa1 β

6 + β
ϕ[t] ;

h = +1 + Cosh
6 γa1 β

6 + β
ϕ[t]

6+β

3 β



-3 + β - β - 3 Cosh2
6 γa1 β

6 + β
ϕ[t] - 2 β Cosh

6 γa1 β

6 + β
ϕ[t] ;

f =
γa12 - 1

γa12 M2 β (6+β)

6 γa1
-1 - Cosh 6 γa1 β

6+β
ϕ[t]

2
;

γ =
1

1 - f ϕ'[t]2
;

eq1 = Ha[t]2 - Hb[t]2 -
3

2
Ha[t] × Hb[t] -

1

2
Hb'[t] -

1

3

γ2

γ + 1
ϕ'[t]2 + V ;

eq2 = Ha'[t] + Hb'[t] + 3 Hb[t]2
+ 3 Ha[t] × Hb[t] +

γ

2
ϕ'[t]2;

eq3 = -ϕ''[t] - 3
Ha[t]

γ2
ϕ'[t] -

D[V, ϕ[t]]

γ3
-

D[f, ϕ[t]]

2 f

γ + 2 γ - 1

γ + 1 γ

ϕ'[t]2 +
3 D[h, ϕ[t]]

γ3 h
Hb'[t] + 3 Ha[t] × Hb[t];

eq4 = Ne'[t] - Ha[t];

sol = NDSolveeq1 ⩵ 0, eq2 ⩵ 0, eq3 ⩵ 0, eq4 ⩵ 0, WhenEvent
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M2

24 γa1 + 1
-2 β

2
γa1 - 27 β γa1 - 36 γa1 + 4 β

2
+ 9 β - 36 + -21 β γa1 + 36 γa1 + 2 β

2
- 9 β + 36

Cosh2
6 γa1 β

6 + β
ϕ[t] + 2 -β γa1 - 24 γa1 + 3 β β Cosh

6 γa1 β

6 + β
ϕ[t] < 0,

{tmax = t, "StopIntegration"}, ϕ[0] ⩵ ϕ0, ϕ'[0] ⩵ dϕ0, Ha[0] ⩵ Ha0,

Hb[0] ⩵ Hb0, Ne[0] ⩵ 0, {ϕ, Ha, Hb, Ne}, {t, 0, tf}, MaxStepSize → step1;

pic1γa1 = ParametricPlotEvaluateNe[t],
Hb[t]

Ha[t]
 /. sol, {t, 0, tmax},

PlotRange → {{0, 60}, {-0.001, 0.03}}, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75,

Frame → True, FrameLabel → {"number of e-folds", "Hb/Ha"},

PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Green};

pic2γa1 = ParametricPlot[Evaluate[{Ne[t], γ} /. sol], {t, 10, tmax},

PlotRange → {{10, 60}, {0, 3.5}}, PlotPoints → 10 000, MaxRecursion → 15,

AspectRatio → 0.75, Frame → True, FrameLabel → {"number of e-folds", "γ"},

PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Green}];

pic3γa1 = ParametricPlotEvaluate
Hb[t]

Ha[t]
, -

D[γ ϕ'[t], t]

Ha[t] γ ϕ'[t]
 /. sol, t, 0, tf  10,

PlotRange → Full, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75, Frame → True,

FrameLabel → {"Hb/Ha", "η DBI"}, PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Green};

(* γa2 *)

V =
M2

24 γa2 + 1
-2 β

2
γa2 - 27 β γa2 - 36 γa2 + 4 β

2
+ 9 β - 36 + -21 β γa2 + 36 γa2 + 2 β

2
- 9 β + 36

Cosh2
6 γa2 β

6 + β
ϕ[t] + 2 -β γa2 - 24 γa2 + 3 β β Cosh

6 γa2 β

6 + β
ϕ[t] ;

h = +1 + Cosh
6 γa2 β

6 + β
ϕ[t]

6+β

3 β



-3 + β - β - 3 Cosh2
6 γa2 β

6 + β
ϕ[t] - 2 β Cosh

6 γa2 β

6 + β
ϕ[t] ;

f =
γa22 - 1

γa22 M2 β (6+β)

6 γa2
-1 - Cosh 6 γa2 β

6+β
ϕ[t]

2
;

γ =
1

1 - f ϕ'[t]2
;

eq1 = Ha[t]2 - Hb[t]2 -
3

2
Ha[t] × Hb[t] -

1

2
Hb'[t] -

1

3

γ2

γ + 1
ϕ'[t]2 + V ;
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eq2 = Ha'[t] + Hb'[t] + 3 Hb[t]2
+ 3 Ha[t] × Hb[t] +

γ

2
ϕ'[t]2;

eq3 = -ϕ''[t] - 3
Ha[t]

γ2
ϕ'[t] -

D[V, ϕ[t]]

γ3
-

D[f, ϕ[t]]

2 f

γ + 2 γ - 1

γ + 1 γ

ϕ'[t]2 +
3 D[h, ϕ[t]]

γ3 h
Hb'[t] + 3 Ha[t] × Hb[t];

eq4 = Ne'[t] - Ha[t];

sol = NDSolveeq1 ⩵ 0, eq2 ⩵ 0, eq3 ⩵ 0, eq4 ⩵ 0, WhenEvent

M2

24 γa2 + 1
-2 β

2
γa2 - 27 β γa2 - 36 γa2 + 4 β

2
+ 9 β - 36 + -21 β γa2 + 36 γa2 + 2 β

2
- 9 β + 36

Cosh2
6 γa2 β

6 + β
ϕ[t] + 2 -β γa2 - 24 γa2 + 3 β β Cosh

6 γa2 β

6 + β
ϕ[t] < 0,

{tmax = t, "StopIntegration"}, ϕ[0] ⩵ ϕ0, ϕ'[0] ⩵ dϕ0, Ha[0] ⩵ Ha0,

Hb[0] ⩵ Hb0, Ne[0] ⩵ 0, {ϕ, Ha, Hb, Ne}, {t, 0, tf}, MaxStepSize → step2;

pic1γa2 = ParametricPlotEvaluateNe[t],
Hb[t]

Ha[t]
 /. sol, {t, 0, tmax},

PlotRange → {{0, 60}, {-0.001, 0.03}}, MaxRecursion → 15, AspectRatio → 0.75,

Frame → True, FrameLabel → {"number of e-folds", "Hb/Ha"},

PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Blue};

pic2γa2 = ParametricPlot[Evaluate[{Ne[t], γ} /. sol], {t, 10, tmax},

PlotRange → {{10, 60}, {0, 3.5}}, PlotPoints → 10 000, MaxRecursion → 15,

AspectRatio → 0.75, Frame → True, FrameLabel → {"number of e-folds", "γ"},

PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Blue}];

pic3γa2 = ParametricPlotEvaluate
Hb[t]

Ha[t]
, -

D[γ ϕ'[t], t]

Ha[t] γ ϕ'[t]
 /. sol,

t, 0, tf  10, PlotRange → Full, MaxRecursion → 15,

AspectRatio → 0.75, Frame → True, FrameLabel → {"Hb/Ha", "η DBI"},

RotateLabel → True, PlotStyle → {Thickness[2 * 10^-3], Blue};

Show[pic1γa0, pic1γa1, pic1γa2,

PlotRange → {{0, 60}, {-0.001, 0.03}}, LabelStyle → Directive[Black]]

zoom = Show[pic2γa0, pic2γa1, pic2γa2, PlotRange → {{1.9, 2.55}, {0.95, 1.25}},

FrameTicks → {{{{1, "1.0"}, 1.1, 1.2}, None}, {{{2, "2.0"}, 2.2, 2.4}, None}},

FrameLabel → {None, None}, LabelStyle → Bold];

Show[pic2γa0, pic2γa1, pic2γa2, PlotRange → {{0, 60}, {0.8, 4}},

(*Epilog→{Directive[{Black}],Line[{{1,0.95},{3.8,0.95}}],

Line[{{3.8,0.95},{3.8,1.15}}],Line[{{3.8,1.15},{1,1.15}}],

Line[{{1,1.15},{1,0.95}}],Inset[zoom,{Right,Top},{Right,Top},Scaled[{.55,.55}]]},*)

LabelStyle → Directive[Black]]

Show[pic3γa0, pic3γa1, pic3γa2, PlotRange → {{0.014, 0.020}, {-0.4, 1.0}}, Epilog →

{Directive[{Black, Dotted}], Line[{{0, β}, {β / 6, β}}], Line[{{β / 6, -1}, {β / 6, β}}]},

LabelStyle → Directive[Black], AspectRatio → 0.8, Axes → False]
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