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LỜI CAM ĐOAN

Tôi xin cam đoan đề tài nghiên cứu trong luận văn này là công trình nghiên cứu
do tôi thực hiện dưới sự hướng dẫn của TS. Đỗ Quốc Tuấn. Các kết quả do chính tôi
làm việc và tính toán do đó các kết quả nghiên cứu đảm bảo trung thực và khách quan
nhất. Các kết quả có trong luận văn "Nghiên cứu nghiệm lạm phát vũ trụ trong mô
hình k-Gauss-Bonnet" là các kết quả mới và không trùng lặp với bất cứ một nghiên
cứu nào được công bố trước đó. Các kết quả và tính toán nêu trong luận văn là trung
thực nếu sai tôi hoàn toàn chịu trách nhiệm.

Hà Nội, Ngày tháng năm 202

Phạm Mạnh Tuyến
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LỜI CẢM ƠN

Đầu tiên, cho phép tôi được gửi lời cảm ơn chân thành và sâu sắc nhất tới TS.
Đỗ Quốc Tuấn, người thầy đã trực tiếp hướng dẫn, tận tình giúp đỡ, quan tâm và chỉ
dạy tôi trong suốt quá trình thực hiện đề tài luận văn này. Thầy đã định hướng công
việc, giúp tôi trau dồi kiến thức chuyên môn cùng kỹ năng nghiên cứu và tạo mọi điều
kiện thuận lợi nhất để tôi hoàn thành luận văn với các kết quả tốt nhất.

Tôi xin gửi lời cảm ơn Học viện khoa học công nghệ đã giúp tôi trau dồi các kiến
thức chuyên môn để hoàn thiện luận văn này. Tôi cũng gửi lời cảm ơn đến viện nghiên
cứu tiên tiến Phenikaa (PIAS) và trường đại học Phenikaa đã giúp đỡ, tạo điều kiện
và môi trường làm việc thuận lợi nhất cho tôi trong suốt thời gian học tập và làm việc
tại Hà Nội.

Tôi xin cảm ơn quỹ phát triển khoa học và công nghệ quốc gia Nafosted đã tài
trợ một phần kinh phí cho luận văn này trong đề tài với mã số 103.01-2020.15.

Tôi xin gửi lời cảm ơn và lời tri ân tới gia đình và bạn bè, những người luôn ở
bên động viên, ủng hộ và giúp đỡ tôi trong thời gian tôi thực hiện luận văn này.

Mặc dù tôi đã có nhiều cố gắng nhưng do trong thời gian ngắn và lượng kiến thức
của bản thân cũng chưa thực sự được hoàn thiện nên luận văn vẫn không tránh khỏi
những thiếu sót và hạn chế, tôi rất mong nhận được sự góp ý, chỉ dẫn của các thầy, cô
giáo và các bạn để luận văn được hoàn thiện hơn.
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Chương 1

MỞ ĐẦU

Ngày nay, sự phát triển vượt bậc của khoa học kỹ thuật với tiền đề là sự phát triển
của các ngành khoa học cơ bản. Kỷ nguyên của nhân loại đang hướng vào vũ trụ nơi
mà thực tế phần lớn là vùng tối trong hiểu biết của loài người. Gần đây nhất vào 19
giờ 20 phút ngày 25 tháng 12 năm 2021 nhân loại đã phóng thành công kính viễn vọng
không gian thế hệ tiếp theo James Webb với kỳ vọng có cái nhìn xa hơn về quá khứ
nơi những thiên hà đầu tiên được hình thành bên cạnh đó là kỳ vọng về sự xuất hiện
của sự sống ngoài hành tinh. Một trong những lĩnh vực có tác động mạnh mẽ nhất
đến hiểu biết của con người về vũ trụ là vũ trụ học.

Vũ trụ học nghiên cứu sự hình thành, quá trình phát triển và kết thúc của toàn bộ
vũ trụ, khi nghiên cứu vũ trụ ở khía cạnh lý thuyết người ta kỳ vọng rằng lý thuyết
hấp dẫn lượng tử sẽ trở thành một lý thuyết cuối cùng giúp chúng ta mô tả tương tác
hấp dẫn ở mức năng lượng cao và tạo điều kiện cho sự thống nhất các tương tác cơ
bản khác từ đó cho ta một cái nhìn về lịch sử hình thành và tiến hóa của toàn bộ vũ
trụ. Tuy nhiên, lý thuyết này cho đến thời điểm hiện tại vẫn còn là một dấu hỏi lớn,
mặc dù vậy sự quan tâm đến các lý thuyết hấp dẫn tổng quát vẫn không suy giảm
trong các tài liệu khoa học. Việc xây dựng các lý thuyết hấp dẫn tổng quát, với việc
bao gồm các trường phụ hay các số hạng độ cong bậc cao trong phiếm hàm tác dụng
đã thu hút sự quan tâm rất lớn trong những thập kỷ qua [1–3]. Lý do chính là những
lý thuyết này có thể cung cấp một khuôn khổ mà ở đó các vấn đề nảy sinh trong lý
thuyết tương đối rộng của Einstein có thể được giải quyết. Do đó, trong nội dung của
các lý thuyết hấp dẫn sửa đổi này, các khía cạnh của lực hấp dẫn như các nghiệm vũ
trụ học hoặc nghiệm hố đen phải được xem xét lại và trong một số trường hợp nó dẫn
đến các nghiệm mới lạ và thú vị.

Trong vũ trụ học, sự hình thành của vũ trụ được phát triển bởi ý tưởng lý thuyết
độc đáo mang tên viễn cảnh lạm phát [4–6,8], một kỷ nguyên mà vũ trụ giãn nở theo
hàm mũ ở thời điểm ∼ 10−34s sau điểm kỳ dị BigBang [9]. Lạm phát vũ trụ cung cấp
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Học viện khoa học và công nghệ Luận văn thạc sĩ

một cơ chế tự nhiên cho các điều kiện ban đầu của vũ trụ từ đó giải quyết các vấn đề
trong vũ trụ học bao gồm vấn đề độ phẳng, vấn đề đường chân trời và vấn đề đơn cực
từ. Lạm phát vũ trụ cũng giải thích nguồn gốc của các nhiễu loạn mật độ nguyên thủy
và dự đoán phổ của chúng [10, 11]. Trong viễn cảnh lạm phát các nhiễu loạn mật độ
nguyên thủy xuất hiện từ các thăng giáng lượng tử của trường lạm phát. Những thăng
giáng này có biên độ ở thang đo chiều dài Planck (Planck length) và trong quá trình
lạm phát các thăng giáng này bị kéo giãn và trở thành các dao động cổ điển từ đó tạo
ra sự không đồng nhất thang đo lớn là hạt giống cho sự hình thành cấu trúc thang
đo lớn. Do đó, lạm phát vũ trụ kết nối cấu trúc thang đo lớn của vũ trụ với thang đo
ở mức vi mô. Những nhiễu động này cũng tạo lên tính chất bất đẳng hướng được dự
đoán trên nền bức xạ nền vũ trụ (CMB) quan sát được từ WMAP và Planck [12–14].

Lạm phát vũ trụ đang được đông đảo các nhà khoa học quan tâm và do vậy cơ
chế gây ra lạm phát là một câu hỏi rất cần lời giải. Có một số cách tiếp cận về cơ
chế gây ra lạm phát và cách tiếp cận đầu tiên cũng là phổ biến nhất đó là dựa trên
một trường vô hướng thực đơn gây ra lạm phát được gọi là trường inflaton. Về cơ bản,
trường inflaton thường được cuộn chậm xuống giá trị cực tiểu của thế năng V (φ) của
nó trong giai đoạn lạm phát đồng thời thế năng này phải được coi như gần như phẳng.
Sau quá trình này trường lạm phát dao động xung quanh điểm cực tiểu này và các
quá trình tái nhiệt sau pha lạm phát bắt đầu trong đó sự phân rã của trường inflaton
dẫn đến sự hình thành các hạt cơ bản trong mô hình chuẩn [10,11]. Ngoài ra, một loạt
các nghiên cứu về trường vô hướng đã được đưa ra để nhận biết nguồn gốc của trường
inflaton cùng với thế năng của nó [15]. Đáng chú ý có một mô hình lạm phát kỳ lạ
dựa vào số hạng động năng của trường vô hướng (k-inflation), trong đó lạm phát có
thể đạt được ngay cả khi không có thế năng thuần túy của trường vô hướng [16–18].
Ngoài ra, một số mô hình có cùng ý tưởng về lạm phát vũ trụ được gây ra bởi một số
hạng động năng không tầm thường với mô hình k-inflation đã được xây dựng như lạm
phát ma (ghost inflation) [19] hay lạm phát Galileon [20,21,23,24].

Mặc dù kịch bản lạm phát giải quyết được vấn đề của lý thuyết vụ nổ lớn như vấn đề
đường độ phẳng và vấn đề chân trời cũng như vấn đề đơn cực từ vẫn còn những câu hỏi
mở chưa được giải quyết như vấn đề điểm kỳ dị ban đầu và lực hấp dẫn lượng tử. Trong
vũ trụ sơ khai tiệm cận với thang đo Planck, ta có thể coi lý thuyết hấp dẫn Einstein
cùng một số hiệu chỉnh là lý thuyết hấp dẫn lượng tử hiệu dụng. Phiếm hàm tác dụng
siêu hấp dẫn hiệu dụng (The effective supergravity action) từ các siêu dây tạo ra các
điều kiện cho hiệu chỉnh của bậc cao hơn của độ cong, có thể đóng một vai trò quan
trọng trong giai đoạn vũ trụ rất sớm này. Một trong những hiệu chỉnh như vậy là số
hạng bất biến tôpô Gauss-Bonnet (GB) G ≡ R2− 4RµνRµν +RµνρσR

µνρσ [25] trong
phiếm hàm tác dụng hiệu dụng năng lượng thấp của dây dị loại (heterotic superstring

Phạm Mạnh Tuyến 7 2020B Vật lý lý thuyết



Học viện khoa học và công nghệ Luận văn thạc sĩ

effective action) [26–29].
Ngoài ra, số hạng Gauss-Bonnet phát sinh trong khai triển bậc hai của lý thuyết

hấp dẫn Lovelock [25], là tổng quát hóa của lý thuyết hấp dẫn Einstein. Ở khai triển
bậc nhất lý thuyết Lovelock trùng với lý thuyết hấp dẫn Einstein, khai triển bậc hai
cho ta lý thuyết hấp dẫn Einstein Gauss-Bonnet (EGB), chứa số hạng GB và phép biến
phân số hạng này chỉ khác không trong một không gian có số chiều lớn hơn hoặc bằng
năm vì trong không thời gian bốn chiều, bất biến Gauss-Bonnet hoạt động như một
đạo hàm toàn phần và không đóng góp gì vào động lực học của trường hấp dẫn. Để
xem xét ảnh hưởng của nó đối với động lực học của trường hấp dẫn trong không thời
gian bốn chiều, người ta phải kết hợp bất biến Gauss-Bonnet với (các) trường khác,
thường với (các) trường vô hướng như f(φ)G [30–34, 37–45]. Như vậy, ta có thể coi
phép kết hợp không tầm thường f(φ)G này như một thế năng hiệu dụng của trường
vô hướng, các tác giả đã khẳng định trong các bài báo [32,33] cho rằng lạm phát có thể
xảy ra trong mô hình Gauss-Bonnet vô hướng khi không có thế năng thuần túy của
trường vô hướng V (φ). Đáng chú ý, các nghiệm lỗ đen cũng đã được tìm thấy trong
mô hình này [43–45]. Thật không may, nghiệm lạm phát vũ trụ trong mô hình này đã
được chứng minh là không hợp lệ về mặt hiện tượng luận do tính chất không ổn định
gradient trong các nhiễu loạn tensor [46].

Gần đây, một nghiên cứu trên tài liệu tham khảo [47] đã tuyên bố rằng tính chất
đạo hàm toàn phần của bất biến Gauss-Bonnet có thể được khắc phục bằng cách thay
đổi tỷ lệ hệ số kết hợp của số hạng Gauss-Bonnet là α → α/(D − 4) sau đó lấy giới
hạn D → 4, trong đó D là số chiều của không thời gian. Do đó, ta có thể không cần
ghép f(φ)G nữa. Ý tưởng này, do đó, đã nhận được rất nhiều sự chú ý. Đáng chú ý,
một số lập luận phản biện về tính hợp lệ của ý tưởng này đã được rút ra trong các bài
báo tiếp theo [48–51]. Kết quả là, sự kết hợp không tầm thường giữa (các) trường vô
hướng và bất biến Gauss-Bonnet dường như là một phần thiết yếu của lực hấp dẫn
Gauss-Bonnet bốn chiều.

Lấy cảm hứng từ lạm phát k [16–18] và lạm phát Gauss-Bonnet [32,33], trong khóa
luận này chúng tôi muốn đề xuất nghiên cứu một kịch bản mới lạ, trong đó bất biến
topo Gauss-Bonnet được phép kết hợp không tầm thường với số hạng động năng của
trường vô hướng φ khi không có thế năng V (φ). Từ đó khảo sát nghiệm lạm phát của
mô hình, cụ thể là nghiệm lạm phát vũ trụ tuân theo quy luật lũy thừa và kiểm tra
tính ổn định của nghiệm trong pha lạm phát. Đồng thời nghiên cứu các nhiễu loạn
tensor trong mô hình và chứng minh nghiệm lạm phát ổn định với các bất ổn gradient
trong các nhiễu loạn tensor.

Bố cục trình bày của khóa luận như sau. Chương 2 sẽ trình bày về mô hình chuẩn
của vũ trụ học, giới thiệu các phương trình chi phối sự tiến hóa của toàn bộ vũ trụ và

Phạm Mạnh Tuyến 8 2020B Vật lý lý thuyết



Học viện khoa học và công nghệ Luận văn thạc sĩ

các vấn đề trong mô hình Big Bang và chỉ ra viễn cảnh lạm phát như một giải pháp
cho các vấn đề vũ trụ học này. Trong chương 3, tôi trình bày khái quát về lạm phát k
và lạm phát Gauss-Bonnet. Trong chương 4, cũng là phần chính của luận văn sẽ trình
bày chi tiết mô hình lạm phát k-Gauss-Bonnet kiểm tra tính ổn định của mô hình và
sử dụng lý thuyết nhiễu loạn trong nghiên cứu nhiễu loạn tensor của mô hình. Chương
5 sẽ là phần kết luận của luận văn và phần cuối sẽ là phần phụ lục bao gồm các tính
toán trong chương 4 và phần tài liệu tham khảo.
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Chương 2

MÔ HÌNH CHUẨN CỦA VŨ TRỤ
HỌC

Tóm tắt: Trong chương này chúng ta thảo luận về mô hình chuẩn trong vũ trụ
học ΛCDM. Mô hình vũ trụ đóng vai trò quan trọng trong nghiên cứu vũ trụ
học hiện đại khi tuân theo giả định về tính chất đồng nhất và đẳng hướng của
không thời gian từ nguyên lý vũ trụ. Đồng thời, thành phần giả định là nguyên
nhân gây ra sự giãn nở hiện tại của vũ trụ là hằng số vũ trụ Λ đại diện cho năng
lượng tối chiếm tỷ lệ lớn nhất trong tổng mật độ năng lượng tại thời điểm hiện
tại của vũ trụ. Mô hình đơn giản nhưng phù hợp một cách đáng ngạc nhiên với
các quan sát.

2.1 Vũ trụ đồng nhất và đẳng hướng

Khám phá tuyệt vời nhất mà chúng ta có được trong thế kỷ XX là chúng ta biết
mình đang sống trong một vũ trụ đang giãn nở từ các đóng góp quan trọng của Edwin
Hubble [70] cùng nỗ lực chung không thể bỏ qua của các nhà thiên văn học như Vesto
Slipher [71] và George Lemâitre [72].

Cùng với đó, từ các quan sát vũ trụ học hiện đại khi chúng ta càng tiến xa vào
vũ trụ, nó dường như càng đơn giản (xem Hình 2.1). Vũ trụ học hiện đại dựa trên giả
định rằng vũ trụ của chúng ta gần đúng là đồng nhất và đẳng hướng trên các thang
đo lớn, trong đó ở thang đo lớn nghĩa là các thang đo lớn hơn 100 Mpc.

Tính trung bình trên thang đo lớn, sự phân bố thành đám của các thiên hà trở nên
đồng nhất và đẳng hướng, tức là không phụ thuộc vào vị trí và hướng. Tính đồng nhất
và đẳng hướng chỉ ra một dạng duy nhất của hình học không thời gian của vũ trụ và
được khái quát bằng một nguyên lý được gọi là nguyên lý vũ trụ học.

Nguyên lý Vũ trụ học tuyên bố rằng Vũ trụ là đồng nhất và đẳng hướng. Hai
thuật ngữ này không giống nhau đồng nhất có nghĩa là giống nhau ở mọi điểm và
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Hình 2.1: Sự phân bố của các thiên hà thành đám trên thang đo nhỏ nhưng trở nên
đồng đều hơn trên thang đo lớn và ở thời kỳ đầu. [74]

đẳng hướng có nghĩa là giống nhau theo mọi hướng,
Ở thang đo dưới 100 Mpc thì vũ trụ không đồng nhất và cũng không đẳng hướng.

Ở đây, chúng ta quan sát được các cấu trúc ở dạng thiên hà, cụm thiên hà, hình sợi và
khoảng trống rỗng (xem Hình 2.1). Nhưng ở thang đo lớn hơn, Vũ trụ gần như đẳng
hướng. Cụ thể, nếu chúng ta đếm các thiên hà thành hai khối 100 Mpc ở các bên theo
hướng ngược nhau trên thiên cầu, chúng ta sẽ đo được cùng một mật độ phân bố vật
chất trung bình chỉ sai khác trong phạm vi vài phần trăm. Trong khi với tính đồng
nhất, chúng ta sẽ không bao giờ biết chắc chắn tính chất này.

Tuy nhiên, từ các quan sát CMB (ánh sáng xa nhất của Big Bang mà chúng ta có
thể quan sát được) cho thấy vũ trụ của chúng ta xấp xỉ đồng nhất và đẳng hướng. Sự
không đồng nhất và bất đẳng hướng rất nhỏ trong nhiệt độ CMB tạo ra các hạt giống
dẫn đến tính bất ổn định hấp dẫn từ đó hình thành các cấu trúc thang đo lớn trong
vũ trụ.

Ngoài ra, chúng ta giả định rằng các nhiễu động được đề cập ở trên khi so sánh với
tính đồng nhất và đẳng hướng đã được tạo ra từ các thăng giáng lượng tử vi mô đã
được khuếch đại trong thời kỳ lạm phát vũ trụ.
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2.1.1 Friedmann-Robertson-Laimaitre-Walker Metric

Metric mô tả giả định đồng nhất và đẳng hướng trên thang đo lớn được gọi là metric
Friedmann-Robertson-Laimaitre-Walker (FLRW) mô tả vũ trụ giãn nở có dạng như
sau

ds2 = −dt2 + a2(t)
[

dr2

1−Kr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)]
. (2.1)

Trong đó, a(t) là hệ số thang đo (scale factor) - vì nó cho chúng ta biết khoảng cách
giữa hai điểm thay đổi như thế nào theo thời gian, K là tham số độ cong. K dương
tương ứng với vũ trụ đóng, bằng 0 trong trường hợp vũ trụ phẳng và âm đối với vũ
trụ mở.

Metric FLRW lần đầu tiên được Friedmann đưa ra trong [64] và [65], sau đó được
suy ra trên cơ sở đẳng hướng và đồng nhất bởi Robertson và Walker trong [66], [67]
và [68]. Công việc của Lemaitre [69] cũng rất cần thiết để phát triển nó.

Trong metric trên, r, θ và φ là các tọa độ đồng chuyển động (comoving coordinate).
Khoảng cách vật lý tương ứng thu được bằng cách nhân r với hệ số thang đo, rphys =
a(t)r. Vận tốc vật lý của một vật thể khi đó có dạng

vphys = drphys
dt

= a(t)dr
dt

+ da

dt
r ≡ vpec +Hrphys. (2.2)

Từ phương trình trên ta thấy rằng vận tốc vật lý của vật thể được chi phối bởi 2
thành phần bao gồm: vận tốc riêng của vật thể (perculiar velocity), vper ≡ a(t)r và
dòng Hubble (Hubble flow), Hrphys. Với định nghĩa tham số Hubble

H ≡ ȧ

a
, (2.3)

cho ta biết tốc độ giãn nở của vũ trụ và có đơn vị là nghịch đảo của thời gian. Tham
số Hubble dương tương ứng với một vũ trụ giãn nở và âm ứng với vũ trụ co lại. Nó
thiết lập thang đo cơ sở trong không thời gian FLRW: Thang đo thời gian trong vũ trụ
đồng nhất được đặc trưng bởi thời gian Hubble, tH ∼ H−1 và đặc trưng cho thang đo
độ dài là độ dài Hubble, dh ∼ H . Thời gian Hubble cho phép ta thiết lập các tính toán
liên quan đến tuổi của vũ trụ trong khi đó độ dài Hubble thiết lập kích thước (size)
của vũ trụ quan sát được và thường được gọi là Chân trời Hubble (Hubble horizon),
vì nó cung cấp một ước lượng khoảng cách mà ánh sáng có thể di chuyển được trong
một vũ trụ đang giãn nở.

Một hệ tọa độ khác hữu ích thường được sử dụng trong nghiên cứu vũ trụ học,
định nghĩa thời gian bảo giác (conformal time)

dτ = dt

a(t) , then τ =
∫ dt

a(t) . (2.4)
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Khi đó yếu tố đường (line element) FLRW có dạng

ds2 = a(τ)[dτ + dχ2 + ΦK(χ)2dΩ2]. (2.5)

Yếu tố đường trong khuôn khổ của thời gian bảo giác được nghiên cứu trong lý thuyết
nhiễu loạn vũ trụ.

2.1.2 Dịch chuyển đỏ và tọa độ đồng chuyển động

Một tính chất quan trọng thu được từ không thời gian FLRW là ánh sáng bị dịch
chuyển đỏ khi nó lan truyền trong không thời gian này, dựa trên sự phụ thuộc thời gian
của hệ số thang đo. Xét một vật thể đứng yên phát xạ trong hệ tọa độ đồng chuyển
động, với khoảng cách xuyên tâm r1, và người quan sát được xác định tại r0 = 0.
Ánh sáng phát ra từ vật thể đầu tiên tại thời điểm t1 vơi tần số f1, và người quan
sát thu được tại thời điểm t0 với tần số f0. Ta cần xác định mối quan hệ giữa f0 và
f1. Vì ánh sáng di chuyển dọc theo đường trắc địa null (null geodesics) với định nghĩa
ds = 0, quỹ đạo chuyển động xuyên tâm của ánh sáng thẳng tới người quan sát ngụ
ý (dθ = dφ = 0 và dr/dt < 0) dẫn đến

dt

a(t) = dr√
1−Kr2 . (2.6)

Tiếp theo ta xét sự phát xạ ở đỉnh tiếp theo của sóng ánh sáng. Đỉnh đầu tiên
phát ra ở (t1, r1) và thu được tại (t0, 0), trong khi đó đỉnh thứ hai của sóng ánh sáng
(t1 + δt1, r1) và thu được ở (t0 + δt0, 0). Từ phương trình (2.6)

∫ 0

r1

dr√
1−Kr2 =

∫ t0

t1

dt

a(t) =
∫ t0+δt0

t1+δt1

dt

a(t) , (2.7)

trừ tích phân thứ 3 cho tích phân thứ 2 ở biểu thức trên sau đó lấy giới hạn tương
ứng ta thu được mối liên hệ sau

δt0
a(t0) = δt1

a(t1) , (2.8)

vì khoảng thời gian giữa 2 đỉnh của sóng ánh sáng bằng nghịch đảo của tần số, do đó
ta có

f1
f0

= a(t0)
a(t1) = 1 + z, (2.9)

với đẳng thức cuối cùng trong phương trình trên là định nghĩa của dịch chuyển đỏ
z. Đại lượng này chỉ phụ thuộc và tỷ số giữa hệ số thang đo tại thời điểm thu tín hiệu
và tại thời điểm phát xạ.
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2.2 Các phương trình trường Einstein

Để có thể mô tả hành vi của toàn bộ vũ trụ trong một tổng thể thống nhất dựa trên
mật độ năng lượng mà nó chứa được chúng ta sử dụng lý thuyết tương đối rộng [73]
một lý thuyết hấp dẫn hiện đại lần đầu được đề xuất bởi A. Einstein. Trong cách tiếp
cận biến phân, tác dụng Einstein-Hilbert mô tả động lực học của metric không thời
gian có dạng sau

Sgrav = 1
2κ

∫
d4x
√
−g(R− 2Λ), (2.10)

trong đó κ ≡ 8πG = 8π/m2
pl = 1/M2

pl, với G là hằng số hấp dẫn Newton, mpl là
khối lượng Planck và Mpl ' 2.4 × 1018 GeV là khối lượng Placnck rút gọn. Trong
biểu thức trên Λ là hằng số vũ trụ, g là định thức của metric gµν , R là vô hướng Ricci.

Phiếm hàm tác dụng tổng quát sẽ có dạng sau

S = Sgrav + Smatter (2.11)

trong đó Smatter là phiếm hàm tác dụng đại diện cho các thành phần vật chất trong
vũ trụ có thể là phiếm hàm của trường điện từ, vật chất hoặc bức xạ...

Với giả định vũ trụ gần như đồng nhất đẳng hướng từ nguyên lý vũ trụ với metric
FLRW đã cho, các phương trình Friedmann có thể thu được bằng cách tính toán trực
tiếp từ các phương trình trường Einstein

Gµν + Λgµν = 2κ√
−g

δSgrav
δgµν

= Rµν −
1
2Rgµν + Λgµν = 8πG

c4 Tµν , (2.12)

Trong phương trình trên Tµν là tensor năng xung lượng thu được từ

Tµν = − 2√
−g

δSmatter
δgµν

(2.13)

Từ metric (2.1) ta tính toán được các thành phần của Ricci tensor là

R00 = −3 ä
a
, R0i = 0, Rij = gij

(
2H2 + ä

a
+ 2K

a2

)
. (2.14)

Từ đó suy ra được độ cong vô hướng (vô hướng Ricci)

R = 6
(
ä

a
+H2 + K

a2

)
, (2.15)

Các phương trình trường Einstein

H2 + K

a2 = 8πG
3 T00 + Λ

3 , (2.16)

gij

(
H2 + 2 ä

a
+ K

a2 − Λ
)

= 8πGTij. (2.17)

hai phương trình (2.16),(2.17) được gọi là các phương trình Friedmann.
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2.2.1 Mô hình vũ trụ học chất lỏng hoàn hảo

Câu hỏi đặt ra ta sẽ sử dụng tensor năng xung lượng nào là phù hợp xuất hiện trong
các phương trình Friedmann (2.16),(2.17)?

Để trả lời câu hỏi này, xuất phát từ metric FLRW chúng ta sẽ có một số rằng buộc
quan trọng như sau:

• Đầu tiên, ta có G0i = 0 tương ứng với T0i = 0 điều này thỏa mãn tính chất
đẳng hướng vì sẽ không có dòng năng lượng nào theo bất kỳ hướng nào.

• Thứ hai, vì Gij ∼ gij , do đó Tij ∼ gij

• Cuối cùng Gµν chỉ phụ thuộc vào thời gian do đó Tµν cũng chỉ phụ thuộc vào
thời gian.

Về mặt toán học với 3 ràng buộc trên ta có

T00 = ρ(t), T0i = 0, Tij = gijP (t) (2.18)

Trong đó ρ(t) là mật độ năng lượng và P (t) là áp suất chất lỏng. Dạng tổng quát
của tensor năng xung lượng

Tµν =
(
ρ+ P

c2

)
uµuν + Pgµν . (2.19)

Trong đó uµ là vận tốc 4 chiều của thành phần chất lỏng. Trong phương trình
(2.19) tensor năng xung lượng không chứa các số hạng độ nhớt và số hạng truyền
năng lượng thường có của các chất lỏng thông hai số hạng thường xuất hiện trong
trường hợp chất lỏng không hoàn hảo. Dạng vật chất được mô tả bằng phương trình
(2.19) được biết đến là chất lỏng hoàn hảo.

Kết hợp các phương trình (2.16),(2.17) và phương trình (2.18). Phương trình
Friedmann trở thành

H2 = 8πG
3 ρ+ Λc2

3 −
Kc2

a2 , (2.20)

và phương trình gia tốc có dạng

ä

a
= −4πG

3

(
ρ+ 3P

c2

)
+ Λc2

3 . (2.21)

Sử dụng thời gian bảo giác τ các phương trình Friedmann có dạng

H2 = 8πG
3 ρa2 + Λc2a2

3 −Kc2, (2.22)
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và
a′′

a
= 4πG

3

(
ρ− 3P

c2

)
+ 2Λc2a2

3 −Kc2, (2.23)

với dấu phẩy đặc trưng cho phép lấy đạo hàm theo thời gian bảo giác τ và

H = a′

a
, (2.24)

là hệ số Hubble bảo giác (conformal Hubble factor).
Trong các phương trình Friedmann, ρ và P là tổng mật độ năng lượng và áp suất.

Do đó, ta có thể viết hai số hạng này bằng tổng các đóng góp của các thành phần
riêng biệt

ρ ≡
∑
x
ρx, P ≡

∑
x
Px. (2.25)

Đóng góp của hằng số vũ trụ cũng như độ cong của vũ trụ có thể được coi là một
thành phần vật chất với mật độ và áp suất tương ứng như sau

ρΛ ≡
Λc2

8πG, PΛ ≡ −ρΛc
2. (2.26)

Theo định nghĩa hệ số thang đo a(t) theo định nghĩa là dương tuy nhiên đạo hàm
của nó có thể âm. Điều này dẫn đến một vũ trụ đanng co lại (với a âm). Lưu ý rằng vế
trái của phương trình Friedmann (2.20) là không âm. Do đó, ȧ chỉ bằng 0 khi K > 0
tương ứng với không gian vũ trụ đóng. Điều này ngụ ý rằng, nếu K ≤ 0 và nếu tồn
tại một thời điểm mà ȧ > 0 thì vũ trụ sẽ giãn nở vĩnh viễn.

2.2.2 Mật độ tới hạn và các tham số mật độ

Phương trình Friedmann (2.20) khi kết hợp Λ vào tổng mật độ ρ ta thu được

H2 = 8πG
3 ρ− Kc2

a2 . (2.27)

Giá trị của ρ khi K = 0 được gọi là mật độ năng lượng tới hạn (critical
energy density) và có dạng sau

ρcr ≡
3H2

8πG , (2.28)

giá trị hiện tại của nó là

ρ0
cr = 1.878h2 × 10−29g cm3 . (2.29)

Thực tế chỉ ra rằng rằng giá trị của ρ0 rất gần với ρ0
cr do đó vũ trụ của ta gần như

phẳng về mặt không gian. Đây như một vấn đề tinh chỉnh của K như một sự trùng
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hợp đáng ngạc nhiên còn được gọi là vấn đề độ phẳng (the flatness problem). Một giải
pháp khả thi cho vấn đề độ phẳng được đưa ra bằng lý thuyết lạm phát sẽ được chúng
ta tìm hiểu trong chương 3.

Ngoài khái niệm mật độ một khái niệm hữu ích khác mà chúng ta thường sử dụng
đó là tham số mật độ Ω được định nghĩa như sau

Ω ≡ ρ

ρcr
= 8πG

3H2 . (2.30)

Tức là mật độ năng lượng được chuẩn hóa tới mật độ chính. Khi đó phương trình
Friedmann được viết lại có dạng

1 = Ω− Kc2

H2a2 , (2.31)

với định nghĩa

ΩK ≡ −
Kc2

H2a2 , (2.32)
tương ứng với mật độ năng lượng

ρK ≡ −
3Kc2

8πGa2 , (2.33)

của độ cong không gian, khi đó phương trình (2.31) có dạng

1 = Ω + ΩK . (2.34)

Do đó tổng của tất cả các tham số mật độ bao gồm cả tham số độ cong không gian
sẽ bằng 1. Dễ thấy nếu Ω ' 1 điều này chứng tỏ rằng ΩK ' 0 tức là vũ trụ gần như
phẳng về mặt không gian. Từ các dữ liệu mới nhất của vệ tinh Planck [13] ta thu được

ΩK = 0.0007± 0.0019 (68% ,TT,TE,EE+lowE+lensing+BAO). (2.35)

Chuẩn hóa ρ với mật độ chính tại thời điểm hiện tại có dạng

Ω ≡ ρ

ρcr,0
= 8πGρ

3H2
0
. (2.36)

Với định nghĩa của Ω, phương trìn Friedmann (2.20) được viết lại có dạng

H2

H2
0

=
∑
x

Ωi0gi(a) + ΩK0
a2 (2.37)

Trong đó gi(a) của thành phần i phụ thuộc vào hệ số thang đo a và gi(a0 = 1) = 1.
Do đó ∑

i

Ωi0 + ΩK0 = 1 (2.38)

đây là quan hệ đóng(closure relation)
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2.2.3 Phương trình bảo toàn năng lượng

Phương trình bảo toàn năng lượng có dạng

∇νT µν = 0, (2.39)

như một hệ quả trong lý thuyết tương đối rộng thông qua đồng nhất thức Bianchi. Đối
với metric FLRW và một chất lỏng hoàn hảo phương trình này có dạng

ρ̇+ 3H
(
ρ+ P

c2

)
= 0. (2.40)

Kết quả này thu được từ thàn phần µ = 0 trong phương trình (2.39) và được gọi
là phương trình liên tục .

Phương trình liên tục có lời giải giải tích nếu chúng ta giả thiết một phương trình
trạng thái có dạng P = ωρc2, với ω là hằng số. Nghiệm tổng quát là

ρ = ρ0a
−3(1+ω), (ω = constant), (2.41)

và ρ0 ≡ ρ(a0 = 1).
Có ba giá trị cụ thể của ω đóng một vai trò quan trọng trong vũ trụ học:

• Vật chất lạnh (cold matter): ω = 0, P = 0, và ρ = ρ0a
−3. Từ "lạnh" ngụ

ý rằng các hạt cấu thành nên loại vật chất này có động năng nhỏ hơn rất nhiều
so với năng lượng nghỉ (mass energy), hay các hạt này là các hạt phi tương đối
tính.

Vật chất lạnh còn được gọi là bụi và nó bao gồm tất cả các hạt cơ bản phi tương
đối tính đã biết, chúng được gọi chung là baryon theo thuật ngữ trong vũ trụ
học. Trong khi đó, Các hạt phi tương đối tính chưa biết (nếu chúng tồn tại) được
gọi là vật chất tối lạnh (CDM).

• Vật chất nóng (hot matter): ω = 1/3, P = ρ/3 với ρ = ρ0a
−4. Từ "nóng"

ở đây ngụ ý các hạt cấu tạo lên loại vật chất này là các hạt tương đối tính.

Trong ngôn ngữ vũ trụ học, loại vật chất này được gọi là bức xạ, chúng không
chỉ bao gồm các hạt tương đối tính đã biết mà cũng có thể bao gồm những hạt
chưa biết (vật chất tối nóng). Nền neutrino nguyên thủy là ứng cử viên cho loại
vật chất này, nhưng vì neutrino có khối lượng rất nhỏ ∼ 0.1eV, bây giờ nó trở
thành lạnh.

• Năng lượng chân không (vacuum energy): ω = −1, P = −ρ và ρ là
một hằng số. Một dạng vật chất đặc biệt kỳ lạ hiện vẫn là một bí ẩn lớn nhất
trong vũ trụ học hoạt động như hằng số vũ trụ trong vũ trụ học và hiện tại nó
cung cấp mô tả tốt nhất (và đơn giản nhất ) mà chúng ta có về năng lượng tối.
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2.3 Mô hình ΛCDM

Mô hình thành công nhất trong vũ trụ học là mô hình ΛCDM. Mô hình vũ trụ
được tạo lên từ các thành phần Λ, CDM (năng lượng tối lạnh), vật chất thông thường
baryons và bức xạ (photons và các neutrino không khối lượng (massless neutrinos) (
mặc dù thực nghiệm chứng mình neutrino có khối lượng)).

Trong mô hình ΛCDM các phương trình Friedmann có dạng

H2

H2
0

= ΩΛ + Ωc0
a3 + Ωb0

a3 + Ωr0
a4 + ΩK0

a2 . (2.42)

Từ dữ liệu mới nhất của Planck [13]:

ΩΛ = 0.6889± 0.0056, Ωm0 = 0.3111± 0.0056 (2.43)

với độ tin cậy 68%, trong đó Ωm0 = Ωb0 + Ωc0 tức là nó bao gồm các đóng góp từ
CDM và baryons, vì chúng có cùng động lực học. Giá trị từ dữ liệu Planck:

Ωb0h
2 = 0.02242± 0.00014, Ωc0h

2 = 0.11933± 0.00091 (2.44)

ở độ tin cậy 68%. Nội dung bức xạ, tức là photon cộng với neutrinos có thể được tính
toán từ nhiệt độ của CMB

Ωγ0h
2 ≈ 2.47× 10−5, Ων0h

2 ≈ 1.68× 10−5 (2.45)

Với h = 0.68 và phương trình mối quan hệ đóng (2.38).
Chúng ta có thể kết luận rằng vũ trụ ngày nay chứa 69% là hằng số vũ trụ, 26%

là vật chất lạnh (CDM) và 5% là baryons. Thành phần bức xạ và độ cong không gian
là không đáng kể.

Tuổi của vũ trụ trong mô hình ΛCDM sử dụng công thức sau

t0 = 1
H0

∫ 1

0
da

a

ΩΛa4 + Ωm0a+ Ωr0 + ΩK0a2 (2.46)

Sử liệu các số liệu bên trên ta thu được giá trị của tích phân bằng

t0 = 0.95
H0

= 13.73Gyr (2.47)

Giá trị thu được từ dữ liệu Planck mới nhất là t0 = 13.787± 0.020 với độ tin cậy
68%.
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2.4 Khoảng cách trong vũ trụ học

Trong phần này, chúng ta sẽ tìm hiểu tổng quan một số loại khoảng cách được sử
dụng trong nghiên cứu vũ trụ học. Bao gồm khoảng cách đồng chuyển động, khoảng
cách riêng, chân trời hạt, khoảng cách độ trưng trong các nghiên cứu về hằng số Hubble
tại thời điểm muộn của vũ trụ sử dụng các nến chuẩn là các sao biến quang và các siêu
tân tinh loại IA, và cuối cùng là khoảng cách đường kính góc trong nghiên cứu CMB
và các quan sát của BAO.

2.4.1 Khoảng cách đồng chuyển động và khoảng cách riêng

Từ metric FLRW, khoảng cách đồng chuyển động binh phương vi phân có dạng

dχ2 = dr

1−Kr2 + r2dΩ2, (2.48)

dễ thấy nó bao gồm 2 thành phần là thành phần xuyên tâm và thành phần ngang
(transversal). Nếu χ là khoảng cách đồng chuyển động giữa 2 điểm thì khoảng cách
riêng tại thời điểm t là

d(χ, t) = a(t)χ. (2.49)

Khoảng cách đồng chuyển động (comoving distance) là một khái niệm về khoảng cách
không bao hàm sự giãn nở của vũ trụ và do đó không phụ thuộc vào thời gian.

Khoảng cách riêng là khoảng cách được đo ngay lập tức. Ví dụ, bằng cách tưởng
tượng chúng ta có thể kéo dài một chiếc thước kẻ giữa Trái đất và thiên hà GN-z11
(thiên hà xa nhất được biết đến, tại dịch chuyển đỏ z = 11, 09). Số đo trên chiếc thước
đó tại thời điểm t sẽ là khoảng cách riêng ngay tại thời điểm đó.

Với giả sử dΩ = 0. Khi đó khoảng cách đồng chuyển động tới một vật thể với tọa
độ hướng tâm r là

χ =
∫ r

0

dr′

1−Kr′2 =


arcsin r, với K = 1,
r, với K = 0,
arcsinh r, , với K = −1.

(2.50)

Lấy đạo hàm theo thời gian t cả 2 vế của phương trình (2.49) ta thu được

ḋ = ȧχ = ȧ

a
d = Hd, (2.51)

đưa trời lại định luật Hubble cho t = t0
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2.4.2 Khoảng cách và chân trời

Đối với photon, ta có

dχ = cdt

a(t) = cdη, (2.52)

trong đó χ là khoảng cách đồng chuyển động, từ phương trình trên ta thấy rằng khoảng
cách đi đồng chuyển động sẽ bằng thời gian bảo giác nhân (được đưa ra từ phương
trình (2.4)) với vận tốc ánh sáng.

Lấy tích phân số hạng cdt/a(t) từ tem đến t0 ta thu được khoảng cách đồng chuyển
động từ nguồn phát ra tín hiệu tới chúng ta, hay thời gian bảo giác cần thiết để photon
lan truyền từ nguồn phát đến chúng ta

χ =
∫ t0

tem

cdt′

a(t′) =
∫ 1

a

cda′

H(a′)a′2 (2.53)

Khi cận dưới trong tích phân của phương trình trên (2.53) là a = 0 tức là tại Big
Bang, ta có định nghĩa chân trời đồng chuyển động (comoving horizon) χp (còn được
gọi là chân trời hạt hay chân trời vũ trụ). Đây là thời gian hình thành từ Vụ nổ lớn
cho đến thời gian vũ trụ t hoặc hệ số thang đo a. Nó cũng là khoảng cách đồng chuyển
động tối đa của một photon (do đó có tên là chân trời hạt) từ Vụ nổ lớn và vì vậy nó
là kích thước đồng chuyển động của vũ trụ quan sát được.

Trong khi đó cận trên của tích phân trong phương trình (2.53) bằng vô cùng, ta
có định nghĩa chân trời sự kiện

χe(t) ≡ c
∫ ∞
t

dt′

a(t′) = c
∫ ∞
a

da′

H(a′)a′2 (2.54)

Biểu thức này chỉ có ý nghĩa nếu vũ trụ không sụp đổ. Điều này biểu diễn cho
quãng đường lớn nhất mà photon truyền đi tại một thời điểm t.

2.4.3 Khoảng cách độ trưng

Khoảng cách độ trưng là một khái niệm rất quan trọng về khoảng cách cho các quan
sát. Nó dựa trên kiến thức về độ trưng nội tại L của một nguồn sáng, do đó được gọi
là nến chuẩn (standard candle). Ví dụ, Các sao siêu mới loại Ia là nến chuẩn.

Sau đó, đo thông lượng F của nguồn đó và chia L cho F , người ta thu được khoảng
cách độ trưng bình phương:

d2
L ∝

L

F
. (2.55)

Như vậy một nguồn sáng nằm ở 1 độ dịch chuyển z với độ sáng nội tại L = dE/dt.
Thông lượng quan sát được cho bởi công thức sau:

F = dE0
dt0A0

, (2.56)
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Trong đó A0 là diện tích của bề mặt mà tại đó bức xạ lan truyền đều qua

A0 = 4πa2
0χ

2, (2.57)

một cầu với khoảng cách riêng là bán kính. Chúng ta phải sử dụng khoảng cách riêng,
vì đây là khoảng cách tức thời giữa nguồn và người quan sát tại thời điểm thu. Lưu ý
rằng χ là khoảng cách đồng chuyển động giữa nguồn và chúng ta.

Chúng ta không thu được cùng một mức năng lượng của các photon như năng lượng
lúc nó phát ra, bởi vì các photon chịu sự dịch chuyển đỏ vũ trụ, do đó:

dE

dE0
= a0

a
(2.58)

Cuối cùng, khoảng thời gian được sử dụng tại nguồn cũng khác với khoảng thời
gian được sử dụng tại vị trí của người quan sát:

dt

dt0
= a

a0
(2.59)

Chúng ta có thể sử dụng metric FLRW với ánh sáng truyền theo đường trắc địa
null ds2 = 0 do đó cdt = a(t)dχ.

Xét cùng dχ ở vị trí nguồn phát và vị trí thu ta được cdt = a(t)dχ và cdt0 =
a(t0)dχ. Cuối cùng ta thu được

F = dE0
dt0A0

= a2dE

a2
0dt4πa2

0χ
2 = dE

dt4πa2
0χ

2(1 + z)2 (2.60)

Do đó, khoảng cách độ trưng được xác định là

dL ≡ a0(1 + z)χ (2.61)

2.4.4 Khoảng cách đường kính góc

Khoảng cách đường kính góc dựa trên kiến thức về kích thước riêng (proper size).
Các vật thể có kích thước riêng đã được biết gọi là thước chuẩn (standard ruler). Giả
sử một thước chuẩn có kích thước riêng ds (nhỏ) ở dịch chuyển đỏ z và khoảng cách
đồng chuyển động χ. Thêm vào đó, vật thể này có kích thước góc là dφ cũng rất nhỏ.
Xem Hình 2.2 để tham khảo

Tại một thời điểm cố định t, metric FLRW có dạng

ds2 = a2(t)dχ2. (2.62)

Vì vật thể là nhỏ và chúng ta ở gốc tọa độ O nên khoảng cách đồng chuyển động χ
trùng với khoảng cách xuyên tâm. Khi đó ta có

ds = a(t)χdφ. (2.63)
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Góc quan sát cũng rất nhỏ (dφ ' sin(dφ)) do đó ta có khoảng cách đường kính góc
có dạng sau

dA = ds

dφ
= a(t)χ. (2.64)

Hình 2.2: Khoảng cách đường kính góc

2.5 Lịch sử nhiệt của vũ trụ

Dịch chuyển đỏ vũ trụ học (2.9) đưa ra quy luật về hoạt động của phổ bức xạ vật
đen có nhiệt độ Tγ . Thật vậy, vì tất cả các photon đều dịch chuyển đỏ theo cùng một
tỷ lệ ∼ a−1, nên một hệ ban đầu hoạt động giống như vật đen sẽ vẫn là vật đen, với
nhiệt độ giảm khi giãn nở tuân theo công thức

Tγ ∝ a−1. (2.65)

Do đó khi chúng ta đi ngược về quá khứ trong suốt kỷ nguyên bức xạ thống trị,
nhiệt độ sẽ tăng theo tỷ lệ 1/a. Đặc biệt, điều này có nghĩa là tại điểm kỳ dị ban đầu
(initial singularity) là một điểm có nhiệt độ lớn vô hạn. Điều này dẫn chúng ta đến
bức tranh Big Bang nóng của vũ trụ: Một điểm kỳ dị vũ trụ học có thời gian hữu
hạn trong quá khứ, tiếp theo là sự giãn nở nóng, do bức xạ chiếm ưu thế, ở đó vũ trụ
nguội dần với T ∝ a−1 và khi bức xạ phân rã, sẽ tiến tới gian đoạn vật chất thống
trị (matter dominate) ở đó các thiên hà, ngôi sao và hành tinh hình thành. Cuối cùng,
năng lượng chân không chiếm ưu thế và đưa vũ trụ vào một trạng thái giãn nở gia tốc
như ta quan sát được ngày nay.

Bức tranh đơn giản này cho phép chúng ta suy luận sự hiện diện của một vài sự
kiện đáng chú ý được tóm tắt ngắn gọn trong bảng dưới đây với các thứ tự độ lớn về
thời gian, dịch chuyển đỏ và nhiệt độ (năng lượng) tại đó những sự kiện này xảy ra.
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Sự kiện Thời gian t Dịch chuyển đỏ z Nhiệt độ T

Kỳ dị ban đầu 0 ∞ ∞

Hấp dẫn lượng tử 10−43 - 1018 GeV

Lạm phát & 10−34 s - -

Baryogenesis . 20 ps > 1015 > 100 GeV

Chuyển pha điện yếu 20 ps 1015 100 GeV

Chuyển pha QCD 20 µs 1012 150 MeV

Dark matter freeze-out ? ? ?

Neutrino decoupling 1 s 6× 109 1 MeV

Electron-positron annihilation 6 s 2× 109 500 keV

Big Bang nucleosynthesis 3 min 4× 108 100 keV

Matter-radiation equality 60 kyr 3400 0.75 eV

Recombination 260–380 kyr 1100–1400 0.26–0.33 eV

Photon decoupling 380 kyr 1100 0.26 eV

Reionization 100–400 Myr 10–30 2.6–7.0 meV

Dark energy-matter equality 9 Gyr 0.4 0.33 meV

Hiện tại 13.8 Gyr 0 0.24 meV

Bảng 2.1: Lịch sử nhiệt của vũ trụ [74]
.
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Chương 3

LẠM PHÁT VŨ TRỤ

Tóm tắt: Chương này sẽ trình bày về lý thuyết lạm phát vũ trụ, cơ chế gây ra
lạm phát, trình bày khái quát một số mô hình lạm phát như lạm phát cũ, lạm
phát cuộn chậm, lạm phát k, trình bày về bất biến Gauss-Bonnet vai trò của nó
trong nghiệm lạm phát từ đó dẫn ra mô hình lạm phát Gauss-Bonnet.

3.1 Các khái niệm cơ bản về lạm phát

Trong nghiên cứu vũ trụ học sự hình thành của vũ trụ được phát triển bởi ý tưởng
lý thuyết độc đáo mang tên viễn cảnh lạm phát. Lạm phát đã giải quyết rất gọn gàng
một số câu hỏi lớn nhất trong vũ trụ học, đó là:

• Tại sao vật chất và năng lượng được trải đều khắp toàn bộ vũ trụ có thể quan
sát được?

• Tại sao hình học của vũ trụ lại rất phẳng? vũ trụ giãn nở nhanh hơn nhiều vào
thời gian đầu.

• Một vấn đề khác được khắc phục bởi lạm phát là sự vắng mặt của các đơn cực
từ, những hạt kỳ lạ được dự đoán là đã được tạo ra trong vũ trụ sơ khai.

• Lạm phát cho chúng ta lời giải thích tại sao vũ trụ đang giãn nở ngay từ đầu.
Sau khi quá trình giãn nở theo cấp số nhân kết thúc, vũ trụ sẽ tiếp tục giãn nở
(giãn nở Hubble) mà ta quan sát được ngày nay.
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3.2 Các vấn đề trong vũ trụ học BigBang

Trong phần này chúng ta sẽ tìm hiểu về các vấn đề xuất hiện trong mô hình vũ trụ
học Big Bang và viễn cảnh lạm phát giải quyết các vấn đề này như thế nào.

3.2.1 Vấn đề độ phẳng

Vấn đề độ phẳng xuất hiện từ các tính toán về độ cong của vũ trụ tại thời điểm
hiện tại xấp xỉ bằng không tức là vũ trụ gần như hoàn toàn là phẳng về mặt không
gian. Cụ thể, tham số mật độ độ cong được xác định như sau(2.32)

ΩK ≡ −
K

a2H2 , (3.1)

giá trị quan sát từ vệ tinh Planck ΩK0 = 0.0007+0.0037
−0.0037 ở độ tin cậy 95% [13]. Hiển

nhiên ta sẽ tự tin khi |ΩK0| < 1. Dẫn đến

|ΩK | =
∣∣∣∣∣− K

H2a2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣− K

H2
0a

2
0

H2
0a

2
0

H2a2

∣∣∣∣∣ = |ΩK0|
H2

0
a2H2 <

H2
0

H2a2 , (3.2)

Hàm xuất hiện ở vế phải của phương trình sẽ có tỷ lệ như thế nào? Khi a → 0, hay
xét riêng tại kỷ nguyên bức xạ thống trị, ta có:

H2
0

H2a2 ∼ a2 → 0. (3.3)

Có nghĩa là, càng tiến về quá khứ, ΩK càng tiến thực sự rất gần đến số 0 hay độ
cong của vũ trụ là phẳng.

Ngoại suy về thời điểm Planck (Planck time) ta có |ΩK | < 10−60. Nếu vì một lý
do nào đó mà ΩK ∼ 10−59 tại kỷ nguyên Planck, thì ΩK0 ngày nay sẽ lớn hơn gấp
mười lần và sẽ không thể phù hợp với quan sát. Để phù hợp với các quan sát ngày
nay, ΩK tại thời điểm Planck phải được xác định với độ chính xác đến đủ cả 60 chữ
số có nghĩa! Đây là một ví dụ về sự tinh chỉnh (fine tuning problem). Đối với vấn đề
độ phẳng, ý tưởng rất đơn giản được đưa ra trong A. Guth (1981) [5] như sau. Xét
phương trình (3.1). Nếu H không đổi thì ΩK ∼ 1/a2. Nếu trước kỷ nguyên bức xạ
thống trị, vũ trụ trải qua một giai đoạn mà H không đổi, thì có thể giải thích tại sao
ngay từ đầu K quá nhỏ mà không cần điều chỉnh lại. Giai đoạn với H không đổi, hoặc
gần như không đổi, ngụ ý rằng a(t) ' eHt (hay hệ số thang đo phát triển theo cấp số
nhân) được gọi là lạm phát.
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Giải pháp cho vấn đề độ phẳng

Để xem xét định lượng cách mà lạm phát giải quyết vấn đề độ phẳng ta giả sử rằng
tại thời điểm bắt đầu của lạm phát ta có

|K|
a2
iH

2
i

= O(1). (3.4)

Khi kết thúc pha lạm phát hệ số thang đo đã tăng lên theo hệ số eN . N là số lần e
gấp (e-folds number) hay

|K|
a2
fH

2
f

= |K|
a2
iH

2
i

e−2N ≈ e−2N . (3.5)

Điều này dẫn đến tại thời điểm hiện tại (vì a0 = 1)

|ΩK0| =
|K|
H2

0
= |K|
a2
fH

2
f

(
afHf

H0

)2
≈ e−2N

(
afHf

H0

)2
, (3.6)

để thỏa mãn điều kiện |ΩK0| < 1 thì

afHf

H0
< eN . (3.7)

Ta có thể ước tính tỷ lệ ở phía vế trái, với giả thiết lạm phát kết thúc vào kỷ nguyên
bức xạ thống trị. Thật vậy tại kỷ nguyên bức xạ thống trị ta có

H2
f ≈ H2

0Ω1/4
r0 a

4
f , (3.8)

dễ có
af ≈ Ω1/4

r0
√
H0/Hf (3.9)

⇒ eN > Ω1/4
r0 (ρf/ρ0)1/4 =

ρ
1/4
f

0.037 eV , (3.10)

trong đó ρf là thang đo năng lượng mà tại đó kết thúc quá trình lạm phát, nhưng vì
H gần như không đổi trong suốt pha lạm phát (để thỏa mãn hệ số thang đo biến đổi
theo cấp số nhân), ρf là thang đo mật độ năng lượng cho phép ta tính toán số lần e
gấp (e-fold number).

Rõ ràng để không phá hỏng sự thành công của giai đoạn Big Bang Nucletheosis
(BBN) thì ρf phải nhỏ hơn 1 MeV4 với ràng buộc này ta có N > 17 Nếu ta chọn
thang đo Planck, ta nhận được N > 68 và chọn thang năng lượng GUT, N > 62.
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3.2.2 Vấn đề chân trời

Khoảng 380 000 năm sau Vụ nổ lớn, vũ trụ đã nguội đi đủ để cho phép hình thành
các nguyên tử hydro đầu tiên. Các photon được tách ra khỏi plasma nguyên thủy.
Chúng ta quan sát sự kiện này dưới dạng nền vi sóng vũ trụ (CMB), một ánh hào
quang sau vụ nổ Big Bang nóng. Đáng chú ý, bức xạ này gần như là đẳng hướng hoàn
toàn, với dị hướng ở nhiệt độ CMB nhỏ hơn một phần nghìn.

Hình 3.1: Bức xạ nền vi sóng vũ trụ (CMB) - Hình ảnh cung cấp bởi vệ tinh Planck
Cơ quan Vũ trụ châu Âu ESA.

Vấn đề đường chân trời xuất hiện khi chúng ta tính toán kích thước góc của đường
chân trời hạt tại thời điểm tái hợp (recombination) và nhận thấy rằng nó chỉ là một
phần nhỏ của bầu trời CMB. Nếu không có quá trình nhân quả nào có thể xảy ra vượt
quá 1 độ thì điều gì đã gây ra sự đẳng hướng cao của nhiệt độ CMB?.

Tính toán định lượng khoảng cách của đường chân trời hạt ta có công thức sau

dH = a(t)
∫ t

0

dt̃

a(t̃) = a
∫ a

0

dã

H(ã)ã2 . (3.11)

Trong một vũ trụ thống trị bởi vật chất và bức xạ (các thành phần khác không
đáng kể) biểu thức trên trở thành

dH = a
∫ a

0

dã

H0
√

Ωm0ã+ Ωr0
= 2a
H0Ωm0

(√
Ωm0a+ Ωr0 −

√
Ωr0

)
. (3.12)

Trong khi đó khoảng cách đường kính góc được tính theo công thức

dA = a(t)
∫ t0

t

dt̃

a(t̃) = a
∫ 1

a

dã

H(ã)ã2 . (3.13)
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Tương tự ta xét vũ trụ trong thời kỳ vật chất và bức xạ thống trị

dA = a
∫ 1

a

dã

H0
√

Ωm0ã+ Ωr0
= 2a
H0Ωm0

(√
Ωm0 + Ωr0 −

√
Ωm0a+ Ωr0

)
. (3.14)

Ta có tỷ lệ
dH
dA

=
√

Ωm0a+ Ωr0 −
√

Ωr0√
Ωm0 + Ωr0 −

√
Ωm0a+ Ωr0

, (3.15)

tỷ lệ này có xu hướng tiến đến 0 khi a→ 0 và tại thời điểm tái hợp:

dH
dA

(arec = 10−3) = 0.018(radial), (3.16)

giá trị này cỡ 1◦ trên bầu trời CMB. Do đó ta có khoảng 4π/(0.018)2 ≈ 104 vùng bị
ngắt kết nối nhân quả trên bầu trời. Nếu không có đủ thời gian để các vùng này kết
nối, tại sao chúng lại trông giống nhau đến vậy? Đây là vấn đề chân trời.

Hình 3.2: Các vùng ngắt kết nối nhân quả [74].

Giải pháp cho vấn đề chân trời

Tương tự với vấn đề độ phẳng. Giả sử ban đầu có một giai đoạn lạm phát sao cho:

a(t) = aie
Hf (t−ti) = aIe

−Hf (tf−t), (3.17)

. Khi đó ta có
dH
dA
≈ H0
afHf

eN , (3.18)
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để dH > dA, ta cần điều kiện:
afHf

H0
< eN . (3.19)

Trùng với điều kiện trong vấn đề độ phẳng. Cùng một giải pháp cho hai vấn đề khác
nhau đây dường như là một dấu hiệu tốt và một điểm cộng cho lý thuyết lạm phát.

3.3 Cơ chế gây ra lạm phát

Để nghiên cứu lạm phát vũ trụ chúng ta cần kết hợp hai nhánh chính của vật lý hiện
đại bao gồm

• Lý thuyết tương đối tổng quát (GR).

• Cơ học lượng tử: cụ thể là lý thuyết trường lượng tử (QFT).

Lý thuyết tương đối tổng quát được sử dụng để dự đoán hành vi của toàn bộ vũ trụ.
Ngày nay, các quan sát vũ trụ [13] [14] chỉ ra vũ trụ đang giãn nở gia tốc do một loại
năng lượng bí ẩn có đặc tính phản hấp dẫn (anti gravity) được gọi là năng lượng tối
(DE). Như đã đề cập ở chương trước trong mô hình ΛCDM, Λ đại điện cho mật độ
năng lượng chân không không đổi xuất hiện trong phương trình Einstein được gọi là
hằng số vũ trụ - giá trị dương của Λ gây ra pha giãn nở theo cấp số nhân (pha de
Sitter). Tốc độ giãn nở phụ thuộc vào độ lớn của mật độ năng lượng chân không. Đối
với năng lượng tối, con số này cực kỳ nhỏ. Việc ước lượng giá trị ρΛ thông qua tính
toán QFT và so sánh kết quả với giá trị quan sát được dẫn đến vấn đề tinh chỉnh
(fine-turning problem) nổi tiếng của hằng số vũ trụ [75]. Vấn đề này được mô tả như
sau: Giá trị quan sát được ρΛ vào khoảng 10−47GeV4 [13] trong khi đó thang đo tự
nhiên của mật độ năng lượng chân không là Planck scale vào cỡ 1076GeV4. Dễ thấy sự
khác biệt lên đến 123 bậc độ lớn! kể cả khi ta giả thiết một trạng thái giả chân không
(false vacuum state) xuất hiện sau chuyển pha điện yếu ở 108GeV4 sự sai khác vẫn
quá lớn cỡ 55 bậc độ lớn [76].

Để giải quyết các vấn đề vũ trụ học (vấn đề độ phẳng, vấn đề đường chân trời, vấn
đề đơn cực từ,...) lạm phát yêu cầu mật độ năng lượng chân không không đổi lớn hơn
rất nhiều so với năng lượng tối. Ngoài ra, để lạm phát có ý nghĩa, vũ trụ cũng cần
dừng lạm phát vào một thời điểm nào đó để nhường chỗ cho sự giãn nở Hubble quen
thuộc mà ta quan sát thấy ngày nay.
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3.3.1 Cơ sở lý thuyết cho lạm phát vũ trụ

Để xem xét cơ chế này xảy ra như thế nào chúng ta cần vượt ra ngoài khuôn khổ
của lý thuyết tương đối rộng cụ thể ở đây ta cần lý thuyết trường lượng tử.

Định nghĩa.— Lý thuyết trường lượng tử : Trong vật lý lý thuyết, lý thuyết
trường lượng tử (QFT) là một khung lý thuyết kết hợp lý thuyết trường cổ điển,
thuyết tương đối hẹp và cơ học lượng tử và nó được sử dụng để xây dựng các
mô hình vật lý của các hạt hạ nguyên tử.

Lý thuyết trường lượng tử có thể giải thích cách mà chân không có năng lượng.
Một trường lượng tử nhận một giá trị nào đó tại mọi điểm trong không gian gọi là
cường độ trường (field strength). Cường độ trường xác định độ lớn của lực mà một
trường lượng tử tác dụng lên các trường và các hạt khác.
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C÷íng �ë tr÷íng
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Hình 3.3: Trường lượng tử và đồ thị thế năng tương ứng với cường độ trường.

Một ví dụ để dễ hình dung là từ trường, từ trường càng mạnh (cụ thể là các đường
sức từ càng dày đặc) thì lực từ tác dụng dưới dạng lực kéo hoặc đẩy sẽ càng mạnh.
Trong lý thuyết trường lượng tử một hạt cơ bản tương ứng với một dao động trong
trường hay là một gói năng lượng nhỏ được tạo ra bởi dao động của trường lượng tử.
Trường lượng tử có thể chứa năng lượng nội tại ngay cả khi trường đó không có hạt
nào. Ngoài ra, nó luôn có xu hướng giảm xuống mức năng lượng thấp nhất (trạng thái
chân không - vacuum state) quá trình chuyển đến trạng thái chân không này không
phải ngay lập tức mà bằng cách thay đổi cường độ trường từng bước một. Nếu ta vẽ
biểu đồ thế năng của một trường tương ứng với cường độ của trường đó, nó có dạng
giống như các hình 3.3 nếu trường đang tồn tại trạng thái năng lượng cao (cường độ
trường cao), thì nó sẽ giảm xuống mức cực tiểu và sẽ tồn tại ổn định ở đó.
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Hình 3.4: Trạng thái chân không của trường lượng tử

Trên thực tế mối quan hệ giữa năng lượng của trường và cường độ trường có thể
phức tạp hơn nhiều. Một trong những trường hợp như vậy là trường có thể tồn tại một
mức năng lượng tối thiểu cục bộ (local minimum energy) hay một trạng thái giả chân
không của trường (false vacuum state) được minh họa trong hình vẽ sau

N
«n

g
l÷
ñn

g

Tr÷íng l«n xuèng và tr½ gi£ ch¥n khæng

C÷íng �ë tr÷íng

T
h
¸
n
«n

g

Hình 3.5: Trạng thái giả chân không hay mức năng lượng tối thiểu cục bộ.

Trạng thái giả chân không này cung cấp chính xác một mật độ năng lượng chân
không không đổi cần thiết cho quá trình lạm phát.

Ta giả sử rằng một trường như vậy tồn tại và đặt tên nó là: "trường inflaton".
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Định nghĩa.— Trường inflaton: Trường inflaton là một trường vô hướng giả
định được lý thuyết để thúc đẩy lạm phát vũ trụ trong vũ trụ rất sơ khai.
Trường, do Alan Guth đưa ra lý thuyết ban đầu, cung cấp một cơ chế trong đó
một khoảng thời gian giãn nở nhanh chóng từ 10−35 → 10−34 giây sau khi giãn
ban đầu này có thể được tạo ra. Hình thành một vũ trụ phù hợp với sự đồng
nhất và đẳng hướng không gian quan sát được.

Ý tưởng ban đầu về lạm phát do Alan Guth đề xuất năm 1979 [5] như sau: Trong
vũ trụ sơ khai, một trường vô hướng phẳng có cường độ trường cao do nhiệt độ khắc
nghiệt tại thời điểm đó. Khi vũ trụ nguội đi, trường sẽ mất dần cường độ và năng
lượng. Tuy nhiên, nó bị mắc kẹt tại trạng thái năng lượng tối thiểu cục bộ. Vũ trụ tiếp
tục nguội đi nhưng trường không giảm cường độ. Để làm được điều này nó phải vượt
qua rào thế. Khi tồn tại ở trạng thái giả chân không trường có một mật độ năng lượng
không đổi rất lớn chính điều này là cơ chế gây ra lạm phát. Bản chất giãn nở theo cấp
số nhân của lạm phát nhanh chóng thổi bùng thể tích vũ trụ, khiến vũ trụ trở về trạng
thái trống rỗng và làm lạnh nó đến nhiệt độ cực thấp. Cơ chế lạm phát và làm lạnh
vũ trụ này sẽ diễn ra vĩnh viễn nếu trường inflaton vẫn bị mắc kẹt tại trạng thái giả
chân không này.

Tuy nhiên, dựa vào nguyên lý bất định Heisenberg, các trường lượng tử có xu hướng
dao động ngẫu nhiên đén các giá trị khác nhau của cường độ trường vì vậy ở một thời
điểm nào đó trường dao động sang phía bên kia của rào thế (hiệu ứng xuyên ngầm
lượng tử) và nhanh chóng rơi xuống trạng thái chân không thực khi đó lạm phát kết
thúc tại thời điểm này đồng thời toàn bộ trường lạm phát sẽ giảm năng lượng. Trạng
thái chuyển pha của trường lạm phát từ trạng thái giả chân không về trạng thái chân
không thực không làm năng lượng của trường lạm phát biến mất mà tồn tại trong thời
gian ngắn dưới dạng các hạt inflaton. Nó giống như toàn bộ sàn của trường được dịch
chuyển xuống tại mọi điểm trong không gian; những gì đã từng là trường lạm phát
thuần túy được chuyển đổi thành một nền các hạt inflaton. Những hạt đó không ổn
định và chúng rất nhanh chóng phân rã năng lượng của chúng vào các trường lượng tử
khác. Các hạt inflaton phân rã thành các hạt quen thuộc của mô hình chuẩn - quark,
electron, v.v. Vì vậy, chân không của lạm phát được chuyển đổi thành một đại dương
hạt cực nóng. Chúng ta nói rằng vũ trụ đã được ’tái nhiệt hóa’ hoặc hâm nóng lại bởi
quá trình này. Trên thực tế, quá trình này sẽ hâm nóng vũ trụ đến mức năng lượng
cực lớn mà chúng ta mong đợi đã tồn tại ngay sau Vụ nổ lớn. Tại thời kỳ này vũ trụ
bước vào giai đoạn bức xạ thống trị được dự đoán thành công trong mo hình BigBang
nóng. Đây là trình tự sơ bộ được trình bày trong bài báo gốc của Alan Guth [5]. Tuy
nhiên, mô hình của Guth gặp phải một số vấn đề. Vấn đề quan trọng là làm thế nào
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để lạm phát dừng lại đồng thời dự đoán lý thuyết của mô hình này không phù hợp với
các quan sát CMB. Ý tưởng của Guth hiện được gọi là lạm phát cũ. Nó đã giải quyết
một số vấn đề trong vũ trụ học và nó cũng truyền cảm hứng cho các nhà vật lý khác
tìm ra các giải pháp tốt hơn, chủ yếu bằng cách thay đổi bản chất của trường là làm
phẳng thế năng của nó để cho phép thoát khỏi lạm phát trên toàn vũ trụ một cách
suôn sẻ hơn. Các mô hình lạm phát mới này thành công hơn và chúng ta sẽ xem xét
chúng trong phần sau.

3.4 Lạm phát cuộn chậm

Trong phần này chúng ta sẽ tìm hiểu về mô hình lạm phát mới khắc phục điểm yếu
trong mô hình lạm phát cũ của Alan Guth được gọi là Lạm phát cuộn chậm (slow roll
inflation). Lạm phát cuộn chậm lần đầu được đề xuất bởi ba nhà khoa học Andrei
Linde [6], Andreas Albrecht và Paul Steinhardt [7], vào năm 1982, chỉ vài năm sau đề
xuất của Guth. Ý tưởng về lạm phát cuộn chậm là trường lạm phát không bị mắc kẹt ở
mức tối thiểu cục bộ của thế năng mà nó nằm trên một dạng thế năng gần như phẳng
dẫn đến một hố thế sâu hơn. Trong trường hợp đó, trường sẽ lăn rất xuống dốc thế
đó. Như vậy, năng lượng sẽ giảm rất chậm. Điều đó sẽ vẫn cung cấp cho chúng ta mật
độ năng lượng gần như không đổi cần thiết để cung cấp năng lượng cho lạm phát và
sau đó, khi tốc độ tăng tốc về phía hố thế, lạm phát sẽ kết thúc. Nhưng nó không kết
thúc như một quá trình ngẫu nhiên, nó cũng không yêu cầu đường hầm lượng tử để
bắt đầu. Thay vào đó, toàn bộ các vùng của vũ trụ lạm phát sẽ đạt đến mức cực tiểu
này cùng với thời điểm dừng Lạm phát và do đó vũ trụ sẽ được hâm nóng ở mọi nơi
cùng một lúc. Điều này mang lại cho chúng ta vũ trụ đặc nóng giãn nở mà chúng ta
biết trong mô hình Vụ nổ lớn. Do tính chất tự nhiên của vật lý lượng tử Khi trường
lạm phát lăn xuống hố thế năng, cường độ trường sẽ dao động một chút. Điều đó có
nghĩa là một số khu vực của vũ trụ sẽ kết thúc lạm phát trước những khu vực khác
một chút Và điều đó sẽ dẫn đến sự dao động về mật độ và nhiệt độ rất nhỏ của vật
chất được tạo ra sau lạm phát. Và chúng ta thấy những biến động đó trong Nền Vi
sóng Vũ trụ.

Như đề cập ở trên nghiên cứu lạm phát ta cần mở rộng lý thuyết tương đối rộng
cụ thể là lý thuyết trường lượng tử. Các hạt cơ bản trong nghiên cứu vật lý hạt hiện
đại được biểu diễn bằng các trường lượng tử tương ứng của chúng. các hạt cơ bản này
được biểu hiện dưới dạng dao động trong các trường. Trong lý thuyết trường lượng tử,
trường vô hướng đại diện cho các hạt cơ bản có spin bằng không và giống như trạng
thái chân không vì chúng có cùng số lượng tử với chân không. Vật chất có áp suất âm
ρ = −p biểu diễn cho trạng thái giống như chân không vật lý (physical vacuum like

Phạm Mạnh Tuyến 34 2020B Vật lý lý thuyết



Học viện khoa học và công nghệ Luận văn thạc sĩ

state), nơi tồn tại các thăng giáng lượng tử của tất cả các loại trường vật chất. Một
trường vô hướng thực đơn inflaton φ = φ(x, t) tồn tại trong vũ trụ sơ khai, giá trị của
trường hay cường độ trường phụ thộc vào vị trí x của trường trong không gian ngụ
ý rằng thế năng của nó phụ thuộc vào cường độ trường tương ứng như ta đã chỉ ra
một cách định tính trong phần trước. Cường độ trường cũng phụ thuộc vào thời gian
và do đó nó cũng có động năng tương ứng. Như vậy mật dộ năng lượng ρφ của trường
inflaton φ là

ρφ = ρkφ + ρpφ. (3.20)

Tác dụng tương ứng của trường inflaton φ chính tắc có dạng

S =
∫
d4x
√
−g

[
−1

2(∇φ)2 − V (φ)
]
. (3.21)

Tensor năng xung lượng của trường

Tµν = −2√
−g

δ(√−gLφ)
δgµν

= −1
2gµν∂αφ∂

αφ− gµνV (φ) + ∂µφ∂νφ. (3.22)

Các thành phần của tensor Tµν

T00 = 1
2 φ̇

2 + 1
2a2 (∇φ)2 + V (φ), (3.23)

Tij = −gij
[
−1

2 φ̇
2 + 1

2a2 (∇φ)2 + V (φ)
]

+ ∂iφ∂jφ. (3.24)

Khi đó mật độ năng lượng và áp suất của trường lạm phát có dạng

ρφ = −T 0
0 = 1

2 φ̇
2 + 1

2a2 (∇φ)2 + V (φ) (3.25)

và
pφ = 1

3T
i
i = 1

2 φ̇
2 − 1

6a2 (∇φ)2 − V (φ). (3.26)

Trong thời gian xảy ra lạm phát, trường lạm phát gần như đồng nhất. Do tính đồng
nhất lên số hạng gradient của trường là không đáng kể. Khi đó, ta có

ρφ = 1
2 φ̇

2 + V (φ), (3.27)

pφ = 1
2 φ̇

2 − V (φ), (3.28)

với V (φ) ≥ 0. Tham số phương trình trạng thái

ω = pφ
ρφ

= φ̇2 − 2V (φ)
φ̇2 + 2V (φ)

= 1− (2V (φ)/φ̇2)
1 + (2V (φ)/φ̇2)

. (3.29)
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Dễ có điều kiện cho tham số phương trình trạng thái là

− 1 ≤ ω ≤ 1. (3.30)

Nếu số hạng động năng φ̇2 � V (φ) thì ω ≈ 1. Ngược lại nếu số hạng thế năng V (φ)
chiếm ưu thế tức là V (φ) � φ̇2 thì ω ≈ −1. Với trường hợp thế năng chiếm ưu thế
ta có điều kiện áp suất âm pφ = −ρφ hay thế năng là thành phần chính thúc đẩy lạm
phát.

Trong khi đó lấy biến phân tác dụng (3.21) theo φ ta thu được phương trình chuyển
động của trường vô hướng

�φ = V ′(φ). (3.31)

Trong không thời gian FLRW ta thu được

φ̈− 1
a2 (∇2φ) + 3Hφ̇+ V ′(φ) = 0, (3.32)

trong đó H = ȧ

a
là tham số Hubble.

Một lần nữa ta xét trường đồng nhất số hạng thứ hai chứa gradient của trường
được bỏ qua

φ̈+ 3Hφ̇+ V ′(φ) = 0. (3.33)

Phương trình (3.33) hoàn toàn có thể thu được từ phương trình liên tục thông qua
các phương trình cho ρφ và pφ như sau

ρ̇φ = −3H(ρφ + pφ), (3.34)

dẫn đến
φ̇φ̈+ V ′(φ)φ̇ = −3Hφ̇2 ⇒ φ̈+ 3Hφ̇ = −V ′(φ). (3.35)

Đây là phương trình trường cho trường vô hướng đồng nhất trong một vũ trụ giãn
nở (FLRW).

Lưu ý rằng trong trường hợp không thời gian Minkowski (−1, 1, 1, 1) phương trình
chuyển động cho trường vô hướng có dạng

φ̈ = −V ′(φ), (3.36)

số hang 3Hφ̇ = 0 vì H = 0 trong Minkowski spacetime. Với phương trình (3.36)
cho một trường đồng nhất khi ta so sánh với phương trình trong cơ học cổ điển cho
một hạt trong một trường hấp dẫn có thế năng V (~r) với gia tốc hấp dẫn có dạng
~̈r = −∇V (~r). Do đó ta có thể coi như trường lăn dần xuống thế năng của nó như 1
tảng đá lăn dần xuống thung lũng như hình vẽ sau
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C÷íng �ë tr÷íng φ

T
h
¸
n
«n
g
V
(φ
)

Hình 3.6: Trường vô hướng trong không thời gian Minkowski và dạng thế năng của nó.

Dễ thấy trong vũ trụ giãn nở FLRW nơi đóng góp của số hạng 3Hφ̇ là khác không
cụ thể số hạng này đóng góp như một số hạng ma sát làm chậm sự phát triển của
trường φ. Hay số hạng này làm cho trường φ lăn chậm xuống thế năng V (φ) trong

quá trình giãn nở của vũ trụ H = ȧ

a
. Trực quan hóa quá trình này như sau

C÷íng �ë tr÷íng φ

T
h
¸
n
«n
g
V
(φ
)

Hình 3.7: Trường inflaton trong cơ chế slow-roll
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3.4.1 Điều kiện cho lạm phát cuộn chậm

Phương trình Friedmann thứ hai áp dụng cho trường inflaton φ có dạng

ä

a
= −4πG

3 (ρφ + 3pφ) . (3.37)

Lạm phát là một giai đoạn giãn nở gia tốc do đó ä > 0 dẫn đến điều kiện sau

ρφ + 3pφ < 0→ pφ < −
1
3ρφ, (3.38)

dẫn đến (1
2 φ̇

2 − V (φ)
)
< −1

3

(1
2 φ̇

2 + V (φ)
)
. (3.39)

Trường lạm phát lăn chậm xuống thế năng của nó đồng thời lạm phát được thúc đẩy
chủ yếu bởi thế năng dẫn đến bất đẳng thức trên thỏa mãn khi

φ̇2 � V (φ). (3.40)

Lấy đạo hàm 2 vế của (3.40) theo thời gian ta thu được

φ̈� 1
2V
′(φ), (3.41)

từ phương trình chuyển động của trường inflaton (3.33) ta có

φ̈+ 3Hφ̇+ V ′(φ) = 0, (3.42)

ta bỏ qua số hạng φ̈ = d2φ
dt2 dẫn đến

V ′(φ) = −3Hφ̇, (3.43)

thay vào bất phương trình (3.41)

φ̈� 1
2(−3Hφ̇), (3.44)

bỏ qua phần hệ số ta và lấy trị tuyệt đối 2 vế thu được điều kiện sau∣∣∣φ̈∣∣∣� ∣∣∣3Hφ̇∣∣∣ , (3.45)

kết hợp với điều kiện (3.40) đây là hai điều kiện cuộn chậm (slow roll condition) xảy
ra.

φ̈2 � V (φ), (3.46)∣∣∣φ̈∣∣∣� ∣∣∣3Hφ̇∣∣∣ . (3.47)
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Lấy đạo hàm 2 vế của phương trình (3.43) theo thời gian ta thu được

3(Ḣφ̇+Hφ̈) = −V ′′(φ)φ̇, (3.48)

vì H gần như không đổi trong suốt pha lạm phát do đó số hạng Ḣ có thể được bỏ qua
và ta có

φ̈ = −V
′′(φ)φ̇
3H , (3.49)

từ phương trình (3.45) ta thu được

− V ′′(φ)φ̇
3H � 3Hφ̇, (3.50)

dẫn đến
|V ′′(φ)| � H2. (3.51)

3.4.2 Các tham số cuộn chậm

Ta định nghĩa các tham số cuộn chậm ε và η được định nghĩa dưới dạng tham số
Hubble và thế năng V giúp chúng ta định lượng tham số cuộn chậm

εH = − Ḣ

H2 , (3.52)

sử dụng công thức a(t) ∝ eN ⇒ N = ln a phương trình trên có theer được biểu diễn

εH = −d ln(H)
dN

, (3.53)

với N là e-folds number do đó

ηH = −1
2
Ḧ

ḢH
. (3.54)

Phương trình Friedmann đầu tiên cho φ trong không thời gian phẳng FLRW có
dạng

H2 = 8πG
3 ρφ. (3.55)

Nếu các điều kiện cuộn chậm (3.46),(3.47) được thỏa mãn, chúng ta có thể lấy xấp xỉ
cuộn chậm phương trình Friedmann(3.55) có dạng

H2 = 8πG
3 V (φ). (3.56)

Lấy đạo hàm theo thời gian cả 2 vế của phương trình trên có dạng

ḢH = 4πG
3 V ′(φ)φ̇. (3.57)
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Thay V ′(φ) từ phương trình (3.43) vào phương trình trên ta thu được

Ḣ = −4πGφ̇2. (3.58)

Tiếp tục thay Ḣ từ phương trình trên vào phương trình cho εH (3.52) ta thu được

εH = − Ḣ

H2 = 4πG
H2 φ̇

2. (3.59)

Mặt khác từ phương trình (3.43) ta có

φ̇ = −V
′(φ)

3H . (3.60)

Thay vào phương trình (3.59)

εH = 4πG
H2

(
V ′(φ)2

9H2

)
= 4πGV ′(φ)2

9H4 , (3.61)

với H2 thu được từ phương trình Friedmann (3.56) thay vào phương trình này ta thu
được

εH = 4πGV ′(φ)2

9
(8πG

3 V (φ)
)2 = 1

16πG

(
V ′(φ)
V (φ)

)2
=
Mpl2

2

(
V ′(φ)
V (φ)

)2
. (3.62)

như vậy tham số cuộn chậm được biểu diễn dưới dạng thế năng có dạng

εV =
Mpl2

2

(
V ′(φ)
V (φ)

)2
, (3.63)

tham số cuộn chậm thứ hai ηH có thể được biểu thị như sau

ηH = − φ̈

Hφ̇
, (3.64)

tương tự với εH ta thu được

ηV = 1
8πG

(
V ′′(φ)
V (φ)

)
= Mpl2

(
V ′′(φ)
V (φ)

)
, (3.65)

ngoài ra nếu sử dụng phương trình (3.43) ta thu được

ηV = V ′′(φ)
3H2 . (3.66)
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3.4.3 Số e - folds

Lạm phát được định lượng thông qua số e-fold (e-folds number) ký hiệu là N trước
thời điểm kết thúc lạm phát. Trong pha lạm phát N sẽ giảm và bằng 0 tại thời điểm
lạm phát kết thúc. Khi tính toán N ta sẽ đi ngược từ thời điểm kết thúc lạm phát
(N = 0) đến thời kỳ bắt đầu lạm phát (N đạt giá trị lớn nhất). Trong pha lạm phát
hệ số thang đo a(t) phát triển với một hệ số cực lớn chính vì vậy nó đo số lần thời
gian phát triển. Giá trị cần thiết của N để giải quyết các vấn đề vũ trụ học như đề
cập ở phần trước là N ∼ 60 − 75. Để tìm số e-fold ta giả thiết rằng trong suốt pha
lạm phát hệ số thang đo phát triển như sau

a(t) = a(t0)eHt, (3.67)

hay
a(t) = a(t0)eH(t−ti), (3.68)

thành phần Ht tạo thành số lần e-fold

N = Ht, (3.69)

lấy đạo hàm 2 vế phương trình trên theo thời gian ta thu được

dN

dt
= H = ∂t(ln a), (3.70)

khi đó
N =

∫ tf

ti
Hdt =

∫ tf

ti

ȧ

a
dt = ln

(
atf
ati

)
. (3.71)

Chúng ta có thể tính toán N(t) ≡ N(φ(t)) = N(φ) phụ thuộc vào trường vô hướng
thông qua phép biến đổi tích phân và dạng của thế năng của trường vô hướng

N(φ) = Ht =
∫ tf

ti
Hdt =

∫ tf

ti
H
dt

dφ
dφ

=
∫ φf

φi

H

φ̇
dφ

slow-roll≈ 1
Mpl2

∫ φi

φf

V (φ)
V ′(φ)dφ . (3.72)

lưu ý rằng ở đây ta sử dụng điều kiện slow-roll (3.43) 3Hφ̇ = −V ′(φ). Do đó số e-fold
có thể được xác định thông qua dạng thế năng của trường lạm phát. Ngoài ra tham số
slow-roll có thể được biểu diễn dưới dạng số e-fold như sau

εH = − Ḣ

H2 = − 1
H2 = dH

dt
= − 1

H2
dH

dN

dN

dt
= − 1

H2
d lnN
dt

. (3.73)
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3.4.4 Tổng kết lạm phát cũ và slow roll inflation
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(a) Trường lăn xuống vị trí giả
chân không.

Hi»u ùng xuy¶n ng¦m l÷ñng tû
(Quantum tunneling)

Tr÷íng l«n r¥t nhanh xuèng
true vacuum

L¤m ph¡t k¸t thóc �ët ngët
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(b) Trường thực hiện hiệu ứng
xuyên ngầm lượng tử.

N«ng l÷ñng nhanh châng bi¸n m§t
d¨n �¸n mët vô trö trèng réng

C÷íng �ë tr÷íng

T
h
¸
n
«n
g

(c) Lạm phát kết thúc ngay lập
tức.

Hình 3.8: Lạm phát cũ.
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(a) Trường lăn chậm ở vị trí
xấp xỉ giả chân không.
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(b) Quá trình lạm phát bắt
đầu và tiếp diễn.
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(c) Trường lăn xuống vị trí cực
tiểu và dao động tại đó.

Hình 3.9: Lạm phát cuộn chậm.
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3.5 Mô hình lạm phát k (k inflation)

Lạm phát k (k inflation) được đề xuất bởi ba nhà khoa học C. Armendariz-Picon,
T. Damour và V. Mukhanov [16] Lạm phát k có số hạng động năng phi chính tắc.
Phiếm hàm tác dụng trong mô hình này có dạng

S =
√
−g

[
− 1

16πGR + P (X,φ)
]
, (3.74)

trong đó P (X,φ) là một hàm bất kỳ của trường inflaton φ và số hạng động năng

X = 1
2∂µφ∂

µφ. Tensor năng xung lượng thu được bằng cách lấy biến phân tác dụng
theo metric có dạng

Tµν = ∂P (X,φ)
∂X

∂µφ∂νφ− P (X,φ)gµν . (3.75)

Tensor năng xung lượng này tương ứng với một chất lỏng hoàn hảo có áp suất

p = P (X,φ), (3.76)

và mật độ năng lượng

ρ = 2X ∂P

∂X
− P (X,φ), (3.77)

với vận tốc 4 chiều có dạng

uµ = σ
∂µφ√
2X

, (3.78)

với σ là dấu của φ̇. Các phương trình Friedmann có dạng trong không thời gian FLRW
có dạng

H2 = 1
3M2

p

ρ, (3.79)

Ḣ = − 1
2M2

p

(ρ+ p), (3.80)

Mp = 1√
8πG

là khối lượng planck rút gọn. Đối với lạm phát ta có điều kiện sau

ä

a
= Ḣ +H2 > 0, (3.81)

có thể được biểu thị dưới dạng tham số cuộn chậm

ε = − Ḣ

H2 < 1, (3.82)
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tham số cuộn chậm có thể được xác định dưới dạng tham số dòng Hubble như sau

ε0 ≡
Hk

H
, (3.83)

và
εi ≡

d ln |εi|
dN

, i ≥ 0, (3.84)

với Hk là hằng số Hubble trong quá trình lạm phát tại một thời điểm khi một mode
k cụ thể rời khỏi đường chân trời và N là số e-fold

N = ln
(
a

ai

)
. (3.85)

Đạo hàm bậc nhất của tham số dòng Hubble theo thời gian có dạng

ε̇i = εiεi+1, (3.86)

với 2 tham số dòng Hubble đầu tiên có dạng

ε1 = ε = 3
2
ρ+ p

ρ
, (3.87)

và
ε2 = 3

2H
d

dt

(
ρ+ p

ρ

)
. (3.88)

Phổ công suất của các nhiễu loạn vô hướng và nhiễu loạn tensor là chỉ số phổ vô
hướng ns và tỷ số tensor-to-scalar r trong mô hình k-inflation được tính toán trong [17]
được biểu diễn dưới dạng tham số dòng Hubble có dạng

Pζ = H2

8π2M2
p csε

∣∣∣∣∣∣
cSk=aH

, (3.89)

Ph = 2
π2
H2

M2
p

∣∣∣∣∣∣
csk=ah

, (3.90)

ns = 1− 2ε1 − ε2, (3.91)
r = 16csε1. (3.92)

Trong đó tốc độ âm thanh cho nhiễu loạn có dạng

c2
s = ∂p/∂X

∂ρ/∂X
. (3.93)

Như vậy, lạm phát k là mô hình lạm phát đặc biệt khi yếu tố chính gây ra lạm
phát là thành phần động năng của trường vô hướng thay vì thế năng của trường như
các mô hình chính tắc. Mô hình mở ra một cách tiếp cận mới mẻ cho nghiên cứu cơ
chế gây ra lạm phát vũ trụ.
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3.6 Mô hình lạm phát Gauss-Bonnet

Trong phần này chúng ta cùng tìm hiểu về một mô hình hấp dẫn bậc cao với thành
phần là số hạng bất biến Gauss-Bonnet. Tìm hiểu tại sao chúng ta lại quan tâm đến
số hạng Gauss-Bonnet, nó đóng vai trò gì trong vũ trụ sớm và cuối cùng là mô hình
lạm phát Einstein Gauss-Bonnet do P.Kanti và cộng sự đề xuất năm 2015 [32,33].

3.6.1 Vai trò của số hạng Gauss-Bonnet

Số hạng Gauss-Bonnet

Số hạng Gauss-Bonnet có dạng

G = R2 − 4RµνRµν +RµνρσR
µνρσ. (3.94)

Số hạng này xuất hiện trong khai triển bậc hai của lý thuyết hấp dẫn Lovelock [25]
đây là một lý thuyết hấp dẫn tổng quát hơn lý thuyết hấp dẫn Einstein. Lý thuyết hấp
dẫn Lovelock được mô tả bởi một phiếm hàm tác dụng tổng quát trong đó chứa tổng
gọi là các tensor Lovelock [25]. Khai triển bậc nhất trong lý thuyết hấp dẫn Lovelock
chính là lý thuyết tương đối tổng quát hay lý thuyết hấp dẫn Einstein. Khai triển bậc
hai của lý thuyết này là lý thuyết hấp dẫn Einstein-Gauss-Bonnet, trong đó chứa số
hạng Gauss-Bonnet và biến phân số hạng này chỉ khác không trong không gian có số
chiều lớn hơn hoặc bằng năm. Trong không thời gian bốn chiều, số hạng Gauss-Bonnet
đóng vai trò như một đạo hàm toàn phần và không đóng góp vào động lực học của
không thời gian. Để nghiên cứu trong không thời gian 4 chiều số hạng Gauss-Bonnet
phải được kết hợp không tầm thường với một trường vô hướng φ và sự kết hợp này
dẫn đến lý thuyết hấp dẫn Einstein-Scalar-Gauss-Bonnet.

Tại sao số hạng Gauss-Bonnet lại quan trọng cho lạm phát vũ trụ

Mặc dù kịch bản lạm phát giúp chúng ta giải quyết các vấn đề xuất hiện trong vũ
trụ học vụ nổ lớn, như vấn đề chân trời, vấn đề độ phẳng và vấn đề đơn cực từ, nhưng
vẫn còn các vấn đề chưa được giải quyết như điểm kỳ dị ban đầu và hấp dẫn lượng tử.

Thật vậy, Đối với vũ trụ rất sớm (nguyên thủy) khi tiệm cận thang Planck (Planck
scale), Lý thuyết hấp dẫn Einstein cùng một số hiệu chỉnh được coi là lý thuyết hiệu
dụng của lý thuyết hấp dẫn lượng tử. Lý thuyết siêu dây được coi là một ứng cử viên
hứa hẹn nhất cho hấp dẫn lượng tử và trong lý thuyết siêu dây bao gồm các số hạng
hiệu chỉnh độ cong bậc cao có thể đóng vai trò rất quan trọng trong vũ trụ rất sớm.
Một trong số những số hạng đó là số hạng Gauss-Bonnet xuất hiện trong tác dụng
hiệu dụng năng lượng thấp của dây dị loại (the low-energy effective action of heterotic
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string) [26–29]. Lạm phát là một viễn cảnh xảy ra trong vũ trụ rất sơ khai do đó rất
có khả năng số hạng Gauss-Bonnet đóng vai trò rất quan trọng trong nghiệm vũ trụ
học này.

3.6.2 Tổng quan mô hình lạm phát Gauss-Bonnet

Mô hình Lạm phát Gauss-Bonnet lần đầu được đề xuất bởi P.Kanti và các cộng
sự [32,33] với phiếm hàm tác dụng có dạng sau

S =
∫
d4x
√
−g

[
R

2κ2 −
1
2(∇φ)2 + 1

8f(φ)G
]
. (3.95)

Trong đó hàm ghép f(φ) là một hàm số bất kỳ của trường vô hướng gây ra lạm
phát φ được kết hợp không tầm thường với số hạng Gauss-Bonnet. Đáng chú ý trong
mô hình này không xuất hiện số hạng thế năng V (φ) của trường vô hướng, κ ≡ 8πG
là hằng số kết hợp hấp dẫn, g là định thức của metric tensor gµν , R là vô hướng Ricci.

Lấy biến phân tác dụng (3.95) theo metric tensor và trường vô hướng dẫn đến các
phương trình trường

Rµν −
1
2gµνR + Pµανβ∇αβf = ∂µφ∂νφ−

1
2gµν(∇φ)2, (3.96)

và
1√
−g

∂µ[
√
−g∂µφ] + 1

8f
′G = 0. (3.97)

Trong đó f ′ ≡ df/dφ, κ2 = 1 cho thuận tiện tính toán và Pµανβ được định nghĩa là

Pµανβ = Rµανβ + 2gµ[βRβ]µ + 2gα[νRβ]µ +Rgµ[νgβ]α, (3.98)

hay

Pµανβ∇αβf = −Gµν∇2f +Rαν∇µ∇αf +Rαµ∇ν∇αf −
R

2∇µ∇ν
−Rρσgµν∇ρ∇σf −Rµρσν∇ρ∇σf. (3.99)

Metric mô tả không thời gian phẳng đồng nhất đẳng hướng là FLRW phẳng có dạng

ds2 = −dt2 + a2(t)δijdxidxj. (3.100)

Dạng tường minh của các phương trình trường (3.96),(3.97) như sau

6H2
(
1 +Hḟ

)
= φ̇2, (3.101)

2(1 +Hḟ)(H2 + Ḣ) +H2
(
1 + f̈

)
= −1

2 φ̇
2, (3.102)

φ̈+ 3Hφ̇− 3f ′H2
(
H2 + Ḣ

)
= 0. (3.103)
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Trong đó H ≡ ȧ/a là tham số Hubble và dấu chấm trên ký hiệu cho đạo hàm theo
thời gian t.

Để chính xác chúng ta cần dạng chính xác của f(φ). P. Kanti và cộng sự [32,33] xét
hàm ghép có dạng bình phương f(φ) = λφ2 với hằng số kết hợp λ gây ra các nghiệm
lạm phát. Trong thời gian sớm, trong cơ chế hấp dẫn mạnh (strong gravity regime),
số hạng Gauss-Bonnet chiếm ưu thế hoàn toàn so với số hạng vô hướng Ricci [32, 33]
với cơ chế này động lực học của vũ trụ không cho thấy thay đổi đáng kể nào miễn là
trường vô hướng nhận các giá trị rất lớn hay tương ứng với λ nhận một giá trị lớn kể
cả khi chúng ta bỏ qua số hạng vô hướng Ricci. Với gần đúng này, ta sẽ bỏ qua các số
hạng bằng 1 trong các dấu ngoặc xuất hiện trong các phương trình trường (3.101) và
(3.102). Khi đó ta thu được phương trình

Ḣ +H2
(

1− H2

H2
dS

)
= 0, (3.104)

với H2
dS = −5/24λ do đó λ < 0. Điều này ngụ ý một nghiệm de Sitter, với H là

một hằng số và do đó Ḣ = 0, với λ < 0 mô tả một pha giãn nở lạm phát. Thay vào
phương trình(3.104) ta thu được 2 nghiệm với nghiệm H2

dS = −5/24λ là một nghiệm
repeller và một nghiệm là H = 0 mô tả không thời gian Minkowski, là một attractor.
Lấy tích phân phương trình (3.104)

a(t) = a0 exp(HdSt), (3.105)

từ nghiệm (3.105), ta thấy rằng lạm phát được gây ra bởi số hạng Gauss-Bonnet.
Ngoài ra trường vô hướng được giải thông qua phương trình(3.103) có dạng

φ(t) = φ0 exp
(
−5

2HdSt

)
. (3.106)

Kể cả trong các trường hợp tổng quát, chúng ta có thể tính tích phân phương trình
(3.104) thu được

H = HdS√
1 + 2C

5 H2
dSa

2
. (3.107)

Với C là hằng số tích phân. Ta thấy rằng khi vũ trụ giãn nở, Hằng số Hubble sẽ
giảm dần. Do đó, chúng ta phải điều chỉnh ν−2 ≡ 2CH2

dS/5 = C/12λ để lạm phát
xảy ra trong một thời gian đủ dài. Trong trường hợp này, hệ số thang đo có thể thu
được bằng cách giải giải tích phương trình (3.107) sử dụng phép đổi biến a = ν tanω

√
a2 + ν2 + ν log

√a2 + ν2 − ν
a

 =
√

5
2C (t+ t0), (3.108)
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Hình 3.10: Hệ số thang đo như một hàm của thời gian với C = 0 và ‖λ‖ =
0.1, 0.2, 0.5, 1, 2, 10 (từ trên xuống dưới) [32, 33]

trong đó t0 là hằng số tích phân. Vì nghiệm thu được với hệ số thang đo (3.108) không
ở dạng tường minh do đó nghiệm tường minh thu được cho trường vô hướng không thể
ở dạng phụ thuộc tường minh vào t mà chỉ thu được dạng phụ thuộc theo a như sau

φ = C0

(2C
5

)5/4 (a2 + ν2)5/4

a5/2 , (3.109)

trong đó C0 là một hằng số tích phân khác. Từ phương trình này, chúng ta có thể
thấy rằng ban đầu trường vô hướng giảm. Tuy nhiên, trong cơ chế a2 � ν2, trường
vô hướng trở thành không đổi.

Bất ổn định trong mô hình lạm phát Gauss-Bonnet

Như vậy trong trường hợp không có thế năng của trường vô hướng V (φ) lạm phát
cũng có thể được xuất hiện trong hấp dẫn Gauss-Bonnet, bước tiếp theo ta cần kiểm
tra tính ổn định của mô hình lạm phát này thông qua các tính toán nhiễu loạn từ công
việc của Getbogi Hikmawan, Jiro Soda và các cộng sự [46]. Xuất phát từ nhiễu loạn
tensor

ds2 = −dt2 + a2 (δij + hij) dxidxj, (3.110)
trong đó hij i = hii = 0. Từ metric (3.110) thu được tác dụng bậc hai của nhiễu loạn
tensor có dạng

S = 1
8

∫
d4a3

[
(1 +Hḟ)ḣijḣij −

1
a2 (1 + f̈)hij,khij,k

]
. (3.111)

Từ đó thu được phương trình chuyển động của các nhiễu loạn tensor có dạng

ḧij +
[
3H + α̇

α

]
ḣij + k2

a2
1 + f̈

α
hij = 0, (3.112)
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với α = (1 + Hḟ) được định nghĩa và k là số sóng. Lưu ý rằng hệ chứa ghost nếu
α < 0. Vì sự tồn tại của ghost ngụ ý rằng mô hình là không phù hợp với thực tế, chúng
ta phải tránh khả năng này. Từ phương trình (3.112), ta thấy rằng sự ổn định của hệ
được xác định thông qua số hạng cuối cùng, trong khi số hạng thứ hai là số hạng ma
sát. Mô hình ổn định đối với nhiễu loạn tensor khi bình phương tốc độ âm thanh hiệu
dụng là dương

c2
s ≡

1 + f̈

α
> 0. (3.113)

Kiểm tra sự ổn định của nhiễu loạn tensor của mô hình bằng cách kiểm tra giá trị
của c2

s.

Hình 3.11: Sự phát triển theo thời gian của bình phương tốc độ âm thanh hiệu dụng
c2

s của mô hình được vẽ dưới dạng hàm của số lần e gấp [46]

Từ các phương trình chuyển động (3.101)-(3.103), chúng ta có thể thu được sự
tiến hóa theo thời gian đối với c2

s cho một số giá trị λ như có thể thấy trong hình 3.11.
Bởi vì c2

s là âm trong suốt thời gian lạm phát, chúng ta có thể kết luận rằng hệ
không ổn định dưới các nhiễu loạn tensor.
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Chương 4

MÔ HÌNH LẠM PHÁT
k-GAUSS-BONNET

Tóm tắt: Trong chương này, cũng là phần chính của luận văn trình bày mô
hình lạm phát theo quy luật lũy thừa k-Gauss-Bonnet. Mô hình cho nghiệm ổn
định bằng hai phương pháp là động lực học và nhiễu loạn lũy thừa. Đồng thời
tính bất ổn định trong gradient của các nhiễu loạn tensor không tồn tại trong
mô hình.

Lấy cảm hứng từ lạm phát k và lạm phát Gauss-Bonnet. Câu hỏi đặt ra có thể
tổng quát hóa mô hình lạm phát Gauss-Bonnet bằng cách thay hàm ghép f(φ) →
J(φ,X) khi hàm ghép mới này có dạng bất kỳ của trường inflaton và số hạng động
năng của nó. Đồng thời trường vô hướng được tổng quát hóa khi xét trường vô hướng có
thể là trường vô hướng phatom với phương trình trạng thái w = p/ρ < −1 [56, 57]có
thể gây ra lạm phát.

S =
∫
d4x
√
−g

[
R

2 + P (φ,X)− 1
8J(φ,X)G

]
, (4.1)

luận văn sẽ xét trường hợp đơn giản nhất của hàm ghép J(φ,X) và P (φ,X) như sau

P (φ,X) = X & J(φ,X) = J(X), (4.2)

trong đó X được định nghĩa là

X = −ω2∇µφ∇
µφ, (4.3)

trong đó ω = 1 tương ứng với trường vô hướng chính tắc và ω = −1 tương ứng với
trường vô hướng phantom.
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4.1 Thiết lập cơ bản

Với các giả thiết ở trên ta có phiếm hàm tác dụng trong mô hình kGB có dạng

S =
∫
d4x
√
−g

[
R

2 +X − J(X)
8 G

]
, (4.4)

trong đó để thuận tiện cho các tính toán ta thiết lậpM2
p = 1 (M2

p là khối lượng Planck
rút gọn), J(X) là một hàm bất kỳ của X và số hạng Gauss-Bonnet được định nghĩa
là

G = R2 − 4RµνRµν +RµνρσR
µνρσ. (4.5)

Lấy biến phân tác dụng (4.4) theo nghịch đảo metric gµν ta thu được phương trình
trường Einstein có dạng (xem phụ lục A)

Gµν = (Rµρνσ − gµνRρσ)∇ρ∇σJ −Gµν�J

+Rνρ∇µ∇ρJ +Rµρ∇ν∇ρJ −
1
2R∇µ∇νJ

+ ω∂µφ∂νφ−
ω

2 gµν∂αφ∂
αφ− ω

8 J
′G∂µφ∂νφ, (4.6)

trong đó � ≡ ∇µ∇µ là toán tử d’Alembert , ∇µ là đạo hàm hiệp biến and J ′ ≡ ∂XJ

ký hiệu cho phép lấy đạo hàm theo X .
Mặt khác, lấy biến phân tác dụng theo trường φ cho ta phương trình chuyển động

của trường vô hướng có dạng

(8− J ′G)�φ = ∇µ(J ′G)∇µφ, (4.7)

trong đó � ≡ 1√
−g∂µ(√−g∂µ).

Trong luận văn này, chúng ta sẽ tập trung vào không thời gian phẳng đồng nhất
đẳng hướng Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) metric

ds2 = −dt2 + exp[2α(t)](dx2 + dy2 + dz2), (4.8)

trong đó exp[2α(t)] là hệ số thang đo giá trị của nó chỉ phụ thuộc vào thời gian do
tính đồng nhất của không gian.

Các phương trình trường Einstein có dạng

α̇2 = α̇3J̇ + ω

6 φ̇
2 − ω

24J
′Gφ̇2, (4.9)

2(1− α̇J̇)α̈ = −3α̇2 + α̇2J̈ + 2α̇3J̇ − ω

2 φ̇
2, (4.10)

phương trình chuyển động của trường vô hướng

φ̇
d

dt
(J ′G) = (8− J ′G)

(
φ̈+ 3α̇φ̇

)
, (4.11)
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và số hạng Gauss-Bonnet G có dạng

G = 24α̇2
[
α̇2 + α̈

]
. (4.12)

4.2 Lạm phát theo quy luật lũy thừa (power-law
inflation)

Nghiệm lạm phát theo quy luật lũy thừa [58, 59] với hệ số thang đo được xét theo
các anzats sau [18,24,57,60]

α = ζ log(t), φ = ξ log(t) + φ0, (4.13)

và hàm ghép J(X) có dạng lũy thừa

J(X) = λXn. (4.14)

Ở đây φ0, n, and λ là các hằng số tùy ý. Ta thấy rằng hệ số thang đo lúc này ở dạng
lũy thừa như sau, exp[2α(t)] = t2ζ . Dẫn đến đối với ζ > 0 phù hợp với nghiệm giãn
nở, trong khi đó ζ > 1 tương ứng với nghiệm lạm phát vũ trụ [58, 59]. Như vậy, các
phương trình (4.9), (4.10) và (4.11) sẽ được biểu diễn dưới dạng các phương trình đại
số như sau

−ζ2 + 4λω−1ξ−2ζ4 + ωξ2

6 = 0, (4.15)

2ζ − 3ζ2 + 4λω−1ξ−2(2ζ3 − ζ2)− ωξ2

2 = 0, (4.16)

(1− 3ζ)
[
ωξ2 + 12λω−1ξ−2ζ2(ζ2 − ζ)

]
= 0. (4.17)

Ở đây, ta có rằng buộc n = −1 để tất cả các phương trình trường có cùng tỷ lệ với t−2.
Mặt khác, d (J ′G) /dt = 0 cho nghiệm lạm phát theo quy luật lũy thừa này. Mối quan
hệ này ngụ ý rằng G ∼ (J ′)−1 ∼ X2 và do đó JG ∼ X . Dẫn đến hàm ghép J(X)
không gặp vấn đề kỳ dị trong trường hợp là nghịch đảo của X tức là J(X) ≡ X−1

khi ta xét trong giới hạn chân không X → 0.
Tiếp theo chúng ta sẽ giải chính xác các phương trình này. Thật vậy, từ phương

trình (4.17) ta thu được

ωξ2 = −12λω−1ξ−2ζ2(ζ2 − ζ), (4.18)

Trong đó ta bỏ qua nghiệm giãn nở, ζ = 1/3, với mối liên hệ này thay vào phương
trình (4.15) ta thu được

ωξ2 = 2λζ(ζ + 1). (4.19)
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Tiếp tục thay vào phương trình (4.16) cho ta phương trình của ζ có dạng

(λ+ 3)ζ2 + (2λ− 3)ζ + λ = 0. (4.20)

Phương trình này cho ta nghiệm chính xác của ζ có dạng

ζ± =
3− 2λ±

√
3(3− 8λ)

2(3 + λ) . (4.21)

Tuy nhiên chỉ có nghiệm

ζ = ζ+ =
3− 2λ+

√
3(3− 8λ)

2(3 + λ) , (4.22)

là phù hợp cho lạm phát (xem hình 4.1). Mặt khác với rằng buộc ζ � 1 ngụ ý cho
giá trị của tham số λ nằm trong vùng −3 < λ < 0. Dễ thấy khi λ càng gần −3, hay
λ = −3 + ε với 0 < ε� 1, thì giá trị gần đúng của ζ = ζ+ trở thành ζ ' 9/ε� 1.

Thêm vào đó, giá trị âm của λ ngụ ý rằng ω = −1 tương ứng thu được từ phương
trình (4.19). do đó, φ phải là trường phantom [56, 57] trong mô hình này để có lạm
phát. Lưu ý rằng các mô hình lạm phát Gauss-Bonnet với hàm ghép thông thường
f(φ)G với trường vô hướng là phantom gây ra lạm phát lũy thừa trong trường hợp
không có thế năng V (φ) cũng được xem xét trong [30].

-3 -2 -1 1 2 3
λ

5

10

15

ζ

Hình 4.1: ζ± là hàm của λ. Trong đó,Đường màu đỏ phía trên tương ứng với ζ+ và
đường cong nét liền màu xanh ζ−.

Ngoài ra, lạm phát luật lũy thừa trong các mô hình vô hướng chính tắc đã được
chứng minh là có cơ chế lỗi thoát duyên dáng (graceful exit problem) [77]. Do đó, câu
hỏi đặt ra liệu lạm phát kGB theo luật lũy thừa có thừa nhận một lối thoát duyên
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dáng hay không? Để giải quyết vấn đề quan trọng này, trước tiên chúng ta cần lưu ý
rằng lạm phát kGB theo luật lũy thừa không do thế năng gây ra mà là do số hạng
động năng, tương tự như lạm phát k [16, 17] cũng như lạm phát Galileon [22, 23]. Do
đó, φ sẽ không dao động sau khi kết thúc lạm phát vì không có V (φ). Hơn nữa, mô
hình kGB có sự chuyển dịch-đối xứng của φ, điều này sẽ ngăn cản các tương tác trực
tiếp giữa φ và vật chất của mô hình chuẩn [23]. Tất cả những sự kiện này chỉ ra rằng
dường như rất khó để có một lối thoát thuận lợi theo cách phổ biến trong lạm phát
kGB. May mắn thay, các nghiên cứu gần đây trong tài liệu [23, 78, 79] đã chỉ ra rằng
có thể thoát ra khỏi lạm phát do số hạng động năng thông qua quá trình tạo hạt hấp
dẫn, hay còn gọi là tái hâm nóng bằng hấp dẫn [80–82]. Do vậy cũng có thể có một
lối thoát duyên dáng như vậy trong khuôn khổ của lạm phát kGB theo luật lũy thừa
thông qua việc tái hâm nóng bằng hấp dẫn. Một khảo sát chi tiết về vấn đề này sẽ
được trình bày ở phần khác.

4.3 Phân tích sự ổn định (stability analysis)

Trong phần này chúng ta sẽ khảo sát sự ổn định của nghiệm lạm phát theo luật lũy
thừa trong pha lạm phát bằng 2 phương pháp

• Phương pháp động lực học.

• Phương pháp nhiễu loạn luật lũy thừa.

4.3.1 Phương pháp động lực học (Dynamical system method)

Để sử dụng phương pháp động lực chúng ta sẽ biến đổi các phương trình trường
thành hệ phương trình động lực bằng cách đưa vào các biến động lực không thứ nguyên
như sau

X̂ ≡ φ̇

α̇
, Y ≡ J̇ α̇, Z ≡ J ′G. (4.23)

Với định nghĩa các phương trình động lực có dạng

dX̂

dα
= φ̈

α̇2 , (4.24)
dY

dα
= J̈ + Y

α̈

α̇2 (4.25)

dZ

dα
= dZ

dt

1
α̇

= Ż

α̇
, (4.26)

trong đó, α ≡ ∫
α̇dt đóng vai trò như một biến động lực thời gian. Thực tế số hạng

này chính là số e-folds N được đề cập ở phần trước khi ta định nghĩa α̇ = H = ȧ
a với

N = ln(a(t)/a0) = ∫
Hdt.
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Theo đó các phương trình trường (4.9),(4.10) và (4.11) đưa về dưới dạng các biến
động lực lần lượt như sau

−ωX̂2(Z − 4) + 24Y − 24 = 0, (4.27)

2dY
dα
− ωX̂2 + 2Y (ε+ 2)− 4ε− 6 = 0, (4.28)

dX̂

dα
(Z − 8) + X̂

(
dZ

dα
+ (Z − 8)(ε+ 3)

)
= 0. (4.29)

Trong ba phương trình trên chỉ có hai phương trình là độc lập và ε ≡ α̈

α2 = Ḣ

H2 là
tham số cuộn chậm.

Với biến động lực Z ta có

Z ≡ J ′G = 24J ′(X)α̇4
(

1 + α̈

α̇2

)
= 24α̇

4

φ̇4J
′(X)φ̇4

(
1 + α̈

α̇2

)

= 24J
′(X)φ̇4

X̂4
(1 + ε) . (4.30)

Với J(X) có dạng lũy thừa hay J(X) = λXn khi đó ta có

J ′(X) = dJ(X)
dX

= nλXn−1 = nλ
(ω

2 φ̇
2
)n−1

. (4.31)

Thay (4.31) vào phương trình (4.30) ta thu được

Z = 24nλ
(ω

2

)n−1
φ̇2n+2 (1 + ε)

X̂4
. (4.32)

Dễ thấy với ràng buộc n = −1 sẽ cho ta phương trình (4.32) có dạng

Z = −96λ(ε+ 1)
X̂4

. (4.33)

Lưu ý rằng chính rằng buộc n = −1 cho ta nghiệm điểm cố định sẽ hoàn toàn tương
đương với nghiệm lũy thừa tìm được ở phần trên.

Mặt khác từ phương trình (4.30) ta có thêm mối liên hệ giữa biến Z với biến X̂
và Y như sau

Z = J ′G = dJ(X)
dX

24α̇4 (1 + ε) = dJ

dt

dt

dX
24α̇4(1 + ε)

= J̇ α̇
α̇3

Ẋ
24(1 + ε) = 24Y α̇3

ωφ̇φ̈
(1 + ε)

= 24 Y

ωX̂

(1 + ε)
dX̂/dα + X̂ε

, (4.34)
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tương đương với

Y = ωX̂Z

24(ε+ 1)

dX̂
dα

+ X̂ε

 . (4.35)

Từ các phương trình (4.28),(4.29), (4.33) và (4.35) ta thu được hệ phương trình
tương ứng sau 

2dY
dα
− ωX̂2 + 2Y (ε+ 2)− 4ε− 6 = 0,

dX̂

dα
(Z − 8) + X̂

(
dZ

dα
+ (Z − 8)(ε+ 3)

)
= 0,

Z = −96λ(ε+ 1)
X̂4

,

Y = ωX̂Z

24(ε+ 1)

dX̂
dα

+ X̂ε

 .
(4.36)

Từ hệ phương trình trên ta thu hệ phương trình động lực dưới dạng tường minh của
hệ động lực như sau

dX̂

dα
= X̂5Z

96λ −
X̂3Y

4λω + X̂, (4.37)

dY

dα
= X̂4(Y − 2)Z

96λ + X̂2ω

2 − Y + 1, (4.38)

dZ

dα
=

(Z − 8)
(
X̂2Y − 12λω

)
4λω . (4.39)

trong đó ta có biểu thức của tham số cuộn chậm ε = −X̂
4Z

96λ − 1. Lưu ý rằng ở đây
không sử dụng phương trình rằng buộc (phương trình Friedmann thứ nhất)(4.27),
phương trình này sẽ được sử dụng trong phần sau trong biểu diễn trên không gian pha
2 chiều (X̂, Y ) giống như trong tài liệu [63].

Tiếp theo chúng ta sẽ giải hệ phương trình động lực (6.70)-(4.39) để tìm các
nghiệm điểm cố định (fixed points). Về mặt toán học, các điểm cố định là nghiệm của
hệ phương trình sau đây

dX̂

dα
= dY

dα
= dZ

dα
= 0. (4.40)
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Giải hệ phương trình trên ta thu được các điểm cố định tương ứng như sau:

A =


X̂ = 0
Y = 1
Z = 8

 ;B± =


X̂2
± = ±

√
6λ

Y± = ±ω
√

6λ
Z = 8

 ;C± =


X̂2
± = 1

ω

(
3±
√

9− 24λω2
)

Y± = 1
6

(
9±
√

9− 24λω2
)

Z = 8

 ;

D =


X̂2
± = 1

ω

(
3±
√

9− 24λω2
)

Y∓ = 1
2

(
3∓
√

9− 24λω2
)

Z∓ = 1
λω2

(
6− 8λω2 ∓ 2

√
9− 24λω2

)
 . (4.41)

Dễ thấy đối với điểm cố định C− ta có với X̂2
− = ξ2/ζ2

+, trong đó ξ và ζ+ thu được
từ phần tính toán trước trong trường hợp nghiệm có dạng lũy thừa. Như vậy điểm cố
định

(
X̂2
−, Y−, Z

)
sẽ tương đương với nghiệm lạm phát lũy thừa từ tính toán phần

trước. Do đó, khảo sát sự ổn định và tính chất hội tụ của điểm cố định này sẽ cho ta
tính chất tương đương với nghiệm lạm phát theo quy luật lũy thừa. Các điểm cố định
khác A,B,C+, D là các trường hợp không ổn định hoặc không phải là nghiệm lạm
phát nên ta sẽ không xem xét các nghiệm này.

Như vậy điểm cố định cần tìm để khảo sát sự ổn định của lạm phát luật lũy thừa
trong mô hình k-Gauss-Bonnet là

C− =


X̂2
− = 1

ω

(
3−
√

9− 24λω2
)

Y− = 1
6

(
9−
√

9− 24λω2
)

Z = 8

 . (4.42)

Để xem xét nghiệm này có ổn định hay không? chúng ta sẽ khai triển nhiễu loạn hệ
phương trình động lực xung quanh điểm cố định này. Khi đó, hệ động lực được khai
triển có dạng sau

dδX̂

dα
= −

(
6λ+

√
9− 24λ− 3

)
λ

δX̂ +
(√

9− 24λ− 3
)3/2

4λ δY

−

√√
9− 24λ− 3

(
4λ+

√
9− 24λ− 3

)
16λ δZ, (4.43)

dδY

dα
= 1

3

√√
9− 24λ− 3δX̂ −

(
6λ+

√
9− 24λ− 3

)
2λ δY

+ 1
24

(√
9− 24λ− 3

)
δZ, (4.44)

dδZ

dα
= −

(
8λ+

√
9− 24λ− 3

)
2λ δZ. (4.45)

ở đây ta sử dụng điều kiện cho trường là phantom ω = −1.
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Tiếp theo chúng ta sẽ lấy nhiễu loạn theo cấp số nhân (exponential perturbation)
của các biến động học như sau

δX̂ = Ax exp [τα] , (4.46)
δY = Ay exp [τα] , (4.47)
δZ = Az exp [τα] . (4.48)

trong đó dấu của τ sẽ xác định tính chất ổn định của điểm cố định. Đặc biệt, nếu
một tập hợp các phương trình nhiễu loạn có bất kỳ τ dương nào, thì các nhiễu loạn
δ ∼ exp[τα] sẽ tăng lên rất lớn khi α → ∞, gây ra tính chất bất ổn định của điểm
cố định. Ngược lại, điểm cố định là ổn định nếu tất cả các nghiệm của τ đều âm vì
δ ∼ exp[τα] sẽ có tiến tới không khi α→∞.

Để cụ thể hóa, các phương trình nhiễu loạn có thể được viết dưới dạng phương
trình ma trận như sau

M

AxAy
Az

 ≡
M11 M12 M13
M21 M22 M23
M31 M32 M33


AxAy
Az

 = 0. (4.49)

Trong đó

M11 = −6λ+
√

9− 24λ− 3
λ

− τ, (4.50)

M12 =
(√

9− 24λ− 3
)3/2

4λ , (4.51)

M13 = −

√√
9− 24λ− 3

(
4λ+

√
9− 24λ− 3

)
16λ , (4.52)

M21 =
√√

9− 24λ− 3
3 , (4.53)

M22 = −6λ+
√

9− 24λ− 3
2λ − τ, (4.54)

M23 =
(√

9− 24λ− 3
)

24 , (4.55)

M31 = 0, (4.56)
M32 = 0, (4.57)

M33 = −8λ+
√

9− 24λ− 3
2λ − τ. (4.58)

Về mặt toán học, phương trình ma trận trên có nghiệm không tầm thường khi và chỉ
khi

detM = 0, (4.59)
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tương ứng với một phương trình đa thức cho τ như sau

a3τ
3 + a2τ

2 + a1τ + a0 = 0, (4.60)

trong đó

a3 = −1 < 0, (4.61)

a2 =
−26λ3 − 4

(√
9− 24λ− 3

)
λ2

2λ3 , (4.62)

a1 =
−112λ3 − 2

(
17
√

9− 24λ− 81
)
λ2 + 15

(√
9− 24λ− 3

)
λ

2λ3 , (4.63)

a0 = −160λ3 − 72
√

9− 24λλ2 + 468λ2 + 75
√

9− 24λλ− 297λ− 18
√

9− 24λ+ 54
2λ3 .

(4.64)

Với nghiệm lạm phát lũy thừa (power-law) với λ = −3 + ε và 0 < ε � 1 ta dễ tính
được

a2 ' −9 < 0, (4.65)
a1 ' −27 < 0, (4.66)
a0 ' −27 < 0. (4.67)

Như vậy tất cả các hệ số ai(i = 0, 3) trong phương trình đa thức đều âm dẫn đến
điểm cố định đang xét thực sự ổn định chống lại các nhiễu loạn của trường.

Để xác thực điều này ta sử dụng phương pháp số để quan sát tính chất ổn định
của điểm cố định này trong không gian pha 3 chiều X̂, Y, Z. Như hình 4.2 cho thấy
các đường với điều kiện ban đầu khác nhau sau một thời gian sẽ đều hội tụ về điểm
cố định C−.

Ngoài biểu diễn không gian pha 3 chiều chúng ta hoàn toàn có thể biểu diễn tính
chất hội tụ về điểm cố định trong không gian 2 chiều bằng cách sử dụng phương trình
Friedmann thứ nhất làm phương trình rằng buộc khi này biến động lực Z sẽ được biểu
diễn thông qua 2 biến động lực còn lại là X̂ và Y

Z =
4
(
X̂2ω + 6Y − 6

)
X̂2ω

. (4.68)

Dẫn đến phương trình cho dZ/dα có dạng

dZ

dα
= − 24

ωX̂2

 2
X̂

(Y − 1)dX̂
dα
− dY

dα

 . (4.69)
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Hình 4.2: Tính chất ổn định trong không gian pha 3 chiều.

Tương tự ta cũng tìm được điểm cố định tương ứng với Z = 8 là
X̂− = 1

ω

(
3−
√

9− 24λω2
)

Y− = 1
6
(
9−
√

9− 24λω2
)
 . (4.70)

Hệ động lực với 2 phương trình được thu về dạng sau

dX̂

dα
= 1

24λ
(
X̂2 + 6

)
X̂3 + X̂, (4.71)

dY

dα
= 1

24λX̂
2 (Y − 2)

(
X̂2 − 6Y + 6

)
− 1

2
(
X̂2 + 2Y − 2

)
. (4.72)

Tương tự lấy nhiễu loạn các phương trình động lực này xung quanh fixed point ta thu
được

dδX̂

dα
=

3− 8λ−
√

3(3− 8λ)
2λ δX̂, (4.73)

dδY

dα
=

3− 8λ−
√

3(3− 8λ)
2λ δY. (4.74)

Lấy nhiễu loạn các biến động lực theo cấp số nhân δX̂ , δY ∼ exp[τα], ta thu được
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Hình 4.3: Tính chất ổn định trong không gian pha 2 chiều.

các trị riêng tương ứng

τ1,2 =
3− 8λ−

√
3(3− 8λ)

2λ . (4.75)

Dễ thấy, τ1,2 ' −3 < 0 cho nghiệm lạm phát với λ = −3 + ε và 0 < ε � 1. Vậy
nghiệm ổn định trong không gian 2D (xem hình 4.3).

4.3.2 Phương pháp nhiễu loạn lũy thừa (power-law perturba-
tion method)

Trong phần này chúng ta sẽ khảo sát tính ổn định của mô hình lạm phát kGB bằng
phương pháp nhiễu loạn lũy thừa. Phương pháp này được thực hiện bằng cách tính
các nhiễu loạn của trường φ và hệ số thang đo α trong các phương trình trường và
phương trình trường vô hướng. Xét các nhiễu loạn của trường φ và hệ số thang đo
dưới dạng lũy thừa sau đó tìm phương trình nhiễu loạn dưới dạng ma trận, tìm điều
kiện nghiệm không tầm thường với detA = 0 để suy ra phương trình nhiễu loạn dưới
dạng đa thức và điều kiện tương tự như trường hợp hệ động lực đó là tất cả các hệ số
trong phương trình đó phải ẩm để khi thời gian tiến đến vô cùng các nhiễu loạn này
tiến dần đến 0 thì nghiệm là ổn định ngược lại các nhiễu loạn sẽ tăng lên rất lớn khi
thời gian tăng lên và nghiệm khi đó sẽ không ổn định.
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Đầu tiên để thực hiện phương pháp này ta xét phương trình Friedmann thứ nhất
(4.9) và thu được

ω

2 φ̇
2 = 3α̇2 − 3α̇3J̇ + ω

8 J
′Gφ̇2, (4.76)

thay số hạng
ω

2 φ̇
2 vào phương trình Friedmann thứ hai (4.10) ta thu được

α̈ = −3α̇2 + α̇2

2 J̈ + J̇

2 (5α̇3 + 2α̇α̈)− ω

16J
′Gφ̇2. (4.77)

Cùng với phương trình chuyển động của trường vô hướng ta có

α̈ = −3α̇2 + α̇2

2 J̈ + J̇

2 (5α̇3 + 2α̇α̈)− ω

16J
′Gφ̇2, (4.78)

φ̈ = 1
8GJ

′φ̈− 3α̇
(

1− 1
8GJ

′
)
φ̇+ G8 J

′′Ẋφ̇+ J ′

8 Ġφ̇. (4.79)

Ta sẽ dùng hai phương trình này để khảo sát sự ổn định của nghiệm lạm phát luật lũy
thừa bằng phương pháp nhiễu loạn lũy thừa.

Lấy nhiễu loạn các phương trình này ta thu được

− δα̈− 6α̇δα + 1
2
[
α̇2δJ̈ + 2α̇J̈δα̇

]
+ 1

2
[
(5α̇3 + 2α̈α̇)δJ̇ + J̇(15α̇2δα̇ + 2α̈δα̇)

]
− ω

16
[
Gφ̇2δJ ′ + J ′φ̇2δG + 2φ̇J ′Gδφ̇

]
= 0, (4.80)

− δφ̈+ 1
8δ(GJ

′φ̈)− 3δ(α̇φ̇) + 3
8δ(GJ

′α̇φ̇) + 1
8δ(GJ̇

′φ̇) + 1
8δ(J

′Ġφ̇) = 0. (4.81)

Ta xét các nhiễu loạn của hệ số thang đo α và trường φ có dạng sau

• δα = Aαt
m, (4.82)

• δφ = Aφt
m. (4.83)

Khi đó ta sẽ thu được các phương trình (4.80) và (4.81) dưới dạng các phương
trình đại số sau

−
m
(
2ζλ(6ζ(2ζ + 1) + (3ζ + 2)m− 2) + ξ2(6ζ +m− 1)

)
ξ2 Aα

+ 2ζ2λm(2ζ +m+ 2)(3ζ +m− 1)
ξ3 Aφ = 0, (4.84)

−
3m

(
60ζ4λ+ 4ζ2λ

(
m2 − 4m+ 3

)
+ 4ζ3λ(7m− 16) + ξ4

)
ξ3 Aα

+
m(3ζ +m− 1)

(
36ζ4λ− 36ζ3λ− ξ4

)
ξ4 Aφ = 0. (4.85)
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Ta có thể biểu diễn hai phương trình đại số trên dưới dạng phương trình ma trận
sau

A
(
Aα
Aφ

)
≡
[
A11 A12
A21 A22

] (
Aα
Aφ

)
= 0, (4.86)

trong đó

A11 = −
m
(
2ζλ(6ζ(2ζ + 1) + (3ζ + 2)m− 2) + ξ2(6ζ +m− 1)

)
ξ2 , (4.87)

A12 = 2ζ2λm(2ζ +m+ 2)(3ζ +m− 1)
ξ3 , (4.88)

A21 = −
3m

(
60ζ4λ+ 4ζ2λ

(
m2 − 4m+ 3

)
+ 4ζ3λ(7m− 16) + ξ4

)
ξ3 , (4.89)

A22 =
m(3ζ +m− 1)

(
36ζ4λ− 36ζ3λ− ξ4

)
ξ4 . (4.90)

Các nghiệm không tầm thường của phương trình (4.86) tồn tại khi và chỉ khi

detA = 0, (4.91)

phương trình này cho ta một phương trình đa thức cho m như sau

mf(m) ≡ m(a6m
5 + a5m

4 + a4m
3 + a3m

2 + a2m+ a1) = 0, (4.92)

với các hệ số ai’s (i = 1− 6) được cho bởi

a6 = 24ζ4λ2

ξ6 ,

a5 = 72ζ4(4ζ − 1)λ2

ξ6 ,

a4 = 24ζ4[ζ(47ζ − 22) + 3]λ2 − 36(ζ − 1)ζ3λξ2 + 4ζ(3ζ + 1)λξ4 + ξ6

ξ6 ,

a3 = 1
ξ6

[
24ζ4[ζ(ζ(54ζ − 25) + 8)− 1]λ2 − 36(ζ − 1)ζ3(9ζ − 2)λξ2

+8ζ
(
9ζ2 + 3ζ − 1

)
λξ4 + (9ζ − 2)ξ6

]
,

a2 = 1
ξ6 (3ζ − 1)

[
−48ζ5(ζ(3ζ − 8) + 1)λ2 − 36(ζ − 1)ζ3(6ζ − 1)λξ2

+4ζ
(
9ζ2 + 6ζ − 1

)
λξ4 + (6ζ − 1)ξ6

]
.

a1 = 0.
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Từ các phương tình (4.18),(4.19) và điều kiện trường phantom ω = −1 cho ta

λ = −3(ζ − 1)ζ
(ζ + 1)2 ,

ξ =
√
−2ζ(ζ + 1)λ,

hai điều kiện này dẫn đến

a6 = 1
(ζ − 1)(ζ + 1) ,

a5 = 3(4ζ − 1)
ζ2 − 1 ,

a4 = (9ζ(5ζ − 2) + 1)
ζ2 − 1 ,

a3 = 3(1− 3ζ)2(2ζ + 1)
ζ2 − 1 ,

a2 = 2(3ζ − 1)3

ζ2 − 1 .

a1 = 0.

Với điều kiện cho lạm phát ζ � 1 dẫn đến tất cả các hệ số ai là dương (hoặc âm
nếu nhân -1 vào 2 vế của phương trình) do đó nghiệm lạm phát thực sự ổn định chống
lại các nhiễu loạn trường.

4.4 Nhiễu loạn tensor trong mô hình kGB

Trong phần này chúng ta sẽ tìm hiểu khái quát về lý thuyết nhiễu loạn vũ trụ cùng
với đó là khảo sát tính chất ổn định trong gradient của các nhiễu loạn tensor của
mô hình kGB điều mà được chứng minh [46] là bất ổn trong mô hình Gauss-Bonnet
inflation của P.Kanti và các cộng sự.

4.4.1 Tổng quan về lý thuyết nhiễu loạn vũ trụ

Một trong những mục tiêu quan trọng nhất của Vũ trụ học hiện đại là giải thích
nguồn gốc của các nhiễu loạn nguyên thủy (primodial fluctuations) được cho là các
hạt giống hình thành cấu trúc thang đo lớn trong vũ trụ. Trước khi đề xuất viễn cảnh
lạm phát vũ trụ, các nhiễu loạn ban đầu đã được coi là đương nhiên và phổ của chúng
đã được cố định để phù hợp với các quan sát. Vì vậy, vũ trụ học cổ điển nhằm mô tả
vũ trụ hiện tại bằng cách sắp xếp các điều kiện ban đầu một cách thích hợp.
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Mặt khác, lạm phát vũ trụ cố gắng giải thích nguồn gốc thực sự của các nhiễu loạn
ban đầu và dự đoán chính xác quang phổ. Điều này có nghĩa là vũ trụ học hiện tại có
thể kiểm tra khi so sánh các dự đoán từ lý thuyết này với các quan sát.

Theo lạm phát vũ trụ, các nhiễu loạn nguyên thủy bắt nguồn từ các thăng giáng
lượng tử. Trong thời kỳ lạm phát, chúng được kéo dãn đến thang đo siêu đường chân
trời (super horizon). Do đó, lạm phát giúp kết nối các cấu trúc thang đo lớn của vũ
trụ với nguồn gốc vi mô của nó. Ngoài ra, phổ kết quả của những tính không đồng
nhất này dường như không quá nhạy cảm với các chi tiết của bất kỳ mô hình cụ thể
nào và có hình dạng gần như bất biến về tỷ lệ. Kết quả là, chúng ta sẽ có một dự đoán
cụ thể cho quang phổ của tính dị hướng trong Nền vi sóng vũ trụ.

Lý thuyết nhiễu loạn tuyến tính: Theo các quan sát CMB, vũ trụ sơ khai
không hoàn toàn đồng nhất mà tồn tại các đặc tính bất đồng nhất nhỏ (small imho-
mogeneities) đây là một xấp xỉ tốt cho khai triển lý thuyết nhiễu loạn bậc nhất (tuyến
tính). Điều này có thể được thực hiện bằng cách tách mọi đại lượng (phụ thuộc vào
thời gian và tọa độ), ξ(t, x), thành một phần là đồng nhất, ξ(t), chỉ phụ thuộc vào
thời gian vũ trụ và một phần là nhiễu loạn, δξ(t, x), phụ thuộc vào cả thời gian và tọa
độ không gian,

ξ(t, x) ≡ ξ(t) + δξ(t, x). (4.93)

Bằng cách thức này, chúng ta có thể tính toán các phương trình Einstein ở bậc
tuyến tính. Theo các phương trình Einstein, Tính không đồng nhất trong phân bố vật
chất gây ra nhiễu loạn trong metric tensor và ngược lại.

Những nhiễu loạn này có thể được phân tách thành các phần vô hướng (scalar),
vectơ và tensor và trong phép xấp xỉ tuyến tính, các loại nhiễu loạn khác nhau này
phát triển độc lập và có thể được phân tích một cách riêng biệt. Ở đây chúng ta phân
loại các nhiễu loạn.

Nhiễu loạn metric: Metric của một vũ trụ FRW phẳng, đồng nhất và đẳng hướng
với các nhiễu loạn rất nhỏ được biểu diễn như sau

ds2 = gµνdx
µdxν = −(1 + 2Φ)dt2 + 2aBidxidt+ a2 [(1− 2Ψ)δij + Eij] dxidxj.

(4.94)

Theo Phân tách vô hướng-vector-tensor (SVT), chúng ta có thể biểu diễn Bi và
Eij như sau

Bi ≡ ∂iB − Si, ∂iSi = 0, (4.95)

và
Eij ≡ 2∂ijE + 2∂(iKj) + hij, ∂

iKi = 0, hii = ∂ihij = 0. (4.96)
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Trong đó, Φ,Ψ, Bi và Eij lần lượt là các hàm lapse (lapse functions), độ cong
không gian (spatial curvature), vector dịch (shift vector) và shear tensor.

Bằng cách này, chúng ta đã tách metric ban đầu thành các phần vô hướng, vector
và tensor riêng biệt.

Trong luận văn này tôi tập trung vào phần nhiễu loạn tensor của metric có dạng
sau

ds2 = −dt2 + a2(t) [δij + hij] dxidxj. (4.97)

Trong đó hij là transverse, tức là hij,i = 0 và không có vết, tức là hii = 0. Các
nhiễu loạn tensor là bất biến gauge.

Phần tiếp theo ta sẽ tính toán vận tốc âm thanh của các nhiễu loạn tensor trong
mô hình kGB và chỉ ra vận tốc này lớn hơn 1.

4.4.2 Nhiễu loạn tensor trong mô hình kGB

Từ phiếm hàm tác dụng trong mô hình kGB

S =
∫
d4x
√
−g

[
R

2 −
ω

2 ∂µφ∂
µφ− 1

8J(X)G
]
. (4.98)

Lấy biến phân tác dụng theo gµν cho ta phương trình trường Einstein có dạng

Gµν + Pµρνσ∇ρσJ − ω∂µφ∂νφ+ ω

2 gµν∂σφ∂
σφ+ ω

8 J
′G∂µφ∂νφ = 0, (4.99)

trong đó

Pµρνσ∇ρσJ = Gµν∇2J −Rαν∇µ∇αJ −Rαµ∇ν∇αJ + R

2∇µ∇ν (4.100)

+Rρσgµν∇ρ∇σJ +Rµρσν∇ρ∇σJ.

Phương trình(4.99) được biểu diễn dưới dạng

Gµν = −Pµρνσ∇ρσJ + ω∂µφ∂νφ−
ω

2 gµν∂σφ∂
σφ− ω

8 J
′G∂µφ∂νφ. (4.101)

Mặt khác phương trình chuyển động của trường vô hướng có dạng(
1− 1

8J
′G
)
∇2φ− 1

8G∇µJ
′∇µφ− 1

8J
′∇µG∇µφ = 0. (4.102)

Phương trình Einstein ngụ ý
Gµν = Tµν . (4.103)

Với tensor năng xung lượng có dạng

Tµν = −Pµρνσ∇ρσJ + ω∂µφ∂νφ−
ω

2 gµν∂σφ∂
σφ− ω

8 J
′G∂µφ∂νφ (4.104)

= T (GB)
µν + T (φ)

µν + T (GK)
µν ,
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với

T (GB)
µν = −Pµρνσ∇ρσJ = −Gµν∇2J +Rαν∇µ∇αJ +Rαµ∇ν∇αJ

− R

2∇µ∇ν −Rρσgµν∇
ρ∇σJ −Rµρσν∇ρ∇σJ, (4.105)

T (φ)
µν = ω∂µφ∂νφ−

ω

2 gµν∂σφ∂
σφ, (4.106)

T (GK)
µν = −ω8 J

′(X)G∂µφ∂νφ. (4.107)

Trong nền FLRW phẳng ta có

ds2 = −dt2 + a(t)
(
dx2 + dy2 + dz2

)
. (4.108)

Ta thu được các phương trình tương ứng

3H2(1−HJ̇) = ω

2 φ̇
2 − ω

8 J
′Gφ̇2, (4.109)

H2(1− J̈) + 2(H2 + Ḣ)(1−HJ̇) = −ω2 φ̇
2, (4.110)(

1− 1
8J
′G
) (
φ̈+ 3Hφ̇

)
= 1

8 φ̇
d

dt
(J ′(X)G) . (4.111)

Phương trình chuyển động của các nhiễu loạn tensor trong mô hình kGB

Metric cho các nhiễu loạn tensor có dạng

ds2 = −dt2 = a2(t) (δij + hij) dxidxi. (4.112)

Sau các tính toán ta thu được nhiễu loạn tensor cho các phần không gian khai triển
đến bậc nhất là

Tij = T
(GB)
ij + T

(φ)
ij + T

(GK)
ij = (0)Tij + (1)Tij. (4.113)

Sau các bước tính toán ta thu được các nhiễu loạn bậc nhất trong tensor năng xung
lượng có dạng

(1)T
(φ)
ij = ω

2 a
2hijφ̇

2 (4.114)

(1)T
(GB)
ij = (−J̈)a2

[ 1
2a2∇

2hij −
1
2Hḣij +H2hij

]
(4.115)

− a2J̇

−H ḧij
2 + ḣij

(
−3

2H
2 − 1

2Ḣ
)

+ hij
(
2H3 + 2HḢ

)
(1)T

(GK)
ij = (1)

(
−ω8 J

′G∂µφ∂νφ
)

= −ω8
(1)(J ′(X))G∂µφ∂νφ−

ω

8 J
′(X)(1)G∂µφ∂νφ

= −ω8 (J ′′(X))(1)XG∂µφ∂νφ−
ω

8 J
′(X)(1)G∂µφ∂νφ = 0. (4.116)
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Lưu ý ta có (1)G = 0 và (1)X = 0. Khi đó

(1)Tij = (1)T
(φ)
ij + (1)T

(GB)
ij + (1)T

(GK)
ij

= ω

2 a
2hijφ̇

2 + (1)T
(GB)
ij + 0

= a2hij
[
−H2(1− J̈)− 2(H2 + Ḣ)(1−HJ̇)

]
− J̈a2

[ 1
2a2∇

2hij −
1
2Hḣij +H2hij

]

− a2J̇

−H ḧij
2 + ḣij

(
−3

2H
2 − 1

2Ḣ
)

+ hij
(
2H3 + 2HḢ

)
= −a2hij

(
3H2 + 2Ḣ

)
− a2J̈

[ 1
2a2∇

2 − 1
2Hḣij

]

+ a2J̇

H ḧij
2 + ḣij

2 (3H2 + Ḣ)
 . (4.117)

Phương trình Einstein cho các nhiễu loạn tensor có dạng

(1)Gij = (1)Tij

⇔ a2

2 ḧij −
1
2∇

2hij + 3
2a

2Hhij − a2hij
(
2Ḣ + 3H2

)
= −a2hij

(
3H2 + 2Ḣ

)
− a2J̈

[ 1
2a2∇

2 − 1
2Hḣij

]
+ a2J̇

H ḧij
2 + ḣij

2 (3H2 + Ḣ)


⇔ ḧij
2 −

1
2a2∇

2hij + 3
2Hhij = −J̈

[ 1
2a2∇

2hij −
1
2Hḣij

]

+ J̇

H ḧij
2 + ḣij

2 (3H2 + Ḣ)


⇔ ḧij
2
(
1−HJ̇

)
+
(3H2 + Ḣ)(−J̇)

2 + 3
2H −

1
2HJ̈

− 1
2a2∇

2hij(1− J̈) = 0

⇔ (1−HJ̇)ḧij +
[
3H(1−HJ̇)− ḢJ̇ −HJ̈

]
ḣij −

∇2hij
a2 (1− J̈) = 0. (4.118)

Dẫn đến

ḧij +
3H − ḢJ̇ +HJ̈

1−HJ̇

 ḣij − ∆hij
a2

1− J̈
1−HJ̇

= 0 . (4.119)

Bình phương tốc độ âm thanh hiệu dụng (tốc độ truyền của các nhiễu loạn tensor)
trong mô hình kGB được định nghĩa như sau

c2
s ≡

1− J̈
1−HJ̇

. (4.120)
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Đối với nghiệm lạm phát theo quy luật lũy thừa ta tính được

J̈ = −4 λ
ξ2 , (4.121)

HJ̇ = −4λ ζ
ξ2 . (4.122)

Dẫn đến
c2
s = 1 + 2

ζ
' 1 + 2

9ε & 1. (4.123)

Kết quả này cho thấy bình phương tốc độ âm thanh hiệu dụng của các nhiễu loạn
tensor trong mô hình lạm phát theo quy luật lũy thừa kGB là không âm cụ thể c2

s & 1
khắc phục được điểm yếu được chỉ ra trong mô hình lạm phát Gauss-Bonnet [46].

Với c2
s > 1 tương ứng với cs > 1 hay superluminality một vấn đề mới xuất hiện khi

tốc độ truyền âm thanh của các nhiễu loạn tensor lớn hơn vận tốc ánh sáng dẫn đến
vi phạm tính nhân quả do sự xuất hiện của các đường cong giống thời gian (time-like
curves) (nhân quả) khép kín, như được chỉ ra trong tài liệu [83,84]. Thay vào đó, chúng
ta có thể mong đợi những hệ quả không tầm thường của nó, có thể được xuất hiện
trên nền CMB [85]. Cần lưu ý rằng sự lan truyền cực đại (superluminal propagation)
của nhiễu loạn tensor cũng có thể được tìm thấy trong nhiều mô hình hấp dẫn khác
như mô hình lạm phát Galileon [86,87].

Để tránh sự xuất hiện của các đường cong giống như thời gian đóng, người ta
có thể đưa ra phỏng đoán bảo vệ của Hawking (the Hawking’s chronology protection
conjecture) [88] như được đề xuất trong các tài liệu [84, 86]. Về cơ bản, phỏng đoán
này lập luận rằng sự hình thành các đường cong giống thời gian đóng có thể bị ngăn
chặn do phản ứng ngược đáng kể của trường lượng tử xảy ra khi các đường cong giống
thời gian gần như đóng [88]. Ngoài ra một ủng hộ hợp lý cho rằng sự lan truyền cực
đại (the superluminality) không là lỗ hổng cho mô hình kGB. Cụ thể, có thể chỉ ra
như phân tích trong tài liệu [87] rằng metric hấp dẫn hiệu dụng Gµν xác định cấu trúc
nhân quả của sự lan truyền tensor thông qua điều kiện Gµνdxµdxν = 0 của mô hình
kGB không có mối liên hệ bảo giác (disformally related) với metric nền gµν nơi xác
định cấu trúc nhân quả của sự lan truyền photon ánh sáng thông qua các nón ánh sáng
gµνdx

µdxν = 0. Lưu ý rằng cả Gµν và gµν sẽ có cùng cấu trúc nhân quả nếu chúng
liên hệ bảo giác với nhau tức là Gµν = Ω(x)gµν [83, 87]. Trong mô hình kGB do tính
phi bảo giác trong mối liên hệ giữa Gµν và gµν tức là Gµν 6= Ω(x)gµν cũng như sự lan
truyền cực đại (the superluminality) cs > 1 nền lan truyền (the chronology) được xác
định bằng Gµν (thay vì gµν) sẽ là một nền lan truyền (chronology) toàn cục của không
thời gian. Do đó sự lan truyền cực đại (superluminality) sẽ không bao hàm vi phạm
nhân quả [83].
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KẾT LUẬN

Trong luận văn này, tôi đã trình bày tổng quan và hệ thống về nghiên cứu vũ trụ
học hiện đại với mô hình trung tâm là mô hình ΛCDM, cùng với đó là viễn cảnh lạm
phát, một viễn cảnh xảy ra trong vũ trụ sớm giúp giải quyết đồng thời nhiều vấn đề
quan trọng trong vũ trụ học, lạm phát cũng đưa ra lời giải thích cho cấu trúc thang
đo lớn trong vũ trụ xuất phát từ các thăng giáng lượng tử xuất hiện trước thời kỳ lạm
phát. Nghiên cứu lạm phát được các nhà khoa học đặc biệt quan tâm, tuy nhiên cơ
chế gây lạm phát vẫn còn là dấu hỏi lớn vì vậy nhiều mô hình lạm phát vẫn tiếp tục
được nghiên cứu.

Trong luận văn tôi đưa ra một số mô hình trong nghiên cứu lạm phát vũ trụ nổi
bật là các mô hình mới lạ như lạm phát k [16] trong đó số hạng động năng của trường
vô hướng inflaton là thành phần chính thúc đẩy lạm phát và mô hình lạm phát Gauss-
Bonnet [32, 33] trong đó trường inflaton được kết hợp không tầm thường với số hạng
Gauss-Bonnet là một bất biến tôpô đóng vai trò như một đạo hàm toàn phần trong
không thời gian 4 chiều. Để nghiên cứu ảnh hưởng của số hạng này đến động lực học
của trường hấp dẫn, chúng ta cần kết hợp nó với một (hoặc nhiều) trường vô hướng,
điều này dẫn đến mô hình hấp dẫn Einstein-scalar-Gauss-Bonnet. Ngoài ra, mô hình
hấp dẫn Gauss-Bonnet rất thú vị vì được nghiên cứu trong nhiều khía cạnh của vật lý
lý thuyết như các nghiệm vũ trụ không có điểm kỳ dị, và vật lý hố đen.

Trong vũ trụ sớm, số hạng Gauss-Bonnet đóng vai trò quan trọng vì vậy các mô
hình lạm phát có chứa số hạng Gauss-Bonnet được đông đảo cộng đồng khoa học quan
tâm. Tuy nhiên lạm phát Gauss-Bonnet gặp vấn đề khi xuất hiện bất ổn định trong
gradient của các nhiễu loạn tensor cụ thể là bình phương tốc độ âm thanh hiệu dụng
có định nghĩa âm [46].

Vì vậy trong luận văn này chúng tôi đã mở rộng nghiên cứu mô hình lạm phát
Gauss-Bonnet bằng mô hình lạm phát mới có tên gọi lạm phát k-Gauss-Bonnet [63]
với việc tổng quát hóa hàm ghép của trường vô hướng với số hạng Gauss-Bonnet bây
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giờ có thể là hàm bất kỳ của trường và số hạng động năng của nó f(φ) → J(φ,X)
với X là số hạng động năng của trường vô hướng được định nghĩa X = −ω/2(∇φ)2

với định nghĩa này trường lạm phát có thể là trường phantom với ω = −1 và ω = 1
tương ứng với trường hợp trường vô hướng chính tắc. Thú vị, là mô hình này tìm được
nghiệm lạm phát chính xác theo quy luật lũy thừa đồng thời nghiệm này được chứng
minh là ổn định trong pha lạm phát thông qua hai phương pháp là động lực học và
nhiễu loạn lũy thừa. Ngoài ra, nghiên cứu trong khuôn khổ lý thuyết nhiễu loạn vũ
trụ tôi tập trung vào nhiễu loạn tensor và tìm được phương trình chuyển động cho các
nhiễu loạn tensor có bình phương tốc độ âm thanh hiệu dụng dương đối với nghiệm
lạm phát theo quy luật lũy thừa khắc phục điểm yếu bất ổn đinh trong mô hình lạm
phát Gauss-Bonnet.

Như vậy mô hình lạm phát k-Gauss-Bonnet là một mô hình rất mới và vì tính mới
của nó nên còn nhiều vấn đề cần nghiên cứu thêm cụ thể các vấn đề gần nhất đó là
bất ổn định Ostrogradsky xuất hiện khi các phương trình trường tồn tại đạo hàm bậc
ba của biến trường φ điều này xuất hiện trong mở rộng của một lý thuyết vượt trên
mô hình lý thuyết hấp dẫn Horndeski [89, 90] và lý thuyết hấp dẫn đạo hàm bậc cao
suy biến DHOST [91, 92]. Ngoài ra, các rằng buộc với quan sát CMB cũng cần được
nghiên cứu thêm xem liệu mô hình có phù hợp với quan sát hay không cụ thể là tham
số tensor-to-scalar trong mô hình.

Phạm Mạnh Tuyến 71 2020B Vật lý lý thuyết
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PHỤ LỤC

6.1 Dẫn ra phương trình trường Einstein từ phiếm
hàm tác dụng

Lấy biến phân tác dụng (4.1) theo nghịch đảo metric gµν ta thu được

δS = δ

(∫
d4x
√
−g

[
R

2 −
ω

2 ∂µφ∂
µφ− J(X)

8 G
])

=
∫
d4xδ(

√
−g)

[
R

2 −
ω

2 ∂µφ∂
µφ− J(X)

8 G
]

+
∫
d4x
√
−gδ

[
R

2 −
ω

2 ∂µφ∂
µφ− J(X)

8 G
]

(6.1)

= δS1 + δS2, (6.2)

trong đó

δS1 =
∫
d4xδ(

√
−g)

[
R

2 −
ω

2 ∂µφ∂
µφ− J(X)

8 G
]

=
∫
d4x

(
−1

2
√
−ggµνδgµν

) [
R

2 −
ω

2 ∂µφ∂
µφ− J(X)

8 G
]

=
∫
d4x
√
−g

[
−1

4Rgµν + w

4 gµν∂αφ∂
αφ+ gµν

J(X)
16 G

]
δgµν , (6.3)

và

δS2 =
∫
d4x
√
−gδ

[
R

2 −
ω

2 ∂µφ∂
µφ− J(X)

8 G
]

=
∫
d4x
√
−g

[
δR

2 − δ
(ω

2 ∂µφ∂
µφ
)
− δJ(X)

8 G − J(X)
8 δG

]

=
∫
d4x
√
−g

[1
2Rµν −

ω

2 ∂µφ∂νφ+ 1
8J
′G
(ω

2 ∂µφ∂νφ
)
− 1

8
δG
δgµν

J(X)
]
δgµν .

(6.4)
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Trong phương trình này lấy biến phân của số hạng Gauss-Bonnet được tính toán
như sau

δG = δ
(
R2 − 4RµνRµν +RµνρσR

µνρσ
)

= δ(R2)− 4δ(RµνRµν) + δ(RµνρσRµνρσ), (6.5)

trong đó

δ(R2) = 2RRµνδgµν + 2Rgµν∇2δgµν − 2R∇µ∇νδgµν , (6.6)

δ(RµνRµν) = Rµν∇2δgµν −Rαν∇α∇µδgµν

−Rαµ∇α∇νδgµν +Rαβgµν∇α∇βδgµν

− 2RαβRανµβδg
µν , (6.7)

δ(RµνρσRµνρσ) = 4Rµρνσ∇σ∇ρδgµν + 2RµτρσR τρσ
ν δgµν . (6.8)

Dẫn đến biến phân số hạng G là:

δG = 2RRµνδgµν + 2Rgµν∇2δgµν − 2R∇µ∇νδgµν

− 4Rµν∇2δgµν + 4Rαν∇α∇µδgµν

+ 4Rαµ∇α∇νδgµν − 4Rαβgµν∇α∇βδgµν + 8RαβRανµβδg
µν

+ 4Rµρνσ∇σ∇ρδgµν + 2RµτρσR τρσ
ν δgµν . (6.9)

Tính chất đối xứng của metric tensor gµν = gνµ dẫn đến số hạng thứ 9 trong biểu
thức trên được biến đổi

Rµρνσ∇σ∇ρδgµν = Rνρµσ∇σ∇ρδgµν = Rνσµρ∇ρ∇σδgµν = −Rµρσν∇ρ∇σδgµν .
(6.10)

Khi đó ta có

δG = 2RRµνδgµν + 2Rgµν∇2δgµν − 2R∇µ∇νδgµν

− 4Rµν∇2δgµν + 4Rαν∇α∇µδgµν

+ 4Rαµ∇α∇νδgµν − 4Rαβgµν∇α∇βδgµν + 8RαβRανµβδg
µν

− 4Rµρσν∇ρ∇σδgµν + 2RµρστR ρστ
ν δgµν , (6.11)
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tiếp theo ta xét

JδG = 2RRµνJδgµν + 2RgµνJ∇2δgµν − 2RJ∇µ∇νδgµν − 4RµνJ∇2δgµν

+ 4RανJ∇α∇µδgµν + 4RαµJ∇α∇νδgµν − 4RαβgµνJ∇α∇βδgµν

+ 8JRαβRανµβδg
µν − 4RµρσνJ∇ρ∇σδgµν + 2RµρστR ρστ

ν Jδgµν

= 2RRµνJδgµν + 2gµνδgµν∇2(RJ)− 2δgµν∇µ∇ν(RJ)− 4δgµν�(RµνJ)
+ 4δgµν∇µ∇α(RανJ) + 4δgµν∇ν∇α(RαµJ)− 4gµνδgµν∇α∇β(RαβJ)
− 4δgµν∇ρ∇σ(RµρσνJ) + 8JRαβRανµβδg

µν + 2RµρστR ρστ
ν Jδgµν (6.12)

Dẫn đến

JδG = δgµν
[
(2RRµνJ + 8RαβRανµβJ + 2RµρστR ρστ

ν J)
+ (2∇2(RgµνJ)− 2∇µ∇ν(RJ)− 4∇2(RµνJ)
+4∇µ∇α(RανJ) + 4∇ν∇α(RαµJ)
−4gµν∇ρ∇σ(RρσJ)− 4∇ρ∇σ(RµρσνJ))] (6.13)
= δgµν [SH1 + SH2] , (6.14)

với

SH1 = (2RRµνJ + 8RαβRανµβJ + 2RµρστR ρστ
ν J) (6.15)

SH2 = 2∇2(RgµνJ)− 2∇µ∇ν(RJ)− 4∇2(RµνJ)
+ 4∇µ∇α(RανJ) + 4∇ν∇α(RαµJ)
− 4gµν∇ρ∇σ(RρσJ)− 4∇ρ∇σ(RµρσνJ), (6.16)

Xét riêng SH2

SH2 = 2∇2(RgµνJ)− 2∇µ∇ν(RJ)− 4∇2(RµνJ)
+ 4∇α∇µ(RανJ) + 4∇α∇ν(RαµJ)
− 4gµν∇ρ∇σ(RρσJ)− 4∇ρ∇σ(RµρσνJ)
=
[
2Rgµν∇2J + 2gµνJ∇2R

]
− [2R∇µ∇νJ + 2J∇µ∇νR]
−
[
4Rµν∇2J + 4J∇2(Rµν)

]
+ [4Rαν∇µ∇αJ + 4J∇µ∇α(Rαν)]
+ [4Rαµ∇ν∇αJ + 4J∇ν∇α(Rαµ)]
− [4Rρσgµν∇ρ∇σJ + 4gµνJ∇ρ∇σ(Rρσ)]
− [4Rµρσν∇ρ∇σJ + 4J∇ρ∇σRµρσν ] . (6.17)
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Dẫn đến

SH2 =
[
2Rgµν∇2J − 2R∇µ∇νJ − 4Rµν∇2J + 4Rαν∇µ∇αJ + 4Rαµ∇ν∇αJ
−4Rρσgµν∇ρ∇σJ − 4Rµρσν∇ρ∇σJ ]
+ J

[
2gµν∇2R− 2∇µ∇νR−∇2Rµν + 4∇µ∇αRαν + 4∇ν∇αRαµ

−4gµν∇ρ∇σRρσ − 4∇ρ∇σRµρσν ] (6.18)
= SH3 + J · SH4, (6.19)

với

SH3 = 2Rgµν∇2J − 2R∇µ∇νJ − 4Rµν∇2J + 4Rαν∇µ∇αJ + 4Rαµ∇ν∇αJ
− 4Rρσgµν∇ρ∇σJ − 4Rµρσν∇ρ∇σJ (6.20)

SH4 = 2gµν∇2R− 2∇µ∇νR−∇2Rµν + 4∇µ∇αRαν + 4∇ν∇αRαµ
− 4gµν∇ρ∇σRρσ − 4∇ρ∇σRµρσν (6.21)

Sử dụng một số đồng nhất thức (identity) thu được từ đồng nhất thức Bianchi như
sau

∇ρRρτµν = ∇µRντ −∇νRµτ , (6.22)

∇ρRρµ = 1
2∇µR (6.23)

∇ρRρµ = 1
2∇

µR (6.24)

∇ρ∇σRµρνσ = ∇2Rµν −
1
2∇µ∇νR +RµρνσR

ρσ −Rρ
µRνρ (6.25)

∇ρ∇µRρν +∇ρ∇νRρµ = 1
2 (∇µ∇νR +∇ν∇µR)− 2RµρνσRρσ + 2Rρ

µRνρ

(6.26)

∇ρ∇σRρσ = 1
2�R (6.27)

ta có thể viết lại SH4 như sau

SH4 = 2gµν∇2R− 2∇µ∇νR− 4∇2Rµν + 2∇µ∇νR + 2∇ν∇µR− 4gµν
1
2�R

− 4(−∇2Rµν + 1
2∇µ∇νR−RµρνσR

ρσ +Rρ
µRνρ)

= 4RµρνσRρσ − 4Rρ
µRνρ. (6.28)

Hệ quả là SH2 có dạng

SH2 = SH3 + J
(
4RµρνσRρσ − 4Rρ

µRνρ
)

= 2Rgµν∇2J − 2R∇µ∇νJ − 4Rµν∇2J + 4Rαν∇µ∇αJ + 4Rαµ∇ν∇αJ
− 4Rρσgµν∇ρ∇σJ − 4Rµρσν∇ρ∇σJ + 4JRµρνσRρσ − 4JRρ

µRνρ. (6.29)
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Do đó ta thu được

JδG = δgµν (SH1 + SH2)
= δgµν

[
2RRµνJ + 8RαβRανµβJ + 2RµρστR ρστ

ν J + 2Rgµν∇2J

−2R∇µ∇νJ − 4Rµν∇2J + 4Rαν∇µ∇αJ + 4Rαµ∇ν∇αJ
−4Rαβgµν∇α∇βJ − 4Rµρσν∇ρ∇σJ + 4JRµρνσRρσ − 4JRρ

µRνρ
]
,

(6.30)

trong biểu thức này ta xét

RαβRανµβJ = RρσRρνµσJ = RµσρνR
ρσJ

= −RµσνρRρσJ = −RµρνσRσρJ

= −RµρνσRρσJ, (6.31)

dẫn đến

JδG = δgµν
[
(2RRµνJ − 4RµρνσRρσJ + 2RµρστR ρστ

ν J − 4Rρ
µRρνJ)

+
(
2Rgµν∇2J − 2R∇µ∇νJ − 4Rµν∇2J + 4Rαν∇µ∇αJ + 4Rαµ∇ν∇αJ

−4Rρσgµν∇ρ∇σJ − 4Rµρσν∇ρ∇σJ)]. (6.32)

phương trình (6.4) được biểu diễn như sau

δS2 =
∫
d4x
√
−gδgµν

[1
2Rµν −

ω

2 ∂µφ∂νφ+ 1
8J
′G
(ω

2 ∂µφ∂νφ
)

−1
8((2RRµνJ − 4RµρνσRρσJ + 2RµρστR ρστ

ν J − 4Rρ
µRρνJ)

+2Rgµν∇2J − 2R∇µ∇νJ − 4Rµν∇2J + 4Rαν∇µ∇αJ + 4Rαµ∇ν∇αJ
−4Rρσgµν∇ρ∇σJ − 4Rµρσν∇ρ∇σJ)] (6.33)

δS = δS1 + δS2

=
∫
d4x
√
−g

[
−1

4Rgµν + ω

4 gµν∂αφ∂
αφ+ gµν

V (φ)
2 + gµν

J

16G

+1
2Rµν −

ω

2 ∂µφ∂νφ+ 1
8J
′G
(ω

2 ∂µφ∂νφ
)

−1
8((2RRµνJ − 4RµρνσRρσJ + 2RµρστR ρστ

ν J − 4Rρ
µRρνJ)

+2Rgµν∇2J − 2R∇µ∇νJ − 4Rµν∇2J + 4Rαν∇µ∇αJ + 4Rαµ∇ν∇αJ
−4Rρσgµν∇ρ∇σJ − 4Rµρσν∇ρ∇σJ)] . (6.34)
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Áp dụng nguyên lý tác dụng tối thiểu δS = 0 cho bất kỳ δgµν dẫn đến

0 = −1
4Rgµν + ω

4 gµν∂αφ∂
αφ+ gµν

J

16G

+ 1
2Rµν −

ω

2 ∂µφ∂νφ+ 1
8J
′G
(ω

2 ∂µφ∂νφ
)

− 1
8
[
2RRµνJ − 4RµρνσRρσJ + 2RµρστR ρστ

ν J − 4Rρ
µRρνJ

+2Rgµν∇2J − 2R∇µ∇νJ − 4Rµν∇2J + 4Rαν∇µ∇αJ + 4Rαµ∇ν∇αJ
−4Rρσgµν∇ρ∇σJ − 4Rµρσν∇ρ∇σJ ]

= Gµν + J

4

(1
2Ggµν − 2RRµν + 4RµρνσRρσ − 2RµρστR ρστ

ν + 4Rρ
µRνρ

)

+
(
−1

2Rgµν∇
2J + R

2∇µ∇νJ +Rµν∇2J −Rαν∇µ∇αJ −Rαµ∇ν∇αJ

+Rρσgµν∇ρ∇σJ +Rµρσν∇ρ∇σJ)

− ω∂µφ∂νφ+ ω

2 gµν∂αφ∂
αφ+ ω

8 J
′G(∂µφ∂νφ). (6.35)

Sử dụng đồng nhất thức trong không thời gian 4 chiều cho số hạng Gauss-Bonnet G
có dạng

1
2Ggµν = 2RRµν − 4RµρνσRρσ + 2RµρστR ρστ

ν − 4Rρ
µRνρ. (6.36)

Hiển nhiên, khi J(X) không xuất hiện trong không thời gian 4 chiều số hạng
Gauss-Bonnet tự động biến mất.

Cuối cùng, Phương trình trường hấp dẫn có dạng sau

0 = Gµν −
1
2Rgµν∇

2J + R

2∇µ∇νJ +Rµν∇2J −Rαν∇µ∇αJ −Rαµ∇ν∇αJ

+Rρσgµν∇ρ∇σJ +Rµρσν∇ρ∇σJ

− ω∂µφ∂νφ+ ω

2 gµν∂αφ∂
αφ+ ω

8 J
′G(∂µφ∂νφ). (6.37)

với Gµν = Rµν −
1
2Rgµν là Einstein tensor.

Mặt khác lấy biến phân tác dụng theo biến trường φ cho ta phương trình chuyển
động của trường vô hướng

S =
∫
d4x
√
−gL̂ =

∫
d4x
√
−g

[
R

2 −
ω

2 ∂µφ∂
µφ− J(X)

8 G
]
, (6.38)

trong đó L̂ có dạng

L =
√
−gL̂ =

√
−g

[
R

2 −
ω

2 ∂µφ∂
µφ− J(X)

8 G
]
, (6.39)
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Phương trình Euler-Lagrange có dạng

∂L̂
∂φ
−∇µ

 ∂L̂
∂(∇µφ)

 = 0, (6.40)

chúng ta có thể tính toán từng số hạng như sau

• ∂L̂
∂φ

= 0 (6.41)

• ∂L̂
∂(∇µφ) = ∂X

∂(∇µφ) −
1
8G

∂J

∂(∇µφ) = ∂X

∂(∇µφ) −
1
8G

∂J

∂X

∂X

∂(∇µφ)

=
(

1− 1
8GJ

′
)

∂X

∂(∇µφ) , (6.42)

• −∇µ

 ∂L̂
∂(∇µφ)

 = −∇µ
[(

1− 1
8GJ

′
)

∂X

∂(∇µφ)

]

= −∇µ
(

1− 1
8GJ

′
)

∂X

∂(∇µφ) −
(

1− 1
8GJ

′
)
∇µ

(
∂X

∂(∇µφ)

)
, (6.43)

với

∂X

∂(∇µφ) =
∂(−ω2∇αφ∇

αφ)
∂(∇µφ) = −ω2 g

αβ ∂(∇αφ∇βφ)
∂(∇µφ)

= −ω2 g
αβ

[
∂(∇αφ)
∂(∇µφ)∇βφ+ ∂(∇βφ)

∂(∇µφ)∇αφ
]

= −ω2 g
αβδµα∇βφ−

ω

2 g
αβδµβ∇αφ

= −ωgαµ∇αφ = −ω∇µφ, (6.44)

khi đó

−∇µ

 ∂L̂
∂(∇µφ)

 = −∇µ
(

1− 1
8GJ

′
)

(−ω)∇µφ−
(

1− 1
8GJ

′
)
∇µ [(−ω)∇µφ]

= ω∇µ
(

1− 1
8GJ

′
)
∇µφ+ ω

(
1− 1

8GJ
′
)
∇µ∇µφ

= −ω8G∇µ(J ′)∇µφ− ω

8 J
′∇µ(G)∇µφ+ ω

(
1− 1

8GJ
′
)
∇µ∇µφ.

(6.45)

Khi đó phương trình chuyển động của trường vô hướng có dạng

ω

(
1− 1

8GJ
′
)
�φ− ω

8G∇µ(J ′)∇µφ− ω

8 J
′∇µ(G)∇µφ = 0. (6.46)
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6.2 Phương trình trường trong không thời gian phẳng
đồng nhất đẳng hướng

Ta xét các phương trình chuyển động (6.37) và (4.16) cho metric phẳng FLRW

ds2 = −dt2 + exp [2α(t)](dx2 + dy2 + dz2). (6.47)

Các ký hiệu Christoffel khác không có dạng

Γ0
11 = Γ0

22 = Γ0
33 = g11α̇, Γ1

10 = Γ2
20 = Γ3

30 = α̇. (6.48)

Các thành phần khác không của Riemann tensor, Rµ
νρσ có dạng

R0
101 = R0

202 = R0
303 = g11(α̈ + α̇2), (6.49)

R1
010 = R2

020 = R3
030 = −α̈− α̇2, (6.50)

δikδ
j
lR

i
jkl = g11α̇

2, (6.51)

với các chỉ số latin biểu thị theo không gian i, j, k, l = 1 → 3. Với Ricci tensor,
Rµν ≡ Rρ

µρν có dạng

R00 = −3(α̇2 + α̈), (6.52)
R11 = R22 = R33 = g11(3α̇2 + α̈). (6.53)

Cuối cùng Ricci Scalar có dạng

R = 6(2α̇2 + α̈), (6.54)

Từ đó các thành phần khác không của Einstein tensor, Gµν = Rµν −
1
2Rgµν là

G00 = 3α̇2, (6.55)
G11 = G22 = G33 = −g11(3α̇2 + 2α̈), (6.56)

Dạng tường minh của số hạng Gauss-Bonnet có dạng

G = 24α̇2(α̇2 + α̈) (6.57)

Phương trình trường hấp dẫn (6.37) trở thành

Gµν = (Rµρνσ −Rρσgµν)∇ρ∇σJ(X)

−Gµν∇2J(X)− 1
2R∇µ∇νJ(X) +Rρν∇µ∇ρJ(X) +Rρµ∇ν∇ρJ(X)

− ω

2 gµν∂αφ∂
αφ+ ω∂µφ∂νφ−

ω

8 J
′G (∂µφ∂νφ) , (6.58)
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mỗi số hạng được tính toán cụ thể như sau

1stterm = Rµρνσ∇ρ∇σJ(X) = Rρµσνg
ραgσβ∇α∇βJ(X)

= Rα
µσνg

σβ
(
∂α∂βJ(X)− ∂γJ(X)Γγαβ

)
,

2ndterm = −Rρσgµν∇ρ∇σJ(X) = −Rρσgµνgραgσβ
(
∂α∂βJ(X)− ∂γJ(X)Γγαβ

)
,

3rdterm = −Gµν�J(X) = −Gµν∇α∇αJ(X) = −Gµνg
αβ
(
∂α∂βJ(X)− ∂γJ(X)Γγαβ

)
,

4thterm = −1
2R∇µ∇νJ(X) = −1

2R
(
∂µ∂νJ(X)− ∂γJ(X)Γγµν

)
,

5thterm = Rρν∇µ∇ρJ(X) = Rρνg
ρα∇µ∇αJ(X) = Rρνg

ρα
(
∂µ∂αJ(X)− ∂γJ(X)Γγαµ

)
,

6thterm = Rρµ∇ν∇ρJ(X) = Rρµg
ρα∇ν∇αJ(X) = Rρµg

ρα (∂ν∂αJ(X)− ∂γJ(X)Γγαν) ,

7thterm = −ω2 gµν∂αφ∂
αφ = −ω2 gµνg

αβ∂αφ∂βφ,

8thterm = ω∂µφ∂νφ,

9thterm = −ω8 J
′G (∂µφ∂νφ) .

Từng thành phần khác 0 có dạng
Đầu tiên thành phần 00

G00 =
(
3g11R1

010Γ0
11 − 3R11g00g

11g11Γ0
11 −G003α̇

)
(−J̇)

+
(
−g00R00 +G00 + 2R00g

00 − 1
2Rg00g

00
)
J̈ + ω

2 φ̇
2 − ω

8 J
′Gφ̇2

= −3α̇3(−J̇) + ω

2 φ̇
2 + V (φ)− ω

8 J
′Gφ̇2, (6.59)

và

α̇2 = α̇3J̇ + ω

6 φ̇
2 − ω

24J
′Gφ̇2, (6.60)

Và thành phần 11(22, 33) có dạng

G11 =
(
g00R0

101 − g11g
00g00R00 +G11

)
(J̈)

+
(
2g11R2

121Γ0
11 − 3g11g

11g11R11Γ0
11 − 3G11Γ0

11

+2R11g
11Γ0

11 −
1
2Rg11g

11Γ0
11

)
(−J̇) + ω

2 g11φ̇
2

⇒− (3α̇2 + 2α̈) = −α̇2J̈ − 2α̇(α̇2 + α̈)J̇ + ω

2 φ̇
2. (6.61)

Như vậy ta thu được

α̇2 = α̇3J̇ + ω

6 φ̇
2 − ω

24J
′Gφ̇2, (6.62)

3α̇2 + 2α̈ = α̇2J̈ + 2α̇(α̇2 + α̈)J̇ − ω

2 φ̇
2, (6.63)

−
[
1− 1

8J
′G
]
φ̈ = 3α̇

[
1− 1

8J
′G
]
φ̇− 1

8

(
G∂(J ′)

∂t
+ J ′

∂G
∂t

)
φ̇. (6.64)
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Nghiệm lạm phát theo quy luật lũy thừa có dạng

α = ζ log (t); φ = ξ log (t) + φ0. (6.65)

Với hàm ghép được xét như sau

J(X) = λXn. (6.66)

Từng số hạng được tính toán cụ thể như sau

• α̇ = ζt−1 → α̈ = −ζt−2,

• φ̇ = ξt−1 → φ̈ = −ξt−2,

• J(X) = λXn → J̇ = ∂J

∂t
= ∂J

∂X

∂X

∂t
= J ′Ẋ,

• J ′ = ∂J

∂X
= λnXn−1 = J0n

(ω
2 φ̇

2
)n−1

= λn
(ω

2

)n−1
ξ2n−2t−2n+2,

• ∂J
′

∂t
= λn(−2n+ 2)

(ω
2

)n−1
ξ2n−2t−2n+1

• X = −ω2 g
µν∂µφ∂νφ = ω

2 φ̇
2 → Ẋ = ∂X

∂t
= ωφ̇φ̈ = −ωξ2t−3,

• J̇ = J ′Ẋ = −λnξ2nω
(ω

2

)n−1
t−2n−1,

• J̈ = λn(2n+ 1)ω
(ω

2

)n−1
ξ2nt−2n−2.

Xét từng số hạng trong phương trình (6.62)

α̇2 = α̇3J̇ + ω

6 φ̇
2 − ω

24J
′Gφ̇2, (6.67)

SH1 = α̇2 = ζ2t−2,

SH2 = α̇3J̇ = ζ3t−3(−λ)nξ2nωn
(1

2

)n−1
t2n−1 n=−1= (4λω−1ξ−2)ζ3t−2,

SH3 = ω

6 φ̇
2 = ω

6 ξ
2t−2,

SH5 = − ω24J
′Gφ̇2 = − ω24J

′φ̇2 × 24α̇2(α̇2 + α̈) n=−1= (4λω−1ξ−2)ζ2(ζ2 − ζ)t−2.

Khi đó phương trình này được biểu thị như sau

ζ2 = 4λω−1ξ−2ζ4 + ωξ2

6 . (6.68)

Phạm Mạnh Tuyến 81 2020B Vật lý lý thuyết



Học viện khoa học và công nghệ Luận văn thạc sĩ

Tiếp theo ta xét từng thành phần riêng biệt của phương trình(6.63)

(2α̈ + 3α̇2) = α̇2J̈ + 2α̇(α̇2 + α̈)J̇ − ω

2 φ̇
2, (6.69)

SH1 = 2α̈ = −2ζt−2,

SH2 = 3α̇2 = 3ζ2t−2

SH3 = α̇2J̈ = ζ2t−2λn(2n+ 1)
(ω

2

)n−1
ξ2nt−2n−2ω = (4λω−1ξ−2)ζ2t−2,

SH4 = 2J̇ α̇3 = 2J̇ζ3t−2 = −2λnξ2n
(ω

2

)n−1
ωt−2n−1ζ3t−3

n=−1= 2(4λω−1ξ−2)ζ3t−2,

SH5 = 2J̇ α̇α̈ = −2λnξ2n
(ω

2

)n−1
ωt−2n−1ζt−1(−ζ)t−2

n=−1= −2(4λω−1ξ−2)ζ2t−2,

SH6 = −ω2 φ̇
2 = −ω2 ξ

2t−2,

dẫn đến

2ζ − 3ζ2 + 2(4λω−1ξ−2)ζ3 − (4λω−1ξ−2)ζ2 − ω

2 ξ
2 = 0. (6.70)
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Từng số hạng trong phương trình (6.64)

−
[
1− 1

8J
′G
]
φ̈ = 3α̇

[
1− 1

8J
′G
]
φ̇− 1

8

(
G∂(J ′)

∂t
+ J ′

∂G
∂t

)
φ̇. (6.71)

Tương tự ta viết lại phương trình (6.64) như sau

(1− 3ζ)
[
ωξ2 + 12λω−1ξ−2ζ2(ζ2 − ζ)

]
= 0. (6.72)

Theo đó phương trình trường dưới dạng đại số có cùng bậc theo thời gian tức là t−2 là

−ζ2 + 4λω−1ξ−2ζ4 + ωξ2

6 = 0, (6.73)

2ζ − 3ζ2 + 4λω−1ξ−2(2ζ3 − ζ2)− w

2 ξ
2 = 0, (6.74)

(1− 3ζ)
[
ωξ2 + 12λω−1ξ−2ζ2(ζ2 − ζ)

]
= 0. (6.75)

Từ phương trình (6.75) ta thu được

ωξ2 = −12ω−1ξ−2ζ2(ζ2 − ζ), (6.76)

Khi đó thay biểu thức này vào phương trình (6.73) có dạng

ωξ2 = 2ζλ(ζ + 1), (6.77)

tương tự với phương trình (6.74)

ζ2(λ+ 3) + ζ(2λ− 3) + λ = 0 (6.78)

Đây là phương trình bậc hai cho ζ giải phương trình này ta sẽ thu được nghiệm
tương ứng như sau

ζ± =
3− 2λ±

√
3(3− 8λ)

2(3 + λ) . (6.79)
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6.3 Code Mathematica kiểm tra chéo các tính toán

In[1]:= Clear["Global`*"];

α[t] = ζ Log[t];

σ[t] = η Log[t]; ϕ[t] = ϕ0 + ξ Log[t];

α
′
[t] = ∂tα[t];

α
′′
[t] = ∂t∂tα[t];

ϕ
′
[t] = ∂tϕ[t];

ϕ
′′
[t] = ∂t∂tϕ[t];

σ
′
[t] = ∂tσ[t];

σ
′′
[t] = ∂t∂tσ[t];

X[t] = w
ϕ′[t]2

2
;

X′[t] = ∂tX[t];

X′′[t] = ∂t∂tX[t];

h[ϕ[t]] = Simplifyh0 E
γ ϕ[t]

;

dh = ∂th[ϕ[t]];

Dh[ϕ] = Simplifyγ h0 E
γ * ϕ[t]

;

f[ϕ[t]] = Simplifyf0 E
λ ϕ[t]

;

df = ∂tf[ϕ[t]];

Df[ϕ] = Simplifyλ f0 E
λ* ϕ[t]

;

f0 =
u

Eλ ϕ0

;

p = Sqrtv f0
2 E2 ρ ϕ0 ;

n = -1; λ = 0;

GB1 = 24 α
′
[t]2 α

′′
[t] + α

′
[t]2;

J[t] = f[ϕ[t]] * X[t]n ; Jx[t] = n f[ϕ[t]] * X[t]n-1;

dJx = ∂tJx[t];

J′[t] = ∂tJ[t];

J′′[t] = ∂t∂tJ[t];
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In[10]:= Eq1 = α
′
[t]2 ⩵

w ϕ′[t]2

6
+ Simplifyα′

[t]3 * J′[t] - Simplify
w

24
* Jx[t] * GB1 * ϕ

′
[t]2

Eq2 = 2 α
′′
[t] == -3 α

′
[t]2 + Simplifyα′

[t]2 * J′′[t] +

Simplify2 α
′
[t] α

′
[t]2 + α

′′
[t] J′[t] - Simplify

w

2
ϕ
′
[t]2

Eq3 = w Simplify 1 -
Jx[t] GB1

8
ϕ

′′
[t] + 3 α

′
[t] ϕ

′
[t] ⩵

-Simplify
Df[ϕ]

8
X[t]n GB1 + w Simplify

∂tGB1 Jx[t] + dJx * GB1

8
* ϕ

′
[t]

Eq4 = Simplify
∂tGB1 f[ϕ[t]] + df * GB1

8
* ϕ

′
[t];

Out[10]=
ζ2

t2
⩵

4 u ζ3

t2 w ξ2
+
4 u -1 + ζ ζ3

t2 w ξ2
+
w ξ2

6 t2

Out[11]= -
2 ζ

t2
⩵ -

3 ζ2

t2
+

4 u ζ2

t2 w ξ2
+
8 u -1 + ζ ζ2

t2 w ξ2
-
w ξ2

2 t2

Out[12]=

-1 + 3 ζ 12 u -1 + ζ ζ3 + w2 ξ4

t2 w ξ3
⩵ 0

In[14]:= ξ = Sqrt[χ / w]; χ = 2 3 u ζ
3
- u ζ

4 ;

A1 = ζ
2
⩵

4 u ζ3

w ξ2
+
4 u -1 + ζ ζ3

w ξ2
+
w ξ2

6
// Simplify

A2 = -2 ζ ⩵ -3 ζ
2
+
4 u ζ2

w ξ2
+
8 u -1 + ζ ζ2

w ξ2
-
w ξ2

2
// Simplify

A3 =
-1 + 3 ζ 12 u -1 + ζ ζ3 + w2 ξ4

w ξ3
⩵ 0 // Simplify

Solve[A1, ζ]

Solve[A2, ζ]

Out[15]= ζ2 ⩵
u ζ3 1 + ζ

3 -u -1 + ζ ζ3

Out[16]= -2 ζ ⩵
1

3
ζ2 -9 +

3 u -2 + ζ + 3 ζ2

-u -1 + ζ ζ3

Out[17]= True

Out[18]= ζ →
3 - 3 3 - 8 u - 2 u

2 3 + u
, ζ →

3 + 3 3 - 8 u - 2 u

2 3 + u


Out[19]= ζ →
2

3
, ζ →

3 - 3 3 - 8 u - 2 u

2 3 + u
, ζ →

3 + 3 3 - 8 u - 2 u

2 3 + u
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6.4 Code Mathematica xét tính ổn định của mô
hình bằng phương pháp động lực học

In[1]:=

1. Dynamical system equations for FLRW metric

In[2]:= Clear["Global`*"];

GB = 24 α
′
[t] α

′
[t]3 + α

′
[t] α

′′
[t];

ρDE = 3 * ft * α
′
[t]3 +

ω

2
ϕ
′
[t]2 -

ω

8
z * ϕ'[t]2;

PDE = -ftt * α
′
[t]2 - 2 * ft * α

′
[t]3 + α

′
[t] α

′′
[t] +

1

2
ω ϕ

′
[t]2;

2. Setting dimensionless variables

In[6]:= ϕ'[t] = x * α'[t]; ft =
y

α'[t]
;

α
′′
[t] = ϵ * α'[t]2;

ftt = dy - y * ϵ;

ϕ''[t] = dx + x ϵ α'[t]2;

3. Dynamically system of equations

In[10]:= Eq1 = 3 α'[t]2 ⩵ ρDE // FullSimplify

Eq2 = -2 α''[t] == 3 α'[t]2 + PDE // FullSimplify

Eq4 = 1 -
1

8
z ϕ''[t] + 3 α'[t] × ϕ'[t] -

1

8
ϕ'[t] dz α'[t] ⩵ 0 // Simplify

Solve[Eq1, z]

Out[10]= -24 + 24 y - x2 (-4 + z) ω α′[t] ⩵ 0

Out[11]= -6 + 2 dy - 4 ϵ + 2 y 2 + ϵ - x2 ω α′[t] ⩵ 0

Out[12]= dx -8 + z + x dz + -8 + z 3 + ϵ α′[t] ⩵ 0

Out[13]= z →
4 -6 + 6 y + x2 ω

x2 ω


4. Solve the autonomous equations
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In[14]:= B0 = z + 96
λ

x4
1 + ϵ ⩵ 0

(**The constrain for power law models J(X) = λ Xn and n=-1 **)

B1 = -6 + 2 dy - 4 ϵ + 2 y 2 + ϵ - x2 ω ⩵ 0

B2 = dx -8 + z + x dz + -8 + z 3 + ϵ ⩵ 0

B3 = y ⩵ z
x

24 1 + ϵ

ω dx + x ϵ;

Solve[{B0, B1, B2, B3}, {dx, dy, dz, ϵ}] // Simplify

Out[14]= z +
96 1 + ϵ λ

x4
⩵ 0

Out[15]= -6 + 2 dy - 4 ϵ + 2 y 2 + ϵ - x2 ω ⩵ 0

Out[16]= dx -8 + z + x dz + -8 + z 3 + ϵ ⩵ 0

Out[18]= dx → x +
x5 z

96 λ
-

x3 y

4 λ ω
, dy → 1 - y +

x4 -2 + y z

96 λ
+
x2 ω

2
,

dz →
-8 + z x2 y - 12 λ ω

4 λ ω
, ϵ → -1 -

x4 z

96 λ


5. Solving the dynamical system to find the fixed point

In[19]:= ϵ = -1 -
x4 z

96 λ
; dz = 0;

C1 = 0 == x +
x5 z

96 λ
-

x3 y

4 λ ω
// Simplify

C2 = 0 == 1 - y +
x4 -2 + y z

96 λ
+
x2 ω

2
// Simplify

C3 = 0 ⩵
-8 + z x2 y - 12 λ ω

4 λ ω
// Simplify

Solve[{C1, C2, C3}, {x, y, z}] // Simplify

Out[20]=

x -24 x2 y + x4 z ω + 96 λ ω

λ ω
⩵ 0

Out[21]=

x4 -2 + y z

λ
+ 48 x2 ω ⩵ 96 -1 + y

Out[22]=

-8 + z -x2 y + 12 λ ω

λ ω
⩵ 0
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Out[23]= {x → 0, y → 1, z → 8}, x → -61/4 λ1/4, y → 6 λ ω, z → 8,

x → -ⅈ 61/4 λ1/4, y → - 6 λ ω, z → 8,

x → ⅈ 61/4 λ1/4, y → - 6 λ ω, z → 8, x → 61/4 λ1/4, y → 6 λ ω, z → 8,

x → -
3 - 9 - 24 λ ω2

ω
, y →

1

6
9 - 9 - 24 λ ω2 , z → 8,

x → -
3 - 9 - 24 λ ω2

ω
, y →

1

2
3 + 9 - 24 λ ω2 , z →

6 - 8 λ ω2 + 2 9 - 24 λ ω2

λ ω2
,

x →
3 - 9 - 24 λ ω2

ω
, y →

1

6
9 - 9 - 24 λ ω2 , z → 8,

x →
3 - 9 - 24 λ ω2

ω
, y →

1

2
3 + 9 - 24 λ ω2 , z →

6 - 8 λ ω2 + 2 9 - 24 λ ω2

λ ω2
,

x → -
3 + 9 - 24 λ ω2

ω
, y →

1

6
9 + 9 - 24 λ ω2 , z → 8,

x → -
3 + 9 - 24 λ ω2

ω
, y →

1

2
3 - 9 - 24 λ ω2 , z →

6 - 8 λ ω2 - 2 9 - 24 λ ω2

λ ω2
,

x →
3 + 9 - 24 λ ω2

ω
, y →

1

6
9 + 9 - 24 λ ω2 , z → 8,

x →
3 + 9 - 24 λ ω2

ω
, y →

1

2
3 - 9 - 24 λ ω2 , z →

6 - 8 λ ω2 - 2 9 - 24 λ ω2

λ ω2


6. Inflationary solution

perturbing the autonomous equations
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In[24]:= Clear["Global`*"];

dδx[α] ⩵ ∂x[α] x[α] +
x[α]5 z[α]

96 λ
-
x[α]3 y[α]

4 λ ω
δx[α] +

∂y[α] x[α] +
x[α]5 z[α]

96 λ
-
x[α]3 y[α]

4 λ ω
δy[α] + ∂z[α] x[α] +

x[α]5 z[α]

96 λ
-
x[α]3 y[α]

4 λ ω
δz[α]

dδy[α] == ∂x[α] 1 - y[α] +
x[α]4 -2 + y[α] z[α]

96 λ
+
x[α]2 ω

2
δx[α] +

∂y[α] 1 - y[α] +
x[α]4 -2 + y[α] z[α]

96 λ
+
x[α]2 ω

2
δy[α] +

∂z[α] 1 - y[α] +
x[α]4 -2 + y[α] z[α]

96 λ
+
x[α]2 ω

2
δz[α]

dδz[α] == ∂x[α]

-8 + z[α] x[α]2 y[α] - 12 λ ω

4 λ ω
δx[α] +

∂y[α]

-8 + z[α] x[α]2 y[α] - 12 λ ω

4 λ ω
δy[α] + ∂z[α]

-8 + z[α] x[α]2 y[α] - 12 λ ω

4 λ ω
δz[α]

Out[25]= dδx[α] ⩵ 1 -
3 x[α]2 y[α]

4 λ ω
+
5 x[α]4 z[α]

96 λ
δx[α] -

x[α]3 δy[α]

4 λ ω
+
x[α]5 δz[α]

96 λ

Out[26]= dδy[α] ⩵

ω x[α] +
x[α]3 -2 + y[α] z[α]

24 λ
δx[α] + -1 +

x[α]4 z[α]

96 λ
δy[α] +

x[α]4 -2 + y[α] δz[α]

96 λ

Out[27]= dδz[α] ⩵
x[α] × y[α] -8 + z[α] δx[α]

2 λ ω
+
x[α]2 -8 + z[α] δy[α]

4 λ ω
+
-12 λ ω + x[α]2 y[α] δz[α]

4 λ ω
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In[28]:= ω = -1; x[α] =
3 - 9 - 24 λ * ω2

ω
; y[α] =

1

6
9 - 9 - 24 λ * ω

2 ; z[α] = 8;

dδx[α] ==

CollectFullSimplify 1 -
3 x[α]2 y[α]

4 λ ω
+
5 x[α]4 z[α]

96 λ
δx[α] -

x[α]3 δy[α]

4 λ ω
+
x[α]5 δz[α]

96 λ
,

{δx[α], δy[α], δz[α]}

dδy[α] == CollectFullSimplify ω x[α] +
x[α]3 -2 + y[α] z[α]

24 λ
δx[α] +

-1 +
x[α]4 z[α]

96 λ
δy[α] +

x[α]4 -2 + y[α] δz[α]

96 λ
, {δx[α], δy[α], δz[α]}

dδz[α] == CollectFullSimplify
x[α] × y[α] -8 + z[α] δx[α]

2 λ ω
+

x[α]2 -8 + z[α] δy[α]

4 λ ω
+
-12 λ ω + x[α]2 y[α] δz[α]

4 λ ω
, {δx[α], δy[α], δz[α]}

Out[29]= dδx[α] ⩵ -

-3 + 9 - 24 λ + 6 λ δx[α]

λ
+

-3 + 9 - 24 λ 
3/2

δy[α]

4 λ
-

-3 + 9 - 24 λ -3 + 9 - 24 λ + 4 λ δz[α]

16 λ

Out[30]= dδy[α] ⩵
1

3
-3 + 9 - 24 λ δx[α] -

-3 + 9 - 24 λ + 6 λ δy[α]

2 λ
+

1

24
-3 + 9 - 24 λ  δz[α]

Out[31]= dδz[α] ⩵ -

-3 + 9 - 24 λ + 8 λ δz[α]

2 λ

Exponential perturbation
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In[32]:= Clear["Global`*"];

δx[α] = Ax E
τ α; δy[α] = Ay E

τ α; δz[α] = Az E
τ α;

dδx[α] = ∂αδx[α]; dδy[α] = ∂αδy[α]; dδz[α] = ∂αδz[α];

dδx[α] ⩵ -

-3 + 9 - 24 λ + 6 λ δx[α]

λ
+

-3 + 9 - 24 λ 
3/2

δy[α]

4 λ
-

-3 + 9 - 24 λ -3 + 9 - 24 λ + 4 λ δz[α]

16 λ

dδy[α] ⩵
1

3
-3 + 9 - 24 λ δx[α] -

-3 + 9 - 24 λ + 6 λ δy[α]

2 λ
+

1

24
-3 + 9 - 24 λ  δz[α]

dδz[α] ⩵ -

-3 + 9 - 24 λ + 8 λ δz[α]

2 λ

Out[35]= ⅇα τ τ Ax ⩵ -

ⅇα τ -3 + 9 - 24 λ + 6 λ Ax

λ
+

ⅇα τ -3 + 9 - 24 λ 
3/2

Ay

4 λ
-

ⅇα τ -3 + 9 - 24 λ -3 + 9 - 24 λ + 4 λ Az

16 λ

Out[36]= ⅇα τ τ Ay ⩵
1

3
ⅇα τ -3 + 9 - 24 λ Ax -

ⅇα τ -3 + 9 - 24 λ + 6 λ Ay

2 λ
+

1

24
ⅇα τ -3 + 9 - 24 λ  Az

Out[37]= ⅇα τ τ Az ⩵ -

ⅇα τ -3 + 9 - 24 λ + 8 λ Az

2 λ
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In[38]:= Clear["Global`*"];

A11 = -

-3 + 9 - 24 λ + 6 λ

λ
- τ;

A12 =

-3 + 9 - 24 λ 
3/2

4 λ
;

A13 = -

-3 + 9 - 24 λ -3 + 9 - 24 λ + 4 λ

16 λ
;

A21 =
1

3
-3 + 9 - 24 λ ;

A22 = -

-3 + 9 - 24 λ + 6 λ

2 λ
- τ;

A23 =
1

24
-3 + 9 - 24 λ ;

A31 = 0; A32 = 0; A33 = -

-3 + 9 - 24 λ + 8 λ

2 λ
- τ;

mat = {{A11, A12, A13}, {A21, A22, A23}, {A31, A32, A33}};

mat // MatrixForm

A1 = Collect[Simplify[Det[mat]], τ]

Out[43]//MatrixForm=

-
-3+ 9-24 λ +6 λ

λ
- τ

-3+ 9-24 λ 
32

4 λ
-

-3+ 9-24 λ -3+ 9-24 λ +4 λ

16 λ

1

3
-3 + 9 - 24 λ -

-3+ 9-24 λ +6 λ

2 λ
- τ

1

24
-3 + 9 - 24 λ 

0 0 -
-3+ 9-24 λ +8 λ

2 λ
- τ

Out[44]=
54 - 18 9 - 24 λ - 297 λ + 75 9 - 24 λ λ + 468 λ2 - 72 9 - 24 λ λ2 - 160 λ3

2 λ3
+

15 -3 + 9 - 24 λ  λ - 2 -81 + 17 9 - 24 λ  λ2 - 112 λ3 τ

2 λ3
+

-4 -3 + 9 - 24 λ  λ2 - 26 λ3 τ2

2 λ3
- τ3

In[45]:= Clear["Global`*"];

λ = -2.95;

54 - 18 9 - 24 λ - 297 λ + 75 9 - 24 λ λ + 468 λ2 - 72 9 - 24 λ λ2 - 160 λ3

2 λ3
+

15 -3 + 9 - 24 λ  λ - 2 -81 + 17 9 - 24 λ  λ2 - 112 λ3 τ

2 λ3
+

-4 -3 + 9 - 24 λ  λ2 - 26 λ3 τ2

2 λ3
- τ

3

Out[47]= -26.7986 - 26.8656 τ - 8.97757 τ2 - τ3
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Numerical result

In[48]:= EQ[ω_, λ_, x0_, y0_, z0_] := x'[α] == x[α] +
x[α]5 z[α]

96 λ
-
x[α]3 y[α]

4 λ ω
,

y'[α] == 1 - y[α] +
x[α]4 -2 + y[α] z[α]

96 λ
+
x[α]2 ω

2
,

z'[α] ==
-8 + z[α] x[α]2 y[α] - 12 λ ω

4 λ ω
, x[0] ⩵ x0, y[0] ⩵ y0, z[0] ⩵ z0;

λ1 = -2.99; ω1 = -1;

s1 =
3 - 9 - 24 λ1 ω12

ω1
;

s2 =
1

6
9 - 9 - 24 λ1 ω12 ;

s3 = 8;

ans1 = NDSolve[EQ[ω1, λ1, 0.01, 8, 9], {x[α], y[α], z[α]}, {α, 0, 100}];

{xans1, yans1, zans1} = {x[α], y[α], z[α]} /. Flatten[ans1];

ans2 = NDSolve[EQ[ω1, λ1, 1, 9, 10], {x[α], y[α], z[α]}, {α, 0, 100}];

{xans2, yans2, zans2} = {x[α], y[α], z[α]} /. Flatten[ans2];

ans3 = NDSolve[EQ[ω1, λ1, 0.5, 8, 11], {x[α], y[α], z[α]}, {α, 0, 100}];

{xans3, yans3, zans3} = {x[α], y[α], z[α]} /. Flatten[ans3];

graphxyz1 = ShowParametricPlot3D

{{xans1, yans1, zans1}, {xans2, yans2, zans2}, {xans3, yans3, zans3}}, {α, 0, 100},

AxesLabel → "X

", "Y", "Z", PlotStyle → {{Thickness[0.002], Blue},

{Thickness[0.002], Green}, {Thickness[0.002], Red}}, BoxRatios → {0.75, 0.75, 0.75},

AspectRatio → Automatic, PlotRange → All, LabelStyle → Directive[Blue, Bold, 15]

, Graphics3D[{PointSize[0.025], Red, Point[{s1, s2, s3}]}]

λ = λ1; x0 = s1; y0 = s2;

bar =

BarLegendColorData["Rainbow", #] &, 1  2 Pi Sqrt[3^2], 1  2 Pi Sqrt[0.15^2];

StreamPlot
24 λ X + 6 X3 + X5

24 λ
, 3 -

X2

2
+ 1 +

X2 6 + X2 - 6 Y

24 λ
-2 + Y - 2 Y, {X, 0, 3},

{Y, 0, 4}, Frame → True, FrameLabel → "X"


, "Y", LabelStyle → Directive[Black, Bold, 14],

FrameTicks → Automatic, Epilog → {Red, PointSize[.03], Point[{x0, y0}]},

StreamColorFunction → ColorData"Rainbow", 1  Norm[{#1, #2}] &,

PlotLegends → Placed[bar, Below], StreamPoints → 30, StreamColorFunctionScaling → False
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Out[59]=

Out[62]=

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0

1

2

3

4

X


Y

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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6.5 Code Mathematica xét tính ổn định của mô
hình bằng phương pháp nhiễu loạn lũy thừa

Clear["Global`*"]; n = -1;

α[t] = ζ Log[t] ; σ[t] = η Log[t]; ϕ[t] = ξ Log[t] + ϕ0; α
′
[t] = ∂tα[t];

α
′′
[t] = ∂t∂tα[t] ; α3[t] = ∂t∂t∂tα[t] ; δα[t] = Aα t

m ; δα
′
[t] = ∂tδα[t];

δα
′′
[t] = ∂t∂tδα[t] δα3[t] = ∂t∂t∂tδα[t] ; ϕ

′
[t] = ∂tϕ[t] ; ϕ

′′
[t] = ∂t∂tϕ[t];

ϕ3[t] = ∂t∂t∂tϕ[t]; δϕ[t] = Aϕ t
m ; δϕ

′
[t] = ∂tδϕ[t] ; δϕ

′′
[t] = ∂t∂tδϕ[t];

δϕ3[t] = ∂t∂t∂tδϕ[t] ; σ
′
[t] = ∂tσ[t] ; σ

′′
[t] = ∂t∂tσ[t] ; δσ[t] = C tm;

δσ
′
[t] = ∂tδσ[t]; δσ

′′
[t] = ∂t∂tδσ[t]; X =

ω

2
ϕ
′
[t]2;

J[X] = λ Xn ; J'[X] = Simplifyλ n Xn-1; δJ'[X] = n 2 n - 2 λ
ω

2

n-1

ϕ
′
[t]2 n-3 δϕ′

[t];

Jt' = ∂tJ'[X]; δJt' = ∂t δJ'[X]; J''[X] = Simplifyλ n n - 1 Xn-2;

δJ''[X] = λ n n - 1 2 n - 4
ω

2

n-2

ϕ
′
[t]2 n-5 δϕ′

[t] ;

Jt[X] = ∂t(J[X]); Jtt[X] = ∂t∂t(J[X]);

δJt[X] = Simplify ω δJ'[X] ϕ
′
[t] ϕ

′′
[t] + J'[X] δϕ

′
[t] ϕ

′′
[t] + J'[X] ϕ

′
[t] δϕ

′′
[t];

δJtt1[X] = Simplifyω δJt' ϕ
′
[t] ϕ

′′
[t] + Jt' δϕ

′
[t] ϕ

′′
[t] + Jt' ϕ

′
[t] δϕ

′′
[t] + δJ'[X] ϕ

′′
[t]2 +

2 J'[X] ϕ
′′
[t] δϕ

′′
[t] + δJ'[X] ϕ

′
[t] ϕ3[t] + J'[X] δϕ

′
[t] ϕ3[t] + J'[X] ϕ

′
[t] δϕ3[t];

δJtt[X] = Simplify∂tδJt[X];

GB = 24 α
′
[t]4 + α

′
[t]2 α′′

[t];

δGB = 24 4 α
′
[t]3 δα′

[t] + 2 α
′′
[t] α

′
[t] δα

′
[t] + α

′
[t]2 δα′′

[t];

GBt = ∂tGB; δGBt = ∂tδGB;(*δdotG*)

Eq1 = CollectFullSimplify

-δα
′′
[t] - 6 α

′
[t] δα

′
[t] + Simplify

1

2
α

′
[t]2 δJtt[X] + 2 α

′
[t] Jtt[X] δα

′
[t]  +

Simplify
1

2
δJt[X] 5 α

′
[t]3 + 2 α

′
[t] α

′′
[t]  +

Jt[X] 15 α
′
[t]2 δα′

[t] + 2 δα
′
[t] α

′′
[t] + 2 α

′
[t] δα

′′
[t] -

Simplify
ω

16
GB ϕ

′
[t]2 δJ'[X] + J'[X] ϕ

′
[t]2 δGB + 2 GB J'[X] ϕ

′
[t] δϕ

′
[t], {Aα, Aϕ}

Eq2 = CollectFullSimplify

- δϕ
′′
[t] +

1

8
δGB J'[X] ϕ

′′
[t] + GB δJ'[X] ϕ

′′
[t] + GB J'[X] δϕ

′′
[t] - 3 α

′
[t] δϕ

′
[t] -

3 δα
′
[t] ϕ

′
[t] +

3

8
δGB J'[X] α

′
[t] ϕ

′
[t] + GB δJ'[X] α

′
[t] ϕ

′
[t] + GB J'[X] α

′
[t] δϕ

′
[t] +

GB J'[X] δα
′
[t] ϕ

′
[t] +

1

8
δGB Jt' ϕ

′
[t] + GB δJt' ϕ

′
[t] + GB Jt' δϕ

′
[t] +

1

8
δJ'[X] GBt ϕ

′
[t] + J'[X] δGBt ϕ

′
[t] + J'[X] GBt δϕ

′
[t], {Aα, Aϕ}

Out[ ]=

m t-2+m 2 ζ -2 + 6 ζ 1 + 2 ζ + m 2 + 3 ζ λ - -1 + m + 6 ζ ξ2 ω Aα

ξ2 ω

-

2 m t-2+m ζ2 2 + m + 2 ζ -1 + m + 3 ζ λ Aϕ

ξ3 ω

Phạm Mạnh Tuyến 95 2020B Vật lý lý thuyết



Học viện khoa học và công nghệ Luận văn thạc sĩ

Out[ ]= -
3 m t-2+m 4 ζ2 3 + m2 + m (-4 + 7 ζ) + ζ -16 + 15 ζ λ + ξ4 ω2 Aα

ξ3 ω2
+

m t-2+m -1 + m + 3 ζ 36 -1 + ζ ζ3 λ - ξ4 ω2 Aϕ

ξ4 ω2

In[ ]:= A11 =
m t-2+m 2 ζ -2 + 6 ζ 1 + 2 ζ + m 2 + 3 ζ λ - -1 + m + 6 ζ ξ2 ω

ξ2 ω

;

A12 = -
2 m t-2+m ζ2 2 + m + 2 ζ -1 + m + 3 ζ λ

ξ3 ω

;

A21 = -
3 m t-2+m 4 ζ2 3 + m2 + m (-4 + 7 ζ) + ζ -16 + 15 ζ λ + ξ4 ω2

ξ3 ω2
;

A22 =
m t-2+m -1 + m + 3 ζ 36 -1 + ζ ζ3 λ - ξ4 ω2

ξ4 ω2
;

t = 1; λ =
-3 ζ - 1 ζ

ζ + 12
; ξ = Sqrt2 ζ ζ + 1

λ

ω
;

mat = {{A11, A12}, {A21, A22}};

mat // MatrixForm

A1 = Collect[Simplify[Det[mat]], m]

DetA = Collect[FullSimplify[A11 * A22 - A21 * A12], m](* The second way.*)

Out[ ]//MatrixForm=

-

m (1+ζ)
6 -1+ζ ζ2 -1+m+6 ζ

1+ζ
-
6 -1+ζ ζ2 -2+6 ζ 1+2 ζ+m 2+3 ζ

1+ζ2

6 (-1+ζ) ζ2

m (-1+ζ) ζ3 (2+m+2 ζ) (-1+m+3 ζ)

6 (1+ζ)2 -
-1+ζ ζ2

1+ζ ω

32

ω

-

m
36 -1+ζ2 ζ4

1+ζ2
-
12 -1+ζ ζ3 3+m2+m -4+7 ζ+ζ -16+15 ζ

1+ζ2

2 6 -
-1+ζ ζ2

1+ζ ω

32

ω2

-4 m -1 + m + 3 ζ

Out[ ]=

m6

-1 + ζ2
+
m5 -3 + 12 ζ

-1 + ζ2
+
m4 1 - 18 ζ + 45 ζ2

-1 + ζ2
+

m2 -2 + 18 ζ - 54 ζ2 + 54 ζ3

-1 + ζ2
+
m3 3 - 12 ζ - 9 ζ2 + 54 ζ3

-1 + ζ2

Out[ ]=

m6

-1 + ζ2
+
m5 -3 + 12 ζ

-1 + ζ2
+
m4 1 - 18 ζ + 45 ζ2

-1 + ζ2
+

m2 -2 + 18 ζ - 54 ζ2 + 54 ζ3

-1 + ζ2
+
m3 3 - 12 ζ - 9 ζ2 + 54 ζ3

-1 + ζ2

2     Stable-1.nb
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