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MỞ ĐẦU

Nghiên cứu về số nghiệm thực của đa thức ngẫu nhiên là đề tài hiện thu

hút được rất nhiều sự chú ý với nhiều ứng dụng trong các lĩnh vực giải tích

số, tài chính, lý thuyết trò chơi, vật lý (ví dụ trong động lực hỗn loạn lượng

tử), sinh vật học (ví dụ trong sinh thái học lí thuyết), thống kê. . .

Cứ mỗi mô hình khác nhau lại liên quan đến nguồn gốc và ứng dụng thực

tế khác nhau. Ta có thể kể đến các mô hình cổ điển như Kac, elliptic, Weyl,

lượng giác, Bernstein, trực giao. . . Chẳng hạn, nghiên cứu về kì vọng số

nghiệm thực của đa thức Weyl có ứng dụng trong lượng tử cơ học [1].

Các bài báo nghiên cứu về đa thức ngẫu nhiên đã xuất hiện từ những năm

1900. Hiện nay, đây vẫn là đề tài thu hút nhiều sự quan tâm của các nhóm

nghiên cứu mạnh trên thế giới, ví dụ ở Mĩ có nhóm của giáo sư Vũ Hà Văn -

Oanh Nguyễn - Hội Nguyễn - Yên Đỗ, hay nhóm của Pritsker - Lubinski, ở

Pháp có các nhóm Angt - Poly, Azais - Dalmao - Leon - Armentano, Scher

- Majumdar, ở Đức có nhóm Kablucko - Flasche. Ở Việt Nam, có một nhóm

nghiên cứu gồm TS. Phạm Việt Hùng, TS. Cấn Văn Hảo kết hợp với PGS.

TS. Dương Mạnh Hồng (Đại học Birmingham).

Trong khi đa thức ngẫu nhiên thực, chẳng hạn đa thức ngẫu nhiên thực bậc n,

có chính xác n nghiệm trong mặt phẳng phức, kì vọng số nghiệm trên đường

thẳng thực là một biến ngẫu nhiên. Để tính kì vọng số nghiệm thực này, người

ta thường sử dụng công thức Kac-Rice được đưa ra từ những năm 1950. Năm

1995, Alan Edelman và Eric Kostlan đã chứng minh lại công thức này từ góc

nhìn hình học và đưa ra ý nghĩa hình học của công thức này. Đây là công thức

quan trọng trong Lý thuyết nghiên cứu về Quá trình ngẫu nhiên và có nhiều

ứng dụng thực tiễn.

Trong bài báo [2] năm 2009 trên tạp chí Journal of Statistical Physics, các tác

giả Grégory Schehr và Satya N. Majumdar đã giới thiệu một mô hình đa thức

ngẫu nhiên có chứa tham số và họ đã có các dự đoán khác nhau về xấp xỉ kì
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vọng số nghiệm thực của lớp đa thức này tùy thuộc vào từng giá trị của tham

số; từ đó họ so sánh kết quả dự đoán với các mô hình cổ điển khác như mô

hình Kac, Weyl.

Trong luận văn này, chúng tôi nghiên cứu ý nghĩa hình học của công thức

Kac-Rice về kì vọng số nghiệm thực của đa thức ngẫu nhiên thực và từ đó

khái quát cho trường hợp đa tạp tổng quát. Ngoài ra, chúng tôi cũng tìm

hiểu về lớp đa thức ngẫu nhiên được đề xuất bởi Grégory Schehr và Satya N.

Majumdar [2]. Cụ thể, luận văn gồm 2 chương như sau:

1. Chương 1 trình bày bài toán Buffon trên mặt phẳng và mặt cầu, từ đó

đưa ra mối liên hệ giữa độ dài đường cong chiếu trên mặt cầu và kì vọng

số nghiệm thực của đa thức ngẫu nhiên. Chương này cũng sẽ trình bày

công thức Kac- Rice để tính kì vọng số nghiệm thực của đa thức ngẫu

nhiên cùng chứng minh của công thức này từ góc nhìn hình học. Sau đó

chúng tôi trình bày lại một số ví dụ về đa thức ngẫu nhiên có sử dụng

công thức Kac - Rice để tính kì vọng số nghiệm thực từ một số bài báo

[3], [4]. Cuối cùng, chúng tôi sẽ trình bày lại mô hình đa thức ngẫu nhiên

được đề xuất bởi Grégory Schehr và Satya N. Majumdar [3] và kì vọng

số nghiệm thực của chuỗi lũy thừa ngẫu nhiên.

2. Chương 2 sẽ mở rộng kết quả về kì vọng số nghiệm thực của đa thức

ngẫu nhiên cho trường hợp nhiều chiều. Cụ thể, luận văn sẽ tìm hiểu về

kì vọng số nghiệm thực của đa thức ma trận ngẫu nhiên, hệ phương trình

ngẫu nhiên và phương trình ngẫu nhiên có các hệ số là các biến ngẫu

nhiên có phân phối bất kì.
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CHƯƠNG 1

Ý NGHĨA HÌNH HỌC CỦA CÔNG
THỨC KAC - RICE

Công thức Kac-Rice là công thức quan trọng trong lý thuyết về quá trình

ngẫu nhiên. Công thức này được độc lập đưa ra bởi hai nhà toán học Mark

Kac và Stephen Rice từ những năm 1950. Đến năm 1995, Edelman và Kostlan

đã chứng minh lại công thức này trong trường hợp đặc biệt, sử dụng phương

pháp Hình học tích phân. Trong chương này, chúng tôi sẽ tìm hiểu cách tiếp

cận hình học trên của Edelman và Kostlan.

1.1 Bài toán Buffon và sự liên quan tới đa thức ngẫu nhiên

1.1.1 Bài toán Buffon

Bài toán Buffon lần đầu tiên được đưa ra vào năm 1777 bởi Georges

Louis Leclerc, bá tước vùng Buffon. Đây là bài toán kinh điển và là mở đầu

cho chuyên ngành Hình học tích phân (Xác suất hình học), xem [5] . Bài toán

được phát biểu như sau:

Thả một cây kim có độ dài l trên tờ giấy kẻ ngang. Xác suất để cây kim cắt

một trong những đường kẻ trên tờ giấy đó là bao nhiêu?

Xác suất này phụ thuộc vào khoảng cách d giữa các đường thẳng trên tờ giấy

và độ dài l của cây kim.

Mệnh đề 1.1. Nếu cây kim có độ dài l rơi xuống tờ giấy kẻ ngang có các
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dòng kẻ cách đều nhau một khoảng d > l thì xác suất để cây kim nằm trên

một trong các dòng kẻ là
2l

πd
.

Hình 1.1: Hình ảnh minh họa cho bài toán Buffon trên mặt phẳng.

Chứng minh. Chúng tôi sẽ đưa ra hai hướng giải quyết cho bài toán này.

Cách 1.

Gọi x là khoảng cách từ điểm chính giữa của cây kim tới đường kẻ gần nhất

và θ là góc tạo bởi cây kim và đường kẻ gần nhất với nó.

Từ tam giác vuông tạo bởi cây kim, đường kẻ gần nhất với nó và khoảng cách

từ điểm chính giữa của cây kim tới đường kẻ đó, ta có đánh giá sau: Cây kim

giao với đường kẻ gần nhất nếu x ≤ l
2 sin θ.

Giả sử rằng giá trị của x, θ được xác định ngẫu nhiên khi cây kim rơi xuống

tờ giấy, với 0 ≤ θ ≤ π
2 , 0 ≤ x ≤ d

2 (vì l ≤ d). Do đó, không gian mẫu cho x

và θ là hình chữ nhật có độ dài các cạnh lần lượt là d
2 và π

2 .

Xác suất để cây kim rơi xuống cắt đường kẻ gần nhất chính là tỉ lệ giữa phần

giao của không gian mẫu và x ≤ l
2 sin θ với không gian mẫu.

Diện tích của không gian mẫu là

S =
π

2
· d
2
=

πd

4
.

Diện tích của phần giao là

S∗ =

∫ π
2

0

l

2
sin θdθ =

l

2

(
− cos

π

2
+ cos 0

)
=

l

2
.
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Do đó, xác suất để cây kim cắt đường thẳng là

P =
S∗

S
=

l

2
· 4

πd
=

2l

πd
.

Cách 2.

Giả sử cây kim được tạo bởi từ n đoạn thẳng. Gọi Xai, i = 1, 2, ..., n là số

giao điểm được tạo bởi đoạn thẳng có độ dài ai. Khi đó số giao điểm giữa cây

kim và các đường kẻ trên mặt giấy là tổng của các giao điểm tạo bởi các đoạn

thẳng có độ dài ai.

Do đó, kì vọng các giao điểm là

E(Xl) = E(Xa1 +Xa2 + · · ·+Xan) = E(Xa1) + E(Xa2) + ...+ E(Xan),

bởi tính tuyến tính của kì vọng.

Ta xem E(Xl) như là hàm số của độ dài l. Đẳng thức cho thấy E(Xl) là hàm

cộng tính. Rõ ràng rằng E(Xl) là hàm không giảm. Khi đó E(Xl) là hàm

tuyến tính, tức là E(Xl) = c · l, với c là hằng số.

Xem xét đường tròn đường kính d, có độ dài l = dπ. Trong tất cả các trường

hợp, số giao điểm giữa đường tròn và đường kẻ là 2. Khi đó E(Xdπ) = 2, tức

là c · dπ = 2. Do đó c = 2
πd , và kì vọng số giao điểm được tạo bởi cây kim có

độ dài l và các đường kẻ là E(Xl) =
2l
πd .

Trong trường hợp l < d, E(Xl) bằng xác suất để cây kim cắt một đường

thẳng.

1.1.2 Bài toán Buffon trên mặt cầu

Mở rộng bài toán Buffon trên mặt phẳng đã trình bày ở trên, bài toán

Buffon trên mặt cầu được đưa ra lần đầu tiên bởi Barbier vào năm 1860, xem

[6] để biết thêm về lịch sử ra đời bài toán này.

Xét đường cong Γ được đặt trên mặt cầu Riemann S. Chọn ngẫu nhiên một

đường xích đạo của S. Khi đó kì vọng số giao điểm của đường cong và đường

xích đạo là bao nhiêu?

Xét trong trường hợp số chiều tổng quát, ta có kết quả sau.
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Mệnh đề 1.2. Xét đường cong có độ dài L trên mặt cầu Sn. Chọn ngẫu nhiên

một đường xích đạo. Kì vọng số giao điểm của đường cong và đường xích đạo

là EL = L
π .

Chứng minh. Bằng cách giải thích tương tự như cách chứng minh thứ 2 của

Mệnh đề 1.1, kì vọng số giao điểm của đường cong và một đường xích đạo là

hàm tuyến tính của chiều dài đường cong, E(XL) = c · L.
Để xác định hằng số c, ta xét trường hợp đặc biệt: đường cong là một đường

xích đạo. Khi đó, kì vọng số giao điểm của đường cong và một đường xích

đạo là 2 và chiều dài đường cong là L = 2π. Do đó c ·2π = 2, hay c = 1
π . Vậy

kì vọng số giao điểm của đường cong và đường xích đạo là E (XL) =
L
π .

1.1.3 Mối liên hệ giữa bài toán Buffon trên mặt cầu và đa thức ngẫu nhiên

Nói một cách đơn giản (xem [4], [7]), đa thức ngẫu nhiên là đa thức có các

hệ số được lấy một cách ngẫu nhiên. Cụ thể, ta xét mô hình đa thức sau

Pn(x) = a0ε0 + a1ε1x+ · · ·+ anεnx
n, (1.1)

với εi là các hằng số cố định và ai là các biến ngẫu nhiên có cùng phân phối

chuẩn.

Phụ thuộc vào các giá trị của các εi mà ta có một số mô hình đa thức ngẫu

nhiên nổi tiếng sau đây:

• Mô hình Kac: ε0 = ε1 = · · · = εn = 1,

• Mô hình Elliptic: εi =
√(

n
i

)
,

• Mô hình Weyl: εi =
√

1
i! .

Bây giờ ta sẽ xét mô hình Kac, tức là, các đa thức ngẫu nhiên có dạng

PKac,n(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n,

với ai, i = 0, n là các biến ngẫu nhiên độc lập, có cùng phân phối chuẩn tắc.
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Đặt a =



a0

a1

a2
...

an


và v(x) =



1

x

x2

...

xn


.

Ta có thể biểu diễn PKac,n(x) =
〈
a, v(x)

〉
. Tại nghiệm t của đa thức PKac,n(x)

ta có:
〈

a
||a|| ,

v(t)
||v(t)||

〉
= 0.

Với điều kiện ai là các biến ngẫu nhiên có cùng phân phối chuẩn tắc, điểm

ngẫu nhiên a
||a|| có phân phối đều trên Sn. Do đó,

〈
a

||a|| ,
v(t)

||v(t)||
〉
= 0 có nghĩa

là điểm v(t)
||v(t)|| nằm trên đường xích đạo vuông góc với vector chuẩn a. Do

vậy, số nghiệm của đa thức PKac,n(x) bằng số giao điểm giữa đường cong

γ =
{

v(x)
||v(x)|| , x ∈ R

}
và đường xích đạo tương ứng với vector a.

Từ bài toán Buffon trên mặt cầu, ta có kết quả sau cho mô hình Kac.

Mệnh đề 1.3. Cho đa thức

PKac,n(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n,

với ai là các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân phối chuẩn tắc.

Khi đó, kì vọng số nghiệm thực của đa thức PKac,n(x) là

E[NR (PKac,n)] =
|γ|
π
.

1.1.4 Hàm số ngẫu nhiên với hệ số là các biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn

Ở trên, ta đã xét họ cơ sở đa thức {1, x, ..., xn}. Một cách tổng quát, với họ

các hàm số {f0(x), f1(x), ..., fn(x)} bất kì, ta xét hàm ngẫu nhiên Pn(x) là tổ

hợp tuyến tính ngẫu nhiên của các hàm fi(x):

Pn(x) = a0 + a1f1(x) + · · ·+ anfn(x),
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với ai là các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân phối chuẩn tắc.

Ta xét đường cong v(t) =



f0(t)

f1(t)

f2(t)

...

fn(t)


và vector a =



a0

a1

a2
...

an


.

Ta xác định các vector đơn vị α ≡ a/||a|| và γ(t) ≡ v(t)/||v(t)||.
Tương tự Mệnh đề 1.3, ta có mệnh đề sau.

Mệnh đề 1.4. Kì vọng số nghiệm thực của đa thức Pn(x) là

E[NR (Pn)] =
1

π
|γ| = 1

π

∫ ∞

−∞
||γ ′

(t)||dt,

với điều kiện các hệ số ai của Pn(x) có phân phối chuẩn tắc.

Trong trường hợp tổng quát, nếu ai có phân phối chuẩn, E(a) = 0 và

E(aaT ) = C thì a là phân phối chuẩn nhiều chiều với ma trận covariance C.

Khi đó, ta có kết quả sau về kì vọng số nghiệm thực của hàm số ngẫu nhiên

trong trường hợp tổng quát.

Định lý 1.5. Đặt v(t) = (f0(t), ..., fn(t))
T với fi(t) là các hàm khả vi và

a0, a1, ..., an là các thành phần của phân phối chuẩn nhiều chiều với kì vọng

0 và ma trận covariance C. Kì vọng số nghiệm thực trên khoảng (hoặc tập đo

được) I của phương trình

a0f0(t) + a1f1(t) + · · ·+ anfn(t) = 0

là ∫
I

1

π
||w′

(t)||dt,

với w = C1/2v(t)
||C1/2v(t)|| . Nếu viết dưới dạng đạo hàm của hàm chứa logarith thì

công thức trên trở thành

E[NI (Pn)] =
1

π

∫
I

(
∂2

∂x∂y
log
[
vT (x)Cv(y)

] ∣∣∣∣
y=x=t

)1/2

dt. (1.2)
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Chứng minh. Xét hàm ngẫu nhiên Pn(x) = a0 + a1f1(x) + · · ·+ anfn(x).

Ta xét đường cong v(t) =



f0(t)

f1(t)

f2(t)

...

fn(t)


và vector a =



a0

a1

a2
...

an


.

Ta có E(a) = 0 và E(aaT ) = C.

Đặt b = C−1/2a;ω(t) = C1/2v(t). Khi đó b có phân phối chuẩn tắc và ta có

thể biểu diễn Pn(x) =
〈
b, ω(x)

〉
.

Lúc này, áp dụng Mệnh đề 1.4, kì vọng số nghiệm thực của Pn(x) là

E[NI (Pn)] =
|w|
π

=

∫
I

1

π
||w′

(t)||dt,

với w(t) =
{

ω(t)
||ω(t)|| , t ∈ I

}
.

Giờ ta sẽ chứng minh

||w′
(t)||2 = ∂2

∂x∂y
log
[
vT (x)Cv(y)

] ∣∣∣∣
y=x=t

.

Ta có

w
′
(t) =

(
ω(t)√

ω(t) · ω(t)

)′

=
ω

′
(t)
√

ω(t) · ω(t)− ω(t) · [ω(t)·ω′(t)]√
ω(t)·ω(t)

[ω(t) · ω(t)]

=
ω

′
(t) [ω(t) · ω(t)]− ω(t)

[
ω(t) · ω′

(t)
]

[ω(t) · ω(t)]3/2
.

Do đó,

||w′
(t)||2 =

(
ω(t)√

ω(t) · ω(t)

)′

·

(
ω(t)√

ω(t) · ω(t)

)′

=
[ω(t) · ω(t)]

[
ω

′
(t) · ω′

(t)
]
−
[
ω(t) · ω′

(t)
]2

[ω(t) · ω(t)]2
.

Ta lại có
∂

∂x
log [ω(x) · ω(y)] = ω′(x) · ω(y)

ω(x) · ω(y)
.
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Suy ra

∂2

∂x∂y
log [ω(x) · ω(y)] = ∂

∂y

ω′(x) · ω(y)
ω(x) · ω(y)

=
[ω′(x) · ω′(y)] [ω(x) · ω(y)]− [ω′(x) · ω(y)] [ω(x) · ω′(y)]

[ω(x) · ω(y)]2

và
∂2

∂x∂y
log
[
vT (x)Cv(y)

] ∣∣∣∣
y=x=t

=
∂2

∂x∂y
log
[
ωT (x)ω(y)

] ∣∣∣∣
y=x=t

=
[ω(t) · ω(t)]

[
ω

′
(t) · ω′

(t)
]
−
[
ω(t) · ω′

(t)
]2

[ω(t) · ω(t)]2
.

Từ các biến đổi trên suy ra

||w′
(t)||2 = ∂2

∂x∂y
log
[
vT (x)Cv(y)

] ∣∣∣∣
y=x=t

.

Vậy

E[NI (Pn)] =

∫
I

1

π
||w′

(t)||dt = 1

π

∫
I

(
∂2

∂x∂y
log
[
vT (x)Cv(y)

] ∣∣∣∣
y=x=t

)1/2

dt.

Từ định lý trên, ta có kết luận sau về hàm mật độ của số các nghiệm thực

của hàm ngẫu nhiên.

Định nghĩa 1.6. Hàm mật độ của số các nghiệm thực của phương trình

a0f0(t) + a1f1(t) + · · ·+ anfn(t) = 0

(trong đó fi(t) là các hàm khả vi và ai là các thành phần của phân phối chuẩn

nhiều chiều với kì vọng 0 và ma trận covariance C) là

ρn(t) =
1

π

(
∂2

∂x∂y
log
[
vT (x)Cv(y)

] ∣∣∣∣
y=x=t

)1/2

.

1.2 Công thức Kac-Rice

Luận văn đã đề cập đến công thức của Alan Edelman và Eric Kostlan

để tính kì vọng số nghiệm thực của đa thức ngẫu nhiên qua độ dài đường cong
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chiếu trên mặt cầu đơn vị. Trong phần này, chúng tôi giới thiệu công thức tính

tường minh hơn như sau:

Định lý 1.7 (Công thức Kac-Rice). Xét đa thức ngẫu nhiên

Pn(x) = a0ε0 + a1ε1x+ · · ·+ anεnx
n,

với ai là các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân phối chuẩn tắc.

Kì vọng số nghiệm thực của Pn trên khoảng (a, b) là

E[N(a,b) (Pn)] =
1

π

∫ b

a

√
An(x)Mn(x)−B2

n(x)

Mn(x)
dx,

với Mn(x) = var (Pn(x)) , An(x) = var(P
′

n(x)), B = cov(Pn(x), P
′

n(x)).

Chứng minh. Vì ai là các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân phối chuẩn

tắc nên ta có :

P
′

n(x) =
n∑

i=0

aiiεix
i−1 , P 2

n(x) =
n∑

i,j=0

aiajεiεjx
i+j,

Pn(x)P
′

n(x) =
n∑

i,j=0

aiajiεiεjx
i+j−1,

E(Pn(x)) =
n∑

i=0

εix
iE(ai) = 0,E(P ′

n(x)) = 0,

Mn(x) = var (Pn(x)) = E
(
P 2
n(x)

)
− (E (Pn(x)))

2 =
n∑

i,j=0

εiεjx
i+jE(aiaj)

=
n∑

i=0

ε2ix
2i,

An(x) = var(P
′

n(x)) = E((P ′

n(x))
2)− (E(P ′

n(x)))
2 =

n∑
i,j=0

εiεjijx
i+j−2E (aiaj)

=
n∑

i=0

ε2i i
2x2(i−1),
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Bn(x) = cov
(
Pn(x), P

′

n(x)
)
= E

(
Pn(x)P

′

n(x)
)
=

n∑
i,j=0

iεiεjx
i+jE(aiaj)

=
n∑

i=0

iε2ix
2i−1.

Ta xét đường cong v(x) =



1

x

x2

...

xn


và vector a =



a0ε0

a1ε1

a2ε2
...

anεn


.

Ta có E(a) = 0 và

C = E(aaT ) =



ε20E(a20) ε0ε1E(a0a1) ... ε0εnE(a0an)

ε0ε1E(a0a1) ε21E(a21) ... ε1εnE(a1an)
... ... ... ...

ε0εnE(a0an) ε1εnE(a1an) ... ε2nE(a2n)



=



ε20 0 ... 0

0 ε21 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... ε2n


.

Đặt ω(x) = C1/2v(x) và w(x) =
{

ω(x)
||ω(x)|| , x ∈ I

}
.

Theo chứng minh ở mục 1.1.4 ta có E[N(a,b) (Pn)] =
1
π

∫ b

a ||w
′
(x)||dx và

||w′
(x)||2 = ∂2

∂y∂z
log
[
vT (y)Cv(z)

] ∣∣∣∣
y=z=x

=
[ω(x) · ω(x)]

[
ω

′
(x) · ω′

(x)
]
−
[
ω(x) · ω′

(x)
]2

[ω(x) · ω(x)]2
.

Ta có

ωT (x) · ω(x) = vT (x)Cv(x)
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=
[
1 x ... xn

]


ε20 0 ... 0

0 ε21 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... ε2n





1

x

...

xn


=

n∑
i=0

ε2ix
2i = Mn(x),

ω′(x) · ω′(x) = v′(x)Cv′(x)

=
[
0 1 2x ... nxn−1

]


ε20 0 0 ... 0

0 ε21 0 ... 0

0 0 ε22 ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... ε2n





0

1

2x

...

nxn−1



=
[
0 ε21 2ε22x ... nε2nx

n−1

]


0

1

2x

...

nxn−1


=

n∑
i=0

i2ε2ix
2i−2 = An(x),

ω(x) · ω′(x) = vT (x)Cv(x) =
[
1 x ... xn

]


ε20 0 ... 0

0 ε21 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... ε2n





0

1

...

nxn−1


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=
[
ε20 xε21 ... xnε2n

]


0

1

...

nxn−1


=

n∑
i=0

iε2ix
2i−1 = Bn(x).

Do đó

E[N(a,b) (Pn)] =
1

π

∫ b

a

||w′
(x)||dx =

1

π

∫ b

a

√
An(x)Mn(x)−B2

n(x)

Mn(x)
dx.

Hệ quả 1.8. Hàm mật độ của số các nghiệm thực của đa thức ngẫu nhiên là

ρn(x) =
1

π

√
An(x)Mn(x)−B2

n(x)

Mn(x)
.

1.3 Mô hình đa thức Kac

Như chúng tôi đã đề cập ở trước, đa thức Kac được xác định bởi

PKac,n(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, (1.3)

với ai là các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân phối chuẩn tắc.

Trong mục này, chúng tôi sẽ tìm hiểu kĩ hơn về số nghiệm thực cho mô hình

này.

Mệnh đề 1.9. Kì vọng số nghiệm thực của đa thức Kac là

E[N(−∞,∞) (PKac,n)] =
1

π

∫ ∞

−∞

√
1

(1− x2)2
− (n+ 1)2x2n

(x2n+2 − 1)2
dx

=
4

π

∫ 1

0

√
1

(1− x2)2
− (n+ 1)2x2n

(x2n+2 − 1)2
dx.

Chứng minh. Ta sẽ sử dụng công thức Kac-Rice để tính kì vọng số nghiệm

thực của đa thức ngẫu nhiên mô hình Kac.

Trong trường hợp này, εi = 1(i = 0, ..., n).
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Đầu tiên, ta thấy rằng
n∑

i=0

aix
i = xn

n∑
i=0

an−i
1

xi
. Do đó kì vọng số nghiệm

thực của PKac,n(x) trong khoảng (−1, 1) bằng kì vọng số nghiệm thực của

PKac,n(x) ngoài khoảng (−1, 1). Ngoài ra, vì phân phối của ai và −ai, (i =

0, 1, 2, ..., n) giống nhau nên E[N(−1,0) (PKac,n)] = E[N(0,1) (PKac,n)]. Do vậy

E[N(−∞,∞) (PKac,n)] = 2E[N(−1,1) (PKac,n)] = 4E[N(0,1) (PKac,n)].

Áp dụng định lý và chứng minh ở mục 1.1.4 ta có

Mn(x) =
n∑

i=0

x2i, An(x) =
n∑

i=0

i2x2(i−1), Bn(x) =
n∑

i=0

ix2i−1.

Ta có:

Mn(x) =
n∑

i=0

x2i =
1− x2n+2

1− x2
.

Suy ra

d

(
n∑

i=0

x2i

)
= d

(
1− x2n+2

1− x2

)
,

hay
n∑

i=0

ix2i−1 =
1

2

d

dx

(
1− x2n+2

1− x2

)
.

Tức là

Bn(x) =
x
(
1− x2n − nx2n + nx2n+2

)
(x2 − 1)2

.

Tương tự như thế ta cũng có

d

(
x

n∑
i=0

ix2i−1

)
=

(
2i2

n∑
i=0

x2i−1

)
dx.

Suy ra

i2
n∑

i=0

x2(i−1) =
1

2x

d

dx

(
x

n∑
i=0

ix2i−1

)
.

Do đó

An(x) =
1

2x

d

dx

(
x
x
(
1− x2n − nx2n + nx2n+2

)
(x2 − 1)2

)



16

=
x2n+2 − x2 − 1 + x2n(nx2 − n− 1)2

(x2 − 1)3
.

Thay các kết quả của Mn(x), Bn(x), An(x) vừa tính được ở trên vào công

thức Kac-Rice ta được kì vọng số nghiệm thực của Pn(x) trên R là

E[NR (PKac,n)]

=
4

π

∫ 1

0

√
An(x)Mn(x)−B2

n(x)

Mn(x)
dx

=
4

π

∫ 1

0

√
x2n+2−x2−1+x2n(nx2−n−1)2

(x2−1)3 · 1−x2n+2

1−x2 −
(
x(1−x2n−nx2n+nx2n+2)

(x2−1)
2

)2
1−x2n+2

1−x2

dx

=
4

π

∫ 1

0

√
(x2n+2 − 1)2 − (n+ 1)2 x2n (x2 − 1)2

(x2 − 1) (x2n+2 − 1)
dx

=
4

π

∫ 1

0

√
1

(x2 − 1)2
− (n+ 1)2x2n

(x2n+2 − 1)2
dx

=
4

π

∫ 1

0

√
1

(x2 − 1)2
− (n+ 1)2x2n

(x2n+2 − 1)2
dx.

Từ công thức trên, ta có công thức xấp xỉ cho mô hình Kac như sau, xem

[4].

Định lý 1.10. Kì vọng số nghiệm thực của đa thức (1.3) là

E[N(−∞,∞) (PKac,n)] ∼
2

π
log n.

Chứng minh. Ta đã có

E[N(−∞,∞) (PKac,n)] = 4E[N(0,1) (PKac,n)]. (1.4)

Bây giờ ta sẽ tính E[N(0,1) (PKac,n)].

Đầu tiên ta xem xét khoảng (0, 1− ϵ), với ϵn = ϵ = n−a và a là số dương bất

kì nhỏ hơn 1. Do đó với n đủ lớn,

xn < (1− ϵ)n = (1− n−a)n = exp(−n1−a).
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Nếu ta chọn a = 1− log log n10/ log n với n đủ lớn thì

exp(−n1−a) = n−10,

và do đó

xn ≤ n−10.

Khi đó An(x),Mn(x), Bn(x) có kết quả như sau

An(x) =
x2n+2 − x2 − 1 + x2n(nx2 − n− 1)2

(x2 − 1)3
=

1 + x2

(1− x2)3
[
1 + o

(
n−16

)]
,

Bn(x) =
x
(
1− x2n − nx2n + nx2n+2

)
(x2 − 1)2

=
x

(1− x2)2
[
1 + o(n−20)

]
,

Mn(x) =
1− x2n+2

1− x2
=

1

1− x2
[
1 + o(n−18)

]
.

Suy ra√
An(x)Mn(x)−B2

n(x)

Mn(x)
=

√
1+x2

(1−x2)
4 [1 + o (n−16)]− x2

(1−x2)
4 [1 + o(n−20)]

1
1−x2 [1 + o(n−18)]

=
1

1− x2
[
1 + o(n−16)

]
,

và do đó

E[N(0,1−ϵ) (PKac,n)] =
1

π

∫ 1−ϵ

0

dx

1− x2
[
1 + o(n−16)

]
=

[
a

2π
log n+

1

π
log(2− n−a)

] [
1 + o(n−16)

]
∼ 1

2π
log n, (1.5)

vì a → 1 khi n → ∞.

Tiếp theo ta sẽ chỉ ra rằng số nghiệm thực của (1.3) trong khoảng (1 − ϵ, 1)

là không đáng kể, hay nói cách khác với ϵ đã chọn ở trên đủ để làm cho

E[N(1−ϵ,1) (PKac,n)] nhỏ.

Sử dụng kết quả trong chứng minh của Mệnh đề 1.9 ta có√
An(x)Mn(x)−B2

n(x)

Mn(x)
=

√
1

(1− x2)2
− (n+ 1)2x2n

(1− x2n+2)2
.
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Bây giờ ta sẽ chỉ ra rằng√
An(x)Mn(x)−B2

n(x)

Mn(x)
<

√
2n+ 1

1− x
. (1.6)

Vì 1−x2n+2

1−x2 =
n∑

i=0

x2i ≤ n ( do x < 1) nên

(n+ 1)xn(1− x2)

1− x2n+2
≥ xn.

Do đó

√
An(x)Mn(x)−B2

n(x)

Mn(x)
≤

√
1− x2n

(1− x2)2
=

√√√√√√
n∑

i=0

x2i

1− x2

≤
√

n+ 1

1− x2
≤
√

n+ 1

1− x

<

√
2n+ 1

1− x
.

Sử dụng công thức Kac-Rice và từ (1.6) ta có

E[N(1−ϵ,1) (PKac,n)] <
(2n+ 1)1/2

π

∫ 1

1−ϵ

dx

(1− x)1/2

=
(2n+ 1)1/2

π

(
ϵ1/2 − 1

)
= o(

√
nϵ)

= o
(
nlog10 /2 log n

)
= o (log n)1/2 . (1.7)

Từ (1.4), (1.5) và (1.7) ta có kì vọng số nghiệm thực của đa thức Kac là

E[N(−∞,∞) (PKac,n)] ∼
2

π
logn.

Nhận xét: Ta biết thêm một số tính chất sau của mô hình Kac:

Đa số nghiệm tập trung quanh ±1, xem hình minh họa 1.2.

- Trong [8], Wilkins đã đưa ra công thức tiệm cận đầy đủ cho kì vọng số

nghiệm thực của đa thức Kac là

E[N(−∞,∞) (PKac,n)] ∼
2

π
log n+

∞∑
p=0

Ap

np
, (1.8)
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Hình 1.2: Hình ảnh minh họa mật độ số nghiệm thực ρn(x) cho mô hình đa thức Kac với trường hợp

n = 50, n = 100. Nguồn: [9].

với các Ap, p = 0, 5 được cho bởi

A0 =
2

π

{
log 2 +

∫ 1

0

(1− t2csch2t)1/2t−1dt

−
∫ ∞

1

[
1− (1− t2csch2t)1/2

]
t−1dt,

A2 = − 1

3π

∫ ∞

0

[
(1− t2csch2t)−1/2 − 1

]
tdt,

A4 = − 1

180π

∫ ∞

0

[
7− 12(1− t2csch2t)−1/2 + 5(1− t2csch2t)−3/2

]
t3dt,

và A1 = A3 = A5 = 0.

1.4 Mô hình Elliptic

Mệnh đề 1.11. Xét đa thức ngẫu thức ngẫu nhiên có dạng sau

PE,n(x) = a0ε0 + a1ε1x+ · · ·+ anεnx
n,
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với ai là các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân phối chuẩn tắc,

εi =
√(

n
i

)
, i = 0, ..., n.

Kì vọng số nghiệm thực của đa thức PE,n(x) là

E[NR (PE,n)] =
√
n.

Chứng minh. Vì εi =
√(

n
i

)
, nên ma trận covariance là C = diag[

(
n
i

)
]. Do đó

vT (x)Cv(y) =
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyk = (1 + xy)n.

Ta có

∂

∂x
log (1 + xy)n =

ny

1 + xy

∂2

∂x∂y
log (1 + xy)n =

∂

∂y

ny

1 + xy
=

n

(1 + xy)2
.

Do đó hàm mật độ của các nghiệm là

ρE,n(t) =
1

π

(
∂2

∂x∂y
log
[
vT (x)Cv(y)

] ∣∣∣∣
y=x=t

)1/2

=
1

π

(
∂2

∂x∂y
log (1 + xy)n

∣∣∣∣
y=x=t

)1/2

=
1

π

(
n

(1 + xy)2

)1/2

.

Vì các hệ số của PE,n(x) đối xứng nên

E [NR (PE,n)] =

∫ ∞

−∞
ρ(t) = 4

∫ 1

0

ρ(t)

=
4

π

∫ 1

0

√
n

1 + t2
dt =

4
√
n

π
arctan(t)

∣∣∣∣1
0

=
√
n.
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1.5 Mô hình Weyl

Các đa thức Weyl có dạng như sau

PW,n(x) =
n∑

i=0

ai
xi√
i!
,

với ai là các biến ngẫu nhiên độc lập, có cùng phân phối chuẩn tắc. Kì vọng

số nghiệm thực của PW,n(x) là

E [NR (PW,n)] ∼
(
2

π
+ o(1)

)√
n.

Vì ai là các biến ngẫu nhiên độc lập, có cùng phân phối với kì vọng 0 và

phương sai 1. Do đó, phương sai của ai√
i!

là 1
i! .

Áp dụng công thức của Alan Edelman và Eris Kostlan ta có

E[NR (PW,n)] =
1

π

∫ ∞

−∞

{
∂2

∂x∂y
log
[
vT (x)Cv(y)

] ∣∣∣∣
y=x=t

}1/2

dt

=
1

π

∫ ∞

−∞

{
∂2

∂x∂y
log

[
n∑

i=0

1

i!
xiyi

] ∣∣∣∣
y=x=t

}1/2

dt.

Sau đó sử dụng công thức Stirling i! =
√
2πi
(
1 +O(i−1)

) (
i
e

)i, các tác giả

trong [10] thu được

E [NR (PW,n)] =
2

π

√
n+O(n1/2−c), c > 0.

1.6 Mô hình Schehr - Majumdar

Như ta đã thấy ở trên, tùy thuộc vào mô hình mà ta có các dáng điệu

khác nhau cho kì vọng số nghiệm thực: log n hoặc
√
n. Câu hỏi đặt ra là liệu

có một mô hình tổng quát chung để tùy vào tham số, ta có dáng điệu tiệm cận

mong muốn. Từ đó, Schehr và Majumdar đã giới thiệu một lớp đa thức ngẫu

nhiên thực bậc n có các hệ số là
√
e−kαak với ak là các biến ngẫu nhiên độc

lập có cùng phân phối chuẩn tắc và α ≥ 0. Trong phần này, chúng tôi sẽ trình

bày lại kết quả của Schehr và Majumdar [3] về kì vọng số nghiệm thực của

lớp đa thức này.
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1.6.1 Giới thiệu

Schehr và Majumdar đã đưa ra đa thức ngẫu nhiên PSM,n(x) xác định bởi

PSM,n(x) =
n∑

k=0

√
e−kαakx

k, (1.9)

với α ≥ 0 và ak là các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân phối chuẩn tắc.

Đặt Cn(x, y) = vT (x)Cv(y), với v(x) = (1, x, ..., xn)T , C = e−kαE(aaT ),
a = (a0, a1, ..., a

n)T . Khi đó

Cn(x, y) =
n∑

k=0

e−kαxkyk. (1.10)

Vì phân phối của ai và −ai (i = 0, 1, 2, ..., n) giống nhau nên

E
[
N(−∞,0) (PSM,n)

]
= E

[
N(0,∞) (PSM,n)

]
.

Do đó ta có mệnh đề sau:

Mệnh đề 1.12. Kì vọng số nghiệm thực của đa thức Schehr - Majumdar là

E
[
N(−∞,∞)PSM,n

]
= 2E

[
N(0,∞)PSM,n

]
= 2

∫ ∞

0

ρn(x), (1.11)

với ρSM,n(x) =
1
π

√
∂u∂v logCn(u, v)|u=v=x và Cn(x, y) =

n∑
k=0

e−kαxkyk.

Schehr và Majumdar đã đưa ra kết quả về kì vọng số nghiệm thực của lớp

đa thức này cho từng trường hợp cụ thể của α như sau:

1. Với α = 0, α = 1, ta có thể chuyển mô hình đa thức Schehr-Majumdar

về mô hình Kac.

2. Với 0 < α < 1, phần lớn các nghiệm thực của mô hình đa thức Schehr-

Majumdar tập trung trong nửa khoảng [1,∞) và kì vọng số nghiệm thực

của đa thức này xấp xỉ kì vọng số nghiệm thực của mô hình đa thức Kac:

E
[
N(−∞,∞) (PSM,n)

]
∼ 2

π log n.

3. Với 1 < α < 2, E
[
N(−∞,∞) (PSM,n)

]
∼ 2

π

√
α−1
α nα/2.
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4. Với α > 2, E
[
N(−∞,∞) (PSM,n)

]
∼ n.

Tuy nhiên, chứng minh của Scher và Majumdar chỉ mang ý nghĩa xấp xỉ vật

lí. Chúng tôi sẽ trình bày chi tiết lập luận của họ. Cụ thể, họ cố gắng đưa ra

công thức xấp xỉ cho hàm Cn(x, y).

Để thuận lợi cho việc tính toán, đặt cn(x) = Cn(x, x). Khi đó dễ thấy rằng

cn(
√
xy) = Cn(x, y).

Viết lại cn(x) dưới dạng sau

cn(x) =
n∑

k=0

e−kαx2k =
n∑

k=0

exp(−ϕ(k, x)),

ϕ(k, x) = kα − 2klogx. (1.12)

Xét hàm số ϕ(u, x) = uα − 2ulogx, với u ∈ R+. Khi đó,

∂uϕ(u, x) = αuα−1 − 2 log x

và

∂2
uϕ(u, x) = α(α− 1)uα−2.

Giá trị của cn(x) phụ thuộc vào ϕ(u, x) như một hàm của u ( và cố định x).

Tại u∗(x) =
(
2
α

) 1
α−1 ta có

∂uϕ(u
∗(x), x) = 0, ∂2

uϕ(u
∗(x), x) = α(α− 1)u∗(x)α−2. (1.13)

Bây giờ ta sẽ xét các trường hợp cụ thể đối với α.

1.6.2 Trường hợp α = 0

Khi α = 0, đa thức Schehr - Majumdar trở thành

PSM,n(x) =
n∑

k=0

1√
e
akx

k,

với ak là các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân phối chuẩn tắc.

Đây chính là đa thức Kac. Như luận văn đã trình bày ở phần mô hình đa thức

Kac, kì vọng số nghiệm thực của đa thức Schehr - Majumdar trong trường

hợp α = 0 là

E
[
N(−∞,∞) (PSM,n)

]
∼ 2

π
log n.
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1.6.3 Trường hợp 0 < α < 1

Khi 0 < α < 1, ∂2
uϕ(u

∗(x), x) = α(α − 1)u∗(x)α−2 < 0. Do đó ϕ(u, x)

đạt giá trị lớn nhất tại u∗(x) =
(
2
α logx

) 1
α−1 .

Trong trường hợp này, phần lớn các nghiệm của đa thức Schehr - Majumdar

trên R+ tập trung trong nửa khoảng [1,+∞). Thật vậy, ta có mệnh đề sau:

Mệnh đề 1.13. Tồn tại c ∈ R sao cho E
[
N(0,1) (PSM,n)

]
< c,∀n.

Chứng minh. Áp dụng công thức Kac - Rice cho đa thức Schehr - Majumdar,

ta có kì vọng số nghiệm thực của đa thức này trong khoảng (0, 1) là

E
[
N(0,1) (PSM,n)

]
=

1

π

∫ 1

0

√
An(x).Mn(x)−B2

n(x)

M 2
n(x)

dx.

với

An(x) =
n∑

k=0

e−kαk2x2(k−1);Mn(x) =
n∑

k=0

e−kαx2k;Bn(x) =
n∑

k=0

ke−kαx2k−1.

Với x ∈ (0, 1) ta có:

Bn(x) ≥ 0;

Mn(x) =
∑n

k=0 e
−kαx2k ≥ e−0αx0 = 1 ;

Mn(x) < Mn(1) =
∑n

k=0 e
−kα ≤ cM ;

An(x) =
∑n

k=0 e
−kαk2x2(k−1) < An(1) =

∑n
k=0 e

−kαk2 ≤ cA,

trong đó cM , cA là các hằng số.

Suy ra

E
[
N(0,1) (PSM,n)

]
<

1

π

∫ 1

0

√
cAcMdx =

1

π

√
cAcM .

Từ Mệnh đề 1.13 ta có thể kết luận rằng các nghiệm dương của đa thức

Schehr - Majumdar tập trung chủ yếu trong nửa khoảng [1,+∞).

Với x > 1, xem ϕ(u, x) như là hàm của u trên khoảng [0, n], ta có

ϕ(0, x) = 0,

ϕ(u∗(x), x) =

[(
2

α

) α
α−1

− 2

(
2

α

) 1
α−1

]
(logx)

α
α−1 > 0,
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ϕ(n, x) = nα − 2nlogx < 0.

Suy ra ϕ(u, x) đạt giá trị nhỏ nhất trên [0, n] tại u = n. Như thế, tổng cn(x)

trong (1.12) được tạo thành chủ yếu bởi các hạng tử chứa k ∼ n. Khai triển

Taylor của ϕ(k, x) xung quanh k = n thu được

ϕ(k, x) = ϕ(n, x) + (k − n)ϕ′(n, x) + · · ·

= nα − 2nlogx+ (k − n)(αnα−1 − 2logx) + · · ·

= (1− α)nα + k(αnα−1 − 2logx) + · · · , (1.14)

với các hạng tử bậc cao hơn có thể bị loại bỏ khi n lớn vì ∂jϕ(n, x)/∂uj =

O(nα−j), j ≥ 2. Do đó, với α < 1,

cn(x) ∼ e−(1−α)nα
n∑

k=0

(xe−
α
2 n

α−1

)2k. (1.15)

Đặt x̃ = xe−
α
2 n

α−1

. Khi đó, (1.15) trở thành

cn(x̃) ∼ e−(1−α)nα
n∑

k=0

x̃2k,

có dạng giống cn(x) của phương trình Kac.

Ta có thể dùng kết quả của đa thức Kac để thu được rằng xe−
α
2 n

α−1 − 1 =

O(n−1). Hay nói cách khác, các nghiệm thực của đa thức (1.9) tập trung

trong miền với độ rộng 1/n xung quanh e
α
2 n

α−1

= 1 + α
2n

α−1 + O(nα−2) và

phân phối này giống như phân phối nghiệm thực của đa thức Kac ( tương ứng

với α = 0). Do đó số nghiệm thực của đa thức Schehr - Majumda giống với

đa thức Kac,

E
[
N(−∞,∞) (PSM,n)

]
∼ 2

π
logn,

không phụ thuộc vào α, với 0 < α < 1.

1.6.4 Trường hợp α = 1

Khi α = 1, đa thức Schehr - Majumdar trở thành

PSM,n(x) =
n∑

k=0

1√
ek
akx

k,
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với ak là các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân phối chuẩn tắc.

Đặt x̃ = x.e−1/2. Khi đó, ta thu được đa thức

PSM,n(x̃) =
n∑

k=0

akx̃
k,

chính là đa thức Kac.

Do đó, kì vọng số nghiệm thực của đa thức Schehr - Majumdar trong trường

hợp α = 1 bằng kì vọng số nghiệm thực của đa thức trên,

E
[
N(−∞,∞) (PSM,n)

]
∼ 2

π
logn.

1.6.5 Trường hợp α > 1

Ngược lại với trường hợp 0 < α < 1, khi α > 1,

∂2
uϕ(u

∗(x), x) = α(α− 1)u∗(x)α−2 > 0

và do đó ϕ(u, x) đạt giá trị nhỏ nhất tại u∗(x). Trong trường hợp này, tổng

cn(x) trong (1.12) được tạo thành chủ yếu bởi các hạng tử chứa k ∼ u∗(x).

Viết lại cn(x) dưới dạng sau

cn(x) = e−ϕ(u∗(x),x)
n∑

k=0

e−ϕ̃(k,x), (1.16)

với u∗(x) là điểm làm cho hàm ϕ(u, x) đạt giá trị nhỏ nhất

u∗(x) =

(
2

α
logx

) 1
α−1

, (1.17)

và

ϕ(u∗(x), x) = (1− α)u∗(x)α,

ϕ̃(k, x) = ϕ(k, x)− ϕ(u∗(x), x) = kα − α [u∗(x)]α−1 + (α− 1) [u∗(x)]α .

(1.18)

Từ (1.16), (1.17) và (1.18), ta có các biểu diễn sau

u∗(
√
xy) =

(
2

α
log(xy)

) 1
α−1

, (1.19)
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∂xu
∗(
√
xy) =

2

α

1

α− 1

1
√
xy

√
y

2
√
x

(
2

α
log(xy)

) 2−α
α−1

=
1

α(α− 1)

1

x
[u∗(

√
xy)]2−α ,

∂xϕ(u
∗(
√
xy),

√
xy) = ∂x ((1− α) [u∗(

√
xy)]α)

= −1

x
[u∗(

√
xy)] ,

∂2
x,yϕ(u

∗(
√
xy),

√
xy) = ∂y

(
−1

x
[u∗(

√
xy)]

)
= − 1

α(α− 1)

1

xy
[u∗(

√
xy)]2−α , (1.20)

∂xϕ̃(k,
√
xy) =

1

x
[u∗(

√
xy)− k] ,

∂2
xyϕ̃(k,

√
xy) =

1

x
∂y [u

∗(
√
xy)] =

1

α(α− 1)

1

xy
[u∗(

√
xy)]2−α . (1.21)

Để thuận tiện cho việc tính ρSM,n(x), với hàm g(k) bất kì đặt

⟨g(k)⟩Z =

n∑
k=0

g(k)exp(−ϕ̃(k,
√
xy))

n∑
k=0

exp(−ϕ̃(k,
√
xy))

. (1.22)

Từ (1.16) ta có

cn(
√
xy) = e−ϕ(u∗(

√
xy),

√
xy)

n∑
k=0

e−ϕ̃(k,
√
xy).

Qua một số bước biến đổi đại số ta thu được

∂xlogcn(
√
xy) = −∂xϕ(u

∗,
√
xy)−

〈
∂xϕ̃(k,

√
xy)
〉
Z
,

∂x∂ylogcn(
√
xy) = −∂2

x,yϕ(u
∗(
√
xy),

√
xy)−

〈
∂2
x,yϕ̃(k,

√
xy)
〉
Z

+
〈
∂xϕ̃(k,

√
xy)∂yϕ̃(k,

√
xy)
〉
Z
−
〈
∂xϕ̃(k,

√
xy)
〉
Z

〈
∂yϕ̃(k,

√
xy)
〉
Z
.
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Từ (1.20) và (1.21) suy ra

∂2
xyϕ̃(k,

√
xy) = −∂2

x,yϕ(u
∗(
√
xy),

√
xy),

hay 〈
∂2
x,yϕ̃(k,

√
xy)
〉
Z
= −∂2

x,yϕ(u
∗(
√
xy),

√
xy).

Do đó

∂x∂ylogcn(
√
xy) =

〈
∂xϕ̃(k,

√
xy)∂yϕ̃(k,

√
xy)
〉
Z

−
〈
∂xϕ̃(k,

√
xy)
〉
Z

〈
∂yϕ̃(k,

√
xy)
〉
Z
.

Do vậy

ρSM,n(x) = ρSM,n(x) =
1

π

√
∂u∂vlogCn(u, v)|u=v=x

=
1

πx



n∑
k=0

(k − u∗(x))2 e−ϕ(k,x)

n∑
k=0

e−ϕ(k,x)

−


n∑

k=0

(k − u∗(x)) e−ϕ(k,x)

n∑
k=0

e−ϕ(k,x)


2


1
2

.

(1.23)

Khai triển Taylor của ϕ(k, x) xung quanh k ∼ u∗(x)

ϕ(k, x) = ϕ(u∗(x), x)+
∞∑
j=2

α(α− 1) · · · (α− j + 1)

j!
(k − u∗(x))j [u∗(x)]α−j .

(1.24)

Khi x lớn, u∗(x) ∝ (logx)1/(α−1) cũng lớn theo, do đó có thể chỉ giữ lại hạng

tử chứa j = 2 ở (1.24)

ϕ(k, x) ∼ ϕ(u∗(x), x) +
α(α− 1)

2
(k − u∗(x))2 [u∗(x)]α−2

và khi đó
n∑

k=0

g (k − u∗(x)) exp − ϕ(k, x)

∼ e−ϕ(u∗(x),x)
n∑

k=0

g (k − u∗(x)) exp
[
α(α− 1)

2
(k − u∗(x))2 [u∗(x)]α−2

]
,

(1.25)
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với g(z) = z hoặc g(z) = z2. Để thuận tiện cho việc tính toán ở phần sau, đặt

u∗(x) = ⌊u∗(x)⌋+ b, với 0 < b < 1 và = ⌊u∗(x)⌋ là phần nguyên của u∗(x).

Lúc này (1.25) trở thành
n∑

k=0

g (k − u∗(x)) exp − ϕ(k, x)

∼ e−ϕ(u∗(x),x)

n−⌊u∗(x)⌋∑
m=−⌊u∗(x)⌋

g (m− b) exp
[
α(α− 1)

2
(m− b)2 [u∗(x)]α−2

]
(1.26)

Bởi vì [u∗(x)]α−2 ∝ (logx)(α−2)/(α−1), phụ thuộc vào dấu của α− 2, ta sẽ xét

riêng các trường hợp 1 < α < 2, α > 2.

Trường hợp 1 < α < 2

Trong trường hợp này [u∗(x)]α−2 → 0 khi u∗(x) lớn và do đó tổng rời rạc

ở (1.26) có thể được thay thế bởi tích phân. Với n lớn và x < exp
(
α
2n

α−1
)
,

n∑
k=0

g (k − u∗(x)) exp (−ϕ(k, x))

∼ e−ϕ(u∗(x),x)

∫ ∞

−∞
g(y)exp

[
α(α− 1)

2
(y)2 [u∗(x)]α−2

]
dy. (1.27)

Nếu g(z) = 1 thì (1.27) trở thành
n∑

k=0

exp (−ϕ(k, x)) ∝
√
2π

[
u∗(x)2−α

α(α− 1)

] 1
2

, (1.28)

và tương tự, nếu g(z) = z2 thì
n∑

k=0

(k − u∗(x))2 exp (−ϕ(k, x)) ∝
√
2π

[
u∗(x)2−α

α(α− 1)

] 1
2

, (1.29)

trong khi
n∑

k=0

(k − u∗(x)) exp (−ϕ(k, x)) ∼ 0. Do đó từ (1.23), (1.28), (1.29)

ta thu được giá trị của ρSM,n(x) khi x lớn như sau

ρSM,n(x) ∼
1

πx

1√
α(α− 1)

(
2

α
logx

) 2−α
2(α−1)

. (1.30)
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Bây giờ ta sẽ tính E
[
N(−∞,∞) (PSM,n)

]
=
∫∞
−∞ ρSM,n(x)dx. Với α > 1,

chuỗi số trong định nghĩa của cn(x) ở (1.12) có bán kính hội tụ vô hạn do đó∫∞
−∞ ρSM,n(x)dx = O(1) khi n → ∞. Ngoài ra, với x ≫ e

α
2 n

α−1

,

ρSM,n(x) ∼
√

e−kn−1

e−kn

1

πx2
∼ e

α
2 n

α−1

πx2
, (1.31)

và điều đó có nghĩa là
∫∞
e
α
2 nα−1 ρSM,n(x)dx = O(1) khi n → ∞.

Như vậy phần lớn các nghiệm thực dương của (1.9) tập trung chủ yếu trên

đoạn
[
1, e

α
2 n

α−1
]
. Kết hợp với (1.11) ta có

E
[
N(−∞,∞) (PSM,n)

]
= 2

∫ e
α
2 nα−1

1

ρSM,n(x)dx

∼ 2

∫ e
α
2 nα−1

1

1

πx

1√
α(α− 1)

(
2

α
logx

) 2−α
2(α−1)

dx

=
2

π

∫ α
2 n

α−1

0

1√
α(α− 1)

(
2

α
t

) 2−α
2(α−1)

dt

=
2

π

2α− 2

α

1√
α(α− 1)

(
2

α

) 2−α
2(α−1)

t
α

2α−2

∣∣∣∣α2 nα−1

0

=
2

π

√
α− 1

α
nα/2.

Trường hợp α > 2

Trong trường hợp này, tổng rời rạc ở (1.26) khác với trường hợp 1 < α < 2.

Khi α > 2, [u∗(x)]α−2 ∝ (logx)(α−2)/(α−1) → ∞ với x lớn. Do đó với x lớn,

m = 0 nếu b < 1/2 hoặc m = 1 nếu b > 1/2. Suy ra
n∑

k=0

g (k − u∗(x)) exp (−ϕ(k, x))

∝ g(−b)exp
[
−α(α− 1)

2
b2u∗(x)α−2

]
+ g(1− b)exp

[
−α(α− 1)

2
(1− b)2u∗(x)α−2

]
. (1.32)
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Sử dụng (1.32) ta thu được ρSM,n(x) trong (1.23) như sau

ρSM,n(x) ∼
2

(πx)cosh

[
α(α− 1)

2
Y α−2(1− 2b)

]
, Y =

(
2

α
logx

) 1
α−1

.

(1.33)

Từ đó

ρ̂SM,n(Y = ⌊Y ⌋+ b) ∼ α(α− 1)Y α−2

2πcosh
[
α(α−1)

2 Y α−2(1− 2b)
] . (1.34)

Từ ρSM,n(x) ta có thể tính được kì vọng số nghiệm thực của đa thức (1.9).

Giống như ở trường hợp α < 2, phần lớn nghiệm thực nằm trong các đoạn

[−e
α
2 n

α−1

,−1] và [1, e
α
2 n

α−1

]. Do vậy

E
[
N(−∞,∞) (PSM,n)

]
= 2

∫ ∞

0

ρSM,n(x)dx ∼ 2

∫ n

0

ρ̂SM,n(Y )dY

∼
n∑

k≫1

∫ 1

0

α(α− 1)kα−2

πcosh
[
α(α−1)

2 kα−2(1− 2b)
]db

∼
n∑

k≫1

∫ α(α−1)
2 kα−2

−α(α−1)
2 kα−2

dz

πcoshz

∼ n (vì
∫ ∞

−∞

dz

coshz
= π).

1.7 Chuỗi lũy thừa ngẫu nhiên

Cho {ak}∞k=0 là dãy vô hạn các biến ngẫu nhiên độc lập. Khi đó, chuỗi

số

f(x) =
∞∑
k=0

akx
k (1.35)

được gọi là chuỗi lũy thừa ngẫu nhiên.

Chuỗi ngẫu nhiên đã được nhiều nhà toán học quan tâm nghiên cứu. Giá trị

của chuỗi được hoàn toàn xác định trong khoảng (−1, 1) dựa vào kết quả sau,

xem [7].

Bổ đề 1.14. Bán kính hội tụ r của chuỗi lũy thừa f(x) =
∞∑
k=0

akx
k bằng 1

hầu chắc chắn.
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Dựa trên công thức đã được đưa ra, Edelman và Kostlan đã chứng minh

kết quả sau cho số nghiệm thực của chuỗi ngẫu nhiên.

Định lý 1.15. Xét chuỗi lũy thừa ngẫu nhiên

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · , (1.36)

với ak là các biến ngẫu nhiên độc lập có phân phối chuẩn tắc.

Kì vọng số nghiệm thực của chuỗi (1.36) trên bất kì khoảng [a, b] thuộc

khoảng (−1, 1) là
1

2π
log

(1 + a)(1− b)

(1− a)(1 + b)
.

Chứng minh. Ta có v(x) =



1

x

x2

...


, a =



a0

a1

a2
...


và ma trận covariance

C = E(aaT ) =



E(a20) E(a0a1) E(a0a2) ...

E(a0a1) E(a21) E(a1a2) ...

E(a0a2) E(a1a2) E(a22) ...

... ... ... ...


=



1 0 0 ...

0 1 0 ...

0 0 1 ...

... ... ... ...


.

Khi đó

v(x)TCv(y) =
∞∑
i=0

(xy)i. (1.37)

Chuỗi lũy thừa (1.36) có bán kính hội tụ bằng 1. Do đó ta có thể giả sử

−1 < x < 1 . Trong trường hợp này,
∞∑
i=0

(xy)i là tổng của cấp số nhân lùi vô

hạn. Do đó

v(x)TCv(y) =
1

1− xy
.

Kì vọng số nghiệm thực của chuỗi (1.36) trên bất kì đoạn [a, b] thuộc khoảng

(0, 1) là
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E
[
N[a,b] (f)

]
=

1

π

∫ b

a

(
∂2

∂x∂y
log
[
vT (x)Cv(y)

] ∣∣∣∣
y=x=t

)1/2

dt

=
1

π

∫ b

a

(
∂2

∂x∂y
log

(
1

1− xy

) ∣∣∣∣
y=x=t

)1/2

dt

=
1

π

∫ b

a

1

1− t2
dt

=
1

2π
log

(1 + a)(1− b)

(1− a)(1 + b)
.

Ta thấy rằng kì vọng số nghiệm thực của đa thức PKac,n(x) =
n∑

i=0

aix
i (với

ai là các biến ngẫu nhiên độc lập có phân phối chuẩn tắc) trên đoạn [a, b] bất

kì là

E
[
N[a,b] (PKac,n)

]
=

1

π

∫ b

a

√
1

(1− x2)2
− (n+ 1)2x2n

(x2n+2 − 1)2
dx.

Từ đó, một cách trực giác, kì vọng số nghiệm thực của chuỗi (1.36) trên bất

kì đoạn [a, b] thuộc (0, 1) là

E
[
N[a,b] (f)

]
= lim

n→∞
E
[
N[a,b] (PKac,n)

]
= lim

n→∞

1

π

∫ b

a

√
1

(1− x2)2
− (n+ 1)2x2n

(x2n+2 − 1)2
dx

=
1

π

∫ b

a

lim
n→∞

√
1

(1− x2)2
− (n+ 1)2x2n

(x2n+2 − 1)2
dx

=
1

π

∫ b

a

1

1− t2
dt

=
1

2π
log

(1 + a)(1− b)

(1− a)(1 + b)
.
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1.7.1 Chuỗi lũy thừa với các hệ số tương quan

Câu hỏi được quan tâm nghiên cứu trong mục này là: Sự tương quan giữa

các hệ số của chuỗi có ảnh hưởng gì đến mật độ của các nghiệm? Chúng ta

sẽ xem xét trường hợp tổng quát của đa thức ở Định lý 1.15 để tìm hiểu mối

liên hệ giữa sự tương quan của các hệ số của chuỗi lũy thừa và mật độ các

nghiệm.

Xét chuỗi lũy thừa

fr(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · , (1.38)

với ak là các biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn tắc và với mọi k, cov(ak, ak+1) =

r (r là hằng số) và cov(ak, ak+h) = 0,∀h ≥ 2 . Ta tạm thời giả sử sự hội tụ

của chuỗi trong đoạn [a, b] ⊂ (−1, 1) trong trường hợp này.

Khi đó ta có ma trận covariance của phân phối chuẩn nhiều chiều
(
a0 a1 a2 · · ·

)T
là

C = E(aaT ) =



E(a20) E(a0a1) E(a0a2) ...

E(a0a1) E(a21) E(a1a2) ...

E(a0a2) E(a1a2) E(a22) ...

... ... ... ...


=



1 r 0 ...

r 1 r ...

0 r 1 ...

... ... ... ...


.

Định lý Gershgorin nói rằng mỗi giá trị riêng của ma trận đều nằm trong ít

nhất một hình tròn D(aii, Ri), với Ri =
∑
j ̸=i

|aij|.

Xét ma trận C ta có Ri ≤ 1 + 2r. Do đó bán kính phổ ( tức giá trị tuyệt đối

lớn nhất của tất cả các giá trị riêng) của ma trận C không lớn hơn 1 + 2r.

Đặt v(x) =
(
1 x x2 · · ·

)T
. Ta có

v(x)TCv(y) = [1 + r(x+ y)]
∞∑
i=0

(xy)i =
1 + r(x+ y)

1− xy
,

do đó mật độ của các nghiệm của (1.38) là

ρr(t) =
1

π

(
∂2

∂x∂y
log
[
vT (x)Cv(y)

] ∣∣∣∣
y=x=t

)1/2
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=
1

π

(
∂2

∂x∂y
log

[
1 + r(x+ y)

1− xy

] ∣∣∣∣
y=x=t

)1/2

=
1

π

√
1

(1− t2)2
− r2

(1 + 2rt)2
.

Nhận xét: Do ρr(t) < 1
π(1−t2) , mối tương quan giữa các hệ số trong chuỗi

(1.38) làm giảm mật độ của các nghiệm, kéo theo ta sẽ có ít nghiệm hơn.

1.7.2 Chuỗi Dirichlet ngẫu nhiên

Xét chuỗi Dirichlet

f(x) = a1 +
a2
2x

+
a3
3x

+ · · · ,

với ak là các biến ngẫu nhiên độc lập có phân phối chuẩn tắc. Chuỗi này hội

tụ với xác suất 1 nếu x > 1
2 .

Trong trường hợp này, v(x) =
(
1, 1

2x ,
1
3x , · · ·

)T và C = diag[1]. Do đó

v(x)TCv(y) =
∞∑
k=1

1

kx+y
= ζ(x+ y),

với ζ là hàm zeta ζ(s) =
∑∞

n=1
1
ns .

Khi đó, kì vọng số nghiệm thực của chuỗi (1.7.2) trên bất kì đoạn

[a, b] ⊂
(
1
2 ,∞

)
là

1

2π

∫ b

a

√
∂2

∂x∂y
(logζ(x+ y))dt. (1.39)

Kết luận: Như vậy, từ bài toán Buffon trên mặt phẳng ta có thể phát biểu

nó trên mặt cầu để từ đó tìm ra mối liên hệ giữa kì vọng số giao điểm của

đường cong với đường xích đạo và kì vọng số nghiệm thực của đa thức ngẫu

nhiên có hệ số là các biến ngẫu nhiên phân phối chuẩn. Kì vọng số nghiệm

thực của đa thức dạng này bằng số giao điểm giữa đường cong và đường xích

đạo trên hình cầu Sn. Từ mối liên hệ đó ta có thể đưa ra được các cách để tính

kì vọng số nghiệm thực của đa thức ngẫu nhiên (Định lý 1.5, Định lý 1.7) và

của cả chuỗi lũy thừa ngẫu nhiên.
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CHƯƠNG 2

MỞ RỘNG NHIỀU CHIỀU

Các kết quả của Edelman và Kostlan không chỉ dừng lại ở việc chứng

minh lại và đưa ra ý nghĩa hình học của công thức Kac-Rice mà còn có thể mở

rộng cho các đối tượng phức tạp hơn. Trong chương này, chúng tôi sẽ trình

bày kì vọng số nghiệm thực của các hàm ngẫu nhiên trong trường hợp đa tạp

tổng quát và các phân phối khác.

2.1 Trường hợp đa tạp tổng quát

2.1.1 Đa tạp

Định nghĩa 2.1. (Đa tạp) Một đa tạp tô pô n chiều là không gian tô pô tách

được với mỗi điểm của nó có một lân cận đồng phôi với một tập mở trong

không gian Euclide n chiều. Đa tạp chính là khái niệm toán học mở rộng của

đường và mặt.

Ta có một số ví dụ sau, xem [11] .

1. Những đa tạp một chiều là các đường thẳng và đường cong. Các ví dụ

đơn giản nhất là đường thẳng thực, đường tròn hoặc đồ thị của bất kì hàm

số liên tục nào có dạng y = f(x) . Trong những ví dụ này, một điểm có

thể được xác định bởi một số thực riêng lẻ. Ví dụ, một điểm trên đường

thẳng thực là một số thực. Chúng ta có thể xác định mỗi điểm trên đường

tròn bằng góc của nó, mỗi điểm trên đồ thị bởi tọa độ x của nó.
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2. Những ví dụ phổ biến nhất về đa tạp hai chiều là mặt phẳng và mặt cầu.

Khi nói về mặt cầu trong toán học, ta thường hiểu nó là bề mặt. Ví dụ

như mặt cầu trong R3 có hai chiều.

Hình 2.1: Ví dụ về đa tạp một chiều. Nguồn:[11].

Định nghĩa 2.2. (Thể tích của đa tạp)

Cho t = (t1, t2, ..., tm) ∈ Rm, v(t) = (f0(t), ..., fn(t))
T ( fi(t) là các hàm

khả vi), M là đa tạp m chiều, U là tập đo được của Rm và

γ(t) :U → M

t → γ(t) =
v(t)

||v(t)||
.

Khi đó, thể tích của M là

|M | =
∫
U

√
det
(
[Dγ(t)]

T [Dγ(t)]
)
|dmt| ,

với Dγ(t) là ma trận Hessian của γ(t).

Mở rộng công thức Buffon trên mặt cầu, ta có công thức sau, xem [5]:

Định lý 2.3. (Công thức hình học tích phân) Xét hai đa tạp con M và N của

mặt cầu Sm+n, với M và N lần lượt có m và n chiều. Nếu Q là ma trận trực

giao ngẫu nhiên cỡ m+ n+ 1 thì kì vọng số giao điểm của M và phép quay
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ngẫu nhiên N bằng 2 lần tích các thể tích của M và N chia cho tích của thể

tích các mặt cầu.

E(#(M ∩QN)) =
2

|Sm| |Sn|
|M | |N | . (2.1)

Ta có công thức thể tích các mặt cầu đơn vị như sau:∣∣Sn−1
∣∣ = 2πn/2

Γ(n/2)
,

với Γ là hàm gamma Γ(t) =
∫∞
0 xt−1e−xdx.

Áp dụng Định lí 2.3 ta có kết quả sau.

Bổ đề 2.4. Chọn đoạn [a, b] và hàm ngẫu nhiên

G(t) = a0f0(t) + a1f1(t) + ...+ anfn(t), t ∈ [a, b], (2.2)

với ai là các biến ngẫu nhiên độc lập có phân phối chuẩn tắc.

Tạo một đường cong ngẫu nhiên trong Rk bằng cách chọn mẫu độc lập của k

hàm như thế. Khi đó, kì vọng độ dài của hình chiếu của đường cong này trên

mặt cầu đơn vị trong Rk bằng π lần kì vọng số nghiệm của hàm ngẫu nhiên

đã chọn trên đoạn ta xét.

Chứng minh. Xét N là hình chiếu trên mặt cầu đơn vị của đường cong ngẫu

nhiên được sinh ra bằng cách chọn mẫu độc lập của k hàm như G(t). Ta thấy

QN và N có cùng phân phối. Chọn M là giao của siêu phẳng x1 = 0 với mặt

cầu Sk−1. Số giao điểm của đường cong với M chính là số nghiệm của tọa độ

đầu tiên của đường cong và đó cũng là nghiệm của hàm ngẫu nhiên G(t).

Theo Định lý 2.3 ta có

EN[a,b]G(t) = E(#(M ∩QN)) =
2

|Sm| |Sn|
|M |E (|N |) .

Trong trường hợp này n = 1, Sm = M , |Sn| =
∣∣S1
∣∣ = 2π. Do vậy

E (|N |) = π.EN[a,b]G(t).
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Chú ý: Điều thú vị của công thức kì vọng độ dài của hình chiếu đường

cong ở trên là nó không phụ thuộc vào k.

2.1.2 Đa thức ma trận

Định nghĩa 2.5. Đa thức ma trận là đa thức có các hệ số là các ma trận

vuông.

Đa thức ma trận có dạng

P (t) = A0 + A1t+ A2t
2 + · · ·+ Ant

n,

với Ai là các ma trận vuông cỡ p× p.

Chú ý: Nghiệm của phương trình det (P (t)) = 0 là các giá trị riêng của đa

thức ma trận.

Ta có định lí sau.

Định lý 2.6. Cho f0(t), ..., fn(t) là các hàm khả vi và A0, ..., An là các ma

trận cỡ p×p sao cho các vector ngẫu nhiên p2 chiều ((A0)ij, (A1)ij, ..., (An)ij),

(i, j = 1, p) có phân phối chuẩn nhiều chiều với kì vọng 0 và ma trận covari-

ance C. Đặt αp là kì vọng số nghiệm thực trên đoạn [a, b] của phương trình

0 = det[A0f0(t) + A1f1(t) + · · ·+ Anfn(t)].

Khi đó ta có
αp

α1
=

√
π
Γ ((p+ 1)/2)

Γ(p/2)
,

α1 có thể được tính từ Định lý 1.5.

Chứng minh. Xét đường cong γ xác định bởi

A(t) = A0f0(t) + A1f1(t) + · · ·+ Anfn(t),

trên khoảng [a, b], và γ(t) = A(t)
∥A(t)∥F

, với ∥A(t)∥F là chuẩn Frobenius của ma

trận A, ∥A(t)∥F =
√∑

a2ij.

Theo Bổ đề 2.4 ta có kì vọng chiều dài của hình chiếu γ(t) là α1π.
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Ta sẽ áp dụng Định lý 2.3 với M là tập các ma trận suy biến trên Sp2−1, và N

là đường cong tham số γ(t) ở trên. Do đó kì vọng số giá trị t sao cho γ(t) suy

biến là

αp =
2

2π

|M ||N |
Sp2−2

. (2.3)

Dễ thấy M là đa tạp có chiều p2−2. Thể tích của M (được tính trong [12]) là

|M | = 2πp2/2Γ((p+ 1)/2)

Γ(p/2)Γ((p2 − 1)/2)
. (2.4)

Thể tích của N chính bằng chiều dài kì vọng của hình chiếu γ(t):

|N | = πα1. (2.5)

Thể tích của mặt cầu Sp2−2 là∣∣∣Sp2−2
∣∣∣ = 2π(p2−1)/2

Γ((p2 − 1)/2)
. (2.6)

Thay (2.4), (2.5), (2.6) vào (2.3) ta thu được

αp =
1

π

2πp2/2Γ((p+ 1)/2)

Γ(p/2)Γ((p2 − 1)/2)
πα1

Γ((p2 − 1)/2)

2π(p2−1)/2
.

Suy ra
αp

α1
=

√
π
Γ ((p+ 1)/2)

Γ(p/2)
.

2.2 Hệ phương trình ngẫu nhiên

2.2.1 Số nghiệm thực của hệ phương trình ngẫu nhiên

Ở phần này, ta sẽ mở rộng các kết quả đối với các phương trình ngẫu

nhiên một biến được trình bày ở các phần trước với trường hợp hệ m phương

trình m ẩn.

Định lý 2.7. Cho vector v(t) = (f0(t), ..., fn(t))
T , v(t) : Rm → Rn+1 ( fi(t)

là các hàm khả vi), U là tập đo được của Rm, và A là ma trận ngẫu nhiên cỡ

m × (n + 1). Giả sử các hàng của A là các vector ngẫu nhiên chuẩn nhiều
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chiều với kì vọng 0, ma trận covariance C và các thành phần của vector độc

lập, có cùng phân phối.

Kì vọng số nghiệm thực thuộc tập U của hệ phương trình

Av(t) = 0

là

π−m+1
2 Γ

(
m+ 1

2

)∫
U

(
det
[

∂2

∂xi∂yj
(logv(x)TCv(y))|y=x=t

]
ij

) 1
2

dt. (2.7)

Chứng minh. Xét đa tạp con M và N lần lượt có m và n−m chiều.

Đặt ω(t) = C1/2v(t), B = AC−1/2. Khi đó phương trình Av(t) = 0 trở thành

Bω(t) = 0.

Ta lấy M là hình chiếu của đường cong {ω(t) : t ∈ U} lên hình cầu đơn vị,

tức M =
{

ω(t)
||ω(t)|| , t ∈ U

}
. Chọn N là giao của mặt phẳng n − m + 1 chiều

với hình cầu, tức là N = Sn−m ⊂ Sn.

Áp dụng Định lý 2.3 ta có kì vọng số giao điểm của M và mặt phẳng n−m+1

chiều là

E(#(M∩QN)) =
2

|Sm| |Sn−m|
|M | |N | = 2 |M |

|Sm|
= π−m+1

2 Γ

(
m+ 1

2

)
|M | .

(2.8)

Số nghiệm của phương trình Bω(t) = 0 chính là số giao điểm của M và hạt

nhân của B.

Theo Định lí 2.2, thể tích của M là

|M | =
∫
U

√
det
(
[Dγ(t)]

T [Dγ(t)]
)
|dmt| ,

với γ(t) = ω(t)
||ω(t)|| .

Ta có

det
(
[Dγ(t)]

T [Dγ(t)]
)
= det |Diγ(t)Djγ(t)|ij ,

với Diγ(t) là đạo hàm của hàm γ(t) theo ti. Tương tự như phần chứng minh

ở mục 1.1.4 ,

Diγ(t)Djγ(t) =
∂2

∂xi∂yj
log
[
vT (x)Cv(y)

] ∣∣∣∣
y=x=t

.
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Do đó

|M | =
∫
U

det

[
∂2

∂xi∂yj
(logv(x)TCv(y))

∣∣∣∣
y=x=t

]
ij

 1
2

. (2.9)

Thay (2.9) vào (2.8) ta thu được công thức (2.7).

2.2.2 Ví dụ về hệ phương trình ngẫu nhiên

Xét hệ gồm m đa thức ngẫu nhiên. Mỗi đa thức thứ k đều có bậc dvà có

dạng ∑
∑m

k=1 ik≤dk

aki1,...,im

m∏
j=1

x
ij
j , (2.10)

với aki1,...,im là các biến ngẫu nhiên phân phối chuẩn với kì vọng 0 và phương

sai (
d

i1, ..., im

)
=

d!(
d−

∑m
j=1 ij

)
!
∏m

k=1 ik!
.

Đặt v(x) = (x1, x2, ..., xm)
T . Ta có

v(x)TCv(y) =
∑

i1,...,im

(
d

i1, ..., im

) m∏
k=1

xikyik = (1 + x · y)d .

Hàm mật độ của số các nghiệm của hệ đa thức có dạng như trên là

ρ(t) = π−m+1
2 Γ

(
m+ 1

2

)(
det
[

∂2

∂xi∂yj
(logv(x)TCv(y))|y=x=t

]
ij

) 1
2

= π−m+1
2 Γ

(
m+ 1

2

)(
det
[

∂2

∂xi∂yj
(log (1 + x · y)d) |y=x=t

]
ij

) 1
2

= π−m+1
2 Γ

(
m+ 1

2

)
dm/2

(1 + t · t)(m+1)/2
.

Nói cách khác, số nghiệm thực được phân bố đều trên không gian xạ ảnh thực,

và kì vọng số nghiệm thực của đa thức có dạng (2.10) là dm/2.

Shub và Smale đã tổng quát kết quả trên như sau (Xem [13]) :
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Định lý 2.8. Xét m đa thức ngẫu nhiên. Mỗi đa thức thứ k bậc dk có dạng∑
∑m

k=1 ik≤dk

ai1,...,im

m∏
j=1

x
ij
j , (2.11)

với ai1,...,im là các biến ngẫu nhiên phân phối chuẩn với kì vọng 0 và phương

sai (
dk

i1, ..., im

)
=

dk!(
dk −

∑m
j=1 ij

)
!
∏m

k=1 ik!
.

Khi đó kì vọng số nghiệm thực của hệ là√√√√ m∏
k=1

dk.

2.3 Phân phối bất kì

2.3.1 Đa thức ngẫu nhiên với các hệ số là các biến ngẫu nhiên có phân phối bất kì

Trong Chương 1, luận văn đã tìm hiểu về kì vọng số nghiệm thực của

các mô hình đa thức ngẫu nhiên với các hệ số có phân phối chuẩn tắc và

mở rộng cho các phân phối hướng tâm. Trong mục này luận văn sẽ xem xét

trường hợp tổng quát, tức các trường hợp phân phối bất kì, đặc biệt tập trung

vào phân phối chuẩn nhiều chiều có kì vọng khác không.

Cụ thể, ta xét phương trình ngẫu nhiên

a0f0(t) + a1f1(t) + · · ·+ anfn(t) = 0, (2.12)

với vector ngẫu nhiên a = (a0, a1, ..., an) có hàm mật độ đồng thời σ(a).

Xác định v(t) bởi

v(t) =


f0(t)

...

fn(t))


và

γ(t) ≡ v(t)

∥v(t)∥
. (2.13)

Ta có định lí sau, xem [3].
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Định lý 2.9. Nếu a có mật độ xác suất đồng thời σ(a) thì mật độ của nghiệm

thực của a0f0(t) + · · ·+ anfn(t) = 0 là

ρ(t) = ∥γ′(t)∥
∫
⟨γ(t),a⟩=0

|⟨γ′(t), a⟩|
∥γ′(t)∥

σ(a)dan =

∫
⟨γ(t),a⟩=0

|⟨γ′(t), a⟩|σ(a)dan,

với dan là độ đo Lesbesgue chuẩn trong không gian con Rn vuông góc với

γ(t).

Chứng minh. Thay vì làm việc trên mặt cầu như trong bài toán Buffon trên

mặt cầu và các mục trước, ta sẽ xem xét trong Rn+1 với γ(t)⊥ được xác định

là siêu phẳng qua gốc tọa độ vuông góc với γ(t).

Cố định t và chọn cơ sở trực chuẩn sao cho e0 = γ(t) và e1 =
γ′(t)
∥γ′(t)∥ .

Khi ta thay đổi t thành t + dt, thể tích được quét bởi các siêu phẳng sẽ tạo

thành một nêm siêu vi, xem Hình 2.2.

Khi đó mật độ nghiệm chính là thể tích của nêm siêu vi này.

Hình 2.2: Hình minh họa miền nêm siêu vi. Nguồn: [3].

Nêm này chính là tích Cartesian của nêm hai chiều trong không gian mặt

phẳng cơ sở (e0, e1) với Rn−1, không gian toàn bộ của n− 1 hướng cơ sở còn

lại.

Thể tích của nêm là

∥γ′(t)∥ dt
∫
Rn≡{⟨e0,a⟩=0}

|⟨e1, a⟩|σ(a)dan.
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Do đó, mật độ của các nghiệm thực của phương trình (2.12) là

ρ(t) = ∥γ′(t)∥ dt
∫
Rn≡{⟨e0,a⟩=0}

|⟨e1, a⟩|σ(a)dan

= ∥γ′(t)∥
∫
⟨γ(t),a⟩=0

|⟨γ′(t), a⟩|
∥γ′(t)∥

σ(a)dan

=

∫
⟨γ(t),a⟩=0

|⟨γ′(t), a⟩|σ(a)dan.

Bây giờ ta sẽ áp dụng định lí trên cho trường hợp phân phối chuẩn nhiều

chiều.

2.3.2 Đa thức ngẫu nhiên với các hệ số là các biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn và
kì vọng khác 0

Giả sử vector hệ số ta đang xét có phân phối chuẩn nhiều chiều với kì vọng

m và ma trận covariance I . Khi đó

σ(a) = (2π)−(n+1)/2e−
∑

(a−mi)
2/2, và m = (m0, ...,mn)

T .

Định lý 2.10. Giả sử (a0, ..., an)
T có phân phối chuẩn nhiều chiều với kì

vọng m và ma trận covariance I . Cho γ(t) được xác định như (2.13), m0(t)

và m1(t) lần lượt là các thành phần của m trong các hướng γ(t) và γ′(t).

Mật độ của các nghiệm thực của phương trình
∑

aifi(t) = 0 là

ρn(t) =
1

π
∥γ′(t)∥ e−

1
2m0(t)

2

{
e−

1
2m1(t)

2

+

√
π

2
m1(t)erf

[
m1(t)√

2

]}
,

với hàm erf(z) = 2√
π

∫ z

0 e−t2dt.

Chứng minh. Biểu diễn lại σ(a) theo tọa độ x0, ..., xn tương ứng với các

hướng e0, ..., en. Khi đó

σ(x0, ..., xn) = (2π)−(n+1)/2e−
∑n

i=0(xi−mi(t))
2/2. (2.14)

Ngoài ra, không gian trực giao γ(t)⊥ sẽ sinh bởi {e1, ..., en} nên dan =

dx1...dxn.
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Hình 2.3: Phép chuyển tọa độ của m.

Ta có

γ′(t) = (0, 1, ..., 0),

⟨γ′(t), a⟩ = ⟨(0, 1, ..., 0), (x0, x1, ..., xn)⟩ = x1.

Ngoài ra, trên γ(t)⊥ thì x0 = 0.

Thay lại vào công thức trong Định lí 2.9 ta có∫
Rn

|⟨γ′(t), a⟩|σ(a)dan

=

∫
Rn

|x1| (2π)−(n+1)/2e−
∑n

i=0(xi−mi(t))
2/2dx1...dxn

=
e−

1
2m

2
0(t)

2π

∫
R
|x1| e−

1
2 (x1−m1(t))

2

dx1

∫
Rn−1

e−
∑n

i=2(xi−mi(t))
2/2

(2π)
n−1
2

dx2...dxn

=
e−

1
2m

2
0(t)

2π

∫
R
|x1| e−

1
2 (x1−m1(t))

2

dx1

=
e−

1
2m

2
0(t)

2π

∫
R

∣∣∣√2y +m1(t)
∣∣∣ e−y2dy, với y =

x1 −m1(t)√
2

=
e−

1
2m

2
0(t)

2π

[∫ +∞

−m1(t)√
2

(
√
2y +m1(t)).e

−y2dy +

∫ −m1(t)√
2

−∞
(
√
2y +m1(t)).e

−y2dy

]

=
e−

1
2m

2
0(t)

π

{
e−

1
2m1(t)

2

+
√
2m1(t)

∫ m1(t)√
2

0

e−y2dy

}
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=
e−

1
2m

2
0(t)

π

{
e−

1
2m1(t)

2

+

√
π

2
m1(t)erf

[
m1(t)√

2

]}
.

Từ định lý trên ta có mệnh đề sau.

Mệnh đề 2.11. Cho vector v(t) = (f0(t), f1(t), ..., fn(t))
T , và a = (a0, a1, ..., an)

T

là phân phối chuẩn nhiều chiều với kì vọng m = (m0,m1, ...,mn)
T và ma

trận covariance C. Xét hàm ngẫu nhiên có dạng
∑n

i=0 aifi(t) với kì vọng

µ(t) = m0f0(t)+ · · ·+mnfn(t) và ma trận covariance C. Kì vọng số nghiệm

thực của phương trình
∑n

i=0 aifi(t) = 0 trên khoảng [a, b] là

1

π

∫ b

a

∥γ′(t)∥ e−
1
2m0(t)

2

{
e−

1
2m1(t)

2

+

√
π

2
m1(t)erf

[
m1(t)√

2

]}
dt,

với

ω(t) = C1/2v(t), γ(t) =
µ(t)

∥ω(t)∥
,m0(t) =

µ(t)

∥ω(t)∥
,m1(t) =

m′
0(t)

∥γ′(t)∥
.

Chứng minh. Ta thấy phương trình a · v = 0 tương đương với phương trình

C−1/2a · C1/2v = 0. Do đó ta đưa được phương trình
∑n

i=0 aifi(t) = 0 về

dạng phương trình ngẫu nhiên với các hệ số được lấy từ phân phối chuẩn

nhiều chiều với kì vọng C−1/2m và ma trận covariance I .

Vì µ(t)
∥ω(t)∥ = γ(t) · C−1/2m và m′

0(t)
∥γ′(t)∥ = γ′(t) · C−1/2m

∥γ′(t)∥ nên từ Định lý 2.10 ta có

kì vọng số nghiệm thực của phương trình
∑n

i=0 aifi(t) = 0 trên khoảng [a, b]

là

1

π

∫ b

a

∥γ′(t)∥ e−
1
2m0(t)

2

{
e−

1
2m1(t)

2

+

√
π

2
m1(t)erf

[
m1(t)√

2

]}
dt.

2.3.3 Ví dụ về đa thức ngẫu nhiên với các hệ số là các biến ngẫu nhiên có phân phối
chuẩn và kì vọng khác không

Ví dụ 2.12. Cho ξ0, ξ1, ..., ξn là các biến ngẫu nhiên độc lập, có cùng phân

phối chuẩn tắc và các hàm fi(t) = ti, i = 0, ..., n.
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Xét đa thức ngẫu nhiên bậc chẵn
n∑

i=0

(√
C i

nξi +mi

)
ti. (2.15)

Khi đó

C = diag
[
C i

n

]
và

v(t) = (1, t, ..., tn)T .

Do đó

ω(t) = C1/2v(t) =
(√

C0
n,
√

C1
nt, ...,

√
Cn

n t
n
)T

.

Suy ra

∥ω(t)∥2 =
n∑

i=0

C i
nt

2i =
(
1 + t2

)n
,

hay là ∥ω(t)∥ =
(
1 + t2

)n/2.
Chọn

mi =

 0 nếu i lẻ

m.C
i/2
n/2 nếu i chẵn.

Khi đó

µ(t) =
n∑

i=0

mit
i =

n/2∑
k=0

m.t2kCk
m/2 = m(1 + t2)n/2

Suy ra

m0(t) =
µ(t)

∥ω(t)∥
= m và m1(t) = 0.

Lúc này, áp dụng Mệnh đề 2.11 ta có mật độ của các nghiệm thực của đa thức

ngẫu nhiên (2.15) là

ρ(t) =
1

π
∥γ′(t)∥ e−

1
2m

2

.

Chẳng hạn, nếu n = 2 thì ta có đa thức sau:

(ξ0 +m) + ξ1
√
2t+ (ξ2 +m)t2. (2.16)

Lúc này v(t) =
(
1 t t2

)T
và C = diag[C i

2], với i = 0, 1, 2.

Ta thấy rằng

∥ω(t)∥2 =
2∑

i=0

C i
nt

2i =
(
1 + t2

)2
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và

µ(t) =
2∑

i=0

mit
i = m(1 + t2).

Suy ra

m0(t) =
µ(t)

∥ω(t)∥
= m và m1(t) = 0.

Do đó mật độ số nghiệm thực của đa thức (2.16) là

ρ(t) =
1

π
∥γ′(t)∥ e−

1
2m

2

=
1

π

(
∂2

∂x∂y
log
[
vT (x)Cv(y)

] ∣∣∣∣
y=x=t

)1/2

e−
1
2m

2

=
1

π

[
∂2

∂x∂y
log

(
2∑

k=0

Ck
2x

kyk

)∣∣∣∣
y=x=t

]1/2
e−

1
2m

2

=
1

π

[
∂2

∂x∂y
log (1 + xy)

∣∣∣∣
y=x=t

]1/2
e−

1
2m

2

=
1

π

√
2

(1 + t)2
e−

1
2m

2

.

Đây chính là phân phối Cauchy, tức là, arctan(t) có phân phối đều trên đoạn[−π
2 , π2

]
.

Theo Mệnh đề 2.11, ta có kì vọng số nghiệm thực của đa thức (2.16) là

ENR =

∫
R
ρ(t)dt =

∫
R

1

π

√
2

(1 + t)2
e−

1
2m

2

dt

=

√
2

π
e−

1
2m

2

∫ π
2

−π
2

du, với u = arctan(t)

=
√
2e−m2/2.

Chú ý: Viết lại phương trình (ξ0+m)+ξ1
√
2t+(ξ2+m)t2 = 0 dưới dạng(

1 + ξ2
m

)
t2 + ξ1

√
2

m t+
(
1 + ξ0

m

)
= 0.

Khi m → ∞, phương trình trên trở thành

t2 + 1 = 0.
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Do phương trình t2 + 1 = 0 vô nghiệm thực nên ta kì vọng số nghiệm thực

của đa thức (2.16) hội tụ tới 0.

Nhận xét: Hàm mật độ cho trường hợp các hệ số của đa thức có kì vọng m ̸= 0

bằng e−
1
2m

2

lần hàm mật độ cho trường hợp các hệ số của đa thức có kì vọng 0.

Ví dụ 2.13. (Chuỗi lũy thừa ngẫu nhiên)

Cho vector v(t) =
(
1, t, t2, ...

)T , và a = (a0, a1, a2, ...), với ai là các biến

ngẫu nhiên độc lập có cùng phân phối chuẩn tắc. Xét chuỗi lũy thừa

(a0 +m0) + (a1 +m1)t+ (a2 +m2)t
2 + ...., (2.17)

trong đó m2i = m và m2i+1 = 0. Trong trường hợp này C = diag[1] và tương

tự như trường hợp của chuỗi (1.38),

vT (x)Cv(y) =
1

1− xy
.

Do đó mật độ số nghiệm thực của chuỗi (2.17) là

ρ(t) =
1

π
∥γ′(t)∥ e−

1
2m

2

=
1

π

(
∂2

∂x∂y
log
[
vT (x)Cv(y)

] ∣∣∣∣
y=x=t

)1/2

e−
1
2m

2

=
1

π

[
∂2

∂x∂y
log

1

1− xy

∣∣∣∣
y=x=t

]1/2
e−

1
2m

2

=
1

π

1

1− t2
e−

1
2m

2

.

Như vậy, kì vọng số nghiệm thực của nghiệm của chuỗi (2.17) trên bất kì

đoạn [a, b] thuộc đoạn (−1, 1) là

EN[a,b] =

∫ b

a

ρ(t)dt

=

∫ b

a

1

π

1

1− t2
e−

1
2m

2

dt

=
1

2π
log

(1 + a)(1− b)

(1− a)(1 + b)
e−

1
2m

2

.
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Kết luận: Như vậy, từ kết quả về kì vọng số nghiệm thực của đa thức ngẫu

nhiên có các hệ số là các biến ngẫu nhiên phân phối chuẩn, ta cũng có thể mở

rộng cho trường hợp phân phối bất kì và đa tạp nhiều chiều.
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

Các kết quả nghiên cứu chính của luận văn bao gồm:

1. Chúng tôi nghiên cứu về hướng tiếp cận hình học cho kì vọng số nghiệm

thực của đa thức ngẫu nhiên được Alan Edelman and Eric Kostlan giới

thiệu trong bài báo [3]. Từ đó chúng tôi chứng minh công thức Kac -

Rice bằng góc nhìn hình học và sau đó đưa ra một số mô hình về đa thức

ngẫu nhiên mà có thể sử dụng công thức này để tính kì vọng số nghiệm

thực.

2. Nghiên cứu về kì vọng số nghiệm thực cho các trường hợp nhiều chiều,

cụ thế là với đa tạp tổng quát và hệ phương trình ngẫu nhiên.

Dựa vào các kết quả đã đạt được, một số hướng đi tiếp theo mà luận văn có

thể phát triển như sau:

1. Tính chính xác kì vọng số nghiệm thực của các dạng đa thức khác, ví dụ

như mô hình đa thức Schehr - Majumdar bằng cách sử dụng công thức

Kac - Rice.

2. Mở rộng cho các không gian phức tạp hơn, như không gian p-adic trong

Số học.
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