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L.OI CAM DOAN

Toi xin cam doan nhitng gi viét trong luan van la do qua trinh tim hiéu,
hoc hoi, trau doi kién thic ctia ban than duéi sy huéng dan tan tinh cta
TS. Le Hai Yén. Moi két qud nghién citu cling nhu ¥ tudng cia tic gia
khéac, néu c6 déu dude trich dan cu thé trong luan vin. Dé tai luan van
nay cho dén nay chua dugc bao vé tai bat ki mot hoi dong bao vé luan van

thac si ndo. Toi xin chiu trach nhiém vé nhitng 15i cam doan.

Ha Noi, thang 10 nam 2022

Hoc vién

Nguyén Khanh Huyén
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LOI CAM ON

Dau tien, toi xin duge bay té long biét on sau sic nhat clia minh tdi
TS. Le Hai Yén, nguoi da tryc tiép huéng dan va gitp do toi xac dinh deé
tai Luan van chat luong, cho t6i dinh hinh dude huéng nghién citu trong
tuong lai. Luan van nay duge hoan thanh duéi sy huéng dan tan tinh, tam
huyét ctia c6. Co da luon quan tam, gitp dad, dong vién toi rat nhiéu trong
sudt qué trinh hoc tap va nghién ctu dé toi ¢6 thé hoan thanh Luan van.

To6i xin gt 161 cAm on dén cac thay co, nhitng ngudi da tric tiép gidng
day cho to6i cac kién thitc trong quéa trinh hoc tap cfing nhu nghién ctu.
To6i xin cAm on t6i Trung tam Qudbc té Dao tao va Nghién cttu Toan hoc,
Vién Toan hoc va co sé dao tao Hoc vién Khoa hoc va Coéng nghé, Vién
Han lam Khoa hoc va Cong nghé Viet Nam da tao dieu kién thuan 1¢i cho
toi vé moi truong hoc tap trong qua trinh thuc hien Luan van nay. Toi
cing xin chan thanh cadm on Quy VINIF da ho trg tai chinh cho t6i nam
nhat Cao hoc, gitp toi c¢6 diéu kién t6t cling nhu dong lyc hon trong con

duong nghién cttu khoa hoc.

Toi xin gui 16i cdm on TS. D6 Dic Hanh, truéng phong nghién ctu Al
va Toan hoc ¢ Smartlog, cuyu nghién citu vién ¢ Vién Toan hoc, da nhiét
tinh chi bdo t6i cac kién thiic thyc té cling nhu géc nhin va tiém nang tng
dung thuyc tién cua bai toan trong Luén van. To6i xin cdm on anh V6 Duy
Trung, TS. V@i Minh Tam va cac dong nghiép & cong ty Smartlog da hét
long gitip dé toi trong qua trinh lam Luan van. To6i cling xin cam on anh
Kurt Binh - Tong giam doc cong ty Smartlog da tao ra mot moi trudng
nghién cttu toan hoc tuyét voi trong doanh nghiép, cung cap diéu kién cho
toi nghién citu, va ap dung cac bai toan ly thuyét trong tng dung thuc
tién doanh nghiép, gitup kéo gan lai khoang cach giiita toan hoc han lam va
xa hoi.

Bén canh do, trong qua trinh hoc tap, nghién citu va thyc hién Luan

van, toi con nhan dugce nhiéu sy quan tam, hd tro tit cadc quy thay co, ban



iii
be trong Vién Toan hoc, dac biét 1a anh Nguyén Xuan Quy va cic ban 16p
cao hoc K2020B, Toan ting dung.
Cudi cting, toi xin bay té long biét on tdi gia dinh toi, nhitng nguosi da

luon yéu thuong va khich 1é toi trong sudt qué trinh hoc tap, nghién citu.
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Chiing ta da biét nhiéu khai niém trong toan hoc ciing nhu trong thuc
té nhu do phic tap clia bai toan hay s6 chiéu ctia ma tran cé thé duge
biéu dién thong qua hang clia mot ma tran nao dé. Thong thuong, nhing

ma tran nay c6 hang rat thap so véi so chiéu ctia dit lieu.

Do dé6, bai toan cuc tieu ham hang trén mot tap 16i 1a mot bai toan toi
uu quan trong va xuat hién nhiéu trong viéc lya chon cac mo hinh trong
thyc t&, vi du nhu bai toan phuc hoi ma tran (matrix completion), bai
toan nén anh, cic bai toan trong hé goi ¥, ... Trong mot s6 truong hop dic
biét, bai toan cuc tieu ham hang c6 thé giai bang cach st dung phan tich
gia tri ki di. Tuy nhién, trong trusng hop tong quat, day 1a mot bai toan
t6i wu khong 161 va yéu cau thoi gian tinh toan mii.

Mot trong nhitng phuong phap hiéu qua nhat dé giai bai toan cuc tiéu
ham hang 1a thong qua viéc giai bai toan cuc tiéu chuan nguyen t. Chuan
nguyén t ctia mot ma tran chit nhat duge dinh nghia bang tong clia cac
gia tri ki di ctia ma tran d6. Chuan nguyén tit da dudce chiing minh 1a bao
16i ctia ham hang trén hinh cau don vi theo chuan phd va cé thé duge cuc
tiéu hoa bing cach st dung cac thuat toan toi wu. Phuong phap nay da
dugce dua ra bdi Fazel [1I] nhu 13 mot phuong phap heuristic hieu qua dé
tim nghiém ctia bai toan cuc tiéu ham hang. Déi véi cac ma tran dudng
chéo, chuan nguyén t1t chinh bang tong tri tuyet déi (chuan [;) clia cac gia
tri tréen duong chéo. Cuec tieu hoa chuan [; 14 mot phuong phép heuristic
noi tiéng va da duge sit dung tit nhitng nam 1970 bédi cac nha dia li trong
khi nghién cttu cac hoat dong dia chan. Ké tit d6 dén nay, phuong phap
nay da dugc st dung trong nhiéu linh vitc nhu khit nhiéu hinh anh [2], lya



chon mo hinh trong thong ke [3], xap xi thua va t6i utu hoa danh muc dau
tu [4],...

Trong luan van nay, ching t6i sé nghién cttu bai toan cuc tiéu chuan
nguyén tit v cac diéu kién gidi han isometry (RIP) dé phuong phap nay
cho ta nghiém ciia bai toan cuc tiéu ham hang tuong tng. Dong thdi, ching
toi cling quan tam dén cac thuat toan toi wu: phuong phép diém trong,
phuong phép proximal gradient va phién ban tang toc ciia né dé giai quyét

cac bai toan cuc tieu chuan nguyeén ti. Cu thé:

e Chuong 1: chiing toi sé trinh bay cac kién thitc chuan bi vé phan tich
gia tri ki di clia ma tran, cac tinh chat quan trong clia ma tran va
chuan ma tran, kién thitc vé ham liéen hgp dé phuc vu cho phat biéu

cac dinh 1y chinh.

e Chuong 2: chiing t6i trinh bay bai toan cuc tiéu ham hang dua trén
mo hinh thuc té, tit d6 dua bai toan cuc tiéu ham hang vé bai toan
cuc tieu chuan nguyeén ti, trinh bay dinh 1y vé chuan nguyeén ti 1a
bao 16i clia ham hang trén hinh cau don vi theo chuan pho va cac diéu
kien RIP dam bao mdi lien hé ctia bai toan cuc tiéu chuan nguyén ti

va bai toan cuc tieu ham hang tuong tng.

e Chuong 3: ching toi trinh bay vé hai phuong phap gidi bai toan cuc
tiéu chuan nguyen ti va thit nghiem sé dé so sanh hai phuong phap
va g dung bai toan chuan nguyen ti trong cac bai toan thuc té: xi

Iy anh va bai toan Netflix.

Chuing t6i ciing no6i vé cac khia canh phat trién ctia luan van, va cic phuong
huéng dé co thé ap dung Iy thuyét nay vao giai quyét cac bai toan thuc té

cua doanh nghiép.



CHUONG 1

KIEN THUC CHUAN BI

Trong chuong nay, chiing to6i sé nhac lai vé phuong phap phan tich gia
tri ki di cia mot ma tran (singular value decomposition) thuong duge goi
tat 1a SVD va céc dinh 1y quan trong ctia SVD ([5]). Tiép theo, ching toi
sé trinh bay vé cac tinh chat quan trong clia ma tran va cac chuan ma tran
can thiét cho cac két qua chinh, dong thoi ciing chi ra moéi lien hé gitta
Iy thuyét chuan vector va chuan ma tran. Cudi ciing la céc kién thiic lien

quan vé ham lién hgp.

1.1 Khai trién SVD

Viéc phan tich mot ma tran ra thanh tich ciia nhiéu ma tran dic biét
khac c6 tng dung trong rat nhiéu lanh vuyc: gidm sé chiéu dit lieu, nén
dit lieu, tim hiéu céc dac tinh ctia dit liéu, giai phuong trinh tuyén tinh,
phan cum va nhiéu ting dung khac. O day, ta sé nhic lai mot trong nhiing
phuong phap phan tich ma tran rat dep ctia Dai s6 tuyén tinh: phan tich
gia tri ki di. Ta c¢6 thé thay, moi ma tran, khong nhat thiét 1a vuong, déu

c6 thé duge phan tich thanh tich ciia ba ma tran dic biét.

Dinh nghia 1.1. ([3/) Cho ma tran A € R™*". Khi dé, mot phan tich
gia try ki di cia A duoc xdc dinh boi:

A=UxVT



trong do

o U € R™ [a ma tran triuc giao,
o V &€ R"™™ la ma tran truc giao,

e > € R"™ "™ [4 ma tran duong chéo.

vdi cac phan tid trén ma tran duong chéo o; cia X la khong am va duge
sap sép theo thi tu khong tang, nghia la (o1 > o9 > -+ > 0, > 0) vdi

p = min(m,n).

Dinh 1y 1.2. ([3]) Cho ma tran A € R™". Khi dé, luon ton tai khai trién
SVD cia ma tran A.

Chitng minh. Dat o1 = ||A|la =  sup  ||Av]|2, trong d6 ki hieu [|z]|-
vER™ ||v]l2=1

véi & € R¥ 1a chuan Euclid ctia  trong R¥. Theo dinh nghia supremum,

ton tai day {x,} C R" sao cho ||x,]|e = 1 va limy, o0 || Azy|l2 = || A]l2-

Vi {z,,} bi chdn, nén ton tai day con {x,, }r C {x,}, va v; € R" sao cho

lim x,, = v;. T tinh chat ||z,]|s = 1 v6i moi n € N ta duge [jv1]]s = 1.
nE—00

Dieu d6 dan dén

[All2 = lim [[Azy[ls = lim [[Azy, []s = [[Av 2.
n—00 k—o00
Dat Uy = ”ﬁ% Khi doé Hulﬂg = ||U1||2 =1 va A?Jl = 0O1U;. Bé sung cac

vector vao v1 dé tao ra hé vector cd s truc chuan {vy, vy, .., v, } trong R"
va bd sung cac vector vio uy dé tao ra hé co s6 tric chuan {us, us, .., un }
trong R"™. Ky hiéu Uy, V1 la cac ma tran triyc giao véi cac cot uj, v; tuong
ting. Khi do

ui
s=vlavi=| . | Alw|o|.|o]
ul,
U
=1 .. [Alevg...Avn}
ul,




01 U)T

0 B

v6i 0 1a vector cot c¢6 s6 chidu 1a m — 1, w’ 1a vector hang c6 s6 chiéu n— 1

va B la ma tran ¢d (m — 1) x (n — 1). Ngoai ra,

T

o1 w 01 01

> o? +wlw = 1/0? + wlw

0 B w w
2 2

1S]]2 > 1/o2 + wlw.

Vi Uy, V4 1a ma tran tryc giao, nén ||S|ls = ||Allz > v/o? + wlw. Do

|A|| = o1 nén w = 0.

Diéu do6 suy ra

Chitng minh dinh 1y bing quy nap theo s6 chiéu ciia ma tran:
Néu n = 1 hoac m = 1: chiing minh trén.

Truong hop con lai: ma tran con B biéu thi tdc dong clia ma tran
A len khong gian truc giao véi vy. Theo gid thuyét quy nap B c¢6 SVD,
B = Uy Vil Vay

o wl o w’
UT AV, = 1 _| @
0 B 0 UV
Suy ra
i T
o w
A=U; | ! v
0 UpSyVy

T

1 0 op 0 1 0 7
0 U, 0 > 0 Vs,

14 SVD clia A vi cac ma tran sau deu la ma tran truc giao.

1 0 1 0
U17 7‘/17 )
0 Us 0 Vs
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va ma tran la ma tran duong chéo. Dinh 1y duge chiing minh.

0 >
[]

Chu y: Khai triéen SVD ctia ma tran A la duy nhat ([5]). Cac a1, 09, ..., 0,
v6i p = min(m, n) duge goi la cac gia tri ki di ctia A.
110
001

Vidu 1.3. Xét ma tran A =

Mot phan tich gia tri ki di cia A duge xac dinh:

L1

10|l |v2 0 0] |V2 V2

A= 0 0 1
01 0O 10

=1 1L 9

L v2 V2

Dinh 1y 1.4. ([5]) Cho ma tran A € R™ " rank(A) la sb gid tri ki di
khdc 0 cia A.

Chiing minh. Ta c6, hang clia ma tran duong chéo bang s6 phan tit cé gia
tri khac 0. Ma A = UXVT, U,V 1a cac ma tran c6 hang day da. Do do,
rank(A) = rank(X) = r. O

Dinh ly 1.5. ([5]) Cdc gid tri ky di khdc 0 cia A la can bac hai cia cdc
gid tri rieng khac 0 cia ATA va AAT (hai ma tran nay cé cing cac gid

try riéng khac 0).
Chiing minh. Ttu SVD cua A,
ATA = uzvhHTusvh) = vylvtusv? = vefsvT,

Vay AT A dong dang véi XT'Y va do do6 cé cung gia tri rieng. Céac gia tri

2 2

rieng ctia Y1 14 02,03, ...,0% vin — r gid tri rieng bang 0.

Ly luan nhu trén véi AAT, ta c6 két qua tuong tu. ]

Hé qua 1.6. ([3J]) Cho A € R™". Ma trgn A c¢6 SVD la ULSVT, vdi

UeR™™ V e R™ la cic ma tran truc giao, > € R™ " la ma trin



duong chéo. Khong mat tinh tong qudt, gid st m > n, the Av; = o;u; va
ATy, = ov; vdi 1 < i <n. Ta hé qud nay, ta c¢é thé thay

T 2
A AUi = 0,7,

AATw; = o?u,.

Diéu nay cho thay moi quan hé mat thiét gitta SVD clia ma tran A va
heé rieng clia cac ma tran déi xing AAT va AT A. Trong truong hop A la
ma tran déi xiing nita xac dinh duong thi ta c6 thé thay cac gia tri rieng

cua A clng la cac gia tri ki di ctia né.

1.2 Mot s6 chuan ma tran

Xét trong khong gian R". Ta c6 thé thay rang, vé mat topo cac chuan
trén khong gian vector hitu han chiéu déu tuong duong nhau, nhung trén
thuc té ta can phai dung cac chuan khac nhau dé tinh toadn véi cdc muc
dich khac nhau. Diéu nay dac biet dang trong bai toan veé téi wu hay
machine learning, viéc chon cac chuan khac nhau sé dan téi téc do hai tu
va quéa trinh hoi tu khac nhau, do dé né c6 tac dong rat 16n téi nghiem
ctia bai toan toi uu,... Vi vay, viec hiéu cau tric ciia céc loai chuan sé dua
dén viec thiét ké cac mo hinh t6i wu phit hop hon véi thue té. O day ta sé

nhic lai dinh nghia chuan va mot s6 chuan thuong gap.

Dinh nghia 1.7. Chuan || - || trén khong gian vector R™ la mot ham
|- || : R" — R thod man cdc tinh chat:

1. ||z|]| > 0 cho bat ki x € R™ va ||x|| = 0 khi va chi khi x = 0.
2. | Az|| = |Al - ||z|| cho bat ki x € R™ va A € R,

S e+ yll < |zl + |ly|| cho bat ki z,y € R".

V6i p > 1, chuan [, tréen R"™ dugce dua ra bdi cong thiic:

2, =




Nhan thay khi p — 0 thi biéu thic trén tré thanh sé cac phan ti khéc
0 ctia . Khi p = 0 dugc goi 1 gid chuan (pseudo-norm) || - ||o. N6 khong
phéi 1 chuan vi né khong thoéa man diéu kien 2 va 3 ctia chuan. Gia-chuan
nay, thuong duge ky hiéu 1a ||x||p, khd quan trong trong Machine Learning
vi trong nhiéu bai toan, ching ta can c6 rang buoc “thua”, tic 1a dai da s6
cac thanh phan ctia x 1a khac khong. Déi v6i mot vector thua thi viec luu
trit ching c6 thé thuc hién dé dang hon thong qua cac thu vien lam viéec

v6i ma tran thua.

C6 mot vai chuan [, thuong duge dung:

1. Khip=1:
[ERE AR
i=1
2. Khi p = 2:
[zl =
3. Khi p = oc:
|z||loo = max |z .

1=1,2

= 7

Cho X € R™*" theo Dinh 1i 1.2, luon ton tai mot phép phan tich SVD

X = UXVT, trong dé ¥ la ma tran dudng chéo gdm céc o; : 01 > 09 >
. > 0. Ta c6 thé hiéu SVD tao ra mot anh xa tit R™*" — O = {0 =
(01,09,...,0p) ERP 1 01 > 09 > ... > 0, > 0}, v6i p = min(m, n). Tu day,

ta co thé tong quat hoa cac chuan vector 1én thanh chuan céc ma tran.
Cho ma tran X € R™" ki higu 0;(X) la gié tri ki di 16n tha i cia X
va bang cin bac hai gi4 tri rieng 16n thtt ¢ ctia X X7. Hang cta X la 7
bang vdi s6 gia tri ki di khac 0 clia ma tran X.
Ta dinh nghia tich vd6 huéng trén khong gian cac ma tran R™*" nhu

Sau.

(X,Y) :=Tr(XTY) = Z ZX”Y”

1=1 j=1



Dinh nghia 1.8. (Chuan ma tran)

Chudn tuong tng vdi tich vo hudng trén khong gian cdc ma tran R™<"
duge goi la chuan Frobenius (hodc Hilbert-Schmidt) ||.||

Xl = /X0 = T ) = (030 K :(Zgg> .

i=1 j=1
Chudn todn tit (pho) ctia ma tran la bing gid tri ki di lon nhdt clia né:
| X|| == 01(X).

Chuan nguyén tii cia ma tran la bang tong cac gid tri ki di cia né:

r

X =D oilX).
i=1
Vi céc gia tri ki di luon duong nén chuan nguyén ti cling la chuan [;
clia vector cac gia tri ki di. Ta c6 mdi lien hé bat ding thitc cho bat ki ma

tran X nao c6 hang téi da 1a r:

X[ < I X]lr < X[ < VPIX P < 7| X (1.1)

Ching ta nhan manh rang, mot vector x trong R” c6 thé coi mot ma
tran dudng chéo diag(x) c6 kich thuée n. Do d6, cac phép toan thong
thudong clia vector (cong, nhan véi mot s6, nhan hai vector véi nhau theo
titng thanh phan ...) c6 thé dugce phién dich mot cach toan ven sang cho
16p cac ma tran dudng chéo. Né6i cach khac, ta c6 thé nhiing 16p céc vector

vao 16p cac ma tran, thong qua cac ma tran duong chéo.

Su khac biét 16n 6 day, do la trong truong hop tong quéat, thi phép nhan
ctia hai ma tran 1a khong giao hoan, khac vé6i truong hop dac biét khi lay
han ché trén 16p cac ma tran duong chéo thi phép nhan 1a giao hoan. Néi
cach khac, cdc ma tran c6 thé coi 1a su tuong tu khong giao hoan clia cac
vector, va khi cdc ma tran nay suy bién tré thanh ma tran duong chéo, thi

ching ta thu dugc 1y thuyét co dién vé vector.

Tt quan diém ctia phan tich SVD X = UXVT, tinh khong giao hoan

ctia phép nhan ma tran c6 thé dude xem nhu viéc cac toan ti truc giao
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U va V xoan cac thanh phan trén duong chéo v6i nhau. Lé tat nhién, néu
cic toan ti tric giao ctia phan tich SVD la tam thuong, thi ta thu dugc
ly thuyét giao hoan tuong ting.

Chtng t6i mudén nhan manh rang, day 1a mot tu tudng triét hoc rat
quan trong ciia toan hoc trong thé ky 20. Viec dua mot ddi tuong giao
hoan tré thanh mot doéi tuong khong giao hoan thuong dude goi mot cach
van hoa 13 Luong Tt Hoéa va tré thanh mot cong cu rat manh cia vat 1y
toan hien dai va trong quan diém nay ngudi ta mong mudn dua nhing cong
cu toan hoc da phat trien vd dude hiéu 16 cho trudng hop giao hoan sang
cho trusng hgp khong giao hoan. Do khuén kho ctia luan vin, ching toi
khong di sau vao céc khia canh nay, va mong doc gid quan tam cé thé tim
hiéu thém vé suy rong triyc tiép ctia Iy thuyét ma tran & day (trong trudng
hop hitu han chiéu) sang truong hop vo han chiéu 1a 1y thuyét khong gian
L, khong giao hoan [6], Iy thuyét dai s6 Von Neuman cling nhu mot so
tai lieu tham khao lién quan téi tu tuéng "khong giao hoan" héa toan hoc

trong cudn sach hinh hoc khong giao hoan ctia Alain Connes [7].

Mzc du vay, déi véi cac doc gid quan tam, ching t6i muén dé cap rang,
ding sau tat ca, bai toan vé t6i wu chuan nguyén ti c6 thé coi la phién ban
khong giao hoan ctia 1y thuyét compressed sensing ctia Candes va Terence
Tao [8,9]. Va khong phai ngdu nhién, hau hét cac két qua tuong ting clia
Iy thuyét t6i wu chuan nguyén ti va ting dung trong hé goi ¥ déu bat chuée
lai hau hét cac két qua trong 1y thuyét giao hoan co dién.

Qua day, ta thay ré hon sy lién hé tuong ting giita chuan vector va chuan
ma tran & bang [1.1]

Dinh nghia 1.9. ([10]) (Chuan déi ngau) Vdi bat ki chuan || - || nao trong

khong gian tich vo hudng, ton tai mot chuan doi ngdu ||-||q duge dinh nghia

| X |4 := sup {(X, YYy: Y e R |IY] < 1} ) (1.2)

Trong khong gian R™, chuan déi ngau ctia chuan I, (véi 1 < p < 00) 1a
chuan [, v6i %—l—% = 1. Diéu nay c6 thé ching minh dua vao bat dang thic
Holder. Tuong tu, chuan déi ngdu ctia chuan [ 1a chuan ;. Déi véi trusng

hop vector, chuan l» 1a tu d6i ngdu, nén ta ciing c¢6 thé phéng doan dicu
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Vector Ma tran
Giao hoan Khong giao hoan
Cardinality rank

Chuan Euclidean | Chuan Frobenius

Chuan [ Chuan nguyén ti

Chuan [, Chuan toan ti

Bang 1.1: Moi lién hé gitta chuan vector va chuan ma tran

tuong tu ciing dang véi trudng hop ma tran, chuan déi ngau clia chuan
Frobenius clia ma tran la chuan Frobenius. Diéu nay c6 thé duge ching
minh bdi cac bién doi thong thudng hodc bat dang thic Cauchy-Schwarz,

tu
sup {Tr (X'Y): Y e R™", Tr (Y'Y) <1},

bang [| X||F néu Y = X/||X||r. Hoan toan tuong tu véi trudng hop giao
hoan, d6i ngdu ctia chuan ||.||o 1& chuan ||.||;, dusi day ta sé chi ra chuan

do6i ngau clia chuan toan ti 14 chuan nguyén ti.
Dinh ly 1.10. (Dinh ly Von Neumann [11]) Cho A,B € R™*" ¢

min{m, n}vdi o0(A) = 01(A) > ... > 0,(A) va o(B) = 01(B) > ...
o,(B), thi

Vv

Tr(AB) < Z oi(A)o;(B).

Dinh 1y 1.11. ([10]) Chuan doi ngdu ciia chudn todn ti || - || trén R™*"

la chuan nguyén i || - ||«
Chiing minh. Theo dinh nghia clia chuan déi ngau, véi X € R™*",

[Xlla = sup{(X,Y) : Y e R |[Y| <1}

XY

—sup( Sk IV £ 0. € R
Tr(XTY

= sup{b, Y| #0,Y € R™*"}.

Y]
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Theo dinh Iy Von Neuman ta c6

q
Tr(XTY) <) 0i(X)oy(Y
1=1

trong d6 ¢ = min{m, n} va 0;(X) 1a cac gia tri ki di cia ma tran X, o;(Y)

la cac gia tri ki di ciia ma tran Y.

Hon nita, ||V = 01(Y) , 01(Y) 1a gia tri ki di 16n nhat ctia Y.

Tr(XTY) Zq L0i(X
< i(X) = [| X[
Y] 01( Z

Néu ta c6 phan tich SVD ctia X: X = UXVT, dau bang xdy ra khi Y =

UVT. Vay chuan déi ngdu ctia chuan toan tit || - || trén R™*" la chuan

nguyén ti || - || O

1.3 Ham lién hop

Ham lien hop dong vai tro rat quan trong trong 1y thuyét t6i wu 16i.
Tritc quan clia n6, thay vi mot ham s6, ta quan tam t6i 16p cac do doc
clia cac tiép tuyén ciia ham s6 day, va do d6 co thé quy vé mot ham duge

dinh nghia trén khong gian lién hogp.

Dinh nghia 1.12. (Ham lién hop [12]) Xét ham f : R" — (—o0,q].
Ham lién hop cia f la ham f*: R" — (—o0,00] duge zdc dinh bdi

f*(y) = sup {{z,y) — f(x)} wdiyeR"

TeR?

Duéi day 1a mot s6 vi du vé ham lien hop clia mot s6 ham thong dung:
Vi du 1.13. (Ham lién hgp ctia ham chi)

Cho ham sb

0 néuxed,
f=dc=

o néuzx ¢ C,
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véi C' C R”™ khac rong, ham dc duge goi 1a ham chi cta tap hgp C. Khi
do6 véi bat ky y € R, ta c6

f*(y) = sup {(z,y) — dc(z)}

reR?

= sup {(z, y) }
zeC

= oc(y)-

Vi dy 1.14. (Ham lién hgp ctia chuan )
Cho f: R"™ — R dugc cho béi f(x) = ||z][1. Vi y € R", ta duge

f(y) = sup{(z,y) — f(z)}

zeR™

- Sup{zxzyz Z |x2’}
reR” i—1 _

= sup Z( iy — yil)
zER? i—1

0 mnéu [yllo <1,

oo con lai.

Vi du 1.15. Cho f : R” — R dugc cho béi f(x) = ||2]|c-
Véi a € R" :

f* a = Sup{z a;Ti — maX|33z|}
i:

zeR”™

< sup{z |la;| |z:| — max || }

reR?

IA

Sup{k%\H@Hl'—IH?X|$H}
< sup{[|zfle (lall; = 1)}
0 mnéu |a|; <1,

oo con lai.

Néu |lall; < 1,(0,a) — ||0||c = 0, f*(a) > 0 trong truong hop nay.
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Néu ||lall; > 1, do d6 (x,a) — ||x||« 1& khong bi chin. Do do,

. 0 néu |a|; <1,
f(a) =

oo con lai.

Ngudi ta ciing biét riang, lien hgp clia mot ham f nhan gia tri trén

(—00, +00] luon 1a déng va 16i ([13]).

Dinh 1y 1.16. (Bdt dang thitc Fenchel [12]) Cho f : R" — (—o0, +00] .
Khi dé vdi bét ki =,y € R,

flx)+ f*(y) > (y, z).

Chiing minh. Theo dinh nghia ctia ham lién hgp ta c6 v6i bat ki € R”

vay € R™
) =y, x) — f(2).
Do dé
f@)+ f(y) = (y,z) — f(z) + f(2)
hay

flx)+ f*(y) > (y, z).
(]

Ta dinh nghia song lién hop ( biconjugate) cia ham f : R” — (—o0, +o0]

fo ) = (f)" = sup {(y,z) — f(y)}.

yeRn"

Meénh dé 1.17. ([12]) Cho ham s6 f : R" — (—oco, +o00]. Khi dé f(x) >
f*(x) vdi moi x € R".

Chiing minh. Tt dinh nghia ham lién hgp, ta ¢6 v6i moi z,y € R",

[ ) >y, x) — f(x).

Do do,
f(z) > (2, y) — f(y)
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nghia la,
f(x) = sup {{y,z) — f*(y)} = [ (2).
yeR™
Meénh dé dude ching minh. ]

Dinh nghia 1.18. ([12]) Ham s6 [ : R™ — [—00, +00] goi la chinh thudng
néu né khong chita gid tri —oo va ton tai it nhat mot gid tri x € R sao

cho f(z) < oo.

Dinh nghia 1.19. ([12/) Ham s6 [ : R" — (—o00, +00] la ham déng néu
epi(f) = {(z,y) : f(z) <y,v € R,y € R} la dong.

Dinh nghia 1.20. ([12/) Ham s6 [ : R" — (—o00, +00] la ham déng néu
epi(f) ={(z,y) : f(z) <y,x € R,y € R} la tap loi.

Dinh 1y 1.21. ([12]) Cho ham s6 f : R" — (—o00, +00| la mot ham déng,
chinh thuong va loi. Khi dé f = f**

Dinh nghia 1.22. ([12/) Cho ham s6 f: R" — R. Bao loi ctia ham f(x)
la ham 107 I6n nhdt g: R™ — R théa man g(x) < f(x) vdi moi x € R"

Meénh dé 1.23. ([14]) Cho ham s6 f: R" — (—o0,+oo]. Khi dé f** la

bao 107 déng ciia ham f(x).
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CHUONG 2

BAI TOAN CUC TIEU CHUAN

NGUYEN TU

2.1 Mo hinh thuc té va bai toan cuc tieu

ham hang ma tran

He théng goi ¥ (Recommender System) ngay cang trd nén vo cling quan
trong clia cac san pham dién tit c¢6 nhiéu nguoi ding.Trong linh vuc hé
gdi ¥, ngudi dung gii cac danh gia vé mot tap hop cac san pham trong
co sé dit lieu va nha cung cap san pham sé dua ra cac dé xuat dua trén
su ua thich ciia nguoi dung. Hé thong nay xuat hién rat nhiéu trong thuc
té, vi du nhu: khi ban xem Youtube, Youtube sé tu dong chuyén cac clip
lien quan dén clip ban dang xem, né ciing tu goi ¥ nhitng clip ma ban c6
thé thich; hoic khi ban mua hang trén Shoppe, hé théng sé tu dong goi
¥ nhitng mat hang ma nhiing ngudi d& mua mén nay sé thuong mua kem
nhitng mén kia hay nhitng mat hang c6 cting tinh chat dac trung véi mon
hang ban dang xem; hodc Facebook hién thi quang cédo nhitng san pham
c6 lien quan dén tir khod ban vira tim kiém,...

O day, ta sé xét mot vi du dic biét clia bai toan nay 1a van dé Netflix
noi tiéng. Netflix da ting to chitc mot cudc thi tit nam 2007 dén 2009 mong

mudn cac nha khoa hoc dit lidu phét trién cac thuat toan dé tang kha nang
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du doédn chinh xac ciia cac lugt danh gia phim. Ngudsi dung (tuong ting véi
hang ctia ma tran di ligu) sé xép hang cdc bo phim (cac cot clia ma tran
dit lieu), nhung thuong nguoi dung chi danh gia rat it cac bo phim, do d6
c6 rat it dit lieu duge quan sat va nam rai rac trén cac ma tran nay, dudc
minh hoa & Hinh [2.1] Va nha cung cap Netflix muén khoi phuc ma tran

nay dé c6 thé giéi thieu cho cac ngusi ding cu thé cdc bo phim ma ho ¢

thé thich.

LR R ]

T ? wnrdnint ? ? ? eee
4}
;g P s S ?  dordnt see
? ? ? Ttk Ynininink ? eee
? rinfrint Al ? ? Trérdrindy ene
[ . . [ [} [ .
™ . . . . ™ .
. . ° ™ . . .

Hinh 2.1: Biéu dién bai todn Netflix dudéi dang ma tran.
https://www.semanticscholar.org/paper/
Low-rank-models-1-Matrix-completion-1-.-1-The/

193fac04adbe29f57ee34f6b90ddb74a7d572a86/figure/0

Theo ngon ngit toan hoc, van dé c6 thé duge biéu dién lai nhu sau: ta
c6 ma tran di lieu M € R"™ " va ta chi biét mot it phan ti trong ma
tran nay la M;;, véi (4,7) € Q,1 <i <m, 1 < j <mn, trong do 2 la tap
cac phan tit quan sat duge. Va ta mong mudn biét chinh xac cac phan ti

con lai trong ma tran nay.
R6 rang, day 1d mot van dé kho, va khong c6 cach nao c6 thé du doan
cac phan tir con lai trong ma tran ma khong c6 bat ky gid thuyét nao.

C6 mot gia thiét pho bién trong linh vic nay la gia st ring ma tran chua


https://www.semanticscholar.org/paper/Low-rank-models-1-Matrix-completion-1-.-1-The/193fac04adbe29f57ee34f6b90ddb74a7d572a86/figure/0
https://www.semanticscholar.org/paper/Low-rank-models-1-Matrix-completion-1-.-1-The/193fac04adbe29f57ee34f6b90ddb74a7d572a86/figure/0
https://www.semanticscholar.org/paper/Low-rank-models-1-Matrix-completion-1-.-1-The/193fac04adbe29f57ee34f6b90ddb74a7d572a86/figure/0
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biét M c6 hang thap hodc xap xi hang thap. Trong hé gai ¥, dieu nay c6
v nghia béi vi thong thudng, chi c6 mot s6 yéu td tac dong vao sé thich
ciia ngudi ding. Cu thé hon, ta gia st mot ngusi diing thong thusng 4 véi
1 <1 < m cb cac yéu té danh gia sd thich theo cac tiéu chi dic tinh 7 véi
1 < j < r.Sudanh gia nay duge thé hien thong qua mot ma tran theé hien
mtc do trong s6 P € R™ " nao d6. Tuong tu, ta gid sit mot bo phim k
véi 1 < i < ¢6 cac dic diem dic tinh j ndo dé duge thé hién qua ma tran
Q € R™". Chtng ta chd ¥ rang, tat ci cac dac diém, cac ma tran P va
Q) déu khong dude biét mot cac chinh xac, nhung cach thé hién ra ngoai
thong qua viec danh gia lai c¢6 thé quan sat dude thong qua viéc phan tich

du liéu.

® [
® ® ®
® P
ik . Feature k
Useri . N . .
. Movie j
® ® ®
(]
[ L
([
(]

Hinh 2.2: Quan hé gitta ngusi dung, cac dic diém va bo phim

Khi dé, ta hi vong ma tran thé hién su quan tam ctia ngudi dung sé c6
dang M = P.QQ. Béi vi rang, cac dic tinh ctia phim 1a hitu han, va thuong
thi con ngudi ta chi dua vao mot s6 luong nhé r cac yéu t6 dé quyét dinh
sy yeu thich ddi véi mot doi tugng nao do6, nén ta cé r rat nho so véi m va
n. Khi dé, hién nhien rank(M) = r va do d6 ta hi vong c6 thé tim dugc

M trong 16p cac ma tran c6 hang dua nho.

Theo [15], cac tac gid da chi ra rang tién dé nay da thay doi hoan toan
vain d&, lam cho viec di tim nghiem cho bai todn nay c6 ¥ nghia. O day,
ching toi ciing muén nhan manh rang viéc khoi phuc ma tran hang thap
ti mot mau cho trude cac phan tit, xuat hién trong nhiéu linh viie khéac. Vi
du, né xuat hién trong thi giac may tinh - mot linh vyc rat néng hién tai.

O d6, nhidu pixel ¢6 thé bi thiéu trong k§ thuat s6 do tic hodc 16i trong
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viéc quan sat cac chudi video. Viéc khoi phuc mot cdnh va suy ra chuyéen
dong clia camera tit mot chudi hinh anh 14 mot bai todn hoan thanh ma

tran dugc goi 1a bai toan structure-from-motion [16, [17],...

Néu s6 luong quan sat du 16n va néu cac phan tit trong ma tran dudgc
quan sat phan bé déu, nguoi ta c6 thé hy vong ring chi c6 mot ma tran
hang thap v6i cac phan ti nay va ciing chinh 14 ma tran can tim. Néu diéu
nay la dding, ngusi ta sé mudén khoi phuc ma tran dit lieu bang cach giai

quyét bai toan toi uu:
minimize rank(X)

(2.1)
thoa man XZ] = ]\4Z (Z,]) c Q,

trong d6 X la bién quyét dinh va rank(X) la hang ctia ma tran X. Bai
toan v6i mot cach tiép can thong thuong don gian 1a tim kiém 10i giai
thich don gidn nhat phit hop véi dit lieu quan sat duge. Néu chi c6 duy
nhit mot ma tran hang thap phit hop véi dit lieu, viec giai bai toan (2.1)
sé gitp khoi phuc M. Diéu nay rat tiée 1a it duge st dung thuc té vi bai
toan toi uu 14 bai toan NP-hard, tat ca cac thuat toan da biét cung
cap 10i giai chinh xac c6 do phtc tap tinh toan ting theo cap sb liy thia
theo s6 chiéu n clia ma tran ca ly thuyét va thyc hanh [18]. Cho t6i thoi
diém nay, chua c6 thuat toan nao duge biét dén cé kha nang giadi quyét

bai todn nay trong thuc té véi max(m,n) > 10, theo [19].

Trong [15], Candes va Recht da chi ra rang viéc phuc hoi chinh xac mot
ma tran cé thé giai quyét dudge dusi mot s6 dieu kién bang bai toan quy
hoach 15i, cu thé hon 1a tit bai toan cuc tiéu chuan nguyén tit. Trong luan
van nay, ching t6i cling sé chi ra ring ham chuan nguyén ti 1a bao 15i ctia
ham rank trén hinh cau don vi theo chuan pho va chi ra diéu kién dam
bao moi lien hé ciia bai toan cuc tieu chuan nguyen ti va bai toan cuc ticu
ham hang tuong ting. Chung t6i muén 1y gidi rang, 1y thuyét toi vu 1oi
trén tap hop 16i da duge phat trién tit lau vi da duge hiéu 16 mot phan,
ciing nhu cac cong cu tinh toan rat manh dé giai gan ding bai toan da
ducce xay dung. Vi vay, bang viéc xap xi ham t6i wu bang bao 16i clia no,
chiing ta hi vong sé tién gan hon t6i 10i giai clia bai toan tdi thiéu ham

hang.



20

Bai toan cyc tiéu chuan nguyeén ti tuong tng véi (2.1) duge phat bidu

nhu sau:

minimize || X||.

(2.2)
sao cho  X;; = M;; (i,5) € S

Trong [15] chi ra rang néu ching ta quan sat k& phan tit dugce chon ngau
nhién tit ma tran can khoi phuc M 1a ma tran hang thap , néu s6 quan

sat k thod méan diéu kien:
k> C055 rlog(l), (2.3)

v6i mot hing s C' duong nao do, thi véi xac suat rat cao, hau hét ma tran
m X n hang r ({ = max(m,n)) c6 thé duge khoi phuc hoan hio bang cach
giai bai toan ([2.2)).

Dang tong quéat hoa ciia bai todn cyc tiéu chuan nguyén ti duge phat

biéu nhu sau:

minimize || X ||,

(2.4)
thoa man  A(X) =0,

trong d6 X € R™ " 13 bién quyét dinh, anh xa tuyén tinh A : R™*" — RP
va b € RP dude cho trude.

2.2 Bao 16i cia ham hang ma tran

Ching ta biét rang, bao 16i ctia mot ham s6 f: R" — R 13 ham 16i 16n

nhat g: R” — R théa man g(x) < f(z) véi moi x € R™.

Ly thuyét t6i wu 16i 1a 1y thuyét da dudce phét trien nhiéu nam, va da
c6 rat nhiéu cong cu manh, nhung 1y thuyét t6i wu khong 16i, t6i wu roi
rac cho t6i nay van 1a cac bai toan rat kho. Ching ta thay vi giai tric tiép
bai toan toi wu khong 16, toi wu rai rac thi c6 thé lia chon giai bai toan
t6i wu 161 v6i bao 16i ctia ham chi phi dé ¢6 mot nghiém xap xi da tét, va

do dé c6 thé st dung cac cong cu khong 16 clia toi wu 16i.



Tu (1.1), ta c6 rank(X) > |XH” v6i moi X # 0. V6i moi ma tran X ma

| X ] <1, ta c6 rank(X) > || X|+, nén chuan nguyén ti 1a bao 16i ctia ham

hang trén hinh cau don vi. Diéu nay dugde theé hién trong dinh 1y duéi day.

Dinh ly 2.1. ([1/) Bao l0i ciia ham hang trén tap {X € R™" . | X| < 1}

la chuan nguyen ti || - ||+

Ching minh.
Phan 1: Ham lién hop ctia ham hang: rank*(X).

Lién hop ctia ham hang rank, trén tap cac ma tran véi chuan toan ti
<1, la:

rank™(Y) = H?(lﬁgl (Tr(Y'X) — rank(X)) , (2.5)

v6i (Y, X) = Tr(YTX) la tich vo huéng trén R™*",
Dat ¢ = min{m, n}, theo dinh ly Von Neumann:

Tr(YTX) < Z o:(Y)oy(X), (2.6)

trong d6 o;(X) 1a gia tri ki di 16n nhat thi ¢ cia X. Néu YV 1a ma
tran cho trude, gia st X = UXZXV)? va Y = UyEyVYT la hai phan
tich SVD tuong ting X va Y, Ux,Uy € R™*"™ la cac ma tran triyc giao,
Vx,Vy € R™™ la cdc ma tran truc giao; Xx = diag(o1(X), ..., 0,(X));
Yy = diag(o1(Y), ...,0,(Y)) dang thic trong xay ra néu Ux va Vy
lan lugt bang Uy va Vy.

Ta thiy rang rank(X) & (2.5) la doc lap véi Uy va Vy. Dat Ux = Uy
va Vx = Vy, ta ducc

rank*(Y) = sup (Z (Y —rank X ) :

X111

Néu X = 0, ta ¢6 rank™(Y) = 0 v6i moi ma tran Y. Néu rank(X) =
r, 1 <r <gthirank (V) =>"_, 0:(Y)—r. Do d6, rank*(Y) c6 the dugc

bieu dién

rank™(Y) = max {O,ol(Y) —-1,..., Zal-(Y) — T, Zal-(Y) — q} :



22

Nhan thay rang, thanh phan 16n nhat trén tap nay la tong cac phan ti
(0;(Y) — 1) duong. Ta dugc

0 néu [|[Y] <1,
S 0(Y)=r néuo.(Y)>1vao.1(Y)<1,

=3 (oY)~ 1),

1=1

rank™ (V) =
(2.7)

trong d6 a. 1a ki hieu cac phan duong clia a.
Phan 2: Tinh rank™(X).

Ham lien hgp cia rank™ duge xac dinh nhu sau

rank™(Z) = sup (Tr 7Ty — rank*(Y)) :
Y

v6i moi Z € R™*"
Xét Y = UyZyVYT;Z = UZZAVZT lan luct 14 cac SVD cta Y va Z.

Uy,Uz € R™™ la cac ma tran truc giao, Vy,Vy; € R™" la cac ma tran
truc giao; My = diag(o1(Y), ..., 0,(Y)); ¥z = diag(o1(Z), ...,0,(Z2))

Truée hét, ta chon Uy = Uy va V3 = V; dé nhan duoc
q
rank™(Z) = sup (Z oi(Z)oi(Y) — rank*(Y)> :
Y \i=1

Ta sé xét 2 truong hop || Z]| > 1 va ||Z|| < 1:

e Néu ||Z]] > 1, ta c6 thé chon o1(Y") di 16n sao cho rank™(Z) — oo.
That vay,

rank™(Z) = sup (Z oi(Z)o;(Y) — <Z oi(Y) — r>> ;

Y o\i=
he s6 cia 01(Y) 1a (01(Z) — 1) > 0.

e Néu [|Z]] < 1. Néu ||Y]| < 1, thi rank*(Y) = 0 va cyc dai dat duge
voi o;(Y)=1,i=1,...,q, dan dén

q

rank™(2) = > 0y(Z) = || Z|]..

1=1
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Ta chi ra ring néu ||Y]| > 1, diém cyc dai luon nhé hon gia tri cho &
tréen. That vay, bang cach cong va trit s6 hang > 7| 0;(Z) va sép xép

lai cac s6 hang, ta nhan dugc
q r

;oi(Y)m(Z) - 2; (0:(Y) = 1)
- qu;al(Y)al(Z) - 2 (o:(Y) — 1) — ;q;az(Z) + ZEQ;JZ(Z)
— :1 (0:(Y) = 1) (0:(Z) — 1) + Zz:l (0i(Y) = 1) 0i(Z) + ZXQ;JZ(Z)
< iai(Z)

Ta c6 bat dang thiic cudi béi vi hai tong dau tren dong thi 3 luon co
gia tri am.
Cac truong hop déu dan dén
rank™(2) = | 2.

tren tap {Z € R" | ||Z]| < 1}. Do do, trén tap nay, ||Z]|« 1a bao 16i cia
ham rank(Z2). O

Cho X 1a nghiém ctia bai toan cyc tiéu ham hang rank (X) = b. Dit
M = || Xy||. Bao 16i ctia ham hang trén tap C = {X € R™" . | X|| < M}
la
rang buoc A(X) = b. Khi d6 ta c¢6

| X||./M. Goi X, 1 nghiém ctia bai toan cic tieu chuan nguyén ti véi

| X, /M < rank Xy < rank(X,),

la chin trén v chian dudi clia bai toan t6i wu ham hang khi chuan cta
nghieém t6i vu da biét. Hon nita, day 1a giéi han dudi chat ché nhat trong

sO tat ca cac gidi han dudi 16i cia ham hang trén tap C.

Trong khong gian vector, ta c6 mot bat dang thiic tuong tu. Cho card(z)
1a ham Iyc luong clia @ dém s6 phan ti khac khong trong vector x; khi d6
ta c6 card(z) > ||z||1/]|z|lee. Khong c6 gi ngac nhién khi chuan /; ciing 13
bao 101 ctia ham lyc lugng trén tap {z € R™ : ||z||o < 1} . Két qua nay ¢
thé xem nhu la truong hop dic biét ctia dinh 1y trén.
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2.3 Diéu kién RIP

Cho A : R™" — RP 1a anh xa tuyén tinh va X 1a ma tran c6 hang r.
bat b := A(Xj) va dinh nghia

X" :=argminy || X || sao cho A(X) =b. (2.8)

Trong phan nay, ta sé chi ra diéu kién dé dam bao ring X* = X,. Cac
diéu kien sé duge xac dinh bdi cac gia tri cia mot chudi tham s6 4§, luong
héa hanh vi ciia anh xa tuyén tinh A khi bi giéi han trong tap cac ma tran
c6 hang r. Dinh nghia duéi day sé tong quat hoa vé dinh nghia ctia tham

soO "restricted isometry property" t cac vector l1én ma tran.

Dinh nghia 2.2. ([10/) Cho A : R™*" — R? la anh za tuyén tinh. Khong
mat tinh tong qudt, gid st m < n. Vi moi s6 nguyén r véi 1 < r < m,

dinh nghia hang sé gidi han isometry (RIP) la so nhé nhat 6,.(A) sao cho
(1 = o (ANI[X][F < [JAX)[] < (1 +6,(A)) [| X [, (2.9)

vdi moi ma tran X cé hang lon nhat la r.

Tu dinh nghia, ta ¢6 nhan xét 6,(A) < 6,.(A) v6i moi r < 7.

RIP cho cac vector thua da duge phat trién béi Candes va Tao [§]. Dinh
nghia da phat trién khai niém cho céc ma tran, véi chuan Euclid dugc
thay thé béi chuan Frobenius va luc luong ctia vector dude thay thé béi
hang. Do d6, v6i cac ma tran dudong chéo, chuan Frobenius bing chuan
Euclid ctia duong chéo, dinh nghia nay dua vé véi dinh nghia RIP ban dau
cta [§] trong truong hgp ma tran dudng chéo.

Hai dinh 1y dué6i day sé chi ra dieu kien ddm bdo mdi lien hé ciia bai
toan cuc tiéu chuan nguyen ti va bai toan cuc tiéu ham hang tuong tng.
Ca hai dinh 1y 1a su téng quat hoa tit truong hgp vector thua lén truong
hop ma tran hang thap.

Dinh 1y 2.3. ([10]) Gid si ring 0o, < 1 vdi s6 nguyén r > 1 thi X la

ma tran duy nhat cé hang téi da la v thodn man A(X) = b.
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Chatng minh. Ta st dung phuong phap phan chitng, gid sit ton tai ma tran
X ¢6 hang r thod man A(X) = b. Dat Z := Xy — X la ma tran khéc
khong, c6 hang tdi da 1a 2r.

Ta co

AZ) = A(Xo—X) = A(Xy) —A(X) = 0 (do A 1a anh xa tuyén tinh).
Theo dinh nghia, (1—462,)||Z]|r < || A(Z)]|. Tuy nhién, (1—0ds,)||Z]||r > 0
Vi 0y, < 1. Tt d6 dan dén vo ly. O

Ménh dé 2.4. ([10]) Cho A va B la cdc ma tran cé cung 6 chiéu. Néu
ABT =0 va ATB =0, thi ||[A+ B|l. = ||All« + || B+

Chitng minh. Gia st A, B € R™*". Xét phan tich SVD rat gon ciia A va
B:
A=UsE4Vi,  B=UpSpVL,

voi Uy € R™ " Vy e R 3,4 € RMX,
UB E RmXT‘Q’ VB E RRX’I“Q’ EB E RTQX’I‘Q.
Ta co:

ABY = U3 VIiVEYEUL = 0.

Vi Uy va Upg la ma tran kha nghich trai ném V;{VB = 0.

Tuong tu, ATB =0 thi U{Up = 0.

Vi UXUp = 0 nén [UA UB} la ma tran truc giao; tuong tu [VA VB,] Do
do, ta ¢6 mot phan tich gia tri ki di hop 1é cho A + B:
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A+B=|Us Ug| Vi VB}T.

2B
Ta da ching minh duge ||A + B« = ||A||« + || B+ ]

Ta xét bd dé sau.

Bo6 dé 2.5. Cho A va B la cic ma tran cé cung so chieu. Khi do, ton tai

cac ma tran By va By sao cho:

1. B= B+ Bs.
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2. rank By < 2rank A.
3. ABY =0 va ATBy = 0.
4. (B1, By) = 0.
Chiing minh. Xét phan tich gia tri ky di day du ctia A, xn
a—u | v
0 0

Dit B = UTBV
B By
321 BQZ

B =

Hai ma tran By va By dugce dinh nghia béi

Ta dé& dang c6 thé thay rang By va Bs thod man cac diéu kien tir (1),(3)
va (4). Diéu kién (2) dugce théa man, bdi vi hang clia ma tran B; khong
By 0 10 By,

VUGt quéa tong hang ctia | va . Trong d6 hang ctia moi
By 0 0 0

ma tran trén khong vugt qué rank(A). O

Dinh 1y 2.6. ([10]) Gid s rang r > 1 sao cho 65 < 1/10. Khi dé
X = X,

Ching minh. Tt tinh t61 wu ctia X*, ta c6 || Xo|[« > || X*|]+

bat R .= X* — X,. Ap dung Bo dé 2.5 v6i ma tran X, va R, ton tai
cac ma tran Ry va R. sao cho R = Ry + R., rank Ry < 2rank X, va
XoRT =0 va XTI = 0. Do do,

[ Xoll« = [[Xo + Rl|s = [|Xo + Ro + Rel| = [|Xo + Rel| — [[Rol|«

(2.10)
= [[Xol« + [[Rel[ — || Rol |,
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trong d6 bat dang thitc thit ba la do bat dat thiic trong tam giéc, bat dang
thitc cudi 1a theo Ménh dé 2.3.
Nhu vay,

|| Rol |« = [ Re+ (2.11)

Tiép theo, ta chia R. thanh cdc ma tran Ry, Ry, ...(cac ma tran nay co
hang t61 da 1a 3r).
Dit R. = U diag(c)V7T 1a SVD ctia R.. Cho mdi i > 1, xac dinh tap chi
s0 I; = {3r(i —1)+1,...,3ri} va dat R; := Uy, diag (o,) V! (cht ¢ réng

(Ri, Rj) = 0 néu i # j)). Tt cAu trac nhu vay, ta 6
1
O'kS%jEGI:U] \V/k?EIZ'_H,

bao gom || R 1|7 < = | R;||>. Ta ¢6 thé tinh

;;&F<j%;y&*a%ﬂ&*<%ﬁmw<égwmp
(2.12)

v6i dang thic cudi tir (I1Ro||l« < ||Ro||r) va su that rang rank Ry < 2r.

Cubi ciing, chi § rang, hang ctia Ry + Ry t6i da 1a 57, nén ta c6 thé bd

ching cung nhau nhu la

LAR)[| = A (R + Ri)l| = > [IA(R))]

j>2
> (1= 65) [ Ro+ Billp — (14 63:) > 1Rl
| >2
5 = (2.13)
> ((1 — 05) — \/;(1 + 53r)> | Rol| o

> (100 = (04500 Il

Tu gid thuyét A(R) = A(X* — X)) = 0 nén néu cac thanh phan ¢ bén
phia tay phai la duong, Ry = 0, diéu nay suy ra R, = 0 tit (2.11)), va do dé
X* = Xj. Ta c6 thé thay vé phai duong khi 903, + 1165, < 2. Tit 3, < Js,,

ta c6 X* = X néu s, < %.
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S6 ti le % & trong chiing minh dinh 1y duge chon dé dé tinh toan, va 16
rang né khong t6i wu. Co6 thé dat duge rang buoc chit hon khi lam viec
truc tiép véi dong thi hai dén dong cudi cing trong (2.13). Diém quan

trong nhat 1a ds, bi chan trén bdi mot hang sé doc lap véi m, n, r va p.
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CHUONG 3

THUAT TOAN TOI UU CHO BAI
TOAN CUC TIEU CHUAN

NGUYEN TU

Trong chuong nay ching to6i sé trinh bay hai phuong phéap giai bai toan
cuc tiéu chuan nguyen ti. o) phan 3.1, phuong phap thi nhat 1a dua bai
toan cuc tiéu chuan nguyén tit vé bai toan quy hoach nita xéc dinh duong,
va st dung phuong phép diém trong dé giai bai toan nay. Day la mot
phuong phap hiéu qua cho cac bai toan kich thuée nhd, cho ta cac két qua
c6 do chinh xac rat cao. Tuy nhién, do phtc tap ctia thuat toan lén, né
chi c6 thé xit 1y t6t khi dit lieu c6 s6 chieu khoang 50 ([10]).

Vi vay, trong phan 3.2, chtiing t6i sé gi6i thieu mot phuong phap dua
bai toan vé dang bai toan tdi wu khong rang buoc va sit dung thuat toan
proximal gradient va phién ban tang toc ctia n6é (FISTA). Phuong phap
nay co thé giai quyét cac bai toan thuc té c¢6 kich thude lén. Céac két qua
thit nghiém ctia hai phuong phap trén dugc trinh bay trong phan 3.3. C6
rat nhiéu phuong phap téi wu khéc c6 thé giai hieu qua cho bai toan chuan
nguyeén ti trén khong gian ctia cdc ma tran, tuy nhién ching to6i chua c6
du thai gian dé nghien ctiu, ciing nhu khong gian dé trinh bay hét vao luan

van nay.
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3.1 Dua bai toan cuc tiéu chuan nguyén ti

vé dang quy hoach ntta xac dinh duong

Déi véi cac bai toan tuong déi nhé doi héi do chinh xac cao, phuong
phap diém trong cho bai toan quy hoach ntta xac dinh duong c6 thé duge
ap dung giai truc tiép cho bai toan cuc tiéu chuan nguyen ti. T bai toan
cuc tiéu chuan nguyén ti, ta c6 thé dé dang dua vé bai toan quy hoach

nita xac dinh duong nhu dudi day.
Theo Dinh 11 [1.11} chuan déi ngau clia chuan toan tit || - || tren R™*" la
chuan nguyén tt || - ||+, nén
1 X]|ls = sup{Tr(XTY): Y e R™" ||Y|| < 1},
hay || X ||« 1&4 nghiém ctia bai toan
maximize Tr (X TY)
théa man |V <1.

Ta co:
Y| <1< o01(Y) <1 (v6ioy(Y)lagia tri ki di 16n nhat ctia Y )
S M YY) <1 (véi A (YYT) la gia tri rieng 16n nhét ciia YY)

1—X 0 0
( \
0

I1—X ... O
& =0, (3.2)

K 6 6 1—:)\n)

VO A1, Mg, ..., A 12 cac gid tri rieng cia YY1, Vi YY7 13 ma tran déi xing,

nén cé thé phan tich:

(M 0 ... 0)

T 0 X ... 0 T .
YY' =P P*, trong d6 P la ma tran truyc giao.

00
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Cho v € R" bat ki, ta c6[3.2| tuong duong

(1-x 0 ... 0 )
0 1—X ... 0
v P 2 PTyT w0
\ 0 0 ... 1—2x\,
vl -YYT ! =0
sIl—-vYYT 2o, (3.3)
Y s I, Y
Theo Bo deé Schur, (3.3) tuong duong véi >= 0, hay
YT I,
Yi<te | " | %0 (3.4)
YT I,
Tit day ta c6 bai toan nita xac dinh duong ciia [3.1}
maximize Ir (X TY)
I, Y (3.5)
thoa man ~ 0.
YT I,
Ta c6 thé viét lai dudi dang
minimize — Tr (X"Y) (3.6)
I, Y
théa man  — =< 0. (3.7)
YT I,
s e | W Wi a2
Xét ham Lagrange cuia bai toan |3.6| véi > 0. la hé so La-
Wi Was

grange:

I, Y Wi Wi >

YT I, Wi Wy

= —(X,Y) + (=L, Wi1) + (=Y, Wyo) + (=Y T WL + (=1, Wa).

LY, W) = —(X.Y) —<
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Ham ddi ngau Lagrange:
g(W) = igl/f L(Y,W).
Khi do
VyL(Y, W) ==X —Wi — Wiy =0— X = —-2W.

—Tr(Wy) — Tr(W. du X = —2Wo,
Nen g(W) _ ( 11) ( 22) neu 12

—00 con lai.
Tt day, bang cach dat Wy = 2Wqy, Wy = 2Whs ta c6 bai toan ddi ngau
ntta xac dinh duong ctia bai (3.5) :
1
minimize 5 (Tr (Wy) 4+ Tr (W3))
W, —X (3.8)
sao cho >~ 0.
—XT W,

Do dé6, tit bai toan chuan nguyeén ti

minimize || X||.

(3.9)
sao cho  A(X) =b.
ta c6 thé dua vé bai toan quy hoach nita xac dinh duong nhu sau:
1
minimize 5 (Tr (Wh) + Tr (W))
w, -X
sao cho ! ~ 0 (3.10)
- XT w,
A(X) =b.

V6i cac ma tran c6 kich thuéc khong qué 16n, ching ta cé thé dung
phuong phap diém trong cho bai toan nita xac dinh duong dé giai. Hien
tai da co cac cong cu thu vien dé gidi sin cac bai toan nay nhu SeDuMi
[20] hay SDPT3 [21]. Trong luan van nay, ching toi sé sit dung thu vién
CVXOPT (https://cvxopt.org/), mot phan mém kha manh dé giai cac


https://cvxopt.org/

33

bai toan toi wu 16i, vi cu thé hon trong trusng hop day la giai bai toan
chuan nguyén tit bang phuong phap diém trong cho bai toan nita xac dinh
duong. Ching t6i sé trinh bay chi tiét vé thu vien CVXOPT ciing nhu
cach thuc hién 6 phan thit nghiem sb 3.3.

3.2 Thuat toan proximal gradient

Nhu chiing ta c6 thé thiy, dé tim nghiém ctia bai toan cuc tiéu chuan
nguyén ti véi viéc tinh chinh xac rang buoc A(X) = b méat rat nhiéu chi
phi tinh toan, ma trong thyc té thi viéc tinh chinh xac tuyéet déi 1a khong
can thiét hay khong mang nhiéu ¥ nghia. Li do 1a, cac phan tit quan sét
dugce c6 thé chia nhidu, va c¢6 thé khong ton tai ma tran hang thap thoa
man diéu kien A(X) = b. Do vay, thay vi giai bai toan cyc tiéu chuan

nguyen ti, ta c6 thé xét bai toan t6i wu khong rang budc sau:

o 1
minimize y cgmxn §HA(X) — b||3 + pl| X[, (3.11)

v6i p 1a tham s6. Mo hinh déu dugc nghién ctiu béi nhiéu nha toan hoc
[22, 23],... Trong luan van nay, ching to6i xin trinh bay thuat toan proximal
gradient v& phién ban ting téc dé gidi bai toan phuc hoi ma tran véi kich

thuéc ma tran 16n ([24]).

3.2.1 Toan ti¥ Proximal

Dinh nghia 3.1. ([12]) Cho ham f : R" — (—o0,00]. Todn ti proximal
duoc dinh nghia bdi:

1
prox;(z) = argmin,cg.{ f(u) + §|\u —z||*} wdi x€R"

Dinh 1y 3.2. ([12]) Cho [ : R" — (—00, 00| la ham déng va loi. Khi dé
prox;(z) la duy nhat vdi moi x € R bat ky.

Vi du 3.3. Néu f = c véi ¢ € R nao d6, thi

1
prox(z) = argmin, € R"{c+ EHU —z|*} = .
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Vi du 3.4. Cho f(z) = (a,x) + b, v6i a € R" and b € R.
. n 1 2
prox(r) = argmin, € R" < (a,u) +b+ §Hu — z||
: Lo 1 2
— argmiin, e { (0.2) + b~ Sl + Slu— (z )
=z —a.

Vi du 3.5. Cho g : R — R, duge xdc dinh béi g(z) = A|z|, v6i A € R,

prox, () la nghiém cyc tiéu clia ham:

) = h(u) =M+ 3(u—12)%  u>0,

ho(u) = —du+ 5(u— )%, u<0.

Néu u > 0, thi 0 = Aj(u) = A+ u — x, hay v = x — A. Do d6, néu
x> A, thi prox,(z) = x — \.

Néu u < 0, tuong tu ta c6 x < —A, lic nay prox,(r) = x + A. Néu
|z| < A, thi prox,(z) = 0.

Vay prox, (z) = sgu(x)]la] - N+

3.2.2 Thuat toan Proximal
Xét mo hinh téng quat
minimize,cg» {F(x) = f(z) + g(x)}, (3.12)
trong do:
e g:R" — R 1a ham 15i, c6 thé khong tron.

e f:R" — R la ham 16i, L-tron, nghia 1a f kha vi lien tuc va V f thoa
man:

IVf(x) =Vl < Lellz—yl, Va,y e RY,

v6il Lf > (.
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Dé hiéu ¥ tudng ding sau thuat toan giai (3.12), ta sé bt dau tir thuat
toan chiéu gradient dé giai bai toan trong truong hgp g = d¢ véi C
14 tap dong va 161, Trong trudng hgp nay, bai toan dua vé dang

minimize {f(x):z € C}. (3.13)

Budc cap nhat tong quat ciia phuong phap chiéu gradient cho bai toan

3

an— Po (a:k —t:Vf (a:k)) :
véi t;, 1a do dai bude tai vong lap k. Dé dang, ta c6 thé viét lai bude cap
nhat nhu sau

gFt = argmin, {f (ask) + <Vf (xk) , T — xk> + QLtk Hx — :EkH2} :

Tic 1a, gia tri lan lap tiép theo 1a nghiém cuc ticu trén C' clia tong
tuyén tinh ctia phan ham tron tai buéc lap hién tai cong v6i hang tit gan
ké bac hai.

Quay lai mo6 hinh téng quat , that tu nhien khi tong quat hoa ¥
tudng treén va xac dinh gia tri ctia budc lip tiép theo nhu nghiem cuc tieu
clia téng tuyén tinh cta f tai 2*, ham khong tron ¢ va hang ti gan ké bac

hai:

o = argmin, cpn {f (:L‘k) -+ <Vf (xk) T — xk> +g(x) + QLtk Hl‘ — kaQ}
(3.14)

Sau mot s6 bude bién doi dai s6 va luge bo cac s6 hang khong doi, ta c6

thé viét lai (3.14) thanh
, 1 2
2" = argmin, . {tkg(x) + 3 ”x — (xk — 1V f (xk)) H } . (3.15)
Ta c6 thé viét lai theo dinh nghia cta toan tu proximal:

gt = proxy, , (ZUk — .V f (Ik)) :

T day, ta c6 thé mo ta thuat toan proximal gradient véi kich thuée bude
nhéy ¢, = 1/Lj nhu sau:
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Thuat toan proximal gradient

Khdi tao: Chon 2° € int(dom(f)).

Cho £ =0,1,2,..., cic buéc dugce thiyre hién nhu sau:
Buéc 1: Chon Ly € (%,oo) :

a9 Pyt okl k1 k
Buéc 2: Dat o° " —pI‘OXleg(x —L—ka(x ))

Toc do hoi tu ciia thuat toin proximal gradient duge ching minh 1a
O(1/k)[12].

Tiép theo, chiing t6i sé trinh bay phuong phéap cai tién dé cé thé tang
toc do hoi tu clia thuat toan, c6 thé dat dén O(1/k?), thuong duge goi 1a
"FISTA", dugc dua ra béi Beck va Teboulle [25]. Thuat toan FISTA duge
trinh bay nhu sau:

Thuat todn proximal gradient tang tdéc (FISTA)

Khéi tao: Chon z' € R™. Dat Yo = xo va to = 1. Chon Ly, = Ly
Cho k=0,1,2,..., tao 2 tit 2% béi cac budce lap sau:

8 ktl ko1 kY.
Buéc 1 2" = prox . (y —L—ka(y ))7

. 144/ 1+4t2
Buéc 2 tk+1 = Tk

Budc 3 yht! = 2k 4 (E> (sck“ — a:k)

tt1

Tinh ding dan ctia thuat toan va tdc do hoi tu ciia thuat toan co the

tham khéo & [25].

Bay gio, thuat toan FISTA dudc ap dung cho bai toan chuan nguyeén
ti nhu sau

1
. - X)—b 2 X . 1
Juin S LAG) = by + pll X (3.16)

vl f(X) = 5 A(X) = bl3 va g(X) = ul| X]]..
Taco VFY)=AT(AY) —b)
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= prox.., <Y’f — iAT(A(Y) — b)) .

k

Theo [23], thi

X = U, diag((o — Lﬁ)+)vT,
k

v6i U,V va o la tu phan tich SVD cua
Yk — (L) TAT(A(Y) = b) = U. diag(o) V7.

Tu day, ta c6 thé gidi bai todn chuan nguyén ti bing phuong phap
FISTA véi cac bude nhu sau:

FISTA cho (3.11))

Khéi tao: Chon X° € R™*" dat Yy = Xy vato = 1, chon L > 0
Cho k=0,1,2,..., tao X*! tit X* béi cac budce lap sau:

Buéce 1 Dat GF = Y* — L AT(A(Y") - b)
Tinh SVD ctia Gy: Gy = U. diag(o)V7.

Budc 2 X*! = U diag((o — Lﬂk)+)VT.

. 144/ 1+4t2
Buéc 3 tk;_|_1 = Tk

Bude 4 YH+ = X (=L (X - xF),

Th+1

3.3 Tht nghiém sé

O trong phan nay, ta sé trinh bay cac két qua vé thit nghiem sb dé
giai bai toan phuc hoi ma tran thong qua bai todn chuan nguyeén ti. 0
thit nghiem s6 1, ta sé so sanh thuat todn diém trong cho bai toan nta
xac dinh duong v6i thuat toan FISTA v6i ma tran duge tao ngau nhién

theo phan phdi chuan véi s6 chiéu nhé. O thit nghiem s6 2, ta sé giai
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quyét bai todn xtt Iy anh, cu thé la phuc hdi anh bang thuat toan FISTA
va danh gid do hieu qua ciia né. O thit nghiem sb 3, ta s6 gidi quyét
bai toan véi kich thuéc ma tran 16n, cu thé la giai bai toan Netflix v6i bo
dt lieu MovieLens 100k (https://grouplens.org/datasets/movielens/
100k/). Ngon ngit phan mém chung t6i thiic hien & day bing PYTHON.
O thuat toan FISTA, céac lan thit nghiém trong luan van nay, ching toi
dat Ly =1, 0= 10"%]|AT(b)||2, dua theo két qua nghien ctu [24].

3.3.1 Tht nghiém vé6i ma tran kich thuéc bé

V6i thuat toan diém trong cho bai toan nita xac dinh duong, ching toi
stt dung thu vien CVXOPT (https://cvxopt.org/) dé giai. CVXOPT la
mot thu vién mién phi dugce viét trén ngon ngit 1ap trinh Python gitp giai
rat nhiéu cac bai toan téi wu 16i, duge phat trién bsi Martin Andersen,
Joachim Dahl, v Lieven Vandenberghe. Trong thu vién nay cung cap goi

lenh dé gidi bai toan chuan nguyén ti viét theo ¥ tudng ctia [26].

Dé so sanh hai thuat toan diém trong cho bai toan nita xac dinh duong
va thuat toan FISTA, & thi nghiem dau chung t6i tao mot ma tran ngau
nhien M c6 kich thuée 30 x 30, tuong tng 900 phan tit, hang bang 3,
bang cach 1ay hai ma tran ¢ 30 x 3 1a My, vi Mp véi cac phan ti dugc
lay ngau nhién doc lap tuan theo theo luat phan phdi Gaussian va dit
M = ML.MZ{. Dé dam bao diéu kién c¢6 thé phuc hoi ma tran ma tran,
ta lay ngau nhién tap Q cac phan ti quan sat dudc theo phan phoi déu.
Trong thi nghiém nay, ching toi chay chuong trinh v6i s6 phan tit quan
sat dugce tur [200, 700], tuong ting véi ti 1¢ s6 phan t1t da biét chiém tit 20%
dén 80% dé danh gia toc do hai tu, kha ning phuc hai chinh xac ma tran
va thdoi gian chay.

Ta sé danh gia sai s6 clia thuat toan bang cach tinh € = || X, —
M||p/IM||F, v6i Xop 1a két qua thuat toan tra ve, 1a ma tran sau khi
dugc phuc hoi. Néu e cang bé thi két qua phuc hoi ma tran cang tot, nghia

14 ma tran sau khi phuc hoi sé cang chinh xac so v6i ma tran ban dau.

Két qué chay 6 thi nghiem dau tien duge thé hien 6 Hinh [3.1] dusi day:


https://grouplens.org/datasets/movielens/100k/
https://grouplens.org/datasets/movielens/100k/
https://cvxopt.org/
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Hinh 3.1: Két qua chay thit nghiém véi kich thuéc ma tran ¢d 30 x 30, s6
luong quan sat ducc chiém tit 20% dén 80%.

Nhin vao két qua thuc nghiém, ta c6 thé thay vé téc do hoi tu va kha
niang phuc hoi ma tran cta hai thuat toan 1a nhu nhau. Thoi gian chay
ctia hai thuat toan trong truong hop kich thuéc nhoé cing xap xi nhau.
Tuy nhién, ta xét ki hon veé sai s6 sau khi hai thuat toan da hoi tu ¢ Hinh
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Hinh 3.2: Két qua chay thit nghiém véi kich thuéc ma tran ¢d 30 x 30, s6
luong quan sat 16n chiém tit 68% dén 80%.
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Ta c6 thé thay ring khi st dung phuong phap diém trong cho bai toin
nita xac dinh duong, nghiém thu duge thoa man rang budc trong bai toan
cyc tieu chuan nguyeén tit, con trong khi sit dung thuat toan (FISTA), thi

sai s6 xap xi 107,

Chung to6i tiép tuc thyc nghiem thit 2, véi viéc tao ma tran ngau nhién
tuong tu véi thi nghiem trén, tuy nhién kich thuéc ma tran thay déi. Kich
thudc ma tran véi lan thit nghiem nay 1a 50 x 50. Ta c6 thé quan sat két
qué chay véi Hinh [3.3] dudi day:

—— Thuét todn diém trong
== Thuat toan FISTA
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Hinh 3.3: Két qua chay thi nghiém véi kich thuéc ma tran ¢d 50 x 50, s6
luong quan sat dugc chiém tu 20% dén 80%

C6 thé thay rang vé téc do hoi tu va sai s6 thi ta c6 thé danh gid no
gibng v6i thi nghiem dau tién. Tuy nhién, diéu ching t6i mudn néi & day
14 vé mat thoi gian. Sau khi tang kich thudc ma tran tir 30 x 30 len 50 x 50
thi thuat toan diém trong cho bai toan ntta xac dinh duong da chay lau
hon gap 3-5 lan so véi thuat toan FISTA. Ta c¢6 thé xem két qua vé thoi
gian chay cuia hai thuat toan nhu Hinh .

Ciing nhu da néi 6 phan 3.1, thi thuat toan diém trong cho bai toan
ntta xac dinh duong khong phit hop cho cac bai toan toan cé sd chiéu 1én.
Vay nén, véi ma tran c6 kich thuéc bé, va mong muodn can phuc hoi mot
cach chinh xac dén mitc hoan hdo cac ma tran thi ta sé dung thuat toan

diém trong, con v6i nhitng bai toan thuc té thi ching ta nén sit dung thuat



41

Thuét toan n Hang |Tilé quansat| Saisd | Thaigian (gidy)
R X 0.3 0.396 1.16
Thuat toan
o 30 3 0.4 0.030 1.3
diém trong
0.6 4.4e-8 0.68
0.3 0.350 0.86
FISTA 30 3 0.4 0.160 1.76
0.6 0.0002 0.97
R X 0.3 0.326 10.02
Thuét toan
o 50 4 0.4 0.072 9.09
diém trong
0.6 7.59e-8 4.66
0.3 0.227 1.39
FISTA 50 4 0.4 0.024 1.55
0.6 0.001 1.47

Hinh 3.4: Két qua veé sai s6 va thoi gian clia hai thuat toan diém trong va
thuat toan FISTA

toan FISTA. Trong cac lan thuc nghiém tiép theo, ching toi sé dung thuat
toan FISTA dé xit Iy cac bai toan thuc té, cu the 1a bai toan xt Iy anh va
bai toan Netflix.

3.3.2 X1 ly anh véi thuat toan FISTA

Dé chi ra cac ing dung clia bai toan chuan nguyén t1, trong thi nghiem
nay chung toéi ap dung thuat toan FISTA trong viéc xit Iy anh. X1 1y anh
14 mot phan nganh trong x1t Iy s6 tin hiéu véi tin hieu x Iy 14 anh. Day 1a
mot phan nganh khoa hoc méi rat phat trien trong nhiing nam gan day.
X1t 1y 4nh gom 4 linh vyge chinh: xit 1§ nang cao chat lugng anh, nhan dang
anh, nén anh va truy van anh. Su phat trién cta xi 1y &nh dem lai rat

nhiéu 1¢i ich cho cuoc sdng clia con ngudi.

Ngay nay xu Iy anh da dugc 4p dung rat rong rai trong doi song nhu:
photoshop, nén anh, nén video, nhan dang bién sé xe, nhan dang khuon
mit, nhan dang chit viét, xit Iy anh thién vin, dnh y té,....

Trong thi nghiém nay, ching toi sé minh hoa cho viéc phuc hoi 4nh tit
mot biic &nh nhiéu. Mot bitc anh c6 thé biéu dién duéi dang cic ma tran.
Thé nén viéc phuc hoi mot bitc &nh nhiéu, tuwong duong véi bai toan phuc
hoi ma tran véi mot ti le phan ti da biét.

Thi nghiém dugc thuyc hién 6 cac buéc nhu sau: Dau tién, ching toi
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stt dung bitc anh 14 logo ctia MIT, dudgc lay ti trang web https://vi.m.
wikipedia.org/wiki/T%E1%BA%ADp_tin:MIT_logo.svg Biic anh gbc ban

dau c6 hinh dang nhu sau:

Hinh 3.5: Logo MIT.

Day 1a btic 4nh c6 kich thuée 166 x 321 (53286 phan tit), hang clia ma
tran la 4. R6 rang ta thay day ld mot ma tran hang thap. Dé don gian
ho4, ching t6i sé thic hién véi bitc anh xam, tiic 1a biic anh duge chuyen
ve thanh mot 16p ma tran. Ching t6i sé minh hoa viéc phuc hoi ma tran

bang thuat toan FISTA. Céc két qua thit nghiem duge thé hien duéi day:

Anh nhigu

o 50 100 150 200 250 300

Hinh 3.6: Vi du cho viéc phuc hoéi anh véi ti 1é sé diém anh da biét chiém

5%.

Ta c6 thé thay rang, doi v6i ma tran hang thap, mic du ching ta chi
biét 5% diem anh nhung ching ta c¢6 thé khoi phuc duge bic anh c¢é thé
nhin kha ro. Con véi ti 1é da biét chiém 20% thi ta gan nhu da khoi phuc
duge hoan hao biic anh. Diéu nay cho ta thay bai toan chuan nguyéen tit
da giai quyét rat tot cho bai toan xit 1y anh.


https://vi.m.wikipedia.org/wiki/T%E1%BA%ADp_tin:MIT_logo.svg
https://vi.m.wikipedia.org/wiki/T%E1%BA%ADp_tin:MIT_logo.svg
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Anh sau khi dugc phuc héi

100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300

Hinh 3.7: Vi du cho viéc phuc hoi anh véi ti 1é s6 diém anh da biét chiém

10%.

Anh sau khi dugc phuc héi
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Hinh 3.8: Vi du cho viéc phuc hoi anh véi ti 1é s6 diém anh da biét chiém

20%.

50 100 150 200 250 300

3.3.3 Bai toan Netflix

Chung t6i sé sit dung bo co s6 dit lieu MovieLens 100k béi GroupLens
(https://grouplens.org/datasets/movielens/)). Trong nay, ngusi ta
cung cap cac bo dit lieu c6 kich thude tit nhé dén 1én: 100.000, 1.000.000,
10.000.000, 25.0000.000 lugt danh gia. Trong luan van nay, nham muc dich
dé minh hoa cho thuat toan, ching toi da st dung bo dit lieu nhd nhat véi
100.000 lugt danh gia duge cong bo vao thang 4/1998.

Trong bo d lieu 100.000 lugt danh gia nay c6 cac tép tin nhu sau:

e u.data: day la tép chia 100.000 lugt danh gia cho 1682 bd phim tu
943 nguoi dung. Nha cung cap ciing cho biét thém, sé c6 it nhat 20
bo phim duge danh gia tit moi ngusi dung. Cac lugt danh gid sé nhan
gia tri tit 1 dén 5 sao.

e ua.base, ua.test, ub.base, ub.test: o) day dé thuan loi cho viéec


https://grouplens.org/datasets/movielens/
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ap dung cac thuat toan, chia bo dit lieu thanh hai tap con dé mot tap
13 huén luyén va mot tap dé danh gia két qua. Trong pham vi luan

van nay, chung toi sé dung bo ua.base va ua.test.

e u.user: tép tin nay chia cac thong tin ngusi diing, bao gdm: id, tudi,
gi6i tinh, nghé nghiép, viing mién vi ngudi ta tin rang cac thong tin
nay c6 thé anh hudng téi sé thich cac ngusi ding. Tuy nhién, trong
thuat toan ctia chung to6i dang st dung, ching to6i coi cac ngusi dung

la binh dang nhau, nén chiing toi khong st dung thong tin nay.

e u.genre: tép tin nay chita tén ctia 19 thé loai phim. Cac thé loai
bao gom: unknown, Action,Comedy, Crime, Adventure, Animation,
Children’s, Documentary, Drama, War, Fantasy, Sci-Fi, Thriller,Film-
Noir, Horror, Musical, Mystery, Romance, Western. Tuwong tu nhu
phan ngusi dung, chiing téi coi cac bo phim 1a binh dang nhau, khong
c6 moi lien he hay dic tinh chung gitta cadc bo phim véi nhau, nén

thong tin nay chiing t6i cling khong sit dung.

Vi trong bai toan phuc hoi ma tran, ching to6i da coi cidc ngudi dung
va cdc bo phim 1a doc lap nhau, khong c6 su tuong quan bat ki gitta hai
nguoi dung hay hai bé phim nao véi nhau, nén & day, ching to6i chi quan
tam dén lugt danh gia ctia nguoi dung dén cac bo phim, khong quan tam
dén thong tin nguoi dung ciing nhu tinh chat cac bo phim. Nhu da néi &
trén, ching toi sé ding bo wa.base dé huan luyén, bo wa.test 1a bo ding
dé kiém tra danh gid do chinh xéac ctia thuat toin. Bo ua.base va ua.test
ducc chia ra tit bo dit lieu goc véi ti e 9:1. Dt lieu dau vao tap huan luyéen
¢6 943 nguoi dung, 1682 bo phim véi 90570 lugt danh gia. Co nghia & day,
sO phan ti da biét trude chi chiém 5.7% Dit lieu dau vao c6 dang nhu sau:
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user_id movie_id rating wunix_timestamp

0 1 1 5 874965758
1 1 2 3 876393171
2 1 3 4 878542960
3 1 4 3 876893119
4 1 7 &) 889751712
90565 943 1047 2 875502148
90566 943 1074 4 888640250
90567 943 1188 &) 888640250
90568 943 1228 3 838640275
90569 943 1330 3 838692465

Hinh 3.9: Dit lieu dau vao ctia bai toan Netflix.

Trong bang dit lieu nay, nguoi ta xép theo thi tu ID ciia ngudi dung,
& mdi ngudi ding sé thé hien luot danh gia ctia ho tuong tng véi cac ID
ctia phim theo tht tu. Ta c6 thé thay, ngudi dung thtt nhat xem phim mot
va danh gia 1a 5 sao, nguoi dung thit nhat xem phim hai danh gia 3 sao,
ngudi dung thi 943 xem phim thi 1228 danh gia 3 sao,... Ngusi dung thit
943 khong xem phim hoac khong danh gia phim c¢6 ID la 1229, nén khong
hién lugt danh gia & trong ma tran dit liecu dau vao. Tuong tir nhu thé véi
cac nguoi dung va cac phim con lai. . Vi dy, nhu ngusi dung c6 1D la 1,
ta c6 thé thay ngusi ding c6 ID 1a "1" da danh gia nhitng bo phim nao:
Cac bd phim d3 ddnh gia:
[ 8 9 13 18 24 99 110 126 236 241 254 256 257 268 271 272 273 274
275 276 277 278 281 282 283 284 285 286 287 288 208 202 203 204 205 207
208 200 3@@ 391 302 303 384 395 306 307 368 309 318 312 314 315]
Cac lugt danh gii tuong ¢ng véi mdi bd phim:

[4243454545443454354434454543333414334
433

5
4454473 3 145515]

Hinh 3.10: Doc két qua dit lieu Neflix v6i nguoi dung c6 ID 1a "1".

Vi dé phuc hoi ma tran dit lieu dau vao, hay néi cach khac la du doan

cac luot danh gia ciia nguoi dung doi véi cac bo phim, thi v6i bai phuc hoi
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ma tran, ta can cac hang va céc cot co toi thieu it nhat mot phan ti. Don
gidn 1a néu ta khong c6 mot ti thong tin gi vé nguoi dung hay bo phim thi
ta khong c6 mot co sé nao dé c6 thé dy doan vé ngudi dung dé sé danh
gia cao bo phim nao, hay bo phim dé6 sé phtt hgp v6i ngusi nao. N6 giéng
nhu kiéu dé du doan trong mot ki thi bat ki, ban A dugc bao nhiéu diém,
nhung ta khong c6 bat ki thong tin nao vé ban A thi ta khong thé nao du
doan dugc ban A dat bao nhiéu diém.

Vay nén, truée khi 4p dung thuat toan, chiing to6i ¢6 bude xu Iy dit lieu
v6i ma tran dau vao. Vi trong bo dit lieu da chic chin méi ngusi dung
danh gia it nhat 20 bo phim rdi nén ching t6i chi can kiém tra xem c6 bo
phim nao khong c6 lugt danh gia khong. V6i cac bo phim nao chua c6 lugt
danh gia, thuong ching ta sé c6 hai cach la bé bo phim dé ra khoi bo dit
lieu, hodc dién ngau nhién mot luct danh gia ctia bo phim tuong ng véi
nguoi dung nao do.

Sau khi xit 1y dit lieu xong, ching t6i sé dung thuat toan FISTA dé xt

Iy thuat toan, véi bai toan chuan nguyen tit nhu sau:

minimize rank(X)

(3.17)
thoa man Xz'j = M;; (Z,j) e Q.

v6i M;; 1a ma tran di lieu dau vao khong day di,  la tap cac chi s6 ID
cac nguoi dung ¢ da danh gia cac bo phim c6 ID 1a 7. Vi mot s6 phan ti
trong ma tran M khong c6é thong tin, nén ta khong thé tinh toan sai s6
nhu cach tinh & phan thi nghiém nhu ching ta da lam véi cidc ma tran
dugce tao ngau nhién trong phan 3.3.1.

Trong cudc thi Netflix, thi ngusi ta danh gia sai s6 theo cong thic
RMSE, tiic can bac hai cua trung binh cong binh phuong cta 16i. RMSE
cang bé thi cho ta thay két qua du doan cang tot. RMSE dudc tinh nhu

Sau.

(Mi; — Xij)?
T

RMSE = | )
(i.J)€T
v6i X;; la ma tran sau khi ta da tinh toan caclugt danh gia ctia ngudsi dung

i d6i v6i phim j tuong tng; T 1a tap cac chi s6 ma c6 lugt danh gia trén
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tap kiém tra.

Sau khi chay vé6i thuat toan FISTA, ta c6 két qua sai s6 RMSE la:
0.9077. Nhu vay, sai s6 vao khoang 0.9 sao. Két qua nay dugc danh gia
nhu nao? Theo nhu tim hiéu ctia chiing téi, néu chi s dung cdc mo hinh
hoi quy tuyén tinh don gidn thi RMSE = 1.0540. Bai toan phuc hoi ma
tran trong truong hgp bai toan Netflix nay tuong ting v6i cac bai toan hé
goi ¥, ma muc tiéu clia cac bai toan hé goi ¥ chi can chi ra duge danh séch
cac bo phim duge danh gia cao nhat tuong tng véi mdi ngusi dung, co thé
la top 5 bo phim, hay 10 bo phim,...

Va bén ban t6 chiic cudc thi ciing da nghién citu va tuyén b rang ngay
c& khi nhitng cai thien nho6 giap RMSE giam di 1% déu dan dén sy khac
biét dang ké trong viéc 1lay 10 bo phim dude danh giad cao nhét tuong ting
v6i moi ngudi dung. Vay nén, thuat toan FISTA da giap céi thién gidm
RMSE 13.8%, thi chung toi cho riang day 1a mot két qua kha tot.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

Bai toan cuc tieu chuan nguyeén ti c6 tng dung rat da dang trong xt 1y
anh, he thong goi ¥, tai chinh théng ke, xit 1y tin hieu dia chan,... Trong

luan van nay ching to6i da tim hic¢u va nghién ctu duge:

e Bai toan cuc tiéu ham hang thong qua mo hinh thuc té 1a bai toan
dién cac phan ti con thiéu clia ma tran (matrix completion), cu thé
trong bai toan Netflix ing dung trong Hé théng goi ¥, tit d6 dua bai
toan cuc tieu ham hang vé bai toan cuc tiéu chuan nguyén ti, dua

vao tinh 16i ctia bai toan cuyc tieu chuan nguyén ti.

o Céac dieu kien RIP ddm bao mbi lién hé ctia bai toan cuc tieu chuan

nguyeén tit va bai toan cuc tiéu ham hang tuong tng.

e Hai phuong phap giai bai toan cuc tiéu chuan nguyén tit 1a phuong
phép diém trong cho bai toan quy hoach ntta xac dinh duong va
phuong phép tang toc proximal gradient(FISTA). Chung toi cling da
thit nghiem s6 dé so sanh hai phuong phéap trén, va tng dung né deé

giai bai toan xit Iy anh va bai toan Netflix.

Huéng nghién ciiu tiép theo

Chiting t6i mong mudén c6 thé xay dung céc thuat toan sit dung trong
hé gai ¥, véi s6 luong ngusi dung c6 kich thuée 16n tit vai trieu dén vai ty.
Chung toi nhan thay mot s6 van dé trong qua trinh nghién ctu lam luan

van nhu sau:

1. Khi ¢6 ngudi danh gid vé mot bo phim/ mot mit hang ndo do, thi
cau héi nén dugce dat ra rang su danh gia dé c¢6 phit hop hay khong?
Vi du, néu nhu mot nguoi 6 ring ram, chua ting tiép xtc véi thé gisi

van minh vd danh gia vé chat luong ciia xe dién Tesla, thi sy danh
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gia d6 khong nén c6 ¥ nghia, ciing nhu hé thong goi ¥ du tot can phai
loai trit cac trudng hgp nay.

2. Ching ta da gid su rang, tat ci cac ngudi dung, cac bo phim/hang
héa,... déu binh ding v6i nhau thong qua viéc loai bd di tat ca cac
thong tin lién quan khéc, ngoai trir viéc danh gia. Trong khi do, cac
thong tin quan trong khac nhu su quan hé ctia nhiing nguci danh gia
v6i nhau, sy tuong dong ciia cdc mat hang/ cdc bo phim ciing nén

doéng mot vai tro 16n.

Thuyc tién chiitng minh, néu hau hét tat cd nhitng ban beé clia mot
nguoi déu thich mot mat hang nao do, thi xac xuat rat cao ngusi do
ciing sé thich. Diéu nay ciing tuong ty nhu trong ly thuyét mang xa
hoi, hai ngudi c6 cling mot 16p cac ban be v6i nhau thi xac xuat rat
cao ciing sé 1a ban be quen biét v6i nhau, va do d6 hé thong goi v két

ban nén ggi y ban be chung.

3. D61 vdi cac bai toan thuc té ¢6 kich thude 16n nhu hién nay (bigdata),
v6i s6 ngudi diing c6 thé lén dén ca trieu, ca ty ngusi ding trong khi
thuat toan FISTA chi dang gidi t6t v6i ma tran c6 so6 chiéu khoang
10° [24], vay nén viéc tinh toan vdi cdc bai toan bigdata c6 thé gip
nhieu kh6 khan.

Cau hoi khong tam thuong dit ra, lam cach ndo dé c6 thé xay dung
duge mot 1y thuyét vé goi ¥ ma c6 thé hoat dong cho mot s6 luong cuc 16n
ngudi dung?

[@N

Mot cach hién nhién, hé théng nhu vay can phai dugc thiét ké deé c
thé chay song song trén nhiéu nhan ciia bo vi xit 1y, hosic dude thiét ké dé
c6 thé chay trén nhiéu may tinh ctia mot hé théng tinh toan phan tan. Do
do6, néu nhu dit liéu clia ching ta c6 thé duge phan cum mot cach doc lap,
thi van dé c6 thé coi nhu duge gidi quyét. Vay cach phan cum nén duge

dién ra nhu thé nao?
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Phu luc

0 day la chtung t6i xin trinh bay nhiing y tudng nghién ctu cta dinh
huéng phét trién da néu & phia tren.

1. Can phai c6 mot cach nao dé dé dua thong tin clia quan hé gitta
ngusi dung v6i nhau, cting nhu cia cdc bd phim/mét hang véi nhau

vao trong ham to6i uu.

Dugc khich 1é béi Iy thuyét mang xa hoi va phan tich dit lieu topo,
ching t6i nghi dén st dung 1y thuyét toan ti Laplace trén do thi.

Chting ta nhac lai rang, cho mot do thi G = (V) E) ¢6 n dinh, v mot,
ma tran A = (9, ;) thé hien quan hé gitta cac doéi tuong i va j. Cho
f:V — R"la mot ham dinh nghia trén G, v : E — R la ham trong

SO.

Khi dé, toan tir Laplace duge dinh nghia

Af() = (fG) = F(7) g
jev
v6i moi 1 € V.
Y nghia thic té clia toan ti nay, dé 1a do dac mitc do vuot troi ciia

mot ngudi so véi ban be than thiét ciia ho.

Chtng ta trang bi cho khong gian cidc ngudi dung cau tric clia mot
do thi véi tac dong ciia mot toan ti Laplace roi rac. Cu thé hon, gia
st P; 1a phép chiéu chinh tac tit R™*" xuéng R", dua X trd thanh
hang thit i ctia X, khi d6 P;(X) tr6 thanh mot ma tran hang. Lién hé
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gitta hai nguoi dung i va j, sé dugc tré thanh lién hé gitta hai vector
P;(X) va Pj(X) nay.

Ta mong muén, hai ngudi i va j c6 ham lién hé ~; ;, dé néu v; ; rat
16n, thi hé goi ¥ nén goi ¥ hai ngudi dung nay rat gan nhau, va cong
them > »er |[P(X) — P;(X)|[3-7:; vao ham muc tieu. O day, V 1a
tap nhitng nguoi dung, ' C V' x V' 1a tap con gom cac ciap ngudi diing
c6 quan hé véi nhau. D6i véi mdi (i, j) € T, ta cho tuong ting mot s6
thuc khong am 7; ; thé hién quan hé giita hai ngusi dung. v; ; bang
0 néu nhu hai ngudi dung i va j khong c6 quan hé v6i nhau, va nhan
gia tri rat 16n néu i va j ¢6 quan hé mat thiét.

Cau chuyén xay ra ciing hoan toan tuong ti, ta c6 thé thém yéu td
lien hé vao cidc by phim/mit hang , trong d6 Q la cac phép chiéu len
truc bo phim/m#t hang ctia ma tran X, I 1a tap cdc bo phim/mit
hang , A C I x I 1a tap con gom cac cap bo phim/méit hang c6 quan
hé véi nhau. Khi d6, ham muc tiéu duge viét dudi dang

f=AX = bll3 4+ plIXI[ + D 1P(X) = Pi(X)|37,
(i,§)€T

+ > Qk(X) = QX5 Aky
(

kl)eA

Hién nhién, néu céc tham sd 7;; vA Ay, suy bién, ta quay tré lai
bai toan gbc thong thuong. Ching ta ciing c6 thé tinh dugec ma tran
C € R™" d € R* sao cho

f=11CX —d|)3+ pul| X]].
v6i C' cho bdi

CTC = ATA+ S 7(P=P)".(P—P)+ Y (BuQi—Q)"-(Qi—Q))

(i,j)eE (k)el.l
va d cho bdi
d=(C1)tAb.
Tuy nhién, cai quan trong hon, ching ta c6 thé ap dung dinh Iy nay

dé dua bai toan ggi ¥ cho mang xa hoi vé bai toan trong chuong 3
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mot cach rat don gidn ma gan nhu khong phai thay déi chuong trinh/

thuat toan.

Sau khi viét xong luan van, chung toi thay trong bai bao viét bdi
Kim-Chuan Toh va Sangwoon Yun, 2009 ([24]), c6 théo luan mot van
dé gan tuong tu. Cu thé hon, hai tdc gid nay mong mudn c6 mot
quan hé gitta nguoi dung 7 va mit hang thi k xap xi v6i mot hang
s6 0 cho trude. Va do d6, mot hang tit bac hai khac cling dugdc cong
thém vao cost function. Véi ky hiéu ctia ching to6i, hang t d6 c6 dang

|[P(Qr(X)) = 07,

. Chiing ta ciing biét riang, vé mit thuc té, chi c6 thé giai bai toan he
goi ¥ & khia canh dia phuong do han ché vé kha nang tinh toan cia
may tinh. Hon nita, nén gom cac ngudsi dung cé cac thudc tinh nao do

gan v6i nhau, vi do chinh xéac clia thuat toan sé cao hon.

Do dé, rat can thiét dé phan cum nguoi diing thanh céc cum, rdi sau
d6 méi ap dung thuat todn ggi ¥ cho tung cum. Va do d6, diéu nay

c6 thé dé dang thuc hien dudgc véi mot mang may tinh phan tan.

Chu ¥ rang, khi ta han ché thuat toan hé ggi ¥ xudéng mot tap con O
nao dé do thi, van dé phat sinh sé 1a c6 mot cot ting véi mot sé lugng
item nao d6 khong c6 day du thong tin. Ching ta sé khic phuc diéu
nay thong qua viéc loai bé tam thoi cac bd phim/mat hang ma khong

c¢6 mot danh gia nao trong tap O.

Mot diéu ta c6 thé nhan xét thay rang, khi dia phuong hoa hé goi ¥
trén mot tap di nhé O C G tap ngusi dung, thi hang ciia ma tran
duge xay dung néi chung sé nhé hon hang ciia ma tran duge xay dung
trén toan bo do thi ngudi ding. Y nghia thuc té clia didu nay, dé 1a
moi tap con ngudi dung cé6 mot sé tieu chi rieng doéi véi cac loai bo
phim/mat hang, va mot phép toan goi y day du trén tap tat ca cac
nguoi diing sé nén c6 day du cac tiéu chi clia tat ca nguoi dung.

Vay, van dé dugc dit ra, khi ndo thi cac hang dia phuong sé cé thé
ducc ghép néi chung véi nhau, tré thanh mot hang toan cuc? Coé trd

ngai nao ngan can dieu nay? Va cac ma tran day du nay, khi ghép nbi
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v6i nhau c6 syt vénh nhau trén phan giao ciia cac tap md hay khong?
Van de dugce dat ra ngugce trd lai:

1. Néu tit mot tap mé U, ta lién tuc thac trién giai tich toan ti lam day
ma tran lén toan bd tap ngusi dung, thi sau mot vong va quay trd lai
tap mé U, hang ciia toan ti ggi ¥ ciing nhu ma tran duge dién vao co

st thay doi hay khong?

2. Néu tit mot tap mé U, ta lien tuc théc trien giai tich toan ti lam day
ma tran lén toan bd tap ngusi dung, thi sau mot vong va quay trd lai

tap mé U, hang clia ma tran duge dién vao c6 su thay doi hay khong?

3. Mot mat ching ta c6 thé dinh nghia cac tap mé U di nhé va nghién
citu cach ghép noi lai dé tao ra do thi 16n, va nghién ctu cac ho, cac
16 trong dd thi 16n nay, vi do d6 c6 thé nghién cttu quan hé gitta

topological data analysis vGi bai toan hé ggi ¥ hoat dong ra sao?

4. Mit khéc ching ta c6 thé hay khong tit day phat trien mot mo hinh
noi vé cach mot ma tran c¢6 hang r duge mé rong tit mot tap mé sang

toan cuc ctia do thi nguoi dung?

5. Mit khac, bai toan nay cung cap mot diéu kien dé co thé ghép ndi dit
lieu hoc duge trong hé théng goi ¥ phan tan, dé dua ra mot nghiem
toan cuc dé c6 té tng dung trong thyuc té. Vi cach thiic trién khai
tuong ting?

Chtng toi tin rang, day 1a mot bai toin c6 ¥ nghia, vi tit 1y thuyét
bai toan phuc hoi ma tran hang thap, ching ta co thé giai quyét bai toan
anh xa mot do thi vio mot khong gian vector c¢6 s6 chieu thap thong qua
két qua ctia Candes-Terence Tao. Va van dé tuong tir vé quan hé gitta dia
phuong va toan cuc ciing xuat hién khi ching ta gidi quyét bai toan & mic
do Large Scale trong cong nghiép. Va trén mot do thi, nguoi ta quan tam
t6i cac bai toan t6i wu roi rac (vi du t6i uu van tai VRP, he goi ¥, phan
cum ...) nén thong qua luan vin nay, ngudi ta hi vong c6 thé dua vé bai

toan t6i uu trén khong gian Euclide (chtt khong chi ¢6 ban do phi Euclide),
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va tir do ¢6 the ap dung thém céac cong cu cua giai tich hién dai vao cac

bai toan t6i wu rdi rac.
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