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LỜI CAM ĐOAN

Tôi xin cam đoan những gì được trình bày trong luận văn là sự tự tìm

tòi, học hỏi, trau dồi kiến thức của bản thân dưới sự hướng dẫn tận tình

của thầy Đinh Nho Hào. Mọi kết quả nghiên cứu cũng như ý tưởng của

tác giả khác đã được công bố, nếu có được sử dụng trong luận văn này

đều được trích dẫn cụ thể. Đề tài luận văn này cho đến nay chưa được bảo

vệ tại bất kì một hội đồng bảo vệ luận văn thạc sĩ nào. Tôi xin chịu trách

nhiệm về những lời cam đoan.

Hà Nội, tháng 10 năm 2022

Học viên

Nguyễn Xuân Quý
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LỜI CẢM ƠN

Trước hết, tôi xin chân thành tỏ lòng biết ơn sâu sắc nhất của mình tới

GS.TSKH Đinh Nho Hào, người thầy đã trực tiếp hướng dẫn và giúp đỡ

tôi tìm ra đề tài luận văn cũng như định hướng nghiên cứu. Luận văn này

được hoàn thành dưới sự hướng dẫn tận tình trong một thời gian tương

đối dài của thầy. Thầy đã luôn quan tâm, giúp đỡ, khích lệ tôi trong suốt

quá trình học tập và nghiên cứu.

Tôi, Nguyễn Xuân Quý được tài trợ bởi Tập đoàn Vingroup-Công ty

CP và hỗ trợ bởi Chương trình học bổng thạc sĩ, tiến sĩ trong nước của

Quỹ Đổi mới sáng tạo Vingroup (VINIF), Viện Nghiên cứu Dữ liệu lớn,

mã số VINIF.2021.ThS.VTH.05. Xin gửi lời biết ơn đến sự hỗ trợ đầy ý

nghĩa từ quý học bổng đã hỗ trợ tài chính giúp tôi hoàn thành hai năm

học thạc sỹ vừa qua.

Tôi xin gửi lời cảm ơn Trung tâm Quốc tế Đào tạo và Nghiên cứu Toán

học, Viện Toán học và cơ sở đào tạo là Học viện Khoa học và Công nghệ,

Viện Hàn lâm Khoa học và Công nghệ Việt Nam đã tạo điều kiện thuận

lợi về môi trường học tập và nghiên cứu. Bên cạnh đó, trong quá trình học

tập, nghiên cứu và thực hiện luận văn, tôi còn nhận được nhiều sự quan

tâm, góp ý, hỗ trợ quý báu từ các quý thầy cô, anh chị và bạn bè trong và

ngoài Viện Toán học.

Đặc biệt, tôi xin cảm ơn gia đình, bạn bè và người thân, những người

đã luôn hỗ trợ, động viên và cổ vũ tôi trong suốt quá trình học tập và

nghiên cứu, đặc biệt trong thời gian hoàn thành luận văn.
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Mở đầu

Mục đích và đối tượng nghiên cứu luận văn

Chúng ta đang sống trong thời đại của internet, WiFi, ứng dụng di

động, Facebook, Twitters, Instagram, ,... tất cả những chúng có một điểm

chung là đều xử lý dữ liệu kỹ thuật số và do máy tính tạo ra. Có một cái

tên khá phố biến hiện nay dành cho không gian ảo của tất cả những thứ

này đó là dữ liệu lớn (big data). Các kích thước của không gian dữ liệu lớn

ngày càng tăng với tốc độ cấp số nhân. Vấn đề lớn chẳng hạn như phân

tích, xử lý hiệu quả, lưu trữ, khai thác, dự đoán, mô phỏng, nén và mã

hóa hoặc giải mã dữ liệu lớn đã trở thành vấn đề quan tâm lớn đến công

nghệ đương đại.

Phân tích trực giao chuẩn (Proper Orthogonal Decomposition, thường

gọi ngắn gọn là POD) là một phương pháp số cho phép giảm độ phức tạp

của các mô phỏng trên máy tính như động lực học chất lỏng tính toán

và phân tích cấu trúc (như mô phỏng va chạm). Điển hình trong phân

tích Động lực học chất lỏng và tua bin, nó được sử dụng để thay thế các

phương trình Navier-Stokes bằng các mô hình đơn giản hơn để giải [1].

POD về một lớp thuật toán được gọi là giảm thứ tự mô hình (hay nói

ngắn gọn là giảm mô hình). Về cơ bản, nó thực hiện là xây dựng một mô

hình dựa trên dữ liệu mô phỏng với số chiều ít hơn, hay nói ngắn gọn là

đơn giản hơn. Trên phương diện này, nó có thể được liên kết với lĩnh vực

học máy [2]. Thực tế, POD là phương pháp tìm ra một hệ trực chuẩn gồm

ℓ phần tử (ta gọi là cơ sở POD hạng ℓ), sau đó POD kết hợp với phương

pháp Galerkin (ta gọi là phương pháp POD-Galerkin) để xây dựng và giải

mô hình giảm số chiều dựa trên cơ sở POD đã có.
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Mục đích của luận văn này là giới thiệu phương pháp POD và ứng

dụng của phương pháp này để giải xấp xỉ một số bài toán trong phương

trình đạo hàm riêng (PDE) trong khoa học và kỹ thuật. Nhà toán học ứng

dụng, nhà khoa học, và các kỹ sư luôn xử lý dữ liệu lớn. Dữ liệu thường

bắt nguồn từ đâu? Chúng chủ yếu đến từ các bài toán và lời giải của các

phương trình hệ thống vật lý. Một số lượng lớn các phương trình mô hình

hóa là các PDE. Do đó, các phương pháp và thuật toán hiệu quả để xử

lý và tái nhu cầu giải quyết những dữ liệu như vậy là rất nhiều. Mục tiêu

chính là phát triển một phương pháp luận có thể giúp giải quyết những

thách thức trong việc xử lý các tập dữ liệu lớn và tăng tốc độ giải PDE

phụ thuộc vào thời gian.

Lược sử sơ lược về sự phát triển của POD

Phương pháp phân tích trực giao (POD) có một lịch sử lâu dài. Tiền

thân của POD là phương pháp vector riêng do K. Pearson [3] khởi xướng

từ năm 1901 để chọn những thành phần chính trong một lượng dữ liệu

lớn. Tuy nhiên, phương pháp ảnh tức thời (snapshots) cho POD mới được

Sirovich [4] khởi xướng vào năm 1987. Phương pháp này được phát triển

cho nhiều bài toán trong các lĩnh vực khác nhau, như xử lý tín hiệu và

nhận dạng mẫu, thống kê, thủy động học, khí tượng, kỹ thuật y sinh,...

Một thời gian dài kể từ năm 1987, phương pháp POD chủ yếu được

sử dụng để thực hiện phân tích thành phần chính (PCA) trong tính toán

thống kê. Đặc biệt, phương pháp POD-Galerkin bắt đầu được áp dụng vào

xây dựng mô hình bậc số chiều cho PDEs, được đề xuất trong công trình

xuất sắc năm 2001 và 2002 bởi Kunisch và Volkwein [5, 6]. Từ thời điểm

đó trở đi, cơ sở giảm hoặc giảm mô hình của các phương pháp tính toán

số dựa trên POD cho PDE đã trải qua một số phát triển nhanh chóng,

cái tiến hiệu suất cho các giải pháp số cho PDE. Phương pháp xây dựng

mô hình với bậc nhỏ dựa trên cơ sở POD ngày càng được ứng dụng vào

nhiều mô hình trong nhiều lĩnh vực trong cuộc sống như y tế [7], địa chất

[8, 9],...

Xây dựng và giải mô hình giảm số chiều dựa trên phương pháp POD-

Galerkin cho bài toán parabolic được Kunisch – Volkwein công bố với các
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ước tính sai số được trình bày trong [5, 6]. Cách xây dựng cơ sở POD

cũng như xây dựng mô hình giảm số chiều cho một số PDE trong Rn được

Volkwein và các đồng tác giả trình bày trong [10]. Nhiều bài báo, tài liệu

những năm gần đây càng hoàn thiện dần về mặt lý thuyết xây dựng cơ sở

POD, chứng minh độ hiệu quả và ứng dụng phương pháp POD-Galerkin

một cách linh hoạt, sáng tạo hơn vào các loại PDE khác như hệ hỗn hợp

eliptic-parabolic, tiêu biểu phải kể đến như [11].

Bố cục luận văn

Bài luận văn tập trung vào hai nội dung nghiên cứu chính là: Thứ nhất,

giới thiệu phương pháp POD và một số tính chất của nó và thứ hai, ứng

dụng để giải một số bài toán trong phương trình đạo hàm riêng. Nội dung

kiến thức chủ yếu tham khảo hai bài báo [5, 6], được chia thành 5 chương:

Chương 0: Mô tả các kiến thức cần chuẩn bị về đại số tuyến tính, phương

trình đạo hàm riêng và giải tích hàm.

Chương 1: Tổng quan về phương pháp POD gồm hai phiên bản rời rạc

và liên tục. Đồng thời phát biểu mối liên hệ giữa chúng và mối liên hệ giữa

POD và SVD trong Rn.

Chương 2 và Chương 3 : Giới thiệu cách xây dựng cơ sở POD bằng các

snapshot cho bởi phương trình tiến hóa tuyến tính và phi tuyến. Đồng thời

trình bày hai lược đồ là Euler-POD-Galerkin lùi và Crank-Nicolson-POD-

Galerkin để giải mô hình giảm số chiều cho hai dạng bài toán phương trình

tiến hóa parabolic tuyến tính và phi tuyến, đánh giá sai số của mỗi lược

đồ.

Chương 4 : Trình bày kết quả giải số cho hai phương trình Burgers 2D

và phương trình truyền nhiệt thông qua giải mô hình giảm số chiều được

xây dựng bởi cơ sở POD với các snapshot được xây dựng bởi phương pháp

phần tử hữu hạn. So sánh sai số giữa thực tế với ước lượng sai số lý thuyết

được trình bày ở Chương 2 và Chương 3.
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CHƯƠNG 0

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

0.1 Đại số tuyến tính

Định nghĩa 0.1. (SVD) Cho ma trận A ∈ Cm×n với m ≥ n. Phân tích

giá trị kì dị (Singular Value Decomposition, viết tắt là SVD) của A là ma

trận A được viết dưới dạng

A = UΣV ∗,

trong đó U và V là hai ma trận unitar và Σ là ma trận đường chéo. Nếu

U ∈ Cm×m, V ∈ Cn×n và Σ ∈ Cm×n thì A = UΣV ∗ được gọi là SVD đầy

đủ của A. Nếu U ∈ Cm×n, V ∈ Cn×n và Σ ∈ Cn×n thì A = UΣV ∗ được

gọi là SVD rút gọn của A.

Định lý 0.2. ([12], trang 29) Mọi ma trận A ∈ Cm×n đều có SVD. Hơn thế

nữa, các giá trị kỳ dị σj được xác định duy nhất. Nếu A là ma trận vuông

và các giá trị σj là khác nhau thì các vector kỳ dị trái và phải {vj}, {uj}
xác định duy nhất (sai khác nhân tử có module bằng 1).

Định lý 0.3. ([12], trang 33-34) Cho ma trận A ∈ Rm×n, chuẩn ∥ · ∥2
trong không gian ma trận cỡ m× n được xác định như sau

∥A∥2 = sup
x∈Rn,x ̸=0

∥Ax∥Rm

∥x∥Rn

,

trong đó ∥ · ∥Rk là chuẩn Euclid trong Rk. Giả sử SVD của A là UΣV ∗
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với Σ = diag(σ1, σ2, ..., σmin(m,n)) thỏa mãn σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σmin(m,n) ≥ 0.

Khi đó ∥A∥2 = σ1.

Định lý 0.4. ([12], trang 33-34) Cho ma trận A ∈ Cm×n. Nếu A = A∗

thì các giá trị kì dị của A là giá trị tuyệt đối của các giá trị riêng của A.

Định lý 0.5. ([13], trang 471-472) Cho ma trận A ∈ Rm×m. Giả sử rằng

A có m giá trị riêng thực được sắp xếp theo thứ tự giảm dần λ1 ≥ λ2 ≥

... ≥ λm. Bất kì x ∈ Rm và x ̸= 0, thương Rayleigh
xTSx

xTx
có giá trị nhỏ

nhất bằng λm và đạt giá trị lớn nhất bằng λ1.

0.2 Phương trình đạo hàm riêng

Cho ∅ ≠ Ω ⊂ Rn là tập mở và bị chặn. Kí hiệu∫
Ω
φ(x)dx

là tích phân Lebesgue của φ : Ω → R.

Định nghĩa 0.6. Cho 1 ≤ p ≤ ∞, ta đặt

∥φ∥Lp(Ω) =

(∫
Ω
|φ(x)|pdx

)1/p

với 1 ≤ p <∞

và

∥φ∥Lp(Ω) = esssup{|φ(x) | x ∈ Ω|} với p = ∞.

Không gian định chuẩn Lebesgue Lp(Ω) với chuẩn ∥·∥Lp(Ω) được định nghĩa

như sau

Lp(Ω) = {φ : Ω → R | φ là Lebesgue đo được và ∥φ∥Lp(Ω) <∞}.

Đặc biệt, nếu p = 2 thì L2(Ω) là không gian Hilbert. Ngoài ra, giả sử X

là một không gian định chuẩn, hằng số T > 0 và hàm số φ : [0, T ] → X

là hàm khả tích theo nghĩa Bochner. Ta đặt

∥φ∥Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0
∥φ(t)∥pXdt

)1/p

nếu 1 ≤ p <∞.
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Khi đó không gian định chuẩn Bochner-Lebesgue Lp(0, T ;X), 1 ≤ p <∞
với chuẩn ∥ · ∥Lp(0,T ;X) được định nghĩa

Lp(0, T ;X) = {φ : [0, T ] → X | φ đo được và ∥φ∥Lp(0,T ;X) <∞}.

Định nghĩa 0.7. Với bất kì f : Ω → R, ta kí hiệu

supp(f) = cl({x ∈ Ω | f(x) ̸= 0}),

trong đó, cl(A) là bao đóng của A trong Rn với mọi tập hợp A ⊂ Rn.

Không gian C∞
0 (Ω) được định nghĩa như sau

C∞
0 (Ω) = {φ ∈ C∞(Ω) | supp(φ) là tập compact trong Ω}.

Hơn nữa, tập các hàm khả tích địa phương L1
loc(Ω) được định nghĩa

L1
loc(Ω) = {φ : Ω → R | φ ∈ L1(K) với bất kì tập compact K ⊂ Ω}.

Định nghĩa 0.8. (Đạo hàm yếu) Cho α = (α1, .., αn) là một đa chỉ số

các số nguyên không âm. Đặt |α| =
∑n

i=1 αi. Bất kì hàm f ∈ C∞(Ω), ta

kí hiệu Dαf cho đạo hàm riêng

∂|α|f

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n
,

với x = (x1, .., xn) ∈ Ω. Một hàm φ ∈ L1
loc(Ω) được gọi là có đạo hàm yếu

Dα
wφ = ϕ nếu ϕ ∈ L1

loc(Ω) thỏa mãn∫
Ω
ϕψdx = (−1)|α|

∫
Ω
φDαψdx với mọi ψ ∈ C∞

0 (Ω).

Định nghĩa 0.9. (Đạo hàm thời gian yếu [14]) Cho X là không gian

Hilbert. Đạo hàm yếu theo thời gian của hàm u : [0, T ] → X là hàm được

kí hiệu bởi ut ∈ L2(0, T ;X∗) (hoặc u̇ ∈ L2(0, T ;X∗)) sao cho

∀ϕ ∈ C∞
0 ([0, T ]) :

∫
[0,T ]

uϕ′dt = −
∫
[0,T ]

utϕdt.

Định lý 0.10. ([15]) Cho T > 0 và không gian Hilbert X, không gian

định chuẩn W (0, T ;X) được định nghĩa bởi

W (0, T ;X) =
{
φ ∈ L2(0, T ;X) : φt ∈ L2 (0, T ;X∗)

}
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với chuẩn

∥φ∥W (0,T ;X) =
(
∥φ∥2L2(0,T ;X) + ∥φt∥2L2(0,T ;X∗)

)1/2
.

Không gianW (0, T ;X) là không gian Hilbert vàW (0, T ;X) ↪→ C([0, T );X).

Định nghĩa 0.11. Cho k là số nguyên không âm và φ ∈ L1
loc(Ω). Giả sử

rằng φ có đạo hàm yếu Dα
wφ với mọi đa chỉ số α sao cho |α| ≤ k. Khi đó

chuẩn Sobolev của φ được cho bởi

∥φ∥W k,p(Ω) =

( ∑
|α|≤k

∥Dα
wφ∥

p
Lp(Ω)

)1/p

với p ∈ [1,∞)

và

∥φ∥W k,∞(Ω) = max
|α|≤k

∥Dα
wφ∥L∞(Ω) với p = ∞.

Không gian Sobolev W k,p(Ω) được định nghĩa

W k,p(Ω) =
{
φ ∈ L1

loc(Ω) | ∥φ∥W k,p(Ω) <∞ với p ∈ [1,∞]
}
.

Trường hợp đặc biệt, p = 2, ta kí hiệu Hk(Ω) = W k,2(Ω). Khi đó

H1(Ω) =
{
φ ∈ L2(Ω) | ∂jφ ∈ L2(Ω) (j ∈ {1, ..., n})

}
.

Hơn nữa, ta thường kí hiệu cho một không gian Sobolev khác

W k,p
0 (Ω) là bao đóng của C∞

0 (Ω) trong W k,p(Ω).

Với p = 2, k = 1, ta kí hiệu H1
0(Ω) = W 1,2

0 (Ω).

Định lý 0.12. (Bất đẳng thức Poincaré) Nếu Ω là tập bị chặn, tồn tại

hằng số C = C(Ω) sao cho bất đẳng thức sau xảy ra

∀φ ∈ H1
0(Ω), ∥φ∥L2(Ω) ≤ C∥∇φ∥L2(Ω).

Định lý 0.13. (Định lý nhúng [16]) Không gian Sobolev H1(Ω) là không

gian Hilbert, tách được. Cho số nguyên k ≥ 1 và 1 ≤ p <∞. Khi đó

W k,p(Ω) ↪→ Lq(Ω),

trong đó 1/q+ 1/p = 1. Với trường hợp đặc biệt k = 1 và p = 2 ta có dãy

các không gian

H2(Ω) ∪H1
0(Ω) ↪→ H1

0(Ω) ↪→ H1(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω),

trong đó H−1(Ω) là không gian đối ngẫu của H1(Ω) và mỗi phép nhúng

đều liên tục.
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0.3 Giải tích hàm

Định lý 0.14. (Hilbert-Schmidt [17]) Tập hợp Λ tất cả các giá trị riêng

khác 0 của một toán tử compact tự liên hiệp A ∈ L(H) trong không gian

Hilbert H là hữu hạn hoặc đếm được. Nếu đếm được thì tập hợp đó tạo

thành một dãy hội tụ về 0.

Định lý 0.15. (Toán tử compact Kolmogorov [18]) Cho B là tập con của

Lp(Rn) với p ∈ [1,∞). Tập B là tiền compact khi và chỉ khi các điều kiện

sau xảy ra:

1. ∀ε > 0,∃δ > 0 sao cho ∥f(x − h) − f∥Lp(Rn) < ε,∀f ∈ B,∀h thỏa

mãn |h| < δ.

2. lim
r→∞

∫
|x|>r

|f |p hội tụ đều về 0 trên B.

Định lý 0.16. (Lax-Mingram [19]) Cho X là một không gian Hilbert với

chuẩn là ∥·∥X và tích vô hướng ⟨·, ·⟩X và giả sử rằng A là dạng song tuyến

tính và L là hàm tuyến tính thỏa mãn các tính chất sau:

1. A là đối xứng, có nghĩa là A(v, w) = A(w, v),∀w, v ∈ X.

2. A là X-elliptic, có nghĩa ∃ α > 0 sao cho A(v, v) ≥ α∥v∥2X ,∀v ∈ X.

3. A liên tục, có nghĩa ∃ C ∈ R sao cho |A(u, v)| ≤ C∥u∥X∥v∥X với

mọi u, v ∈ X.

4. L liên tục, có nghĩa ∃ K ∈ R sao cho |L(u)| ≤ K∥u∥X ,∀u ∈ X. Khi

đó tồn tại duy nhất u ∈ X sao cho A(u, v) = L(v),∀v ∈ X và ta có

ước lượng ∥u∥X ≤M/α.

Định lý 0.17. (Bất đẳng thức Young [20]) Với mọi a, b ≥ 0, ε > 0 và với

mọi p ∈ (1,∞) ta có

ab ≤ εap

p
+

bq

qεq/p
,

trong đó q = p/(p− 1).
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Định lý 0.18. (Điểm bất động Schauder [21]) Cho (X, ∥ · ∥) là một không

gian Banach trên K (K = R hoặc K = C) và S ⊂ X là tập khác rỗng, lồi,

đóng và bị chặn. Khi đó bất kì toán tử compact A : S → S đều có ít nhất

một điểm bất động.

Định lý 0.19. (Phân tích phổ của toán tử compact [22]) Cho X, Y là

hai không gian Hilbert. Toán tử A ∈ L(X, Y ) compact, tự liên hợp và

(An)n ⊂ L(X, Y ) là dãy gồm các toán tử compact, tự liên hợp sao cho

lim
n→∞

∥An−A∥L(X,Y ) = 0. Tập các giá trị riêng Λ của A gồm các λi, i ∈ N
được sắp xếp theo thứ tự giảm dần về 0. Giả sử tồn tại k ∈ N sao cho

λk, λk+1 ∈ Λ và λk ̸= λk+1. Khi đó với mọi i ∈ {1, .., k}, ta có

lim
n→∞

λin = λi,

trong đó λin là giá trị riêng thứ i trong dãy giá trị riêng giảm dần của An.
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CHƯƠNG 1

PHƯƠNG PHÁP PHÂN TÍCH

TRỰC GIAO CHUẨN (POD)

Cho X là không gian Hilbert thực với tích vô hướng ⟨·, ·⟩X và chuẩn

∥ · ∥X . Giả sử rằng y(t), t ∈ [0, T ] là một quá trình diễn ra trong thời gian

từ t1 = 0 đến thời điểm cuối T (quá trình này thường được biểu thị thông

qua một phương trình vi phân hoặc một phương trình đạo hàm riêng).

Cho trước số n ∈ N đặt

0 = t1 < t2 < · · · < tn = T

là một lưới trên [0, T ]. Để đơn giản hóa bản trình bày, lưới thời gian

được giả định có kích thước bước lưới cố định ∆t = T/(n − 1). Khi đó

tj = (j − 1)∆t, ∀j = 1, . . . , n.

Giả thiết rằng các ảnh chụp nhanh (ta gọi là snapshots) yj = y (tj) ∈ X

là các giá trị hoặc hình ảnh thu được tại các thời gian cụ thể tj, ta kí hiệu

V = span {y1, . . . , yn}

là không gian con sinh bởi các snapshot {yj}nj=1. Ta giả sử rằng ít nhất

một trong số các snapshot khác 0. Kí hiệu {ψk}dk=1 là một cơ sở trực chuẩn

của V với d = dimV . Khi đó mỗi snapshot có thể biểu diễn

yj =
d∑

k=1

⟨yj, ψk⟩X ψk với mọi j = 1, . . . , n. (1.1)
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Phương pháp phân tích trực giao chuẩn (POD) bản chất là tìm một cơ

sở trực chuẩn sao cho với bất kì ℓ ∈ {1, . . . , d} cho trước thì trung bình

sai số bình phương giữa các phần tử yj, 1 ≤ j ≤ n và tổng riêng ℓ phần tử

của (1.1) là nhỏ nhất:

min
{ψi}ℓi=1

1

n

n∑
j=1

∥∥yj − ℓ∑
i=1

⟨yj, ψi⟩X ψi
∥∥2
X

sao cho ⟨ψi, ψj⟩X = δij với 1 ≤ i ≤ ℓ, 1 ≤ j ≤ i.

(P ℓ
min)

Nghiệm {ψk}ℓk=1 của (P ℓ
min) được gọi là cơ sở POD rank ℓ.

Nhận xét 1.1. Ta định nghĩa

In(y, ψ1, .., ψℓ) =
1

n

n∑
j=1

∥∥yj − ℓ∑
i=1

⟨yj, ψi⟩X ψi
∥∥2
X

và

I(y, ψ1, .., ψℓ) =

∫ T

0

∥∥y(t)− ℓ∑
i=1

⟨y(t), ψi⟩X ψi
∥∥2
X
dt.

Khi đó, với mọi y ∈ C([0, T ];X) ta có được lim
n→∞

TIn(y) = I(y).

1.1 Phương pháp POD rời rạc

Biến đổi cơ bản ta chuyển bài toán tối ưu (P ℓ
min) sang bài toán tối ưu

cực đại tương đương

max
{ψi}ℓi=1

1

n

n∑
j=1

∣∣ ℓ∑
i=1

⟨yj, ψi⟩X
∣∣2

sao cho ⟨ψi, ψj⟩X = δij với 1 ≤ i ≤ ℓ, 1 ≤ j ≤ i.

(P ℓ
max)

Trước hết ta xét bài toán sau

max
{ψi}ℓi=1

1

n

n∑
j=1

∣∣⟨yj, ψ⟩X∣∣2 thỏa mãn ∥ψ∥X = 1. (P 1
max)

Bài toán tối ưu có ràng buộc (P 1
max) có thể được giải quyết bằng cách xem

xét các điều kiện cần đạo hàm bậc nhất bằng 0. Xét L : X × R → R là
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hàm Lagrange ứng với (P 1
max) được định nghĩa bởi

L(u, λ) = 1

n

n∑
j=1

∣∣⟨yj, u⟩X∣∣2 + λ
(
1− ∥u∥2X

)
với (u, λ) ∈ X × R. (1.2)

Giả sử u ∈ X là nghiệm của (P 1
max). Khi đó, điều kiện cần là đạo hàm bậc

nhất theo bất kì hướng φ ∈ X đều bằng 0, tức là

d

dδ
L(u+ δφ, λ)|δ=0 = 0 với mọi φ ∈ X.

Từ (1.2) ta có

d

dδ
L(u+ δφ, λ)|δ=0

=
d

dδ

[1
n

n∑
j=1

⟨yj, u+ δφ⟩X⟨yj, u+ δφ⟩X − λ⟨u+ δφ, u+ δφ⟩X
]
δ=0

= 2
[1
n

n∑
j=1

⟨yj, φ⟩X⟨yj, u⟩X − λ⟨u, φ⟩X
]

= 2
[
⟨1
n

n∑
j=1

⟨yj, u⟩Xyj, φ⟩X − λ⟨u, φ⟩X
]
.

Từ đó suy ra

⟨1
n

n∑
j=1

⟨yj, u⟩Xyj, φ⟩X − λ⟨u, φ⟩X = 0,∀φ ∈ X. (1.3)

Ta định nghĩa toán tử tuyến tính bị chặn Yn : Rn → X bởi

Ynv =
n∑
j=1

vjyj với v ∈ Rn,

trong đó v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn. Toán tử liên hiệp Y∗
n : X → Rn được cho

bởi

Y∗
nz = (⟨z, y1⟩X , . . . , ⟨z, yn⟩X)

⊤ với z ∈ X.

Dẫn đến Rn =
1

n
YnY∗

n ∈ L(X) và Kn =
1

n
Y∗
nYn ∈ Rn×n xác định như sau

Rnz =
1

n

n∑
j=1

⟨z, yj⟩X yj mọi z ∈ X và (Kn)ij =
1

n
⟨yj, yi⟩X . (1.4)
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Kết hợp (1.3), ta có

⟨Rnu, φ⟩X = λ⟨u, φ⟩X với mọi φ ∈ X.

Suy ra nghiệm tối ưu u của bài toán (P 1
max) thỏa mãn

Rnu = λu.

Để ý rằng Rn =
1

n
YnY∗

n ∈ L(X) là toán tử tự liên hợp, bị chặn và nửa

xác định dương trên X. Hơn nữa, vì ImRn ⊂ V = span {y1, . . . , yn} nên

ImRn có hữu hạn chiều. Do đó, Rn là một toán tử compact. Theo định

lý Hilbert-Schmidt, tồn tại một hệ cơ sở trực chuẩn {ψi}i∈N của X và một

dãy {λi}i∈N số thực không âm sao cho

Rnψi = λiψi, λ1 ≥ · · · ≥ λd > 0, và λi = 0 với i > d.

Từ đó suy ra

L(ψ1, ·) =
1

n

n∑
j=1

∣∣⟨yj, ψ1⟩X
∣∣2 = 1

n

n∑
j=1

⟨yj, ψ1⟩X ⟨yj, ψ1⟩X

=
1

n

n∑
j=1

〈
⟨yj, ψ1⟩X yj, ψ1

〉
X
=

1

n
⟨
n∑
j=1

⟨yj, ψ1⟩Xyj, ψ1⟩X

=
1

n
⟨YnY∗

nψ1, ψ1⟩X = ⟨Rnψ1, ψ1⟩X = λ1.

Bây giờ ta sẽ chứng minh ψ1 là nghiệm tối ưu của (P 1
max). Giả sử ũ ∈ X

là một vector bất kì thỏa mãn ∥ũ∥X = 1. Vì {ψi}∞i=1 là hệ cơ sở trực chuẩn

trong X, nên ta có

ũ =
∞∑
i=1

⟨ũ, ψi⟩X ψi,

trong đó
∑∞

i=1 |⟨ũ, ψi⟩X |
2 = 1. Từ đó ta có

L(ũ, ·) = 1

n

n∑
j=1

∣∣⟨yj, ũ⟩X∣∣2 = 1

n

n∑
j=1

∣∣⟨yj, ∞∑
i=1

⟨ũ, ψi⟩X ψi⟩X
∣∣2

=
1

n

n∑
j=1

∣∣⟨yj, ∞∑
i=1

⟨ũ, ψi⟩Xψi⟩X
∣∣2

=
1

n

n∑
j=1

∞∑
i=1

∞∑
k=1

(
⟨yj, ⟨ũ, ψi⟩X ψi⟩X ⟨yj, ⟨ũ, ψk⟩X ψk⟩X

)
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=
1

n

n∑
j=1

∞∑
i=1

∞∑
k=1

(
⟨yj, ψi⟩X ⟨yj, ψk⟩X ⟨ũ, ψi⟩X ⟨ũ, ψk⟩X

)
=

∞∑
i=1

∞∑
k=1

(
1

n

n∑
j=1

⟨yj, ψi⟩X yj︸ ︷︷ ︸
=λiψi

, ψk⟩X ⟨ũ, ψi⟩X ⟨ũ, ψk⟩X

=
∞∑
i=1

∞∑
k=1

(⟨λiψi, ψk⟩X︸ ︷︷ ︸
=λiδik

⟨ũ, ψi⟩X ⟨ũ, ψk⟩X)

=
∞∑
i=1

λi |⟨ũ, ψi⟩X |
2 ≤ λ1

∞∑
i=1

|⟨ũ, ψi⟩X |
2 = λ1∥ũ∥2X = λ1.

Tóm lại, ψ1 là nghiệm tối ưu của (P 1
max) và argmax (P 1

max) = λ1. Tổng

quát, ta có định lý sau.

Định lý 1.2. Cơ sở POD hạng ℓ ≤ d là nghiệm bài toán tối ưu (P ℓ
max)

được cho bởi

Rnψi = λiψi với mọi i = 1, ..., ℓ,

trong đó λ1 ≥ . . . ≥ λd > 0 là các giá trị riêng dương của Rn và ψi ∈
X, i ∈ {1, .., d} là các vector riêng tương ứng của λi.

Chứng minh. Ta chứng minh dựa vào quy nạp theo ℓ. Bằng lập luận phía

trên, trường hợp ℓ = 1, nghiệm bài toán tối ưu (P ℓ
max) chính là ψ1 thỏa

mãn

Rnψ1 = λ1ψ1.

Giả sử với ℓ ≥ 1, ta có {ψi}ℓi=1 là cơ sở POD hạng ℓ, tức là nghiệm của

bài toán tối ưu (P ℓ
max) thỏa mãn

Rnψi = λiψi với mọi i ∈ {1, ..., ℓ}.

Khi đó nghiệm của bài toán P ℓ+1
max là (ψ1, ..., ψℓ, u) với u là nghiệm bài toán

tối ưu sau

max
u∈X

1

n

n∑
j=1

∣∣⟨yj, u⟩X∣∣2
thỏa mãn ⟨ψi, u⟩X = 0 với 1 ≤ i ≤ ℓ và ∥u∥X = 1.

(1.5)
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Vì hệ các vector riêng {ψi}∞i=1 tạo nên hệ cơ sở trực chuẩn của X. Do đó,

nếu ⟨u, ψi⟩X = 0 với 1 ≤ i ≤ ℓ thì u có dạng

u =
∞∑

i=ℓ+1

⟨u, ψi⟩Xψi.

Với giả thiết ∥u∥X = 1 ta suy ra
∑∞

ℓ+1 |⟨ψi, u⟩X |
2 = 1. Ta có

1

n

n∑
j=1

∣∣ ⟨yj, u⟩X ∣∣2 = 1

n

n∑
j=1

∣∣⟨yj, ∞∑
i=ℓ+1

⟨u, ψi⟩X ψi⟩X
∣∣2

=
1

n

n∑
j=1

∞∑
i=ℓ+1

∞∑
k=ℓ+1

(
⟨yj, ⟨u, ψi⟩X ψi⟩X ⟨yj, ⟨u, ψk⟩X ψk⟩X

)
=

1

n

n∑
j=1

∞∑
i=ℓ+1

∞∑
k=ℓ+1

(
⟨yj, ψi⟩X ⟨yj, ψk⟩X ⟨u, ψi⟩X ⟨u, ψk⟩X

)
=

∞∑
i=ℓ+1

∞∑
k=ℓ+1

( 1
n

n∑
j=1

⟨yj, ψi⟩X yj︸ ︷︷ ︸
=λiψi

, ψk⟩X ⟨u, ψi⟩X ⟨u, ψk⟩X
)

=
∞∑

i=ℓ+1

∞∑
k=ℓ+1

(⟨λiψi, ψk⟩X︸ ︷︷ ︸
=λiδik

⟨u, ψi⟩X ⟨u, ψk⟩X)

=
∞∑

i=ℓ+1

λi |⟨u, ψi⟩X |
2 ≤ λℓ+1

∞∑
i=ℓ+1

|⟨u, ψi⟩X |
2 = λℓ+1.

Hơn nữa, từ định nghĩa của Rn , dẫn đến

λiψi = Rnψi =
1

n

n∑
j=1

⟨ψi, yj⟩X yj.

Suy ra

λi = ⟨λiψi, ψi⟩X =
1

n

n∑
j=1

∣∣⟨ψi, yj⟩X∣∣2 .
Như vậy, ψℓ+1 là nghiệm tối ưu của (1.5). Do đó nghiệm của bài toán P ℓ+1

max

là (ψ1, ..., ψℓ, ψℓ+1).

Hệ quả 1.3. Ma trận tương quan K = Kn ứng với các snapshot {yj}nj=1,

với Kij =
1

n
⟨yj, yi⟩X là ma trận nửa xác định dương, tự liên hợp, có hạng
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là d. Khi đó tồn tại λ1 ≥ . . . ≥ λd > 0 là các giá trị riêng dương của K

và v1, . . . , vd ∈ Rn là các vector riêng tương ứng. Cơ sở POD hạng ℓ ≤ d

được cho bởi

ψk =
1√
λk

n∑
j=1

(vk)j yj,

trong đó (vk)j là thành phần thứ j của vector riêng vk. Hơn nữa, ta có

công thức sai số

1

n

n∑
j=1

∥∥yj − ℓ∑
k=1

⟨yj, ψk⟩X ψk
∥∥2
X
=

d∑
k=ℓ+1

λk.

Chứng minh. Ta có Rn và Kn có cùng tập giá trị riêng khác 0. Bất kì giá

trị riêng λk ̸= 0 của Kn và vk là vector riêng tương ứng của λk, ta đặt

ψk =
1√
λk

n∑
j=1

(vk)j yj =
1√
λk

Ynvk.

Khi đó

Y∗
nψk =

1√
λk

Y∗
nYnvk =

1√
λk

Knvk =
1√
λk
λkvk =

√
λkvk.

Suy ra

YnY∗
nψk = Yn

√
λkvk =

√
λkYnvk =

√
λk
√
λkψk = λkψk.

Dẫn đến ψk là vector riêng ứng với giá trị riêng λk củaRn. Vậy nên {ψi}ℓi=1

là cơ sở POD của (P ℓ
min).

Ngoài ra, vì

λi = ⟨λiψi, ψi⟩X =
1

n

n∑
j=1

∣∣⟨ψi, yj⟩X∣∣2 với mọi i,

nên

1

n

n∑
j=1

∥yj∥2X =
1

n

n∑
j=1

∥∥ ∞∑
i=1

⟨ψi, yj⟩Xψi
∥∥2
X
=

1

n

n∑
j=1

∣∣ ∞∑
i=1

⟨ψi, yj⟩X
∣∣2

=
∞∑
i=1

1

n

n∑
j=1

|⟨ψi, yj⟩X |2 =
∞∑
i=1

λi =
d∑
i=1

λi.

(1.6)
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Điều này dẫn đến

1

n

n∑
j=1

∥∥yj − ℓ∑
k=1

⟨yj, ψk⟩X ψk
∥∥2
X

=
1

n

n∑
j=1

〈
yj −

ℓ∑
k=1

⟨yj, ψk⟩X ψk, yj −
ℓ∑

k=1

⟨yj, ψk⟩X ψk
〉
X

=
1

n

n∑
j=1

∥yj∥2X −
ℓ∑
i=1

1

n

n∑
j=1

|⟨ψi, yj⟩X |2 =
d∑

k=1

λk −
ℓ∑

k=1

λk =
d∑

k=ℓ+1

λk.

Vậy ta có điều phải chứng minh.

1.2 Phương pháp POD liên tục

Phần này sẽ giới thiệu phiên bản liên tục của phương pháp POD. Cho

y : [0, T ] → X là một hàm liên tục. Cơ sở POD với hạng ℓ là nghiệm của

bài toán tối tiểu sau

min
ũ1,...,ũℓ∈X

∫ T

0

∥∥y(t)− ℓ∑
i=1

⟨y(t), ũi⟩X ũi
∥∥2
X
dt

sao cho ⟨ũi, ũj⟩X = δij, với mọi 1 ≤ i, j ≤ ℓ.

(P̂ ℓ
min)

Ta có thể chuyển bài toán tối tiểu (P̂ ℓ
min) thành bài toán cực đại tương

đương

max
ũ1,...,ũℓ∈X

∫ T

0

∣∣ ℓ∑
i=1

⟨y(t), ũi⟩X
∣∣2dt

sao cho ⟨ũi, ũj⟩X = δij, với mọi 1 ≤ i, j ≤ ℓ.

(P̂ ℓ
max)

Để giải quyết bài toán (P̂ ℓ
max), tương tự phần POD rời rạc, trước hết ta

xét trường hợp ℓ = 1

max
ũ∈X

∫ T

0
|⟨y(t), ũ⟩X |2 dt sao cho ∥ũ∥2X = 1. (P̂ 1

max)

Xét hàm Lagrange L : X × R → R ứng với bài toán (P̂ 1
max)

L(u, λ) =
∫ T

0
|⟨y(t), u⟩X |2 dt+ λ

(
1− ∥u∥2X

)
với (u, λ) ∈ X × R.
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Giả sử u ∈ X là nghiệm của (P̂ 1
max). Khi đó, đạo hàm bậc nhất theo bất

kì hướng φ ∈ X tại u bằng 0. Từ định nghĩa hàm L, dẫn đến

d

dδ
L(u+ δφ, λ)|δ=0

=
d

dδ

[ ∫ T

0
⟨y(t), u+ δφ⟩X⟨y(t), u+ δφ⟩Xdt− λ⟨u+ δφ, u+ δφ⟩

]
δ=0

= 2

[ ∫ T

0
⟨y(t), φ⟩X⟨y(t), u⟩Xdt− λ⟨u, φ⟩X

]
= 2

[〈 ∫ T

0
⟨y(t), u⟩Xy(t), φ⟩Xdt− λ⟨u, φ

〉
X

]
.

Suy ra

〈 ∫ T

0
⟨y(t), u⟩Xy(t), φ

〉
X
dt− λ⟨u, φ⟩X = 0, ∀φ ∈ X.

Do đó, ∫ T

0
⟨y(t), u⟩Xy(t)dt = λu. (1.7)

Ta định nghĩa toán tử tuyến tính bị chặn Y : L2(0, T ;R) → X bởi

Yφ =

∫ T

0
φ(t)y(t)dt với mọi φ ∈ L2(0, T ;R) (1.8)

và toán tử liên hiệp Y∗ : X → L2(0, T ;R) được cho bởi

(Y∗z) (t) = ⟨z, y(t)⟩X với mọi z ∈ X. (1.9)

Khi đó R = YY∗ ∈ L(X) xác định như sau

Ru =

∫ T

0
⟨y(t), u⟩Xy(t)dt với mọi u ∈ X. (1.10)

Bổ đề 1.4. Toán tử R là tuyến tính, bị chặn. Ngoài ra,

1. R không âm: ⟨Ru, u⟩X ≥ 0 với mọi u ∈ X.

2. R tự liên hợp: ⟨Ru, ũ⟩X = ⟨u,Rũ⟩X với mọi u, ũ ∈ X.
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Chứng minh. Với bất kì u, ũ ∈ X và α, α̃ ∈ R ta có

R(αu+ α̃ũ) =

∫ T

0
⟨y(t), αu+ α̃ũ⟩Xy(t)dt

=

∫ T

0
(α⟨y(t), u⟩X + α̃⟨y(t), ũ⟩X) y(t)dt

= α

∫ T

0
⟨y(t), u⟩Xy(t)dt+ α̃

∫ T

0
⟨y(t), ũ⟩Xy(t)dt

= αRu+ α̃Rũ,

do đó R tuyến tính. Từ bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta được

∥Ru∥X ≤
∫ T

0
∥⟨y(t), u⟩Xy(t)∥X dt =

∫ T

0
|⟨y(t), u⟩X | ∥y(t)∥Xdt

≤
∫ T

0
∥y(t)∥2X∥u∥Xdt =

(∫ T

0
∥y(t)∥2Xdt

)
∥u∥X = ∥y∥2L2(0,T ;X)∥u∥X

với bất kì u ∈ X. Vì y ∈ C ([0, T ];X) ⊂ L2 (0, T ;X), chuẩn ∥y∥L2(0,T ;X)

bị chặn. Cho nên, R là toán tử bị chặn. Hơn nữa

⟨Ru, u⟩X =

〈∫ T

0
⟨y(t), u⟩Xy(t)dt, u

〉
X

=

∫ T

0
|⟨y(t), u⟩X |2 dt ≥ 0

với mọi u ∈ X, nên R không âm. Cuối cùng, ta có

⟨Ru, ũ⟩X =

∫ T

0
⟨y(t), u⟩X⟨y(t), ũ⟩Xdt =

〈∫ T

0
⟨y(t), ũ⟩Xy(t)dt, u

〉
X

= ⟨Rũ, u⟩X = ⟨u,Rũ⟩X

với mọi u, ũ ∈ Rm, nên R tự liên hiệp.

Vì y ∈ C([0, T ];V ), theo định lý toán tử compact Kolmogorov trong

L2(0, T ;R) nên Y∗ : X → L2(0, T ;R) là toán tử compact. Tính bị chặn

của Y suy ra R là toán tử compact. Khi đó theo định lý Hilbert-Schmidt

tồn tại một cơ sở trực chuẩn {ψ∞
i }i∈N của X và dãy {λ∞i }i∈N các số thực

không âm thỏa mãn

Rψ∞
i = λ∞i ψ

∞
i , λ∞1 ≥ λ∞2 ≥ · · · và λ∞i → 0 khi i→ ∞.

Hơn nữa, ∫ T

0
|⟨y(t), ψ∞

i ⟩X |
2 dt =

∫ T

0
⟨⟨y(t), ψ∞

i ⟩X y(t), ψ
∞
i ⟩X dt
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= ⟨Rψ∞
i , ψ

∞
i ⟩X = λ∞i ,

với i ∈ N. Nếu ũ bất kì thuộc X với ∥ũ∥X = 1, ta có thể biểu diễn

ũ =
∞∑
i=1

⟨ũ, ψ∞
i ⟩X ψ

∞
i ,

trong đó

∞∑
i=1

|⟨ũ, ψ∞
i ⟩|2 = 1. Khi đó

∫ T

0
|⟨y(t), ũ⟩X |2 dt =

∫ T

0

∣∣⟨y(t), ∞∑
i=1

⟨ũ, ψ∞
i ⟩X ψ

∞
i ⟩X

∣∣2dt
=

∞∑
i=1

∫ T

0
|⟨y(t), ⟨ũ, ψ∞

i ⟩X ψ
∞
i ⟩X |2 dt

=
∞∑
i=1

|⟨ũ, ψ∞
i ⟩X |

2
∫ T

0
|⟨y(t), ψ∞

i ⟩X |2 dt

=
∞∑
i=1

|⟨ũ, ψ∞
i ⟩X |

2 λ∞i ≤ λ∞1

∞∑
i=1

|⟨ũ, ψ∞
i ⟩X |

2 = λ∞1 .

Vì vậy ψ∞
1 là nghiệm tối ưu của bài toán (P̂ 1

max). Tổng quát, ta có định lý

sau.

Định lý 1.5. Cho y ∈ C ([0, T ];X). Toán tử tuyến tính, bị chặn, không

âm, tự liên hợp compact R được định nghĩa tại (1.10). Khi đó cơ sở POD

hạng ℓ là nghiệm của bài toán tối tiểu (P̂ ℓ
min) là ℓ vector riêng {ψ∞

i }ℓi=1

của R ứng với ℓ giá trị riêng lớn nhất λ∞1 ≥ . . . ≥ λ∞ℓ ≥ λ∞ℓ+1 ≥ . . .

Chứng minh. Cách chứng minh hoàn toàn tương tự như POD rời rạc, ta

chứng minh bằng phương pháp quy nạp theo ℓ. Trường hợp ℓ = 1, theo lý

luận ở phía trên thì nghiệm bài toán tối ưu (P̂ 1
max) chính là ψ∞

1 thỏa mãn

Rψ∞
1 = λ∞1 ψ

∞
1 .

Giả sử định lý đúng với ℓ ≥ 1, tức là {ψ∞
i }ℓi=1 là cơ sở POD hạng ℓ thỏa

mãn

Rψ∞
i = λ∞i ψ

∞
i với mọi i ∈ {1, ..., ℓ}.
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Nhận xét rằng nghiệm của bài toán P̂ ℓ+1
max là (ψ

∞
1 , ..., ψ

∞
ℓ , u) với u là nghiệm

bài toán tối ưu sau

max
u∈X

∫ T

0
|⟨y(t), u⟩X |

2 dt

thỏa mãn ⟨ψ∞
i , u⟩X = 0 với 1 ≤ i ≤ ℓ và ∥u∥X = 1.

(1.11)

trong đó, {ψ∞
i }ℓi=1 là nghiệm của bài toán P̂ ℓ

max. Vì hệ các vector riêng

{ψ∞
i }∞i=1 tạo nên hệ cơ sở trực chuẩn của X, do đó, nếu ⟨ψ∞

i , u⟩X = 0 với

mọi 1 ≤ i ≤ ℓ thì u có dạng

u =
∞∑

i=ℓ+1

⟨ψ∞
i , u⟩Xψ∞

i .

Với giả thiết ∥u∥X = 1, suy ra
∑∞

ℓ+1 |⟨ψi, u⟩X |
2 = 1. Ta có∫ T

0
|⟨y(t), u⟩X |

2 =

∫ T

0

∣∣〈yj, ∞∑
i=ℓ+1

〈
u, ψ∞

i

〉
X
ψ∞
i

〉
X

∣∣2dt
=

∫ T

0

∞∑
i=ℓ+1

∞∑
k=ℓ+1

(
⟨y(t), ⟨u, ψ∞

i ⟩X ψ
∞
i ⟩X ⟨y(t), ⟨u, ψ∞

k ⟩X ψ
∞
k ⟩X

)
dt

=

∫ T

0

∞∑
i=ℓ+1

∞∑
k=ℓ+1

(⟨y(t), ψ∞
i ⟩X ⟨y(t), ψ∞

k ⟩X ⟨u, ψ∞
i ⟩X ⟨u, ψ∞

k ⟩X) dt

=
∞∑

i=ℓ+1

∞∑
k=ℓ+1

( ∫ T

0
⟨y(t), ψ∞

i ⟩X y(t)dt︸ ︷︷ ︸
=λ∞i ψ

∞
i

, ψ∞
k ⟩X ⟨u, ψ∞

i ⟩X ⟨u, ψ∞
k ⟩X

)
dt

=
∞∑

i=ℓ+1

∞∑
k=ℓ+1

(⟨λ∞i ψ∞
i , ψ

∞
k ⟩X︸ ︷︷ ︸

=λ∞i δik

⟨u, ψ∞
i ⟩X ⟨u, ψ∞

k ⟩X)

=
∞∑

i=ℓ+1

λ∞i |⟨u, ψ∞
i ⟩X |

2 ≤ λ∞ℓ+1

∞∑
i=ℓ+1

|⟨u, ψ∞
i ⟩X |

2 = λ∞ℓ+1∥u∥2X = λ∞ℓ+1.

Từ định nghĩa của R dẫn đến

λ∞i ψ
∞
i = Rψ∞

i =

∫ T

0
⟨y(t), ψ∞

i ⟩Xy(t)dt.

Do đó

λ∞i = ⟨λ∞i ψ∞
i , ψ

∞
i ⟩X =

∫ T

0
|⟨y(t), ψ∞

i ⟩X |
2 dt. (1.12)
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Vậy nên ψ∞
ℓ+1 là nghiệm của bài toán (1.11). Suy ra (ψ∞

1 , ..., ψ
∞
ℓ , ψ

∞
ℓ+1) là

nghiệm của bài toán (P̂ ℓ+1
max).

Với bất kì i ∈
{
j ∈ N : λ∞j > 0

}
ta đặt

v∞i =
1√
λ∞i

Y∗ψ∞
i ∈ L2(0, T ;R),

nên

v∞i (t) =
1√
λ∞i

⟨ψ∞
i , y(t)⟩X với mọi t ∈ [0, T ].

Từ định nghĩa của Y và Y∗ tại (1.8) và (1.9), đặtK = Y∗Y ∈ L
(
L2(0, T ;R)

)
.

Khi đó

Kφ =

∫ T

0
⟨y(s), y(t)⟩Xφ(s)ds với φ ∈ L2(0, T ;R). (1.13)

Suy ra

(Kv∞i ) (t) =

∫ T

0
⟨y(s), y(t)⟩Xv∞i (s)ds

=
1√
λ∞i

〈∫ T

0
⟨ψ∞

i , y(s)⟩X y(s)ds, y(t)
〉
X

=
1√
λ∞i

⟨Rψ∞
i , y(t)⟩X =

1√
λ∞i

⟨Rψ∞
i , y(t)⟩X = λ∞i v

∞
i (t),

với mọi t ∈ [0, T ]. Điều đó dẫn đến v∞i là các giá trị riêng của K với i ∈ N
sao cho λ∞i > 0. Tổng quát hóa ta có hệ quả sau.

Hệ quả 1.6. Xét toán tử tuyến tính tương quan K = K được định nghĩa

tại (1.13) với hàm y(t) ∈ C([0, T ];X). Khi đó toán tử K nửa xác định

dương, tự liên hợp, và compact. Đặt

V = span{y(t) | t ∈ [0, T ]}

là không gian sinh bởi các giá trị y(t), t ∈ [0, T ]. Giả sử v∞k là vector riêng

tương ứng với giá trị riêng λ∞k > 0 của K, trong đó

λ∞1 ≥ λ∞2 ≥ ... ≥ λ∞k ≥ λ∞k+1 ≥ ...
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Khi đó, cơ sở POD hạng ℓ ứng với bài toán (P̂ ℓ
min) được cho bởi

ψ∞
k =

1√
λ∞k

Yv∞k .

Hơn nữa, ta có công thức sai số∫ T

0

∥∥y(t)− ℓ∑
i=1

〈
y(t), ψ∞

i

〉
X
ψ∞
i

∥∥2
X
dt =

∞∑
i=ℓ+1

λ∞i .

Chứng minh. Lập luận hoàn toàn tương tự như Hệ quả 1.3.

1.3 Mối liên hệ giữa POD rời rạc và POD

liên tục

Từ định nghĩa của Rn và R tại (1.4) và (1.10), ta thấy Rn và R đều

là các toán tử tuyến tính bị chặn, tự liên hiệp và compact. Giả thiết rằng

Rnψ
n
i = λni ψ

n
i , λ

n
1 ≥ . . . λnℓ ≥ . . . λnd(n) > λnd(n)+1 = . . . = 0, (1.14)

Rψ∞
i = λ∞i ψ

∞
i , λ

∞
1 ≥ . . . λ∞ℓ ≥ . . . λ∞d ≥ λ∞d+1 ≥ . . . ≥ 0. (1.15)

Bổ đề 1.7. Cho X là một không gian Hilbert thực, u ∈ X bất kì sao cho

∥u∥X = 1. Giả sử hàm y ∈ C ([0, T ];X) có đạo hàm yếu ẏ ∈ L2(0, T,X).

Khi đó∥∥∥∥Ru−( Tn

n− 1
Rn

)
u

∥∥∥∥
X

≤ ∆t
(
T 1/2∥y∥2C([0,T ];X)|ẏ∥L2(0,T,X) + ∥y∥2C([0,T ];X)

)
.

Chứng minh. Với mỗi u ∈ X sao cho ∥u∥X = 1, ta xét hàm số Fu :

[0, T ] → X cho bởi

Fu(t) = ⟨y(t), u⟩Xy(t) với t ∈ [0, T ].

Từ định nghĩa R và Rn dẫn đến

Ru =

∫ T

0
Fu(t)dt =

n−1∑
j=1

∫ tj+1

tj

Fu(t)dt



24

và

Tn

n− 1
Rnu = ∆t

n∑
j=1

Fu(tj)

=
∆t

2

n−1∑
j=1

(Fu(tj) + Fu(tj+1)) +
∆t

2
(Fu(t1) + Fu(tn)) .

Ngoài ra ta có

∥Fu(t)∥X ≤ |⟨y(t), u⟩X | ∥y(t)∥X ≤ ∥y(t)∥2X .

Từ đó suy ra

∥Fu∥L2(0,T,X) ≤
(∫ T

0
∥Fu(t)∥2Xdt

)1/2

≤
√
T ∥y∥2C([0,T ];X) .

Mặt khác, vì

Ḟu(t) = ⟨ẏ(t), u⟩Xy(t) + ⟨y(t), u⟩X ẏ(t) với t ∈ [0, T ]

nên

∥Fu∥2L2(0,T,X) ≤ 4

∫ T

0
(∥y(t)∥X∥ẏ(t)∥X)2 dt ≤ 4∥y∥2C([0,T ];X)∥ẏ∥2L2(0,T,X).

Ta có ∫ tj+1

tj

Fu(t)dt =
1

2

∫ tj+1

tj

(
Fu(tj) +

∫ t

tj

Ḟu(s)ds
)
dt

+
1

2

∫ tj+1

tj+1

(
Fu(tj) +

∫ t

tj+1

Ḟu(s)ds
)
dt

=
∆t

2
(Fu(tj) + Fu(tj+1))

+
1

2

∫ tj+1

tj

( ∫ t

tj

Ḟu(s)ds+

∫ t

tj+1

Ḟu(s)ds
)
dt.

Điều đó dẫn đến∥∥∥∥Ru− Tn

n− 1
Rnu

∥∥∥∥
X

≤ 1

2

n−1∑
j=1

∥∥ ∫ tj+1

tj

( ∫ t

tj

Ḟu(s)ds+

∫ t

tj+1

Ḟu(s)ds
)
dt
∥∥
X

+
∆t

2
∥Fu(t1) + Fu(tn)∥X
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≤ 1

2

n−1∑
j=1

∫ tj+1

tj

( ∫ t

tj

∥Ḟu(s)∥Xds+
∫ tj+1

t
∥Ḟu(s)∥Xds

)
dt

+
∆t

2
(∥Fu(t1)∥X + ∥Fu(tn)∥X)

≤ ∆t

2
T 1/2

( ∫ T

0
∥Ḟu(s)∥2Xds

)1/2
+∆t∥y∥2C([0,T ];X)

≤ ∆t
T 1/2

2
∥Ḟu∥L2(0,T,X) +∆t∥y∥2C([0,T ];X)

≤ ∆t
(
T 1/2∥y∥C([0,T ];X)∥ẏ∥L2(0,T,X) + ∥y∥2C([0,T ];X)

)
.

Từ đó bổ đề được chứng minh.

Hệ quả 1.8. Giả sử hàm số y ∈ C ([0, T ];X) sao cho đạo hàm yếu ẏ ∈
L2(0, T,X). Khi đó

lim
n→∞

∥R − TRn∥L(X) = 0.

Chứng minh. Điều này dễ đạt được thông qua Bổ đề 1.7

∥TRn −R∥L(X) = sup
∥u∥X=1

∥(TRn)u−Ru∥X

≤ sup
∥u∥X=1

(
(n− 1)

n

∥∥( nT

n− 1
Rn

)
u−Ru

∥∥
X
+

1

n
∥Ru∥X

)
≤ ∆tĈ +

1

n
∥R∥L(X)

∆t→0−→ 0,

trong đó Ĉ = T 1/2∥y∥C([0,T ];X)∥ẏ∥L2(0,T,X) + ∥y∥2C([0,T ];X).

Định lý 1.9. Giả sử Rn và R được định nghĩa như (1.4) và (1.10). Cho

{(ψni , λni )}
∞
i=1 và {(ψ∞

i , λ
∞
i )}

∞
i=1 là các cặp vector riêng và giá trị riêng cho

tại (1.14) và (1.15). Giả sử ℓ là số tự nhiên thỏa mãn λℓ ̸= λℓ+1 Khi đó

ta có

lim
n→∞

∣∣∣∣λni − λ∞i
T

∣∣∣∣ = 0, ∀1 ≤ i ≤ ℓ và lim
n→∞

∞∑
i=ℓ+1

(
λni −

λ∞i
T

)
= 0

Hơn nữa, nếu λ∞i ̸= λ∞i+1 với mọi i = 1, ..., ℓ thì

lim
n→∞

∥ψni ± ψ∞
i ∥X = 0, với mọi 1 ≤ i ≤ ℓ



26

và

lim
n→∞

∞∑
i=ℓ+1

|⟨y1, ψni ⟩X |
2 =

∞∑
i=ℓ+1

|⟨y1, ψ∞
i ⟩X |

2 ,

trong đó lim
n→∞

∥ψni ± ψ∞
i ∥X = 0 có nghĩa là lim

n→∞
∥ψni + ψ∞

i ∥X = 0 hoặc

lim
n→∞

∥ψni − ψ∞
i ∥X = 0.

Chứng minh. Từ (1.6) ta được

T

n

n∑
j=1

∥y (tj)∥2X =
∞∑
i=1

Tλni với mọi n ∈ N.

Để ý rằng với y ∈ C([0, T ], X)

T

n

n∑
j=1

∥y (tj)∥2X →
∫ T

0
∥y(t)∥2Xdt khi n→ ∞.

Điều đó dẫn đến

∞∑
i=1

Tλni →
∞∑
i=1

λ∞i khi n→ ∞. (1.16)

Vì λ∞ℓ ̸= λ∞ℓ+1, kết hợp với lim
n→∞

∥R − TRn∥L(X) = 0, ta có

λni →
λ∞i
T

với 1 ≤ i ≤ ℓ khi n→ ∞.

Từ (1.16) ta suy ra

∞∑
i=ℓ+1

Tλni →
∞∑

i=ℓ+1

λ∞i khi n→ ∞.

Bất kì i ∈ {1, ..., ℓ} ta có

ψni =
∞∑
j=1

〈
ψni , ψ

∞
j

〉
X
ψ∞
j .

Bởi vì lim
n→∞

∥R − TRn∥L(X) = 0 nên lim
n→∞

∥Rψni − TRnψ
n
i ∥X = 0. Suy ra

lim
n→∞

∥∥ ∞∑
j=1

λ∞j
〈
ψni , ψ

∞
j

〉
X
ψ∞
j − Tλni

∞∑
j=1

〈
ψni , ψ

∞
j

〉
X
ψ∞
j

∥∥2
X
= 0
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=⇒ lim
n→∞

∥∥ ∞∑
j=1

(
λ∞j − Tλni

) 〈
ψni , ψ

∞
j

〉
X
ψ∞
j

∥∥2
X
= 0

=⇒ lim
n→∞

∞∑
j=1

∣∣ (λ∞j − Tλni
) 〈
ψni , ψ

∞
j

〉
X

∣∣2 = 0.

Nếu giả thiết λ∞i ̸= λ∞i+1 với mọi i = 1, ..., ℓ, kết hợp với lim
n→∞

Tλni =

λ∞i , ∀i = 1, ..., ℓ, ta được

lim
n→∞

〈
ψni , ψ

∞
j

〉
X
= 0 mọi j ̸= i.

Mà ∥ψni ∥X = 1 nên

∞∑
j=1

∣∣ 〈ψni , ψ∞
j

〉
X

∣∣2 = 1. Do đó lim
n→∞

⟨ψni , ψ∞
i ⟩X = ±1.

Điều đó dẫn đến

lim
n→∞

ψni = ±ψ∞
i .

Nhắc lại y1 = y(t1) = y(0) nên y1 ∈ span {yj}nj=1 với mọi n và

∥y1∥2X =

d(n)∑
i=1

|⟨y1, uni ⟩X |
2 .

Vì vậy, với ℓ < d(n), kết hợp ∥y1∥2X =
∑∞

i=1 |⟨y1, ψ∞
i ⟩X |

2 ta có

d(n)∑
i=ℓ+1

|⟨y1, ψni ⟩X |
2 =

d(n)∑
i=1

|⟨y1, ψni ⟩X |
2 −

ℓ∑
i=1

|⟨y1, ψni ⟩X |
2 +

ℓ∑
i=1

|⟨y1, ψ∞
i ⟩X |

2

+
∞∑

i=ℓ+1

|⟨y1, ψ∞
i ⟩X |

2 −
∞∑
i=1

|⟨y1, ψ∞
i ⟩X |

2

=
ℓ∑
i=1

(
|⟨y1, ψ∞

i ⟩X |
2 − |⟨y1, ψni ⟩X |

2
)
+

∞∑
i=ℓ+1

|⟨y1, ψ∞
i ⟩X |

2 .

Điều này dẫn đến lim
n→∞

d(n)∑
i=ℓ+1

|⟨y1, ψni ⟩X |
2 =

∞∑
i=ℓ+1

|⟨y1, ψ∞
i ⟩X |

2.

1.4 Mối liên hệ giữa POD và SVD trong Rn

Cho Y = [y1, . . . , yn] là ma trận thực cỡ m × n hạng d ≤ min{m,n}
với các cột yj ∈ Rm, 1 ≤ j ≤ n. Cho W ∈ Rm×m là ma trận đối xứng,
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xác định dương. Chúng ta xét không gian Euclid Rm với tích vô hướng có

trọng W

⟨u, ũ⟩W = uTWũ = ⟨u,Wũ⟩Rm = ⟨Wu, ũ⟩Rm với u, ũ ∈ Rm. (1.17)

Khi đó ∥u∥W =
√
⟨u, u⟩W với u ∈ Rm là chuẩn trong không gian Euclid

Rm với trọng W . Đặc biệt, nếu ta chọn W = I, tích vô hướng (1.17) đồng

nhất với tích vô hướng Euclid thông thường.

Bây giờ ta thay bài toán (P 1
max) bằng

max
u∈Rm

1

n

n∑
j=1

∣∣⟨yj, u⟩W ∣∣2 thỏa mãn ∥u∥W = 1. (P 1
W )

Cũng như bài toán (P 1
max), bài toán có ràng buộc (P 1

W ) được giải bằng

phương pháp Lagrange. Xét hàm Lagrangian L : Rm × R → R được cho

bởi

L(u, λ) = 1

n

n∑
j=1

∣∣⟨yj, u⟩W ∣∣2 + λ
(
1− ∥u∥2W

)
với (u, λ) ∈ Rm × R.

Giả sử u ∈ Rm là nghiệm của (P 1
W ). Khi đó, điều kiện cần là

∇L(u, λ) !
= 0 trong Rm × R.

Vì W đối xứng nên ta được

∂L
∂ui

(u, λ) =
∂

∂ui

(
1

n

n∑
j=1

∣∣ m∑
k=1

m∑
ν=1

Y T
jνWνkuk

∣∣2 + λ

(
1−

m∑
k=1

m∑
ν=1

uνWνkuk

))

=
2

n

n∑
j=1

( m∑
k=1

m∑
ν=1

Y T
jνWνkuk

)( m∑
µ=1

Y T
jµWµi

)

− λ

( m∑
ν=1

uνWνi +
m∑
k=1

Wikuk

)

=
2

n

m∑
k=1

m∑
ν=1

m∑
µ=1

Wiµ

n∑
j=1

YµjY
T
jνWνkuk − 2λ

m∑
k=1

Wikuk

= 2

(
1

n
WY Y TWu− λWu

)
i
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Do đó,

∇uL(u, λ) = 2

(
1

n
WY Y TWu− λWu

)
!
= 0 trong Rm.

Phương trình trên dẫn đến bài toán giá trị riêng

1

n
(WY )(WY )Tu = λWu. (1.18)

VìW đối xứng và xác định dương,W có phân tích dạng giá trị riêngW =

QDQT , trong đó D = diag (η1, . . . , ηm) chứa các giá trị riêng η1 ≥ . . . ≥
ηm > 0 của W và Q ∈ Rm×m là ma trận trực giao. Ta định nghĩa

W α = Q diag (ηα1 , . . . , η
α
m)Q

T với α ∈ R.

Để ý rằng (W α)−1 = W−α và W α+β = W αW β với α, β ∈ R. Hơn nữa, ta

có

⟨u, ũ⟩W =
〈
W 1/2u,W 1/2ũ

〉
Rm

với u, ũ ∈ Rm,

suy ra ∥u∥W =
∥∥W 1/2u

∥∥
Rm với u ∈ Rm. Ta đặt ū = W 1/2u ∈ Rm và

Ȳ = 1√
n
W 1/2Y ∈ Rm×n và nhân hai vế của (1.18) với W−1/2 ta đưa về bài

toán giá trị riêng, vector riêng

Ȳ Ȳ T ū = λū trong Rk.

Từ điều kiện ∂L
∂λ (u, λ)

!
= 0 trong R, ràng buộc ∥u∥W = 1 có thể biểu diễn

∥ū∥Rm = 1.

Tương tự như trong quá tình giải quyết bài toán (P 1
max), từ điều kiện

tối ưu bậc nhất của (P 1
W ) ta suy ra được nghiệm của bài toán cực đại (P 1

W )

là

u1 = W−1/2ū1,

trong đó ū1 là vector riêng của Ȳ Ȳ T ứng với giá trị riêng lớn nhất λ1 với

∥ū1∥Rm = 1. Nếu sử dụng phương phân tích giá trị kỳ dị SVD thì vector

u1 cũng có thể được xác định bằng cách giải bài toán giá trị riêng

Ȳ T Ȳ v̄1 = λ1v̄1, (1.19)
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trong đó Ȳ T Ȳ = Y TWY , và ta đặt

u1 = W−1/2ū1 =
1√
λ1
W−1/2Ȳ v̄1 =

1√
n

1√
λ1
Y v̄1.

Cũng như các phần trước, ta xây dựng cơ sở POD bằng cách tiếp tục

tìm vectơ thứ hai u ∈ Rm với ràng buộc ⟨u, u1⟩W = 0 và ∥u∥W = 1 sao

cho cực đại
∑n

j=1

∣∣⟨yj, u⟩W ∣∣2. Tổng quát hóa, ta có định lý sau.

Định lý 1.10. Cho Y ∈ Rm×n có hạng d ≤ min{m,n},W là ma trận

đối xứng, xác định dương, Ȳ =
1√
n
W 1/2Y và ℓ ∈ {1, . . . , d}. Hơn nữa,

cho Ȳ = ŪΣV̄ T là phân tích giá trị kì dị (SVD) của Ȳ , trong đó Ū =

[ū1, . . . , ūm] ∈ Rm×m, V̄ = [v̄1, . . . , v̄n] ∈ Rn×n là các ma trận trực chuẩn

và ma trận đường chéo Σ có dạng

ŪT Ȳ V̄ =

 D 0

0 0

 = Σ ∈ Rm×n,

trong đó D = diag (σ1, . . . , σm). Khi đó nghiệm của

max
ũ1,...,ũℓ∈Rm

ℓ∑
i=1

n∑
j=1

∣∣⟨yj, ũi⟩W ∣∣2 với ⟨ũi, ũj⟩W = δij, ∀1 ≤ i, j ≤ ℓ (P ℓ
W )

được cho bởi các vector ui = W−1/2ūi, i = 1, . . . , ℓ.

Chứng minh. Sử dụng các lập luận và phương pháp quy nạp tương tự như

trong chứng minh Định lý 1.2.

Nhận xét 1.11. Từ phân tích SVD và Ȳ T Ȳ =
1

n
Y TWY cơ sở POD {ui}ℓi=1

hạng ℓ có thể được xác định như sau: Giải bài toán giá trị riêng n× n

1

n
Y TWY v̄i = λiv̄i với i = 1, . . . , ℓ

và đặt

ui = W−1/2ūi =
1√
λi
W−1/2

(
Ȳ v̄i
)
=

1√
n

1√
λi
Y v̄i,

với i = 1, . . . , ℓ. Khi đó

⟨ui, uj⟩W = uTi Wuj =
δijλj√
λiλj

với 1 ≤ i, j ≤ ℓ.
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Đối với việc áp dụng POD cho các vấn đề cụ thể, việc lựa chọn ℓ khi

xây dựng cơ sở POD chắc chắn có vai trò rất quan trọng đối với việc áp

dụng POD sau này. Tuy nhiên, dường như không có quy tắc tiên nghiệm

chung nào có sẵn. Thay vào đó, sự lựa chọn ℓ dựa trên các cân nhắc kinh

nghiệm kết hợp với việc quan sát tỷ lệ

E(ℓ) =
∑ℓ

i=1 λi∑d
i=1 λi

Ta cũng thường gọi phương pháp POD bằng những cái tên khác như

Principal Component Analysis (PCA) và Karhunen-Loève Decomposition.

Nhận xét 1.12. Với giả thiết W là ma trận đối xứng xác định dương, W

luôn có phân tích Cholesky W = LLT , trong đó L là ma trận vuông, tam

giác dưới. Chính vì vậy ta có thế thay ma trận Ȳ trong Định lý 1.10 bằng

Ȳ =
1√
n
LTY . Khi đó ta có phân tích POD của Ȳ = ŪΣV̄ T , trong đó

Ū = [ū1, . . . , ūm] ∈ Rm×m, V̄ = [v̄1, . . . , v̄n] ∈ Rn×n là các ma trận trực

chuẩn và ma trận đường chéo Σ. Khi đó vector thứ i trong cơ sở POD ui

được xác định bởi nghiệm của bài toán tối tiểu (P ℓ
W ) có thể được xác định

bởi

ui = (LT )−1ūi hoặc ui =
1√
n

1√
λi
Y v̄i.
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CHƯƠNG 2

PHƯƠNG PHÁP POD-GALERKIN

CHO PHƯƠNG TRÌNH TIẾN

HÓA TUYẾN TÍNH

Cho V và H là các không gian Hilbert thực, tách được. Giả sử rằng V

trù mật trong H với phép nhúng liên tục, bên cạnh đó ta đồng nhất H và

không gian liên hợp của nó H∗, từ đó ta có

V ↪→ H = H∗ ↪→ V ∗,

với mỗi phép nhúng là trù mật. Đặc biệt, tồn tại hằng số α > 0 sao cho

∥φ∥2H ≤ α∥φ∥2V với mọi φ ∈ V . (2.1)

Cho a : V × V → R là song tuyến tính đối xứng, liên tục và V -elliptic, có

nghĩa là tồn tại hằng số β > 0 và κ > 0 sao cho

|a(φ, ψ)| ≤ β∥φ∥V ∥ψ∥V với mọi φ, ψ ∈ V (2.2)

và

a(φ, φ) ≥ κ∥φ∥2V với mọi φ ∈ V. (2.3)

Giả sử rằng ϕ ∈ H và f ∈ C([0, T ];H). Khi đó bài toán

d

dt
⟨u(t), φ⟩H + a(u(t), φ) = ⟨f(t), φ⟩H ,∀φ ∈ V, t ∈ (0, T )

và ⟨u(0), χ⟩H = ⟨ϕ, χ⟩H với mọi χ ∈ H
(2.4)
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có duy nhất nghiệm u ∈ W (0, T ;V ). Hơn nữa, nếu ϕ ∈ V , thì u ∈
C([0, T ];V ) và ut ∈ C([0, T ];H), [23].

2.1 Xây dựng cơ sở POD

Xuyên suốt phần này ta giả thiết u ∈ C([0, T ];V ) là nghiệm của (2.4)

với ϕ ∈ V . Lấy m ∈ N, xét bước lưới thời gian ∆t = T
m và lưới {tk} của

[0, T ] với tk = k∆t, k = 0, . . . ,m. Ta đặt n = 2m+ 1 và chọn

yj = u (tj−1) , j = 1, . . . ,m+ 1

và

yj = ∂̄u (tj−m−1) , j = m+ 2, . . . , 2m+ 1,

với

∂̄u (tk) =
u (tk)− u (tk−1)

∆t
.

Dựa vào giả thiết u ∈ C([0, T ];V ), ta xây dựng các snapshot {yj}nj=1 thuộc

vào không gian V . Khi đó ta có thể xây dựng hai cơ sở POD khác nhau

dựa trên các snapshot đó bằng phương pháp POD rời rạc

min
{ψi}ℓi=1

1

n

n∑
j=1

∥yj −
ℓ∑
i=1

⟨yj, ψi⟩X ψi∥
2
X

thỏa mãn ⟨ψi, ψj⟩X = δij với 1 ≤ i ≤ ℓ, 1 ≤ j ≤ i

(P ℓ∗
min)

ứng với hai trường hợp X = V và X = H. Trước hết ta xét X = V và kí

hiệu cơ sở POD tương ứng là {ψ̃k}dk=1. Theo Hệ quả 1.3, với bất kì ℓ < d,

ta có

1

2m+ 1

m∑
j=0

∥u (tj)−
ℓ∑

k=1

⟨u (tj) , ψ̃k⟩V ψ̃k∥2V

+
1

2m+ 1

m∑
j=1

∥∂̄u (tj)−
ℓ∑

k=1

⟨∂̄u (tj) , ψ̃k⟩V ψ̃k∥2V =
d∑

k=ℓ+1

λ̃k,

(2.5)

trong đó {λ̃k}nk=1 là các giá trị riêng của ma trận tương quan K với các

phần tử Kij =
1

2m+1 ⟨yj, yi⟩V . Không gian sinh bởi ℓ vector đầu tiên của

cơ sở POD được kí hiệu Ṽ ℓ.
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Nhận xét 2.1. So với phương pháp POD trình bày ở Chương 1, cách xây

dựng cơ sở POD cho phương trình tiến hóa parabolic có một chút khác

biệt khi các đạo hàm rời rạc ∂̄u (tk) được bao gồm trong trong không gian

các snapshot {u (tj−1)}m+1
j=1 . Việc các snapshot chứa hay không chứa các

đạo hàm rời rạc ∂̄u (tk) không ảnh hưởng đến cách xây dựng cơ sở POD,

tuy nhiên sẽ ảnh hưởng ít nhiều đến sai số khi ta xây dựng và giải quyết

mô hình giảm số chiều (ta có thể thấy rõ điều đó thông qua hai phương

trình Burgers 2D và truyền nhiệt trình bày ở phần 4.3).
{
∂̄u (tk)

}m
j=1

được

bao gồm trong tập các snapshot hay không sẽ có tác động trong quá trình

đánh giá sai số.

Nếu
{
∂̄u (tk)

}m
j=1

được bao gồm trong các snapshot, vì

1

2m+ 1

m∑
j=0

∥u (tj)−
ℓ∑

k=1

⟨u (tj) , ψ̃k⟩V ψ̃k∥2V

+
1

2m+ 1

m∑
j=1

∥∂̄u (tj)−
ℓ∑

k=1

⟨∂̄u (tj) , ψ̃k⟩V ψ̃k∥2V =
d∑

k=ℓ+1

λ̃k

nên
1

2m+ 1

m∑
j=1

∥∂̄u (tj)−
ℓ∑

k=1

⟨∂̄u (tj) , ψ̃k⟩V ψ̃k∥2V ≤
d∑

k=ℓ+1

λ̃k.

Lại có m ≥ 1 nên 1/(2m+ 1) ≥ 1/(3m), suy ra

1

m

m∑
j=1

∥∂̄u (tj)−
ℓ∑

k=1

⟨∂̄u (tj) , ψ̃k⟩V ψ̃k∥2V ≤ 3
d∑

k=ℓ+1

λ̃k (2.6)

Mặt khác, nếu chỉ có các snapshot yj = u (tj−1) với j = 1, . . . ,m + 1,

ta có kết quả thay thế cho (2.5) là

1

m+ 1

m∑
j=0

∥u (tj)−
ℓ∑

k=1

⟨u (tj) , ψ̃k⟩V ψ̃k∥2V =
d∑

k=ℓ+1

λ̃k

và (2.6) sẽ thay bởi ước lượng

1

m

m∑
j=1

∥∂̄u (tj)−
ℓ∑

k=1

⟨∂̄u (tj) , ψ̃k⟩V ψ̃k∥2V
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=
1

m

m∑
j=1

∥∥u (tj)− u (tj−1)

∆t
−

ℓ∑
k=1

⟨u (tj)− u (tj−1)

∆t
, ψ̃k⟩V ψ̃k

∥∥2
V

≤ 8

(m+ 1)(∆t)2

m∑
j=0

(
∥u (tj)−

ℓ∑
k=1

⟨u (tj) , ψ̃k⟩V ψ̃k∥2V
)
=

8

(∆t)2

d∑
k=ℓ+1

λ̃k.

Đại lượng (∆t)−2 ở vế bên phải sẽ không có lợi trong khi ước lượng sai số.

Cách xây dựng cơ sở POD thứ hai được thực hiện bằng cách choX = H

và kí hiệu cơ sở POD tương ứng là {ψ̂k}dk=1. Khi đó (2.5) được thay thế

bởi

1

2m+ 1

m∑
j=0

∥u (tj)−
ℓ∑

k=1

⟨u (tj) , ψ̂k⟩Hψ̂k∥2H

+
1

2m+ 1

m∑
j=1

∥∂̄u (tj)−
ℓ∑

k=1

⟨∂̄u (tj⟩ , ψ̂k⟩Hψ̂k∥2H =
d∑

k=ℓ+1

λ̂k

(2.7)

với mọi ℓ ≤ d. Ở đây, λ̂k, k = 1, . . . , d, là các giá trị riêng của ma trận

tương quan K̄ với các phần tử K̄ij =
1

2m+1 ⟨yj, yi⟩H . Kí hiệu V̂ ℓ là không

gian con sinh bởi ψ̂1, . . . , ψ̂ℓ.

Trong quá trình làm việc, ta kí hiệu {ψk}ℓk=1 và V
ℓ = span {ψ1, . . . , ψℓ}

nếu ta không phân biệt rạch ròi giữa hai cơ sở POD nói trên. Lưu ý rằng

V d = V = span {y0, y1, . . . , yn} .

Để cho thuận tiện ta kí hiệu ma trận khối lượng

M = ((Mij)) ∈ Rd×d với Mij = ⟨ψj, ψi⟩H

và ma trận độ cứng

S = ((Sij)) ∈ Rd×d với Sij = ⟨ψj, ψi⟩V .

Ma trận khối lượng M ứng với cơ sở POD trong H cũng như ma trận độ

cứng S ứng với cơ sở POD trong V sẽ trở thành ma trận đơn vị. Ngoài

ra, ta nhận xét rằng {ψ1, . . . , ψℓ} là hệ độc lập tuyến tính nên M,S là hai

ma trận vuông đối xứng, hạng đầy đủ.
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Bổ đề 2.2. Với mọi u ∈ V ta có

∥u∥H ≤
√
∥M∥2 ∥S−1∥2∥u∥V và ∥u∥V ≤

√
∥S∥2 ∥M−1∥2∥u∥H

ở đây ∥·∥2 được định nghĩa ∥B∥2 = sup
∥x∥Rd=1

∥Bx∥Rd với mọi ma trận vuông

B cấp d và ∥ · ∥Rd là chuẩn Euclid trong Rd.

Chứng minh. Ta giả sử λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λd > 0 là các giá trị riêng của S.

Vì S là ma trận đối xứng xác định dương nên ∥S∥2 = λ1. Tương tự, giả

sử µ1 ≥ µ2 ≥ .. ≥ µd > 0 là các giá trị riêng của M . Khi đó ∥M∥2 = µ1.

Lấy u ∈ V bất kì, khi đó ta có biểu diễn

u =
d∑

k=1

⟨u, ψk⟩X ψk.

Đặt x = (⟨u, ψ1⟩X , . . . , ⟨u, ψd⟩X)
T ∈ Rd ta có

∥x∥Rd ≤ ∥S−1∥2xTSx.

Thật vậy, với x ̸= 0, ta có thương Rayleigh
xTSx

xTx
có giá trị nhỏ nhất bằng

λd. Mặt khác, chuẩn của ∥S−1∥2 chính bằng
1

λd
. Vậy ∥x∥Rd ≤ ∥S−1∥2xTSx.

Từ đó suy ra

∥u∥2H = xTMx ≤ ∥M∥2xTx

≤
∥∥S−1

∥∥
2
∥M∥2xTSx =

∥∥S−1
∥∥
2
∥M∥2∥u∥2V .

Đẳng thức thứ hai chứng minh tương tự.

2.2 Phương pháp Euler-POD-Galerkin lùi

Để phát biểu về phương pháp Galerkin Euler-POD lùi cho (2.4), ta giới

thiệu phép chiếu Ritz P ℓ : V → V ℓ được xác định bởi qua biểu thức

a
(
P ℓu, ψ

)
= a(u, ψ) với mọi ψ ∈ V ℓ,

trong đó u ∈ V . Khi đó từ (2.2) và (2.3) là toán tử tuyến tính P ℓ xác định

và bị chặn: ∥∥P ℓu
∥∥
V
≤ β

κ
∥u∥V với mọi u ∈ V.
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Bổ đề 2.3. Với mọi ℓ ∈ {1, . . . , d} toán tử chiếu P ℓ thỏa mãn

1

m

m∑
k=1

∥∥u (tk)− P ℓu (tk)
∥∥2
V
≤ 3β2

κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̃k (2.8)

và

1

m

m∑
k=1

∥∥u (tk)− P ℓu (tk)
∥∥2
V
≤ 3β2∥S∥2

κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k, (2.9)

trong đó λ̃k và λ̂k lần lượt là các giá trị riêng của ma trận tương quan K

với các phần tử 1
2m+1 ⟨yj, yi⟩V và 1

2m+1 ⟨yj, yi⟩H .

Chứng minh. Với bất kì u ∈ V , từ (2.2) và (2.3), ta có

κ
∥∥u− P ℓu

∥∥2
V
≤ a

(
u− P ℓu, u− P ℓu

)
= a

(
u− P ℓu, u− ψ

)
với mọi ψ ∈ V ℓ.

Vì vậy ∥∥u− P ℓu
∥∥
V
≤ β

κ
∥u− ψ∥V với mọi ψ ∈ V ℓ. (2.10)

Từ (2.10), (2.7) và Bổ đề 2.2, ta đạt được

1

m

m∑
k=1

∥∥u (tk)− P ℓu (tk)
∥∥2
V
≤ β2

κ2m

m∑
k=1

∥∥u (tk)− ℓ∑
i=1

⟨u (tk) , ψ̂i⟩Hψ̂i
∥∥2
V

≤ 3β2∥S∥2
κ2(2m+ 1)

m∑
k=1

∥∥u (tk)− ℓ∑
i=1

⟨u (tk) , ψ̂i⟩Hψ̂i
∥∥2
H
≤ 3β2∥S∥2

κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k,

ta được ước lượng (2.9). Tương tự ta có

1

m

m∑
k=1

∥∥u (tk)− P ℓu (tk)
∥∥2
V
≤ β2

κ2m

m∑
k=1

∥∥u (tk)− ℓ∑
i=1

⟨u (tk) , ψ̂i⟩Hψ̂i
∥∥2
V

≤ 3β2

κ2(2m+ 1)

m∑
k=1

∥∥u (tk)− ℓ∑
i=1

⟨u (tk) , ψ̂i⟩Hψ̂i
∥∥2
V
≤ 3β2

κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̃k.

Bổ đề được chứng minh.
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Hệ quả 2.4. Ta có ước lượng cho đạo hàm rời rạc

1

m

m∑
k=1

∥∥∂̄u (tk)− P ℓ∂̄u (tk)
∥∥2
V
≤ 3β2

κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̃k (2.11)

và

1

m

m∑
k=1

∥∥∂̄u (tk)− P ℓ∂̄u (tk)
∥∥2
V
≤ 3β2∥S∥2

κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k. (2.12)

Chứng minh. Chứng minh tương tự Bổ đề 2.3.

Bây giờ ta sẽ trình bày phương pháp Galerkin Euler-POD lùi cho bài

toán (2.4): xác định một dãy {Uk}mk=0 trong V ℓ thỏa mãn

⟨U0, ψ⟩H = ⟨ϕ, ψ⟩H
và 〈

∂̄Uk, ψ
〉
H
+ a (Uk, ψ) = ⟨f (tk) , ψ⟩H

(2.13)

với mọi ψ ∈ V ℓ và mọi k = 1, . . . ,m. Ở đây, đạo hàm rời rạc ∂̄Uk được

xác định bằng biểu thức

∂̄Uk =
Uk − Uk−1

∆t
.

Định lý 2.5. Tồn tại duy nhất nghiệm {Uk}mk=0 trong V ℓ của bài toán

(2.13). Hơn nữa,

∥Uk∥H ≤
(

1

1 + γ Tm

)k
∥ϕ∥H +

1− e−
γkT
m

γ
∥f∥C([0,T ];H)

với mọi k = 0, . . . ,m và γ = κ/α.

Chứng minh. Biến đổi (2.13) ta được

⟨Uk, ψ⟩H +∆ta (Uk, ψ) = ⟨∆tf (tk) + Uk−1, ψ⟩H . (2.14)

Cũng từ điều kiện ban đầu của (2.13), U0 được xác định duy nhất

U0 =
ℓ∑
i=1

⟨ψi, ϕ⟩ψi.
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Ta chứng minh (2.13) có duy nhất nghiệm bằng phương pháp quy nạp.

Giả sử Uk−1, k ≥ 1 được xác định duy nhất. Đặt

A(u,w) = ⟨u,w⟩+∆ta(u,w).

Vì a đối xứng, liên tục và V -elliptic nên A cũng đối xứng, liên tục và

V ℓ-elliptic. Theo Định lý Lax-Mingram, tồn tại duy nhất Uk ∈ V ℓ thỏa

mãn (2.14). Vậy (2.13) có duy nhất nghiệm {Uk}mk=0.

Lấy hàm thử ψ = Uk trong (2.13), kết hợp (2.1) và (2.3) ta được

(1 + γ∆t) ∥Uk∥H ≤ ∥Uk−1∥H +∆t ∥f (tk)∥H .

Cộng các bất đẳng thức theo k, dẫn đến

∥Uk∥H ≤
(

1

1 + γ∆t

)k
∥U0∥H +∆t∥f∥C([0,T ];H)

k∑
j=1

(
1

1 + γ∆t

)j
.

Để ý rằng (1 + γ∆t)k ≤ eγk∆t. Điều đó suy ra

∆t
k∑
j=1

(
1

1 + γ∆t

)j
= ∆t

1− ζk

ζ−1 − 1
=

1− ζk

γ
≤ 1− e−γk∆t

γ

trong đó đặt ζ = 1/(1+ γ∆t). Ngoài ra, chọn ψ = U0 trong (2.13), ta có

∥U0∥2H = ⟨U0, U0⟩H = ⟨ϕ, U0⟩H ≤ ∥ϕ∥H∥U0∥H .

Vậy nên

∥U0∥H ≤ ∥ϕ∥H . (2.15)

Từ đó ta có điều phải chứng minh.

Tiếp theo, mục đích của chúng ta là ước lượng thành phần sai số

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u (tk)∥2H ,

trong đó u (tk) là nghiệm của (2.4) tại thời điểm cụ thể t = tk với k =

1, . . . ,m. Xuyên suốt quá trình đánh giá, ta sử dụng phân tách

Uk − u (tk) = Uk − P ℓu (tk) + P ℓu (tk)− u (tk) = ϑk + ϱk
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với ϑk = Uk − P ℓu (tk) và ϱk = P ℓu (tk)− u (tk). Điều đó dẫn đến

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u (tk)∥2H ≤ 2

m

m∑
k=1

∥ϑk∥2H +
2

m

m∑
k=1

∥ϱk∥2H . (2.16)

Từ (2.1) và Bổ đề 2.3, ta có

1

m

m∑
k=1

∥ϱk∥2H ≤ 3αβ2

κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̃k (2.17)

và

1

m

m∑
k=1

∥ϱk∥2H ≤ 3αβ2∥S∥2
κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k, (2.18)

với λ̃k và λ̂k lần lượt là kí hiệu của các giá trị riêng của mà trận tương

quan các phần tử Kij =
1

2m+1 ⟨yj, yi⟩V và Kij =
1

2m+1 ⟨yj, yi⟩H .
Kí hiệu ∂̄ϑk = (ϑk − ϑk−1)/∆t, k = 1, . . . ,m. Ta có〈

∂̄ϑk, ψ
〉
H
+ a (ϑk, ψ) =

〈ϑk − ϑk−1

∆t
, ψ
〉
H
+ a (ϑk, ψ)

=
〈
∂̄Uk − ∂̄P ℓu (tk) , ψ

〉
H
+ a

(
Uk − P ℓu (tk) , ψ

)
=
〈
∂̄Uk, ψ

〉
H
+ a (Uk, ψ)−

〈
∂̄P ℓu (tk) , ψ

〉
H
− a

(
P ℓu (tk) , ψ

)
= ⟨f (tk⟩ , ψ)H −

〈
∂̄P ℓu (tk) , ψ

〉
H
− a (u (tk) , ψ) = ⟨vk, ψ⟩H ,

(2.19)

trong đó

vk = ut (tk)− ∂̄P ℓu (tk) = ut (tk)− ∂̄u (tk) + ∂̄u (tk)− ∂̄P ℓu (tk) .

Đặt wk = ut (tk)−∂̄u (tk) và zk = ∂̄u (tk)−P ℓ∂̄u (tk). Suy ra vk = zk+wk.

Chọn ψ = ϑk ∈ V ℓ trong (2.19) ta đạt được

∥ϑk∥2H − ⟨ϑk, ϑk−1⟩H +∆ta (ϑk, ϑk) ≤ ∆t ∥vk∥H ∥ϑk∥H

Kết hợp (2.1) và (2.3) ta có đánh giá

∥ϑk∥H ≤ 1

1 + κ
α∆t

(∥ϑk−1∥H +∆t ∥vk∥H) .

Cộng vế theo vế các biểu thức theo k dẫn đến

∥ϑk∥H ≤
(

1

1 + κ
α∆t

)k
∥ϑ0∥H +∆t

k∑
j=1

(
1

1 + κ
α∆t

)k−j+1

∥vj∥H .
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Đặt γ =
κ

α
> 0, ta được

∥ϑk∥2H ≤ 2

(
1

1 + γ∆t

)2k

∥ϑ0∥2H +
2T 2

m2

( k∑
j=1

( 1

1 + γ∆t

)k−j+1 ∥vj∥H
)2

.

Để ngắn gọn, ta kí hiệu ζ = 1
1+γ∆t . Do(

1

ζ

)2m

= (1 + γ∆t)2m =

(
1 +

2γT

2m

)2m

≤ e2γT

nên ta có 1− ζ2m ≤ 1− e−2γT và

2

m

ζ2 − ζ2m+2

1− ζ2
=

2

m

1− ζ2m

ζ−2 − 1
≤ 2

m

1− ζ2m

2γ∆t
≤ 1− e−2γT

γT
.

Kết hợp với bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta có

1

m

m∑
k=1

∥ϑk∥2H ≤ 2

m

m∑
k=1

ζ2k ∥ϑ0∥2H +
2T 2

m3

m∑
k=1

( k∑
j=1

ζk−j+1 ∥vj∥H
)2

≤ 2

m

ζ2 − ζ2m+2

1− ζ2
∥ϑ0∥2H +

2T 2

m3

m∑
k=1

( k∑
j=1

ζ2(k−j+1)
k∑
j=1

∥vj∥2H
)

=
1− e−2γT

γT
∥ϑ0∥2H +

2T 2

m3

m∑
k=1

( k∑
j=1

ζ2j
k∑
j=1

∥vj∥2H
)

≤ 1− e−2γT

γT
∥ϑ0∥2H +

T 2

m

m∑
j=1

∥vj∥2H
m∑
k=1

2

m2

ζ2 − ζ2k+2

1− ζ2

≤ 1− e−2γT

γT

(
∥ϑ0∥2H +

T 2

m

m∑
k=1

∥vk∥2H
)
.

Giả sử rằng utt ∈ L2(0, T ;H). Ta đánh giá đại lượng ∥vk∥2H = ∥wk + zk∥2H .
Từ định nghĩa của wk, ta có

wk = ut (tk)−
u (tk)− u (tk−1)

∆t

=
1

∆t
(∆tut (tk)− (u (tk)− u (tk−1)))

=
1

∆t

∫ tk

tk−1

(s− tk−1)utt(s)ds.
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Dẫn đến

m∑
k=1

∥wk∥2H ≤
m∑
k=1

1

∆t2

∫ tk

tk−1

(t− tk−1)
2 dt

∫ tk

tk−1

∥utt(t)∥2Hdt

=
∆t

3

∫ T

0
∥utt(t)∥2H dt.

Theo bất đẳng thức Cauchy ∥vk∥2H ≤ 2 ∥wk∥2H + 2 ∥zk∥2H và ∆t =
T

m
suy ra

1

m

m∑
k=1

∥ϑk∥2H ≤ C

(
∥ϑ0∥2H +

2T 3

3m2

∫ T

0
∥utt(t)∥2H dt+

2T 2

m

m∑
k=1

∥zk∥2H
)
,

với C = 1−e−2γT

γT . Nếu ta chọn cơ sở POD trong V thì theo (2.11)

1

m

m∑
k=1

∥zk∥2H =
1

m

m∑
k=1

∥∥∂̄u (tk)− P ℓ∂̄u (tk)
∥∥2
H
≤ 3αβ2

κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̃k. (2.20)

Ngược lại, nếu cơ sở POD được chọn trong H ta có

1

m

m∑
k=1

∥zk∥2H =
1

m

m∑
k=1

∥∥∂̄u (tk)− P ℓ∂̄u (tk)
∥∥2
H
≤ 3αβ2∥S∥2

κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k.

(2.21)

Cộng các vế lại ta được hai ước lượng

1

m

m∑
k=1

∥ϑk∥2H ≤ C

(
∥ϑ0∥2H +

2(∆t)2

3
∥utt∥2L2(0,T ;H) +

6αβ2T 2

κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̃k

)
(2.22)

và

1

m

m∑
k=1

∥ϑk∥2H ≤ C

(
∥ϑ0∥2H +

2(∆t)2

3
∥utt∥2L2(0,T ;H) +

6αβ2T 2∥S∥2
κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k

)
(2.23)

ứng với lần lượt hai cơ sở POD {ψ̃k}dk=1 và {ψ̂k}dk=1. Từ (2.17), (2.18) và

(2.22), (2.23) ta có kết quả sau.
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Định lý 2.6. Cho u và {Uk}mk=0 lần lượt là nghiệm của (2.4) và (2.13),

giả sử rằng utt ∈ L2(0, T ;H). Khi đó tồn tại hằng số C > 0 phụ thuộc vào

u, α, β, κ, T , nhưng độc lập với ℓ và m, sao cho

1

m

m∑
k=1

∥u (tk)− Uk∥2H ≤ C

(∥∥ϕ− P ℓϕ
∥∥2
H
+

d∑
k=ℓ+1

λ̃k + (∆t)2
)

và

1

m

m∑
k=1

∥u (tk)− Uk∥2H ≤ C

(∥∥ϕ− P ℓϕ
∥∥2
H
+ ∥S∥2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k + (∆t)2
)

trong đó S là ma trận độ cứng.

Chứng minh. Từ (2.4) ta có

⟨u(t0)− ϕ, χ⟩H = 0, với mọi χ ∈ H.

Nên ⟨u(t0)− ϕ, u(t0)− ϕ⟩H = 0. Suy ra u(t0) = ϕ. Ta lại có

2⟨U0, P
ℓu(t0)⟩H = ∥U0∥2H + ∥P ℓu(t0)∥2H − ∥U0 − P ℓu(t0)∥2H

và

2⟨u(t0), P ℓu(t0)⟩H = ∥u(t0)∥2H + ∥P ℓu(t0)∥2H − ∥u(t0)− P ℓu(t0)∥2H .

Hơn nữa, theo (2.13), ta có ⟨U0, χ⟩H = ⟨u(t0), χ⟩H ,∀χ ∈ V ℓ. Do đó

⟨U0, P
ℓu(t0)⟩H = ⟨u(t0), P ℓu(t0)⟩H .

Điều này dẫn đến

∥U0∥2H − ∥U0 − P ℓu(t0)∥2H = ∥u(t0)∥2H − ∥u(t0)− P ℓu(t0)∥2H .

Từ (2.15), ta có ∥U0∥H ≤ ∥u(t0)∥H , kéo theo

∥U0 − P ℓu(t0)∥H ≤ ∥u(t0)− P ℓu(t0)∥H .

Vậy nên

∥ϑ0∥H ≤
∥∥ϕ− P ℓϕ

∥∥
H
. (2.24)
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Nếu cơ sở POD trong V , kết hợp (2.16), (2.17) và (2.22) ta được

1

m

m∑
k=1

∥u (tk)− Uk∥2H ≤ c(T )
( ∥∥ϕ− P ℓϕ

∥∥2
H
+

2(∆t)2

3
∥utt∥2L2(0,T ;H)

+
6αβ

κ

(
1 + T 2

) d∑
k=ℓ+1

λ̃k
)
,

với c(T ) =
(1−e−2γT)

γT . Đặt

C = max

{
c(T ),

2

3
c(T ) ∥utt∥2L2(0,T ;H) ,

6αβc(T )

κ

(
1 + T 2

)}
chỉ phụ thuộc vào α, β, κ và T . Khi đó

1

m

m∑
k=1

∥u (tk)− Uk∥2H ≤ C

(∥∥ϕ− P ℓϕ
∥∥2
H
+ (∆t)2 +

d∑
k=ℓ+1

λ̃k

)
. (2.25)

Nếu cơ sở POD được lấy trong H, từ (2.16), (2.18) và (2.23) ta cũng

được kết quả tương tự như (2.25), ta chỉ cần thay λ̃k bằng ∥S∥2λ̂k.

Nhận xét 2.7. Từ (2.25) cho thấy ảnh hưởng của
∥∥ϕ− P ℓϕ

∥∥
H

trong ước

lượng giảm khi T → ∞. Thành phần đứng trước
∑d

k=ℓ+1 λ̃k sẽ tăng nếu

T tăng. Tuy nhiên, ta để ý rằng các giá trị λ̃k và λ̂k cũng phụ thuộc vào

T .

Nhận xét 2.8. Với giả thiết ban đầu ϕ ∈ V , vì ϕ = u(t0) là một trong

những snapshot, nên ta có thể ước lượng ∥ϕ− P ℓϕ∥H . Từ (2.5), (2.7) và

(2.10) ta có được

∥∥ϕ− P ℓϕ
∥∥2
H
≤ αβ2

κ2
∥∥ϕ−

ℓ∑
k=1

(ϕ, ψk)X ψk
∥∥2
V
≤ (2m+ 1)

αβ2

κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̃k

cũng như

∥∥ϕ− P ℓϕ
∥∥2
H
≤ αβ2

κ2
∥∥ϕ− ℓ∑

k=1

(ϕ, ψk)X ψk
∥∥2
V
≤ (2m+1)∥S∥2

αβ2

κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k.

Vì vậy, nếu chọn ℓ = d, từ (2.25) ta được

1

m

m∑
k=1

∥u (tk)− Uk∥2H ≤ 2

3
c(T )(∆t)2 ∥utt∥2L2(0,T ;H) với c(T ) =

(
1− e−2γT

)
γT

.
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2.3 Lược đồ Crank-Nicolson-POD-Galerkin

Lược đồ Galerkin Crank-Nicolson-POD cho bài toán (2.4) được phát

biểu qua bài toán: Tìm {Uk}mk=0 trong V ℓ thỏa mãn

⟨U0, ψ⟩H = ⟨ϕ, ψ⟩H
và 〈

∂̄Uk, ψ
〉
H
+

1

2
a (Uk + Uk−1, ψ) =

〈
f
(
tk −

∆t

2

)
, ψ
〉
H

(2.26)

với mọi ψ ∈ V ℓ và k = 1, . . . ,m.

Định lý 2.9. Tồn tại duy nhất nghiệm {Uk}mk=0 trong V ℓ của bài toán

(2.26). Hơn nữa, ta có đánh giá

∥Uk∥H ≤ ∥ϕ∥H + T∥f∥C([0,T ];H) với k = 0, . . . ,m.

Chứng minh. Ta chứng minh (2.26) có nghiệm {Uk}mk=0 tồn tại duy nhất

bằng phương pháp quy nạp. Thật vậy, ta thấy U0 được xác định duy nhất

U0 =
ℓ∑

k=1

⟨ϕ, ψk⟩ψk.

Giả sử Uk−1 được xác định duy nhất với k ≥ 1. Với bất kì ψ ∈ V ℓ, từ

(2.26) ta có

⟨Uk, ψ⟩H +
∆t

2
a (Uk, ψ) =

〈
Uk−1 + f

(
tk −

∆t

2

)
, ψ
〉
H
− ∆t

2
a (Uk−1, ψ) .

(2.27)

Đặt

A(u, v) = (u, v)H +
∆t

2
a (u, v) , u, v ∈ V ℓ.

Bởi vì dạng song tuyến tính a đối xứng, liên tục, V -elliptic nên A cũng

là dạng song tuyến tính, đối xứng, liên tục và V ℓ-elliptic. Theo Định lý

Lax-Mingram, tồn tại duy nhất nghiệm Uk của (2.27). Do đó (2.26) có

nghiệm duy nhất {Uk}mk=0. Thay ψ = Uk + Uk−1 vào (2.26), ta được

∥Uk∥2H − ∥Uk−1∥2H ≤ ∆t
∥∥f(tk − ∆t

2

)∥∥
H
∥Uk + Uk−1∥H .
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Do đó

∥Uk∥H ≤ ∥Uk−1∥H +∆t
∥∥f(tk − ∆t

2

)∥∥
H
.

Cộng các biểu thức theo giá trị của k và kết hợp (2.15), ta được kết quả

∥Uk∥H ≤ ∥U0∥H +∆t
k∑
j=1

∥∥f(tj − ∆t

2

)∥∥
H
≤ ∥ϕ∥H + T∥f∥C([0,T ];H).

Định lý được chứng minh.

Để đánh giá được sai số ta sẽ xét một giả thiết được áp đặt lên nghiệm

u của (2.4) và dạng song tuyến tính a.

(H)


Tồn tại không gian con W của V với phép nhúng liên tục và

một hằng số Ĉ > 0 sao cho u ∈ W 2,2(0, T ;W ) và

a(φ, ψ) ≤ Ĉ∥φ∥W∥ψ∥H với mọi φ ∈ W,ψ ∈ V.

Ví dụ 2.10. Cho W = H2(Ω) ∩H1
0(Ω), V = H1

0(Ω), H = L2(Ω), với Ω là

miền bị chặn trong Rl và

a(φ, ψ) =

∫
Ω
∇φ · ∇ψdx với mọi φ, ψ ∈ H1

0(Ω).

Ta có a(φ, ψ) ≤ ∥φ∥W∥ψ∥H với mọi φ ∈ W,ψ ∈ V và bất đẳng thức

trong (H) xảy ra với Ĉ = 1.

Định lý 2.11. Cho u và {Uk}mk=0 lần lượt là nghiệm của (2.4) và (2.26).

Giả sử rằng (H) xảy ra và uttt ∈ L2(0, T ;H). Khi đó tồn tại hằng số

C > 0 phụ thuộc vào u, α, β, κ, T và Ĉ, nhưng độc lập với ℓ và m sao cho

1

m

m∑
k=1

∥u (tk)− Uk∥2H ≤ C

(∥∥ϕ− P ℓϕ
∥∥2
H
+

d∑
k=ℓ+1

λ̃k + (∆t)4
)

và

1

m

m∑
k=1

∥u (tk)− Uk∥2H ≤ C

(∥∥ϕ− P ℓϕ
∥∥2
H
+ ∥S∥2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k + (∆t)4
)
,

trong đó S là ma trận độ cứng.
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Chứng minh. Đại lượng ϱk đã được ước lượng ở (2.17) và (2.18). Ta có〈
∂̄ϑk, ψ

〉
H
+

1

2
a (ϑk + ϑk−1, ψ)

= ⟨wk + zk, ψ⟩H +
1

2
a
(
2u
(
tk −

∆t

2

)
− u (tk)− u (tk−1) , ψ

)
,

trong đó wk và zk được cho bởi

wk = ut
(
tk −

∆t

2

)
− ∂̄u (tk) và zk = ∂̄u (tk)− P ℓ∂̄u (tk) .

Thật vậy, với mọi ψ ∈ V ℓ

〈
∂̄ϑk, ψ

〉
H
+

1

2
a (ϑk + ϑk−1, ψ)

=
〈ϑk − ϑk−1

∆t
, ψ
〉
H
+

1

2
a (ϑk + ϑk−1, ψ)

=
1

∆t

〈(
Uk − P ℓu(tk)

)
−
(
Uk−1 − P ℓu(tk−1)

)
, ψ
〉
H
+

1

2
a (ϑk + ϑk−1, ψ)

=
〈
∂̄Uk, ψ

〉
H
−
〈
∂̄P ℓu(tk), ψ

〉
H
+

1

2
a (ϑk, ψ) +

1

2
a (ϑk−1, ψ)

=
〈
f(tk −

∆t

2
), ψ
〉
H
−
〈
∂̄P ℓu(tk), ψ

〉
H
− 1

2
a (u(tk) + u(tk−1), ψ)

= ⟨wk + zk, ψ⟩H +
1

2
a
(
2u
(
tk −

∆t

2

)
− u (tk)− u (tk−1) , ψ

)
.

Chọn ψ = ϑk + ϑk−1, kết hợp giả thiết (H), ta được〈
∂̄ϑ, ϑk + ϑk−1

〉
H
≤ (∥ϑk∥H + ∥ϑk−1∥H) (∥wk∥H + ∥zk∥H)

+ (∥ϑk∥H + ∥ϑk−1∥H)
(
Ĉ

2

∫ tk

tk−∆t
2

∫ t

t−∆t
2

∥utt(s)∥W dsdt

)
.

Ta lại có〈
∂̄ϑ, ϑk + ϑk−1

〉
H
=

1

∆t
(∥ϑk∥H + ∥ϑk−1∥H) (∥ϑk∥H − ∥ϑk−1∥H) (2.28)

và tích phân từng phần∫ tk

tk−∆t
2

∫ t

t−∆t
2

∥utt(s)∥W dsdt = (t− α)

∫ t

t−∆t
2

∥utt(s)∥W ds
∣∣∣tk
tk−∆t

2

−
∫ tk

tk−∆t
2

(t− α)

(
∥utt(t)∥W −

∥∥utt(t− ∆

2

)∥∥
W

)
dt.
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Chọn α = tk −
∆t

2
và z = t− ∆t

2
. Khi đó∫ tk

tk−∆t
2

∫ t

t−∆t
2

∥utt(s)∥W dsdt =
∆t

2

∫ tk

tk−∆t
2

∥utt(s)∥W ds

+

∫ tk−∆t
2

tk−1

(z +∆t− tk)

(
∥utt(z)∥W −

∥∥utt(z + ∆

2

)∥∥
W

)
dz.

Vì
∆

2
≥ z +∆t− tk ≥ 0 với mọi z ∈ [tk−1, tk − ∆t

2 ] nên∫ tk−∆t
2

tk−1

(z +∆t− tk)

(
∥utt(z)∥W −

∥∥utt(z + ∆

2

)∥∥
W

)
dt

≤
∫ tk−∆t

2

tk−1

(z +∆t− tk) (∥utt(z)∥W ) dz ≤ ∆

2

∫ tk−∆t
2

tk−1

(∥utt(z)∥W ) dz.

Do đó ∫ tk

tk−∆t
2

∫ t

t−∆t
2

∥utt(s)∥W dsdt ≤ ∆

2

∫ tk

tk−1

(∥utt(z)∥W ) dz. (2.29)

Từ (2.28) và (2.29) ta suy ra

∥ϑk∥H ≤ ∥ϑk−1∥H +∆t

(
∥wk∥H + ∥zk∥H +

Ĉ∆t

4

∫ tk

tk−1

∥utt(t)∥W dt

)
.

Cộng tất cả các bất đẳng thức theo k ta được

∥ϑk∥H ≤ ∥ϑ0∥H +∆t
k∑
j=1

(
∥wj∥H + ∥zj∥H

)
+
Ĉ(∆t)2

4

∫ tk

0
∥utt(t)∥W dt.

Theo bất đẳng thức Cauchy-Schwarz, ta thấy

1

m

m∑
k=1

∥ϑk∥2H ≤ 3 ∥ϑ0∥2H +
3(∆t)2

m

m∑
k=1

( k∑
j=1

∥wj∥H + ∥zj∥H
)2

+
3Ĉ2(∆t)4

16m

m∑
k=1

(∫ T

0
∥utt(t)∥W dt

)2

≤ 3∥ϑ0∥2H + 6(∆t)2
m∑
k=1

m∑
j=1

(
∥wj∥2H + ∥zj∥2H

)
+

3Ĉ2T (∆t)4

16

∫ T

0
∥utt(t)∥2W dt
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= 3∥ϑ0∥2H + 6m(∆t)2
m∑
j=1

(
∥wj∥2H + ∥zj∥2H

)
+

3Ĉ2T (∆t)4

16

∫ T

0
∥utt(t)∥2W dt.

Từ (2.20) và (2.21) ta có được

1

m

m∑
k=1

∥zk∥2H ≤ 3αβ2

κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̃k

nếu cơ sở POD được xây dựng trong V và

1

m

m∑
k=1

∥zk∥2H ≤ 3αβ2∥S∥2
κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k

nếu cơ sở POD thuộc vào H. Ngoài ra, ta có

(∆t)2
m∑
k=1

∥wk∥2H =
m∑
k=1

∥∥∥u (tk)− u (tk−1)−∆tut
(
tk− 1

2

)∥∥∥2
H

=
m∑
k=1

1

4

∥∥∥∥ ∫ tk−∆t
2

tk−1

(s− tk−1)
2uttt(s)ds+

∫ tk

tk−∆t
2

(s− tk)
2uttt(s)ds

∥∥∥∥2
H

≤
m∑
k=1

1

2

(∥∥∥∥ ∫ tk−∆t
2

tk−1

(s− tk−1)
2uttt(s)ds

∥∥∥∥2
H

+

∥∥∥∥ ∫ tk

tk−∆t
2

(s− tk)
2uttt(s)ds

∥∥∥∥2
H

)

≤
m∑
k=1

1

2

(
(∆t)5

32

∫ tk−∆t
2

tk−1

∥uttt(s)∥2H ds+
(∆t)5

32

∫ tk

tk−∆t
2

∥uttt(s)∥2H ds
)

≤ 1

64
(∆t)5

m∑
k=1

∫ tk

tk−1

∥uttt(s)∥2H ds.

Điều đó dẫn đến

(∆t)2
m∑
k=1

∥wk∥2H ≤ 1

64
(∆t)5

∫ T

0
∥uttt(s)∥2H ds. (2.30)

Vì vậy, với C∗ = max

(
3

32
T,

3

16
Ĉ2T

)
ta có

1

m

m∑
k=1

∥ϑk∥2H ≤ 3 ∥ϑ0∥2H +
18αβ2T 2

κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̃k

+ C∗(∆t)4
(
∥uttt∥2L2(0,T ;H) + ∥utt∥2L2(0,T ;W )

) (2.31)
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và

1

m

m∑
k=1

∥ϑk∥2H ≤ 3 ∥ϑ0∥2H +
18αβ2T 2∥S∥2

κ2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k

+ C∗(∆t)4
(
∥uttt∥2L2(0,T ;H) + ∥utt∥2L2(0,T ;W )

) (2.32)

ứng với lần lượt hai trường hợp cơ sở POD được xây dựng trong V và H.

Xét trường hợp cơ sở POD trong V , kết hợp (2.16), (2.17) và (2.31) ta

có

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u (tk)∥2H ≤ 6
∥∥ϕ− P ℓϕ

∥∥2
H
+

6αβ2

κ2
(1 + 6T 2)

d∑
k=ℓ+1

λ̃k

+ 2C∗(∆t)4
(
∥uttt∥2L2(0,T ;H) + ∥utt∥2L2(0,T ;W )

)
.

Tương tự nếu cơ sở POD trong H, kết hợp (2.16), (2.18) và (2.32) ta

được

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u (tk)∥2H ≤ 6
∥∥ϕ− P ℓϕ

∥∥2
H
+

6αβ2

κ2
(1 + 6T 2)∥S∥2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k

+ 2C∗(∆t)4
(
∥uttt∥2L2(0,T ;H) + ∥utt∥2L2(0,T ;W )

)
.

Đặt

C = max
{
6;

6αβ2

κ2
(1 + 6T 2); 2C∗(∥uttt∥2L2(0,T ;H) + ∥utt∥2L2(0,T ;W ))

}
chỉ phụ thuộc vào phụ thuộc vào u, α, β, κ, T, Ĉ, độc lập với ℓ và m.

Lúc đó

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u (tk)∥2H ≤ C
( ∥∥ϕ− P ℓϕ

∥∥2
H
+

d∑
k=ℓ+1

λ̃k + (∆t)4
)

nếu ta xây dựng cơ sở POD trong V và

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u (tk)∥2H ≤ C
( ∥∥ϕ− P ℓϕ

∥∥2
H
+ ∥S∥2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k + (∆t)4
)

nếu ta xét cơ sở POD trong H.
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CHƯƠNG 3

PHƯƠNG PHÁP POD-GALERKIN

CHO PHƯƠNG TRÌNH TIẾN

HÓA PHI TUYẾN

Trong phần này, chúng tôi nghiên cứu về áp dụng POD liên quan đến

bài toán tiến hóa phi tuyến trừu tượng. Ta tiếp tục giả sử rằng V và H là

hai không gian Hilbert thực sao cho V trù mật trong H với phép nhúng

compact. Dạng song tuyến tính a : V × V → R được định nghĩa bởi tích

vô hướng trong V , nghĩa là

⟨φ, ψ⟩V = a(φ, ψ) với mọi φ, ψ ∈ V. (3.1)

Chuẩn trong V được xác định ∥ · ∥V =
√
a(·, ·). Khi đó dạng song tuyến

tính a liên tục và V -elliptic đều với hằng số bằng 1, nghĩa là

|a(φ, ψ)| ≤ β∥φ∥V ∥ψ∥V với β = 1.

và

|a(φ, φ)| ≥ κ∥φ∥2V với κ = 1.

Ngoài ra, vì phép nhúng V vào H là liên tục nên tồn tại α > 0 sao cho

∥φ∥2H ≤ α∥φ∥2V , ∀φ ∈ V. (3.2)
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Ta định nghĩa toán tử tuyến tính A liên kết với a:

⟨Aφ,ψ⟩V ∗,V = a(φ, ψ) với mọi φ, ψ ∈ V,

trong đó ⟨·, ·⟩V ∗,V biểu thị tích vô hướng giữa V và liên hợp của nó. Khi

đó A là đẳng cấu từ V vào V ∗. Ngoài ra, A có thể là toán tử tuyến tính

tự liên hợp nhưng không nhất thiết bị chặn trong H với miền

D(A) = {φ ∈ V : Aφ ∈ H}.

Từ sự đồng nhất giữa H và đối ngẫu H∗ của nó, dẫn đến

D(A) ↪→ V ↪→ H = H∗ ↪→ V ∗,

mỗi phép nhúng là liên tục và trù mật, trong đó D(A) là không gian định

chuẩn với chuẩn

∥φ∥D(A) = ∥φ∥V + ∥Aφ∥H .

Xét toán tử tuyến tính liên tục R : V → V ∗, ánh xạ D(A) vào H và

thỏa mãn

∥Rφ∥H ≤ cR∥φ∥1−δ1V ∥Aφ∥δ1H với mọi φ ∈ D(A),

|⟨Rφ,φ⟩V ∗,V | ≤ cR∥φ∥1+δ2V ∥φ∥1−δ2H với mọi φ ∈ V
(3.3)

với hệ số cR > 0 và với δ1, δ2 ∈ [0, 1). Ta cũng giả sử rằng A + R là

V -elliptic; có nghĩa là tồn tại hằng số η > 0 sao cho

a(φ, φ) + ⟨Rφ,φ⟩V ∗,V ≥ η∥φ∥2V với mọi φ ∈ V. (3.4)

Hơn nữa, cho B : V ×V → V ∗ là dạng song tuyến tính liên tục D(A)×
D(A) vào H sao cho tồn tại hằng số cB > 0 và δ3, δ4, δ5 ∈ [0, 1) thỏa mãn

⟨B(φ, ψ), ψ⟩V ∗,V = 0,

|⟨B(φ, ψ), ϕ⟩V ∗,V | ≤ cB∥φ∥δ3H∥φ∥
1−δ3
V ∥ψ∥V ∥ϕ∥δ3V ∥ϕ∥

1−δ3
H ,

∥B(φ, χ)∥H + ∥B(χ, φ)∥H ≤ cB∥φ∥V ∥χ∥1−δ4V ∥Aχ∥δ4H ,

∥B(φ, χ)∥H ≤ cB∥φ∥δ5H∥φ∥
1−δ5
V ∥χ∥1−δ5V ∥Aχ∥δ5H

(3.5)

với mọi φ, ψ, ϕ ∈ V , với mọi χ ∈ D(A). Để đơn giản về mặt kí hiệu, ta

đặt B(φ) = B(φ, φ) với φ ∈ V .
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Cho f ∈ L2(0, T ;H) và ϕ ∈ V ta xét phương trình tuyến hóa phi tuyến

d

dt
⟨u(t), φ⟩H + a(u(t), φ) + ⟨B(u(t)) +Ru(t), φ⟩V ∗,V = ⟨f(t), φ⟩H (3.6)

với mọi φ ∈ V , hầu khắp t ∈ (0, T ] và

⟨u(0), χ⟩H = ⟨ϕ, χ⟩H với mọi χ ∈ H.

Định lý sau phát biểu về sự tồn tại và duy nhất nghiệm của (3.6).

Định lý 3.1. Giả sử rằng điều kiện (3.3) đến(3.5) thỏa mãn. Khi đó với

mọi f ∈ L2(0, T ;H) và ϕ ∈ V tồn tại duy nhất nghiệm của (3.6) thỏa

mãn

u ∈ C([0, T ];V ) ∩ L2(0, T ;D(A)) ∩H1(0, T ;H).

Chứng minh. Tương tự như Định lý 2.1 trong [24], trang 111.

Ví dụ về phương trình tiến hóa phi tuyến có dạng nêu trên.

Ví dụ 3.2 (Navier-Stokes hai chiều). Cho Ω là miền bị chặn trong R2 với

biên Γ và cho T > 0. Phương trình Navier-Stokes hai chiều được cho bởi

ϱ (ut + (u · ∇)u)− ν∆u+∇p = f trong Q = (0, T )× Ω,

div u = 0 trong Q,
(3.7)

trong đó ϱ > 0 là mật độ của chất lưu, ν > 0 là độ nhớt động học, f được

biểu diễn như độ lớn của nguồn và

(u · ∇)u =

(
u1
∂u1
∂x1

+ u2
∂u1
∂x2

, u1
∂u2
∂x1

+ u2
∂u2
∂x2

)⊤
.

Các ẩn số là trường vận tốc u = (u1, u2) và áp suất p. Kết hợp với điều

kiện biên

u = ud trên Σ = (0, T )× Γ

và điều kiện ban đầu

u(0, ·) = u0 trong Ω.

Trong [24], trang 104-107 và 116-117 cho ta cách viết (3.7) dưới dạng

của (3.6).



54

Bổ đề 3.3. Với mọi a, b ≥ 0 và M ≥ 0, N > 0 là hai số cho trước. Tồn

tại hai hằng số µ1 > 0 chỉ phụ thuộc vào M,N sao cho

Mab ≤ Na2 + µ1b
2.

Bổ đề 3.4. Với mọi a, b, c ≥ 0, δ ∈ [0, 1). Khi đó với M ≥ 0, N > 0 là

hai số cho trước. Tồn tại hai hằng số µ1 > 0 và µ2 > 0 chỉ phụ thuộc vào

M,N và δ sao cho

Maδb1−δc ≤ Na2 + µ1b
2 + µ2c

2.

Chứng minh. Nếu δ = 0, ta quay lại với Bổ đề 3.3. Ta xét với trường hợp

δ > 0. Chọn p = 2/δ > 2 và ε = N/p. Khi đó theo bất đẳng thức Young,

ta được

Maδb1−δc ≤ ε(aδ)p

p
+

(Mb1−δc)q

qεp/q

= Na2 +
(Mb1−δc)q

qεp/q

với q = p/(p− 1) < 2. Đặt m = 2/q > 1 và n = 2/(q − qδ), khi đó

1

m
+

1

n
=
q

2
+
q − qδ

2
=
q(p− 1)

p
= 1.

Áp dụng lần nữa bất đẳng thức Young, ta có

(Mb1−δc)q

qεp/q
≤ M q

qεp/q

(
(cq)m

m
+

(bq(1−δ))n

n

)

=
M q

qεp/q

(
c2

m
+
b2

n

)
.

Đặt µ1 =
M q

nqεp/q
và µ2 =

M q

mqεp/q
. Khi đó µ1, µ2 > 0 và chỉ phụ thuộc vào

M,N và δ sao cho Maδb1−δc ≤ Na2 + µ1b
2 + µ2c

2.

Để xây dựng các giản đồ POD-Galerkin cho bài toán (3.6), cách xây

dựng cơ sở POD tương tự như Chương 2, mục 2.1. Vì vậy, các biểu thức

đánh giá trong mục 2.1 vẫn còn thỏa mãn.
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3.1 Phương pháp Euler-POD-Galerkin lùi

Trong phần này ta tập trung ước lượng sai số của phương pháp Galerkin

POD khi áp dụng cho (3.6) kết hợp với phương pháp Euler lùi.

Ta xét mô hình giảm số chiều dựa trên phương pháp Galerkin POD: Tìm

{Uk}mk=0 trong V ℓ thỏa mãn

⟨U0, ψ⟩H = ⟨ϕ, ψ⟩H ,〈
∂̄Uk, ψ

〉
H
+ a (Uk, ψ) + ⟨B (Uk) +RUk, ψ⟩V ∗,V = ⟨f (tk) , ψ⟩H

(3.8)

với mọi ψ ∈ V ℓ và k = 1, . . . ,m. Đạo hàm rời rạc ∂̄Uk được cho bởi

∂̄Uk =
Uk − Uk−1

∆t
.

Định lý sau phát biểu về sự tồn tại nghiệm {Uk}mk=0 của (3.8).

Định lý 3.5. Tồn tại nghiệm {Uk}mk=0 của (3.8). Hơn nữa, ta có đánh giá

∥Uk∥2H ≤
(

1

1 + γ∆t

)k
∥ϕ∥2H +

1− e−γk∆t

γ
∥f∥2C([0,T ];H) (3.9)

với mọi k = 1, . . . ,m, trong đó γ = η/α với α, η lần lượt được định nghĩa

tại (3.2) và (3.4).

Chứng minh.

Tồn tại: Ta chứng minh tồn tại nghiệm {Uk}mk=0 của (3.8) bằng phương

pháp quy nạp. Thật vậy, U0 =
∑ℓ

i=1 ⟨ϕ, ψi⟩ψi được xác định duy nhất.

Giả sử Uk−1 tồn tại với k ≥ 1. Ta chứng minh Uk tồn tại bằng định lý

điểm bất động Schauder. Xét ánh xạ Tk : V ℓ → V ℓ, k = 1, . . . ,m được

định nghĩa như sau: với mỗi w ∈ V ℓ ta đặt z = Tkw với z ∈ V ℓ là nghiệm

⟨z, ψ⟩H +∆t (a(z, ψ) + ⟨B(w, z) +Rz, ψ⟩V ∗,V ) = ⟨∆tf (tk) + Yk−1, ψ⟩H
(3.10)

với mọi ψ ∈ V ℓ. Dạng song tuyến tính

⟨·, ·⟩H +∆t (a(·, ·) + ⟨B(w, ·) +R(·), ·⟩V ∗,V )
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là liên tục và V ℓ-elliptic bởi các điều kiện (3.2) đến (3.5). Theo định lý

Lax-Milgram tồn tại duy nhất z là nghiệm của (3.10). Do đó ánh xạ Tk
được xác định. Nhận xét rằng điểm bất động của Tk là nghiệm Uk của

(3.8). Lấy ψ = z trong (3.10), kết hợp các điều kiện (3.2) và (3.4) ta được

∥z∥V ≤
√
α

η

(
∥f (tk)∥H +

1

∆t
∥Uk−1∥H

)
. (3.11)

Ta đặt

Mk =

{
w ∈ V ℓ : ∥w∥V ≤

√
α

η

(
∥f (tk)∥H +

1

∆t
∥Uk−1∥H

)}
⊂ V ℓ.

Từ (3.11) ta thấy rẳng Tk ánh xạ từ Mk vào chính nó. Vì Mk là hình

cầu đóng trong V ℓ, do đó tập Mk bị chặn, đóng và lồi, hơn nữa ảnh của

Tk hữu hạn chiều, nên Tk là compact. Do đó, tồn tại Uk là bất động của

Tk. Vì vậy, tồn tại nghiệm {Uk}mk=0 của (3.8).

Ước lượng Uk: Để có ước lượng (3.9), trong (3.8) ta cho ψ = Uk. Ta

có

2⟨φ− ψ, φ⟩H = ∥φ∥2H − ∥ψ∥2H + ∥φ− ψ∥2H với mọi φ, ψ ∈ H. (3.12)

Kết hợp với các điều kiện (3.3) đến (3.5)ta được

∥Uk∥2H−∥Uk−1∥2H+∥Uk − Uk−1∥2H+2η∆t ∥Uk∥2V ≤ 2∆t ∥f (tk)∥H ∥Uk∥H .

Sử dụng (3.5), (3.2) và bất đẳng thức Young, dẫn đến

∥Uk∥2H + ∥Uk − Uk−1∥2H + η∆t ∥Uk∥2V ≤ ∥Uk−1∥2H +
α∆t

η
∥f (tk)∥2H .

Từ đó suy ra

(1 + γ∆t) ∥Uk∥2H ≤ ∥Uk−1∥2H +
∆t

γ
∥f (tk)∥2H ,

trong đó γ = η/α. Điều đó cho thấy

∥Uk∥2H ≤ 1

1 + γ∆t
∥Uk−1∥2H +

∆t

γ (1 + γ∆t)
∥f (tk)∥2H .
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Cộng vế theo vế các biểu thức trên theo k ta được

∥Uk∥2H ≤
(

1

1 + γ∆t

)k
∥U0∥2H +

∆t

γ
∥f∥2C([0,T ];H)

k∑
j=1

(
1

1 + γ∆t

)j
.

(3.13)

Đặt ζ = 1/(1 + γ∆τ). Ta có

∆t
k∑
j=1

(
1

1 + γ∆t

)j
= ∆t

1− ζk

ζ−1 − 1
=

1− ζk

γ
≤ 1− e−γk∆t

γ
. (3.14)

Ngoài ra, vì ⟨U0, ψ⟩H = ⟨ϕ, ψ⟩H với mọi ψ ∈ V ℓ nên

∥U0∥2H ≤ ∥ϕ∥H∥U0∥H =⇒ ∥U0∥H ≤ ∥ϕ∥H .

Kết hợp với (3.13), (3.14) ta có kết quả tại (3.9).

Hơn nữa, nếu ∆t đủ nhỏ thì dãy {Uk}mk=0 là nghiệm của (3.8) được xác

định duy nhất ([5], trang 510). Tiếp theo của chúng ta là ước lượng trung

bình sai số
1

m

m∑
k=1

∥Uk − u (tk)∥2H ,

trong đó u (tk) là nghiệm của (3.6) tại những thời điểm t = tk, k =

1, . . . ,m.

Nhắc lại, ta vẫn sử dụng phân tích

Uk − u (tk) = Uk − P ℓu (tk) + P ℓu (tk)− u (tk) = ϑk + ϱk, (3.15)

với ϑk = Uk − P ℓu (tk) và ϱk = P ℓu (tk)− u (tk).

Bổ đề 3.6. Giả sử u và {Uk}mk=0 lần lượt là nghiệm của (3.6) và (3.8).

Giả thiết rằng ∆t đủ nhỏ và utt ∈ L2(0, T,H). Khi đó tồn tại hằng số

C > 0 độc lập với m và ℓ sao cho

∥ϑk∥2H ≤ C

(
∥ϑ0∥2H +

∆t2

3
∥utt∥2L2(0,T ;H) + 3T (α + 1),

d∑
k=ℓ+1

λ̃k

)
với mọi 1 ≤ k ≤ m nếu cơ sở POD được xây dựng trong V hoặc

∥ϑk∥2H ≤ C

(
∥ϑ0∥2H +

∆t2

3
∥utt∥2L2(0,T ;H) + 3T (α + 1)∥S∥2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k

)
,

với mọi 1 ≤ k ≤ m nếu cơ sở POD được xét trong H.
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Chứng minh. Ta tiếp tục sử dụng kí hiệu ∂̄ϑk = ((ϑk − ϑk−1))/δτk với mọi

k = 1, . . . ,m. Ta có〈
∂̄ϑk, ψ

〉
H
+ a (ϑk, ψ) + ⟨Rϑk, ψ⟩V ∗,V

=
〈
∂̄Uk − ∂̄P ℓu(tk), ψ

〉
H
+ a

(
Uk − P ℓy(tk), ψ

)
+
〈
RUk −RP ℓu(tk), ψ

〉
V ∗,V

= ⟨f(tk), ψ⟩H − ⟨B(UK) +RP ℓu(tk), ψ⟩V ∗,V −
〈
∂̄P ℓu(tk), ψ

〉
H
− a (u(tk), ψ)

= ⟨vk, ψ⟩H +
〈
B (u (tk))−B (Uk) +R

(
u (tk)− P ℓu (tk)

)
, ψ
〉
V ∗,V

,

(3.16)

trong đó

vk = ut (tk)− ∂̄P ℓu (tk) = ut (tk)− ∂̄u (tk) + ∂̄u (tk)− ∂̄P ℓu (tk) .

Đặt wk = ut (tk)− ∂̄u (tk) và zk = ∂̄u (tk)− ∂̄P ℓu (tk). Chọn ψ = ϑk ∈
V ℓ trong (3.16), sử dụng điều kiện (3.4) và biểu diễn (3.12) ta được

∥ϑk∥2H − ∥ϑk−1∥2H + ∥ϑk − ϑk−1∥2H + 2η∆t ∥ϑk∥2V
≤ 2∆t

(
∥vk∥H ∥ϑk∥H +

∣∣ ⟨B (u (tk))−B (Uk) , ϑk⟩V ∗,V

∣∣+ ∥Rϱk∥V ∗ ∥ϑk∥V
)
.

(3.17)

Theo Bổ đề 3.3, tồn tại c0 > 0 phụ thuộc vào ∥R∥L(V,V ∗) và η sao cho

∥Rϱk∥V ∗ ∥ϑk∥V ≤ ∥R∥L(V,V ∗) ∥ϱk∥V ∥ϑk∥V ≤ η

4
∥ϑk∥2V + c0 ∥ϱk∥2V .

(3.18)

Nhấn mạnh rằng

B (u (tk))−B (Uk) = −B (u (tk) , Uk − u (tk))−B (Uk − u (tk))

−B (Uk − u (tk) , u (tk)) .
(3.19)

Áp dụng các điều kiện (3.5), (3.2) và Bổ đề 3.4, tồn tại hai hằng số

c1, c2 > 0 thỏa mãn

| ⟨B (u (tk) , Uk − u (tk)) , ϑk⟩V ∗,V | = | ⟨B (u (tk) , ϱk) , ϑk⟩V ∗,V |

≤ cBα
δ3/2∥u∥C([0,T ];V ) ∥ϱk∥V ∥ϑk∥1−δ3H ∥ϑk∥δ3V

≤ η

4
∥ϑk∥2V + c1 ∥ϑk∥2H + c2 ∥ϱk∥2V .

(3.20)
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Hơn nữa, kết hợp điều kiện (3.5), (3.2) và Bổ đề 3.4, tồn tại hai hằng

số c3, c4 > 0 sao cho

| ⟨B (Uk − u (tk) , u (tk)) , ϑk⟩V ∗,V |

= | ⟨B (ϑk, u (tk)) +B (ϱk, u (tk)) , ϑk⟩V ∗,V |

≤ cB∥u∥C([0,T ];V )

(
∥ϑk∥H ∥ϑk∥V + αδ3/2 ∥ϱk∥V ∥ϑk∥1−δ3H ∥ϑk∥δ3V

)
≤ η

4
∥ϑk∥2V + c3 ∥ϑk∥2H + c4 ∥ϱk∥2V .

(3.21)

Từ định nghĩa phép chiếu P ℓ ứng với dạng song tuyến tính a(u, v) =

⟨u, v⟩V ta được
〈
P ℓu, ψ

〉
V
= ⟨u, ψ⟩V với mọi ψ ∈ V ℓ, suy ra

∥P ℓu∥V ≤ ∥u∥V , với mọi u ∈ V. (3.22)

Vì u ∈ C([0, T ];V ) nên ∥ϱk∥V ≤ ∥P ℓu(tk)∥V + ∥u(tk)∥V ≤ 2∥u∥C([0,T ];V ).

Kết hợp với (3.2), ta có

∥ϱk∥δ3H ∥ϱk∥1−δ3V ≤ αδ3/2 ∥ϱk∥V ≤ 2αδ3/2∥u∥C([0,T ];V ).

Do đó tồn tại c5 > 0 chỉ phụ thuộc vào u và α sao cho

max
1≤k≤m

(
∥ϱk∥δ3H ∥ϱk∥1−δ3V , ∥ϱk∥V

)
≤ c5. (3.23)

Từ (3.5) và (3.15) dẫn đến

⟨B (Uk − u (tk)) , ϑk⟩V ∗,V = ⟨B (ϑk, ϱk) +B (ϱk, ϱk) , ϑk⟩V ∗,V . (3.24)

Từ (3.23), (3.24), Bổ đề 3.3 và Bổ đề 3.4 tồn tại c6, c7 > 0 sao cho

|⟨B (Uk − u (tk)) , ϑk⟩V ∗,V |

≤ cBc5
(
∥ϑk∥H ∥ϑk∥V + ∥ϱk∥V ∥ϑk∥1−δ3H ∥ϑk∥δ3V

)
≤ η

4
∥ϑk∥2V + c6 ∥ϑk∥2H + c7 ∥ϱk∥2V .

(3.25)

Kết hợp (3.17) đến (3.25) và vk = wk + zk ta được

∥ϑk∥2H ≤ ∥ϑk−1∥2H +∆t
(
∥wk∥2H + ∥zk∥2H + c8 ∥ϑk∥2H + c9 ∥ϱk∥2V

)
,

(3.26)
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trong đó c8 = 2+ 2(c1 + c3 + c6) và c9 = 2(c0 + c2 + c4 + c7). Ta chọn ∆t

đủ nhỏ ∆t ≤ 1

2c8
. Khi đó

0 < 1− 2c8∆t ≤ 1− c8∆t và 1− c8∆t ≥ 1− 1

2
=

1

2
.

Suy ra

1

1− c8∆t
=

1− c8∆t+ c8∆t

1− c8∆t
= 1 +

c8∆t

1− c8∆t
≤ 1 + 2c8∆t.

Từ (3.26), dẫn đến

∥ϑk∥2H ≤ (1 + 2c8∆t)
(
∥ϑk−1∥2H +∆t

(
∥wk∥2H + ∥zk∥2H + c9 ∥ϱk∥2V

))
.

Cộng các vế theo k và kết hợp k∆t ≤ m∆t = T , ta được

∥ϑk∥2H ≤ (1 + 2c8∆t)
k ( ∥ϑ0∥2H +

k∑
j=1

∆t
(
∥wj∥2H + ∥zj∥2H + c9 ∥ϱj∥2V

))
≤ e2c8∆tk

(
∥ϑ0∥2H +

k∑
j=1

∆t
(
∥wj∥2H + ∥zj∥2H + c9 ∥ϱk∥2V

))
≤ e2c8T

(
∥ϑ0∥2H +

k∑
j=1

∆t
(
∥wj∥2H + ∥zj∥2H + c9 ∥ϱk∥2V

))
.

Như các phần trước, ta sẽ ước lượng các phần tử wj và zj

k∑
j=1

∆t ∥wj∥2H =
k∑
j=1

∆t
∥∥ut (tj)− ∂̄u (tj)

∥∥2
H

=
k∑
j=1

1

∆t
∥∆tut (tj)− (u (tj)− u (tj−1))∥2H

=
k∑
j=1

1

∆t

∥∥∥∥ ∫ tj

tj−1

(s− tj−1)utt(s)ds

∥∥∥∥2
H

≤
k∑
j=1

1

∆t

∫ tj

tj−1

(s− tj−1)
2 ds

∫ tj

tj−1

∥utt(s)∥2H ds

=
k∑
j=1

∆t2

3
∥utt∥2L2(tj−1,tj ;H) ≤

∆t2

3
∥utt∥2L2(0,T ;H) .

(3.27)
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Vì hằng số liên tục và V -elliptic là β = κ = 1 nên từ Bổ đề 2.3 ta có

∆t
k∑
j=1

∥ϱk∥2V ≤ T

m

m∑
j=1

∥ϱk∥2V ≤ 3T
d∑

k=ℓ+1

λ̃k

nếu cơ sở POD được xây dựng trong V và

∆t
k∑
j=1

∥ϱk∥2V ≤ T

m

m∑
j=1

∥ϱk∥2V ≤ 3T∥S∥2
d∑

k=ℓ+1

λ̂k

nếu cơ sở POD được xây dựng trong H. Tương tự, Hệ quả 2.4 cho ta

∆t
k∑
j=1

∥zj∥2H ≤ T

m

m∑
j=1

∥∥∂̄u (ti)− ∂̄P ℓu (ti)
∥∥2
H
≤ 3Tα

d∑
k=ℓ+1

λ̃k

hoặc

∆t
k∑
j=1

∥zj∥2H ≤ T

m

m∑
j=1

∥∥∂̄u (ti)− ∂̄P ℓu (ti)
∥∥2
H
≤ 3Tα∥S∥2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k

lần lượt ứng với cơ sở POD được xây dựng trong V và H. Do đó

∥ϑk∥2H ≤ e2c8T
(
∥ϑ0∥2H +

k∑
j=1

∆t
(
∥wj∥2H + ∥zj∥2H + c9 ∥ϱk∥2V

))

≤ e2c8T
(
∥ϑ0∥2H +

∆t2

3
∥utt∥2L2(0,T ;H) + 3T (α + 1)

d∑
j=ℓ+1

λ̃j

)
.

hoặc

∥ϑk∥2H ≤ e2c8T
(
∥ϑ0∥2H +

k∑
j=1

∆t
(
∥wj∥2H + ∥zj∥2H + c9 ∥ϱk∥2V

))

≤ e2c8T
(
∥ϑ0∥2H +

∆t2

3
∥utt∥2L2(0,T ;H) + 3T (α + 1)∥S∥2

d∑
j=ℓ+1

λ̂j

)
.

Từ đó bổ đề được chứng minh.

Định lý 3.7. Giả sử u và {Uk}mk=0 lần lượt là nghiệm của (3.6) và (3.8).

Giả thiết rằng ∆t đủ nhỏ và utt ∈ L2(0, T,H). Khi đó tồn tại hằng số

C̃ > 0 độc lập với m và ℓ sao cho

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u(tk)∥2H ≤ C̃

(∥∥ϕ− P ℓϕ
∥∥2
H
+

d∑
k=ℓ+1

λ̃k + (∆t)2
)
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và

1

m

m∑
k=1

∥Yk − y(tk)∥2H ≤ C̃

(∥∥ϕ− P ℓϕ
∥∥2
H
+ ∥S∥2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k + (∆t)2
)
.

Chứng minh. Ta có

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u(tk)∥2H =
1

m

m∑
k=1

∥ϑk + ϱk∥2H ≤ 2

m

m∑
k=1

∥ϑk∥2H+
2

m

m∑
k=1

∥ϱk∥2H .

Xét trường hợp cơ sở POD được xây dựng trong V . Theo Bổ đề 3.6,

tồn tại C > 0 độc lập với m và ℓ sao cho

2

m

m∑
k=1

∥ϑk∥2H

≤ 2

m

m∑
k=1

C

(
∥ϑ0∥2H +

∆t2

3
∥utt∥2L2(0,T ;H) + 3T (α + 1)

d∑
k=ℓ+1

λ̃k

)

= 2C

(
∥ϑ0∥2H +

∆t2

3
∥utt∥2L2(0,T ;H) + 3T (α + 1)

d∑
k=ℓ+1

λ̃k

)
.

Hơn nữa, ta lại có

2

m

m∑
k=1

∥ϱk∥2H ≤ 2α
d∑

k=ℓ+1

λ̃k.

Chứng minh tương tự (2.24), ta được

∥ϑ0∥2H ≤
∥∥ϕ− P ℓϕ

∥∥2
H
.

Đặt C̃ = max

{
C,

2

3
e2c8T ∥utt∥2L2(0,T ;H) , 6Te

2c8T (α + 1) + 2α

}
. Khi đó

1

m

m∑
k=1

∥Yk − y(tk)∥2H ≤ 2

m

m∑
k=1

∥ϑk∥2H +
2

m

m∑
k=1

∥ϱk∥2H

≤ C̃

(∥∥ϕ− P ℓϕ
∥∥2
H
+

d∑
k=ℓ+1

λ̃k + (∆t)2
)
.

Ta cũng có kết quả tương tự khi cơ sở POD được xét trong H

1

m

m∑
k=1

∥Yk − y(tk)∥2H ≤ C̃

(∥∥ϕ− P ℓϕ
∥∥2
H
+ ∥S∥2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k + (∆t)2
)
.

Ta có điều phải chứng minh.
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3.2 Lược đồ Crank-Nicolson-POD-Galerkin

Với u là nghiệm của (3.6), ta giả sử các giả thiết sau thỏa mãn

A1. uttt ∈ L2(0, T ;H).

A2. Tồn tại không gian định chuẩn W với phép nhúng liên tục vào V và

hằng số Ĉ > 0 thỏa mãn u ∈ W 2,2(0, T ;W ) và

a(φ, ψ) ≤ Ĉ∥φ∥H∥ψ∥W với mọi φ ∈ V và ψ ∈ W. (3.28)

A3. u ∈ W 2,2(0, T ;V ).

Lược đồ Crank-Nicolson-POD-Galerkin cho bài toán (3.6) được phát biểu

thông qua bài toán: Tìm {Uk}mk=0 trong V ℓ thỏa mãn

〈
∂̄Uk, ψ

〉
H
+

1

2
a(Uk + Uk−1, ψ)

+
〈
B
(Uk + Uk−1

2

)
+R

(Uk + Uk−1

2

)
, ψ
〉
V ∗,V

=
〈
f
(
tk −

∆t

2

)
, ψ
〉
H

(3.29)

và ⟨U0, ψ⟩H = ⟨ϕ, ψ⟩H , với mọi ψ ∈ V ℓ và k = 1, . . . ,m. Đạo hàm rời rạc

∂̄Uk được cho bởi

∂̄Uk =
Uk − Uk−1

∆t
.

Định lý 3.8. Tồn tại nghiệm {Uk}mk=0 của (3.29). Hơn nữa, ta có ước

lượng sau:

∥Uk∥H ≤ ∥U0∥H + T∥f∥2C([0,T ];H), ∀k = 1, 2, ..,m. (3.30)

Chứng minh.

Tồn tại. Cũng như các phần trước, ta sử dụng phương pháp quy nạp để

chứng minh sự tồn tại nghiệm {Uk}mk=0 của (3.29). U0 =
∑ℓ

i=1 ⟨ϕ, ψi⟩ψi
được xác định duy nhất. Giả sử Uk−1 được xác định với k ≥ 1. Biểu thức

cho tại (3.29) được viết lại dưới dạng

2
〈Uk + Uk−1

2
, ψ
〉
H
+ a
(Uk + Uk−1

2
, ψ
)

+
〈
B
(Uk + Uk−1

2

)
+R

(Uk + Uk−1

2

)
, ψ
〉
V ∗,V

=
〈
f
(
tk −

∆t

2

)
+ 2Uk−1, ψ

〉
H

(3.31)
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Xét ánh xạ Tk : V ℓ → V ℓ được định nghĩa bởi z = Tkw với z ∈ V ℓ là

nghiệm của

2⟨z, ψ⟩H +∆t
(
a(z, ψ) + ⟨B(w, z) +Rz, ψ⟩V ∗,V

)
=⟨∆tf(tk −

∆t

2
) + 2Uk−1, ψ⟩H ,

(3.32)

với mọi ψ ∈ V ℓ. Dạng song tuyến tính

2⟨·, ·⟩H +∆t (a(·, ·) + ⟨B(w, ·) +R(·), ·⟩V ∗,V )

là liên tục và V ℓ-elliptic. Theo định lý Lax-Milgram tồn tại duy nhất z là

nghiệm của (3.32) nên ánh xạ Tk được xác định. Hơn nữa, ta thấy rằng

điểm bất động của Tk cũng là nghiệm của (3.31). Lấy ψ = z trong (3.31)

và sử dụng các điều kiện (3.2) và (3.4) ta được

∥z∥V ≤
√
α

η
(∥f (tk)∥H +

2

∆t
∥Uk−1∥H). (3.33)

Ta đặt

Mk = {w ∈ V ℓ : ∥w∥V ≤
√
α

η
(∥f (tk)∥H +

2

∆t
∥Uk−1∥H)} ⊂ V ℓ.

Từ (3.33) ta thấy rẳng Tk đi từ Mk vào chính nó. Vì Mk là hình cầu

đóng trong V ℓ, do đó tập Mk bị chặn, đóng và lồi. Vì ảnh của Tk hữu hạn

chiều, nên Tk là compact. Do đó, tồn tại điểm cố định Uk+Uk−1

2 dựa theo

định lý điểm bất động định lý Schauder. Từ đó ta xác định được điểm Uk.

Ước lượng Uk. Chọn ψ = Uk+Uk−1

2 trong (3.29), ta được

1

2

(
∥Uk∥2H − ∥Uk−1∥2H

)
+ η∆t

∥∥∥∥Uk + Uk−1

2

∥∥∥∥2
V

≤ ∆t∥f(tk −
∆t

2
)∥H

∥∥∥∥Uk + Yk−1

2

∥∥∥∥
H

.

Từ đó dẫn đến

(∥Uk∥H − ∥Uk−1∥H) (∥Uk∥H + ∥Uk−1∥H) ≤ ∆t
∥∥f(tk − ∆t

2
)
∥∥
H
(∥Uk∥H + ∥Uk−1∥H) .

(3.34)

Suy ra

∥Uk∥H ≤ ∥Uk−1∥H +∆t
∥∥f(tk − ∆t

2

)∥∥
H
.
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Kéo theo

∥Uk∥H ≤ ∥Uk−1∥H +∆t∥f∥C([0,T ];H), ∀k = 1, 2, ..,m.

Cộng vế theo vế các biểu thức trên theo k, ta được

∥Uk∥H ≤ ∥U0∥H + k∆t∥f∥C([0,T ];H), ∀k = 1, 2, ..,m. (3.35)

Vì ∆t = T/m nên

∥Uk∥H ≤ ∥U0∥H + T∥f∥C([0,T ];H), ∀k = 1, 2, ..,m.

Định lý được chứng minh.

Giả thiết rằng (3.29) có nghiệm duy nhất. Ta có bổ đề sau.

Bổ đề 3.9. Giả sử u và {Uk}mk=0 lần lượt là nghiệm của (3.6) và (3.29).

Giả thiết rằng ∆t đủ nhỏ và các giả thiết A1,A2 và A3 thỏa mãn. Khi đó

tồn tại hằng số C > 0 độc lập với m và ℓ sao cho

∥ϑk∥2H ≤ C(∥ϑ0∥2H + (∆t)4 +
d∑

k=ℓ+1

λ̃k),

với mọi 1 ≤ k ≤ m nếu cơ sở POD xét trong V và

∥ϑk∥2H ≤ C(∥ϑ0∥2H + (∆t)4 + ∥S∥2
d∑

k=ℓ+1

λ̂k),

với mọi 1 ≤ k ≤ m nếu trường hợp cơ sở POD được xây dựng trong H.

Chứng minh. Ta sử dụng kí hiệu ∂̄ϑk = (ϑk − ϑk−1) /∆t,∀k = 1, . . . ,m〈
∂̄ϑk, ψ

〉
H
+ a
(ϑk + ϑk−1

2
, ψ
)
+
〈
R
ϑk + ϑk−1

2
, ψ
〉
V ∗,V

=
〈
∂̄Uk − ∂̄P ℓu(tk), ψ

〉
H
+

1

2
a (Uk + Uk−1, ψ)−

1

2
a
(
P ℓ (u(tk) + u(tk−1)) , ψ

)
+

1

2
⟨R (Uk + Uk−1) , ψ⟩V ∗,V − 1

2

〈
RP ℓ (u(tk) + u(tk−1)) , ψ

〉
V ∗,V

=
〈
f
(
tk −

∆t

2

)
, ψ
〉
H
−
〈
B
(Uk + Uk−1

2

)
, ψ
〉
V ∗,V

−
〈
∂̄P ℓu(tk), ψ

〉
H

− a
(u(tk) + u(tk−1)

2
, ψ
)
− 1

2

〈
RP ℓ (u(tk) + u(tk−1)) , ψ

〉
V ∗,V

= ⟨vk, ψ⟩H + a (uk, ψ) +
〈
B
(
u
(
tk −

∆t

2

))
−B

(Uk + Uk−1

2

)
, ψ
〉
V ∗,V

+ ⟨Rrk, ψ⟩V ∗,V ,
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trong đó

vk = ut
(
tk −

∆t

2

)
− ∂̄P ℓu (tk) = ut

(
tk −

∆t

2

)
− ∂̄u (tk) + ∂̄u (tk)− ∂̄P ℓu (tk) ,

uk = u
(
tk −

∆t

2

)
− u(tk) + u(tk−1)

2
,

rk = u
(
tk −

∆t

2

)
− P ℓ

(u(tk) + u(tk−1)

2

)
.

Thay ψ = ϑk+ϑk−1

2 ∈ V ℓ, sử dụng điều kiện (3.4) ta có

1

2

(
∥ϑk∥2H − ∥ϑk−1∥2H

)
+ η∆t

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥2
V

≤ ∆t

(
∥vk∥H

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥
H
+
∣∣〈B(u(tk − ∆t

2

))
−B

(Uk + Uk−1

2

)
,
ϑk + ϑk−1

2

〉
V ∗,V

∣∣
+ Ĉ∥uk∥W

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥
H
+ ∥Rrk∥V ∗

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥
V

)
.

(3.36)

Theo Bổ đề 3.3, tồn tại c0 > 0 phụ thuộc ∥R∥L(V,V ′) và η sao cho

∥Rrk∥V ′

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥
V
≤ ∥R∥L(V,V ′) ∥rk∥V

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥
V

≤ η

4

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥2
V
+ c0 ∥rk∥2V .

(3.37)

Nhấn mạnh rằng

B
(
u
(
tk −

∆t

2

))
−B

(Uk + Uk−1

2

)
= −B

(
u
(
tk −

∆t

2

)
,
Uk + Uk−1

2
− u
(
tk −

∆t

2

))
−B

(Uk + Uk−1

2
− u
(
tk −

∆t

2

))
−B

(Uk + Uk−1

2
− u
(
tk −

∆t

2

)
, u
(
tk −

∆t

2

))
.

(3.38)

Từ các điều kiện (3.5), (3.2) và Bổ đề 3.4, tồn tại hai hằng số c1, c2 > 0

thỏa mãn∣∣〈B(u(tk − ∆t

2

)
,
Uk + Uk−1

2
− u
(
tk −

∆t

2

))
,
ϑk + ϑk−1

2

〉
V ∗,V

∣∣
=
∣∣〈B(u(tk − ∆t

2

)
, rk
)
,
ϑk + ϑk−1

2

〉
V ∗,V

∣∣
≤ cBα

δ3/2∥u∥C([0,T ];V ) ∥rk∥V
∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥1−δ3

H

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥δ3
V

≤ η

4

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥2
V
+ c1

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥2
H
+ c2 ∥rk∥2V .

(3.39)
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Kết hợp điều kiện (3.5), (3.1), Bổ đề 3.3 và Bổ đề 3.4, tồn tại hằng số

c3, c4 > 0 sao cho∣∣〈B(Uk + Uk−1

2
− u
(
tk −

∆t

2

))
,
ϑk + ϑk−1

2

〉
V ∗,V

∣∣
=
∣∣〈B(ϑk + ϑk−1

2
, u
(
tk −

∆t

2

))
+B

(
− rk, u

(
tk −

∆t

2

))
,
ϑk + ϑk−1

2

〉
V ∗,V

∣∣
≤ cB∥u∥C([0,T ];V )

(∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥
H

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥
V

+ αδ3/2 ∥rk∥V
∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥1−δ3

H

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥δ3
V

)
≤ η

4

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥2
V
+ c3

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥2
H
+ c4 ∥rk∥2V .

(3.40)

Từ (3.22), ta có ∥P ℓu∥V ≤ ∥u∥V với mọi u ∈ V . Vì u ∈ C([0, T ];V )

nên

∥rk∥V ≤
∥∥u(tk − ∆

t

)∥∥
V
+

∥u(tk) + u(tk−1)∥V
2

≤ 2∥u∥C([0,T ];V ).

Điều đó dẫn đến

∥rk∥δ3H ∥rk∥1−δ3V ≤ αδ3/2∥rk∥V ≤ 2αδ3/2∥u∥C([0,T ];V ).

Suy ra tồn tại c5 > 0 sao cho

max
1≤k≤m

(
∥rk∥δ3H ∥rk∥1−δ3V , ∥rk∥V

)
≤ c5. (3.41)

Từ (3.5) và (3.15) dẫn đến

〈
B
(Uk + Uk−1

2
− u
(
tk −

∆t

2

)
, u
(
tk −

∆t

2

))
,
ϑk + ϑk−1

2

〉
V ∗,V

=
〈
B
(ϑk + ϑk−1

2
, rk
)
+B (rk, rk) ,

ϑk + ϑk−1

2

〉
V ∗,V

.

(3.42)

Kết hợp (3.41), (3.42), Bổ đề 3.3 và Bổ đề 3.4, tồn tại hai hằng số c6, c7 > 0

thỏa mãn∣∣∣∣〈B(Uk + Uk−1

2
− u
(
tk −

∆t

2

)
, u
(
tk −

∆t

2

))
,
ϑk + ϑk−1

2

〉
V ∗,V

∣∣∣∣
≤ cBc5

(∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥
H

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥
V
+ ∥rk∥V

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥1−δ3

H

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥δ3
V

)
≤ η

4

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥2
V
+ c6

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥2
H
+ c7 ∥rk∥2V .

(3.43)



68

Ngoài ra ta có

Ĉ∥uk∥W
∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥
H
≤ c10∥uk∥2W +

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥2
H
, (3.44)

với c10 =
Ĉ

4
. Đặt wk = ut(tk − ∆t

2 )− ∂̄u (tk) và zk = ∂̄u (tk)− ∂̄P ℓu (tk).

Từ định nghĩa vk ta được vk = wk + zk. Điều đó kéo theo

∥vk∥H
∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥
H
≤ ∥wk∥2H + ∥zk∥2H +

1

2

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥2
H
. (3.45)

Biểu thức ở (3.36) đến (3.45) kéo theo

1

2
∥ϑk∥2H ≤ 1

2
∥ϑk−1∥2H +∆t

(
∥wk∥2H + ∥zk∥2H

+ c8
∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥2
H
+ c9 ∥rk∥2V + c10∥uk∥2W

)
,

(3.46)

trong đó c8 =
3

2
+ c1 + c3 + c6 và c9 = c0 + c2 + c4 + c7. Ta lại có

rk = uk − ϱk − ϱk−1.

Ta suy ra ∥rk∥2V ≤ 2∥uk∥2V + 4∥ϱk∥2V + 4∥ϱk−1∥2V . Hơn nữa, vì

∥∥ϑk + ϑk−1

2

∥∥2
H
≤ 1

2
∥ϑk∥2H +

1

2
∥ϑk−1∥2H

nên

(1− c8∆t) ∥ϑk∥2H ≤ (1 + c8∆t) ∥ϑk−1∥2H + 2∆t
(
∥wk∥2H + ∥zk∥2H

+c9
(
2∥uk∥2V + 4∥ϱk∥2V + 4∥ϱk−1∥2V

)
+ c10∥uk∥2W

)
.

(3.47)

Giả sử rằng chọn ∆t ≤ 1

2c8
, khi đó 1− c8∆t ≥ 1− 1

2
=

1

2
. Suy ra

1

1− c8∆t
=

1− c8∆t+ c8∆t

1− c8∆t
= 1 +

c8∆t

1− c8∆t
≤ 1 + 2c8∆t.

Từ (3.47) ta có

∥ϑk∥2H ≤ (1 + 2c8∆t)
2
(
∥ϑk−1∥2H + 2∆t

(
∥wk∥2H + ∥zk∥2H
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+ c9
(
2∥uk∥2V + 4∥ϱk∥2V + 4∥ϱk−1∥2V

)
+ c10∥uk∥2W

))
.

Cộng các vế theo k ta được

∥ϑk∥2H ≤ (1 + 2c8∆t)
2k ·
(
∥ϑ0∥2H +

k∑
j=1

2∆t
(
∥wj∥2H + ∥zj∥2H

)

+
k∑
j=1

4c9∆t∥uj∥2V +
k∑
j=1

2c10∆t∥uj∥2W +
k∑
j=0

16c9∆t∥ϱj∥2V
)

≤ e4c8∆tk ·
(
∥ϑ0∥2H +

k∑
j=1

2∆t
(
∥wj∥2H + ∥zj∥2H

)

+
k∑
j=1

4c9∆t∥uj∥2V +
k∑
j=1

2c10∆t∥uj∥2W +
k∑
j=0

16c9∆t∥ϱj∥2V
)

Mặt khác

−2uk = −2u

(
tk −

∆t

2

)
+ u(tk) + u(tk−1) =

∫ tk

tk−∆/2

∫ t

t−∆/2
utt(s)ds.

Tương tự (2.29), ta có∫ tk

tk−∆/2

∫ t

t−∆/2
∥utt(s)∥Wds ≤

∆t

2

∫ tk

tk−1

∥utt(z)∥Wdz.

Suy ra

∥uk∥W ≤ ∆t

2

∫ tk

tk−1

∥utt(z)∥Wdz ⇒ ∥uk∥2W ≤ (∆t)3

4

∫ tk

tk−1

∥utt(z)∥2Wdz.

Tương tự ta cũng có

∥uk∥V ≤ ∆t

2

∫ tk

tk−1

∥utt(z)∥V dz ⇒ ∥uk∥2V ≤ (∆t)3

4

∫ tk

tk−1

∥utt(z)∥2V dz.

Vì vậy

∥ϑk∥2H ≤ e4c8∆tk ·
(
∥ϑ0∥2H +

k∑
j=1

2∆t
(
∥wj∥2H + ∥zj∥2H

)
+ c9(∆t)

4

∫ tk

0

∥utt(z)∥2V dz +
c10
2
(∆t)4

∫ tk

0

∥utt(z)∥2Wdz +
k∑

j=0

16c9∆t∥ϱj∥2V

)
.
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Chứng minh tương tự (2.30), dẫn đến

k∑
j=1

∥wj∥2H ≤
m∑
j=1

∥wj∥2H ≤ (∆t)3

64

∫ T

0
∥uttt(s)∥2Hds.

Hơn nữa, ta có đánh giá

∆t
k∑
j=1

∥zj∥2H ≤ T

m

m∑
j=1

∥∥∂̄u (ti)− ∂̄P ℓu (ti)
∥∥2
H
≤ 3Tα

d∑
k=ℓ+1

λ̃k

nếu cơ sở POD được dựng trong V , hoặc

∆t
k∑
j=1

∥zj∥2H ≤ T

m

m∑
j=1

∥∥∂̄u (ti)− ∂̄P ℓu (ti)
∥∥2
H
≤ 3Tα∥S∥2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k

nếu cơ sở POD được xét trong H. Tương tự, ta có ước lượng

∆t
k∑
j=0

∥ϱk∥2V ≤ T

m

m∑
j=0

∥ϱk∥2V ≤ 3T
d∑

k=ℓ+1

λ̃k

và

∆t
k∑
j=0

∥ϱk∥2V ≤ T

m

m∑
j=0

∥ϱk∥2V ≤ 3T∥S∥2
d∑

k=ℓ+1

λ̂k

ứng với lần lượt ứng hai trường hợp cơ sở POD trong V và H. Do đó

∥ϑk∥2H ≤ e4c8T ·
(
∥ϑ0∥2H +

(∆t)4

32
∥uttt∥2L2(0,T,H) + c9(∆t)

4 ∥utt∥2L2(0,tk,V )

+
c10
2
(∆t)4 ∥utt∥2L2(0,tk,W ) + (16c9 + 2α)3T

d∑
k=ℓ+1

λ̃k

)
và

∥ϑk∥2H ≤ e4c8T ·
(
∥ϑ0∥2H +

(∆t)4

32
∥uttt∥2L2(0,T,H) + c9(∆t)

4 ∥utt∥2L2(0,tk,V )

+
c10
2
(∆t)4 ∥utt∥2L2(0,tk,W ) + (16c9 + 2α)3T∥S∥2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k

)
.

Đặt

C =e4c8T max
{
1,

1

32
∥uttt∥2L2(0,T,H) + c9 ∥utt∥2L2(0,T,V )
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+
c10
2

∥utt∥2L2(0,T,W ) , (16c9 + 2α)3T
}

độc lập với ℓ và m. Từ đó

∥ϑk∥2H ≤ C
(
∥ϑ0∥2H + (∆t)4 +

d∑
k=ℓ+1

λ̃k
)

nếu cơ sở POD được xây dựng trong V và

∥ϑk∥2H ≤ C
(
∥ϑ0∥2H + (∆t)4 + ∥S∥2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k
)

nếu trường hợp cơ sở POD được xây dựng trong H.

Định lý 3.10. Giả sử u và {Uk}mk=0 lần lượt là nghiệm của (3.6) và (3.29).

Giả thiết rằng ∆t đủ nhỏ và các giả thiết A1, A2 và A3 thỏa mãn. Khi đó

tồn tại hằng số C̃ > 0 độc lập với m và ℓ sao cho

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u(tk)∥2H ≤ C̃
( ∥∥ϕ− P ℓϕ

∥∥2
H
+ (∆t)4 +

d∑
k=ℓ+1

λ̃k
)

và

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u(tk)∥2H ≤ C̃
( ∥∥ϕ− P ℓϕ

∥∥2
H
+ (∆t)4 + ∥S∥2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k
)

với mọi 1 ≤ k ≤ m, lần lượt ứng với cơ sở POD trong V và H.

Chứng minh. Nếu cơ sở POD được xét trong V , ta có

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u(tk)∥2H =
1

m

m∑
k=1

∥ϑk + ϱk∥2H ≤ 2

m

m∑
k=1

∥ϑk∥2H+
2

m

m∑
k=1

∥ϱk∥2H .

Theo Bổ đề 3.9, tồn tại hằng số C > 0 độc lập với ℓ và m sao cho

2

m

m∑
k=1

∥ϑk∥2H ≤ 2

m

m∑
k=1

C
(
∥ϑ0∥2H + (∆t)4 +

d∑
j=ℓ+1

λ̃j
)

≤ 2C
(
∥ϑ0∥2H + (∆t)4 +

d∑
j=ℓ+1

λ̃j
)
.
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Hơn nữa, vì
2

m

m∑
k=1

∥ϱk∥2H ≤ 2α
d∑

k=ℓ+1

λ̃k và ∥ϑ0∥2H ≤
∥∥ϕ− P ℓϕ

∥∥2
H

nên với

C̃ = 2C + 2α, ta có

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u(tk)∥2H ≤ 2

m

m∑
k=1

∥ϑk∥2H +
2

m

m∑
k=1

∥ϱk∥2H

≤ C̃
( ∥∥ϕ− P ℓϕ

∥∥2
H
+

d∑
k=ℓ+1

λ̃k + (∆t)2
)
.

Tương tự nếu cơ sở POD được xây dựng trong H ta được

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u(tk)∥2H ≤ C̃
( ∥∥ϕ− P ℓϕ

∥∥2
H
+ (∆t)4 + ∥S∥2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k
)
.

Định lý được chứng minh.
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CHƯƠNG 4

GIẢI SỐ CHO MỘT SỐ PHƯƠNG

TRÌNH ĐẠO HÀM RIÊNG BẰNG

PHƯƠNG PHÁP POD

Chương này trình bày một số ví dụ về tính gần đúng nghiệm của các

phương trình parabol bằng phương pháp POD-Galerkin. Ngoài ra, ta có

thể so sánh sai số khi cơ sở POD trên V và trên H với hai trường hợp các

snapshot chứa và không chứa đạo hàm rời rạc. Sai số ghi nhận được đối

chiếu với các kết quả có được trong các Định lý 2.6 ở Chương 2 và Định

lý 3.7 ở Chương 3. Một số kết quả giải số ứng dụng phương pháp POD-

Galerkin tương tự được trình bày tại [6, 25, 26, 27],... Trong quá trình

lập trình tác giả có tham khảo mã code ở https://www.janheiland.de/

post/fenics-burger-pod-dmd/. Mã nguồn được sử dụng trong luận văn

này có thể tham khảo tại https://github.com/Quy97/THESIS-MASTER.

4.1 Xây dựng các snapshot

Các snapshot được xây dựng bằng phương pháp phần tử hữu hạn với

bậc tự do dof với trường thời gian rời rạc có Nt điểm trên lưới thời gian.

https://www.janheiland.de/post/fenics-burger-pod-dmd/
https://www.janheiland.de/post/fenics-burger-pod-dmd/
https://github.com/Quy97/THESIS-MASTER
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Không gian phần tử hữu hạn cho bởi

V h = span {φ1, . . . , φdof} ⊂ H1(Ω).

Khi đó nghiệm xấp xỉ bằng phương pháp phần tử hữu hạn uFE được

tính thông qua tổ hợp tuyến tính các {φi}dofi=1. Tồn tại ma trận các hệ số

U ∈ Rdof×Nt sao cho

uFE (tj−1) = uN (tj−1) =

dof∑
i=1

Uijφi với j = 1, . . . , Nt.

Ta xây dựng các snapshot như sau

yhj =

dof∑
i=1

Yijφi mọi j = 1, . . . ,Mt

trong đó Mt = 2Nt − 1, Y ∈ Rdof×Mt được cho bởi

Y·,j = U·,j mọi j = 1, . . . , Nt

và

Y·,j+Nt
=

1

∆t
(Y·,j+1 − Y·,j) mọi j = 1, . . . , Nt − 1.

Bây giờ ta xét không gian Euclidean Rm với trọng W , dựa vào nhận

xét 1.12, ta có thuật toán tìm cơ sở POD như sau:

1. Phân tích SVD cho ma trận
1√
n
LTY = USV ∗ với W = LLT là phân

tích Cholesky của W ,

2. Đặt Uℓ là ma trận ℓ cột đầu tiên của ma trận U ,

3. Các vector trong cơ sở POD hạng ℓ tương ứng là các cột của ma trận

(LT )−1Uℓ.

4.2 Mô hình giảm số chiều cho hệ động lực

Trước hết, ta xét hệ động lực không tuyến tính. Với T > 0 ta xem bài

toán giá trị ban đầu

ẏ(t) = Ay(t) + f(t, y(t)) với mọi t ∈ (0, T ],

y(0) = y0
(4.1)
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trong đó y0 ∈ Rm, A ∈ Rm×m là ma trận cho trước, f : [0, T ]×Rm → Rm.

Giả sử rằng (4.1) có nghiệm duy nhất ([23]). Sau đây ta giới thiệu mô hình

giảm số chiều với POD ứng với bài toán (4.1). Giả thiết rằng ta đã xác

định cơ sở POD bậc ℓ là {ψj}ℓj=1 với rank ℓ ∈ {1, . . . ,m} trong Rm với

trọng W . Khi đó ta có biểu diễn

yℓ(t) =
ℓ∑

j=1

〈
yℓ(t), ψj

〉
W︸ ︷︷ ︸

=:yℓj(t)

ψj với mọi t ∈ [0, T ], (4.2)

trong đó các hệ số Fourier yℓj, 1 ≤ j ≤ ℓ, là các hàm từ [0, T ] vào R. Bởi vì

y(t) =
m∑
j=1

⟨y(t), ψj⟩W ψj với mọi t ∈ [0, T ]

nên yℓ(t) có thể xây dựng để xấp xỉ y(t) với ℓ < m. Thay (4.2) vào (4.1)

dẫn đến

ℓ∑
j=1

ẏℓj(t)ψj =
ℓ∑

j=1

yℓj(t)Aψj + f
(
t, yℓ(t)

)
với mọi t ∈ (0, T ],

ℓ∑
j=1

yℓj(0)ψj = y0

(4.3)

Kết hợp (4.3) và ⟨ψj, ψi⟩W = δij ta được

ẏℓi(t) =
ℓ∑

j=1

yℓj(t) ⟨Aψj, ψi⟩W +
〈
f
(
t, yℓ(t)

)
, ψi
〉
W

(4.4)

với 1 ≤ i ≤ ℓ và t ∈ (0, T ]. Ta đặt

A = ((aij)) ∈ Rℓ×ℓ với aij = ⟨Aψj, ψi⟩W ,

ánh xạ vector

yℓ =
(
yℓ1 · · · yℓℓ

)T
: [0, T ] → Rℓ

và thành phần không tuyến tính F = (F1, . . . ,Fℓ)
T : [0, T ]×Rℓ → Rℓ cho

bởi

Fi(t, y) =
〈
f
(
t,

ℓ∑
j=1

yjψj
)
, ψi
〉
W

với t ∈ [0, T ] và y = (y1, . . . , yℓ) ∈ Rℓ.
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Khi đó (4.4) có thể viết dưới dạng

ẏℓ(t) = Ayℓ(t) + F
(
t, yℓ(t)

)
với t ∈ (0, T ]

yℓ(0) = y0
(4.5)

trong đó y0 = (⟨y0, ψ1⟩W , · · · , ⟨y0, ψℓ⟩W ) ∈ Rℓ.

Hệ (4.5) được gọi là hình chiếu POD-Galerkin của (4.1). Trong trường

hợp ℓ≪ m, hệ ℓ chiều (4.5) là mô hình giảm số chiều của (4.1).

4.3 Ứng dụng POD vào một số phương trình

đạo hàm riêng

Phương trình Burgers 2D

Đối với một thông số độ nhớt nhất định ν và trong thời gian t > 0, chúng

tôi xem xét phương trình 2D Burgers trên hình vuông Ω = [−1, 1]×[−1, 1]

ut + (u · ∇)u− ν∆u = 0 trong Q = (0, T )× Ω

div u = 0 trong Q
(4.6)

với điều kiện biên Neumann bằng không và điều kiện ban đầu

u |t=0(x1, x2) =

1
1

 e−(4x21+2x22).

Nghiệm yếu của (4.6) được cho bởi∫
Ω
ut · vdx+ ν

∫
Ω
∇u∇vdx+

∫
Ω
(u · ∇)u · vdx = 0, (4.7)

với mọi v ∈ H1(Ω). Trong quá trình lập trình, tác giả sử dụng một số thư

viện có sẵn trong Python trên Google Colab, đặc biệt mô đun dolfin là

giao diện Python cho FEniCS ([28]). Ngoài ra, mô đun ldfnp ext cholmod

là một trình tối ưu hóa sự phân tích Cholesky của mô đun sksparse. Nó

có sẵn trên github1 và trở lại thư viện numpy, trong trường hợp sksparse

không khả dụng.

1https://github.com/highlando/spacetime_galerkin_pod/blob/master/

multidim_galerkin_pod/ldfnp_ext_cholmod.py

https://github.com/highlando/spacetime_galerkin_pod/blob/master/multidim_galerkin_pod/ldfnp_ext_cholmod.py
https://github.com/highlando/spacetime_galerkin_pod/blob/master/multidim_galerkin_pod/ldfnp_ext_cholmod.py
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Chúng tôi đã tính toán nghiệm gần đúng cho phương trình Burgers

bằng cách sử dụng lược đồ phần tử hữu hạn Euler-POD-Galerkin lùi. Đầu

tiên, lưới được định nghĩa - ở đây lưới có được bằng cách chia hình vuông

Ω = [−1, 1] × [−1, 1] thành các tam giác bằng nhau và được điều khiển

bởi tham số N . Ta chọn giá trị N = 50 và các hàm cơ sở trong không

gian phần tử hữu hạn có bậc hai và liên tục toàn cục, khi đó bậc từ do

là dof = 20402. Ngoài ra T và ∆t được chọn lần lượt là 0.8 và 0.008 với

Nt = 101 điểm lưới và giả thiết độ nhớt ν = 10−4. Đặt

V h = span {φ1, . . . , φdof} ⊂ H1(Ω)

là không gian các phần tử hữu hạn. Ta xấp xỉ nghiệm u(t, x) của (4.6)

bằng uN(t, x) ∈ V h

uFE (tj−1) = uN (tj−1) =

dof∑
i=1

Uijφi với mọi j = 1, . . . , Nt.

Ta thế uN(t, x) vào (4.7) ta được∫
Ω
uNt · φidx+ ν

∫
Ω
∇uN∇φidx+

∫
Ω
(uN · ∇)uN · φidx = 0. (4.8)

Đặt

uN(t, x) =

dof∑
i=1

uNi (t)φi(x) với mọi (t, x) ∈ Q̄ = [0, T ]× Ω.

Ta định nghĩa ma trận khối lượng M ∈ Rdof×dof

Mij =

∫
Ω
φjφidx với mọi i, j ∈ {1, 2, .., dof}, (4.9)

ma trận A ∈ Rdof×dof sao cho A =
1

ν
S với

Sij =

∫
Ω
∇φj∇φidx với mọi i, j ∈ {1, 2, .., dof}, (4.10)

và vector ứng với thành phần phi tuyến BN(uN(t)) ∈ Rdof xác định bởi

BN(uN(t))i =

∫
Ω
(uN · ∇)uN · φidx với mọi 1 ≤ i ≤ dof.
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Hàm vector uN(t) cho bởi uN(t) =
(
uNi (t)

)
1≤i≤dof , từ (4.8), ta suy ra

MuNt (t) + AuN(t) +BN(uN(t)) = 0. (4.11)

Mặt khác, nếu ta phân rã thời gian với bước nhảy∆t, lưới {tk} được xác

định bởi tk = tk−1+∆t với k = 1, ..., Nt và t0 = 0. Ta kí hiệu uN,k = uN(tk)

và áp dụng phương pháp Euler lùi với xấp xỉ của đạo hàm

MuNt (t) =M
uN(tk)− uN(tk−1)

∆t

ta được

MuN,k +∆tAuN,k +∆tBN(uN,k) =MuN,k−1. (4.12)

Lưới cũng như nghiệm tính theo phương pháp phần tử hữu hạn tại thời

điểm T được biểu diễn trong hình 4.1. Ngoài ra, 6 snapshot tại các thời

điểm t ∈ {0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8} được biểu diễn trong hình 4.2.

Vì M là ma trận đối xứng, xác định dương, hệ (4.11) có dạng

(a) Miền Ω và lưới.
(b) Nghiệm tại thời gian T .

Hình 4.1: Lưới của miền Ω và nghiệm phương trình Burgers 2D giải bằng phương pháp

phần tử hữu hạn tại thời điểm T .

uNt (t) =M−1
(
−AuN(t)−BN(uN(t))

)
. (4.13)

Nhận xét rằng M có kích thước lớn dof × dof nên thay vì tính trực tiếp

M−1, ta có thể sử dụng phân tích Cholesky của M ([12])

M = LLT , trong đó L là ma trận tam giác dưới.
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Hình 4.2: Nghiệm phương trình Burgers 2D giải bằng phương pháp phần tử hữu hạn

tại thời điểm t ∈ {0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8}.

Ta xây dựng mô hình giảm số chiều ứng với hệ cho ở (4.13) ứng với

hai trường hợp trong H = L2(Ω) và V = H1(Ω). Các snapshot được xây

dựng tương tự như trình bày trong phần 5.1. Dựa vào tỉ lệ E(ℓ) =
∑ℓ

i=1 λi∑d
i=1 λi

,

ta chọn xây dựng cơ sở POD hạng ℓ = 30.

Đối với trường hợp cơ sở POD được xây dựng trong H, chọn W =M ,

ta được mô hình giảm số chiều của (4.13)

uredt (t) = −Aredu
red(t)−BNred

(
ured(t)

)
,

trong đó Ared =
(
(aredij )

)
∈ Rℓ×ℓ với aredij = ⟨Aψj, ψi⟩Rm và vector thành

phần phi tuyến BNred

(
ured(t)

)
được định nghĩa

BNred

(
ured(t)

)
i
=
〈
BN(Ψℓu

red(t)), ψi
〉
,

với Ψℓ là ma trận có ℓ cột ứng với ℓ cột đầu tiên của ma trận Ψ với

Ψ ∈ Rdof×d là ma trận hệ số của cơ sở POD trong không gian V h

ψk =

dof∑
i=1

Ψikφi với k = 1, . . . , d.

Sự biến thiên của các giá trị riêng λ̂i và nghiệm phương trình Burgers

2D thông qua mô hình giảm số chiều tại thời điểm T được biểu diễn qua

hình 4.3(a) và 4.3(b) (các snapshot chứa đạo hàm rời rạc) hoặc hình 4.3(c)

và 4.3(d) (các snapshot không chứa đạo hàm rời rạc).

Nghiệm giải bằng mô hình giảm số chiều với cơ sở PO trong H tại thời

điểm t ∈ {0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84 và T = 0.8} ứng với hai trường hợp các

snapshot chứa và không chứa đạo hàm rời rạc được cho ở hình 4.4.
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(a)

(b)

(c)

(d)

Hình 4.3: Sự biến thiên các giá trị riêng và nghiệm phương trình Burgers 2D thông qua

mô hình giảm số chiều với cơ sở POD trong H tại thời điểm T .

Hình 4.4: Nghiệm của phương trình Burgers 2D được tính bởi mô hình giảm số chiều

với cơ sở POD trong H tại các thời điểm t ∈ {0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8}.
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Ngoài ra, sai số giữa nghiệm giải thông qua mô hình giảm số chiều với

cơ sở POD trong L2(Ω) so với các snapshot ban đầu tại các thời điểm

t ∈ {0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8} thể hiện trong hình 4.5 lần lượt

ứng với hai trường hợp khi có hoặc không có đạo hàm rời rạc trong các

snapshot, trong đó các vùng màu càng sáng thì sai số càng lớn.

Hình 4.5: Sai số giữa nghiệm của phương trình Burgers 2D giải bằng mô hình

giảm số chiều với cơ sở POD trong H so với các snapshot tại các thời điểm t ∈
{0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8}.

Trường hợp cơ sở POD được xây dựng trong V , khi xây dựng mô hình

giảm số chiều, ta chọn trongW =M +S, trong đóM và S là hai ma trận

được định nghĩa tại (4.9) và (4.10).

uredt (t) = −Aredu
red(t)−BNred

(
ured(t)

)
,

trong đóAred =
(
(aredij )

)
∈ Rℓ×ℓ với aredij = ⟨Aψj, ψi⟩Rm+

〈
SM−1Aψj, ψi

〉
Rm

và vector thành phần phi tuyến BNred

(
ured(t)

)
được định nghĩa

BNred

(
ured(t)

)
i
=
〈
M−1BN(Ψℓu

red(t)), ψi
〉
W
,

trong đó Ψℓ là ma trận có ℓ cột ứng với ℓ cột đầu tiên của ma trận Ψ với

Ψ ∈ Rdof×d là ma trận hệ số của cơ sở POD trong không gian V h

ψk =

dof∑
i=1

Ψikφi với k = 1, . . . , d.

Sự biến thiên của các giá trị riêng λ̃k và nghiệm tại thời điểm cuối T

được thể hiện trong hình 4.6(a) và 4.6(b) nếu có đạo hàm rời rạc trong các
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snapshot, ngược lại nếu các snapshot không chứa đạo hàm rời rạc sẽ được

biểu diễn ở hình 4.6(c) và 4.6(d).

(a)

(b)

(c)

(d)

Hình 4.6: Sự biến thiên các giá trị riêng và nghiệm phương trình Burgers 2D thông qua

mô hình giảm số chiều với cơ sở POD trong V tại thời điểm T .

Nghiệm của mô hình giảm số chiều với cơ sở POD xây dựng trong

H1(Ω) tại các thời điểm t ∈ {0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8} được biểu

diễn như trong hình 4.7 lần lượt ứng với hai trường hợp chứa và không

chứa đạo hàm rời rạc trong các snapshot.

Sai số giữa nghiệm giải bằng mô hình giảm số chiều được xây dựng dựa

trên cơ sở POD trong H1(Ω) và các snapshot được ghi nhận bởi phương

pháp phần tử hữu hạn tại cùng thời điểm t ∈ {0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T =

0.8} được thể hiện trong hình 4.8 lần lượt ứng với khi có hoặc không có

đạo hàm rời rạc trong các snapshot. Độ sáng càng lớn sai số càng nhiều.
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Hình 4.7: Nghiệm của phương trình Burgers 2D được tính bởi mô hình giảm số chiều

với cơ sở POD trong V tại các thời điểm t ∈ {0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8}.

Hình 4.8: Sai số giữa nghiệm của phương trình Burgers 2D giải bằng mô hình

giảm số chiều với cơ sở POD trong V so với các snapshot tại các thời điểm t ∈
{0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8}.

Tổng kết lại, bằng hình ảnh ghi lại được một số thời điểm và hình

ảnh sai số, có thể thấy nghiệm giải thông qua mô hình giảm số chiều

bằng phương pháp Euler-POD-Galerkin lùi ’khá giống’ với các snapshot

được ghi nhận ban đầu. Để biết độ hiệu quả khi áp dụng phương pháp

Euler-POD-Galerkin lùi trong việc giải mô hình giảm số chiều cho bài toán

Burgers 2D, trong trường hợp cơ sở POD được xây dựng trong L2(Ω hay

H1(Ω) và trong trường hợp có hay không có đạo hàm rời rạc ∂̄u (tk) trong
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các snapshot, ta cần ước tính đại lượng

ε =
1

Nt − 1

Nt−1∑
k=1

∥uFE(tk)− Uk∥2H .

Kết quả có được thông qua bảng sau đây.

E(ℓ) =
∑ℓ

i=1 λi∑d
i=1 λi

∥ϕ− P ℓϕ∥H ε

Cơ sở POD trong V 0.9875092 1.92 .10−2 0.0034006

Cơ sở POD trong H 0.9976546 1.486 .10−3 0.0024969

Cơ sở POD trong V , chứa ∂̄u (tk) 0.99641666 1.429 .10−2 0.0050252

Cơ sở POD trong H, chứa ∂̄u (tk) 0.98047622 6.448 .10−4 0.0023472

Bảng 4.1: Bảng sai số giữa nghiệm của phương trình Burgers 2D thông qua mô hình

giảm số chiều được giải bằng phương pháp Euler-POD-Galerkin lùi so với các snapshot.

Nhận xét 4.1. Nếu đạo hàm rời rạc ∂̄u (tk) được chứa trong các snapshot,

theo Định lý 3.7, tồn tại C̃ độc lập với m và ℓ sao cho

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u(tk)∥2H ≤ C̃

(∥∥ϕ− P ℓϕ
∥∥2
H
+

d∑
k=ℓ+1

λ̃k + (∆t)2
)

và

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u(tk)∥2H ≤ C̃

(∥∥ϕ− P ℓϕ
∥∥2
H
+ ∥S∥2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k + (∆t)2
)

lần lượt ứng với hai trường hợp cơ sở POD được xây dựng trong V và H.

Dựa vào bảng 4.1 và sự thay đổi của các giá trị riêng ở các hình 4.3 và

hình 4.6, ta thấy các đại lượng ∥ϕ−P ℓϕ∥H và
∑d

k=ℓ+1 λ̃k là hai đại lượng

không quá nhỏ, cỡ 10−4 đến 10−2. Từ đó sai số thực tế cho ở bảng 4.1 phù

hợp với hai ước lượng trên.

Phương trình truyền nhiệt

Tiếp đến, ta xét đến là phương trình truyền nhiệt trong môi trườn có

hằng số truyền nhiệt ν trên hình vuông Ω = [−1, 1] × [−1, 1] bị khoét lỗ

tròn bán kính 0.5.

ut − ν∆u = 0 trong Q = (0, T )× Ω,

div u = 0 trong Q,
(4.14)
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với điều kiện biên Neumann bằng không và điều kiện ban đầu

u |t=0(x1, x2) =

3e−(4x21+2x22)

e−(2x
2
1+4x22)

 .
Nghiệm yếu của (4.14) được cho bởi∫

Ω
ut · vdx+ ν

∫
Ω
∇u∇vdx = 0 với mọi v ∈ H1(Ω). (4.15)

Ta vẫn dùng phương pháp phần tử hữu hạn để xây dựng các snapshot

và sử dụng lược đồ Galerkin Euler-POD lùi để xét và giải mô hình giảm số

chiều. Không gian phần tử hữu hạn ta chọn có bậc từ do là dof = 16470.

Ngoài ra, ta vẫn giả sử T = 0.8 và ∆t được chọn là 0.008 với Nt = 101

điểm lưới và ν = 0.02. Tương tự như ví dụ phương trình Burgers 2D, ta

xấp xỉ nghiệm u(t, x) của (4.14) bằng uN(t, x) ∈ V h với

V h = span {φ1, . . . , φdof} ⊂ H1(Ω)

là không gian các phần tử hữu hạn.

uFE (tj−1) = uN (tj−1) =

dof∑
i=1

Uijφi với j = 1, . . . , Nt.

Thế uN(t, x) vào (4.15) ta được∫
Ω
uNt · φidx+ ν

∫
Ω
∇uN∇φidx = 0. (4.16)

Vì uN(t, x) ∈ V h nên ta có biểu diễn

uN(t, x) =

dof∑
i=1

uNi (t)φi(x), với mọi (t, x) ∈ Q̄ = [0, T ]× Ω.

Ta định nghĩa ma trận khối lượng M và ma trận A như (4.9) và (4.10).

Đặt uN(t) là hàm vector được định nghĩa bởi uN(t) =
(
uNi (t)

)
1≤i≤dof . Kết

hợp với (4.16), ta suy ra

MuNt (t) + AuN(t) = 0. (4.17)
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(a) Miền và lưới Ω. (b) Nghiệm tại thời gian T .

Hình 4.9: Lưới của miền Ω và nghiệm phương trình truyền nhiệt giải bằng phương pháp

phần tử hữu hạn tại thời điểm T .

Hình 4.10: Nghiệm phương trình truyền nhiệt bằng phương pháp phần tử hữu hạn tại

thời điểm t ∈ {0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8}.

Lưới của Ω và nghiệm của (4.17) trong không gian phần tử hữu hạn

được biểu diễn trong hình 4.9. Ngoài ra, 6 snapshot tại các thời điểm

t ∈ {0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8} được biểu diễn trong hình 4.10.

Từ định tính đối xứng và xác định dương của ma trận M , kết hợp

(4.17), ta suy ra được

uNt (t) = −M−1AuN(t).

Cũng như ví dụ trước nếu M ∈ Rdof×dof có cỡ lớn nên việc tính M−1

rất khó khăn, ta có thể giả quyết khó khăn này bằng cách sử dụng phân

tích Cholesky của M .

Tiếp theo, ta xây dựng mô hình giảm số chiều cho hệ (4.17) ứng với hai

trường hợp cơ sở POD được lấy trong H = L2(Ω) và V = H1(Ω). Dựa

vào tỉ lệ E(ℓ) =
∑ℓ

i=1 λi∑d
i=1 λi

, ta chọn xây dựng cơ sở POD hạng ℓ = 5.
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Đối với trường hợp cơ sở POD được xây dựng trong H, chọn W =M ,

ta được mô hình giảm số chiều của (4.17)

uredt (t) = −Aredu
red(t), (4.18)

trong đó Ared =
(
(aredij )

)
∈ Rℓ×ℓ với aredij = ⟨Aψj, ψi⟩Rm.

(a)

(b)

(c)

(d)

Hình 4.11: Sự biến thiên các giá trị riêng và nghiệm phương trình truyền nhiệt thông

qua mô hình giảm số chiều với cơ sở POD trong H tại thời điểm T .

Sự biến thiên của các giá trị riêng λ̂i và nghiệm tại thời điểm T của

mô hình giảm số chiều bằng cách sử dụng POD được biểu diễn qua hình

4.11(a) và 4.11(b) nếu các snapshot chứa đạo hàm rời rạc, ngược lại sự

thay đổi của các giá trị riêng λ̂i và nghiệm tại thời điểm T của mô hình

giảm số chiều được biểu diễn qua hình 4.11(c) và 4.11(d).

Ngoài ra, ta cũng có thể nghiệm của mô hình giảm số chiều với cơ sở
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trong L2(Ω) tại các thời điểm t ∈ {0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8} được

biểu diễn trong hình 4.12.

Hình 4.12: Nghiệm của phương trình truyền nhiệt được tính bởi mô hình giảm số chiều

với cơ sở POD trong H tại các thời điểm t ∈ {0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8}.

Sai số giữa nghiệm mô hình giảm số chiều của phương trình truyền

nhiệt bằng phương pháp Galerkin Euler-POD lùi so với các snapshot tại

cùng một thời điểm t ∈ {0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8} lần lượt ứng với

khi hai trường hợp có hoặc không có đạo hàm rời rạc trong các snapshot

cho bởi trong hình 4.13. Màu sắc càng sáng thì sai số càng lớn.

Hình 4.13: Sai số giữa nghiệm phương trình truyền nhiệt giải bằng mô hình

giảm số chiều với cơ sở POD trong H so với các snapshot tại các thời điểm t ∈
{0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8}.

Trường hợp cơ sở POD được xây dựng trong V , khi xây dựng mô hình
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giảm số chiều, ta chọn trong W = M + S, trong đó M và S là hai ma

trận được định nghĩa tại (4.9) và (4.10), ta được mô hình giảm số chiều

của (4.17)

uredt (t) = −Aredu
red(t), (4.19)

trong đóAred =
(
(aredij )

)
∈ Rℓ×ℓ với aredij = ⟨Aψj, ψi⟩Rm+

〈
SM−1Aψj, ψi

〉
Rm.

Sự biến thiên của các giá trị riêng λ̃k và nghiệm tại thời điểm cuối T

của mô hình giảm số chiều được thể hiện trong hình 4.14(a) và 4.14(b) nếu

đạo hàm rời rạc được xét trong các snapshot, ngược lại nếu các snapshot

chứa đạo hàm rời rạc thì sự thay đổi của các giá trị riêng λ̃k và nghiệm

tại thời điểm cuối T được thể hiện trong hình 4.14(c) và 4.14(d).

(a)

(b)

(c)

(d)

Hình 4.14: Sự biến thiên các giá trị riêng và nghiệm phương trình truyền nhiệt thông

qua mô hình giảm số chiều với cơ sở POD trong V tại thời điểm T .
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Nghiệm của của phương trình truyền nhiệt thông qua mô hình giảm số

chiều với cơ sở POD trong V tại các thời điểm t ∈ {0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T =

0.8} được biểu diễn trong hình 4.15.

Hình 4.15: Nghiệm của phương trình truyền nhiệt được tính bởi mô hình giảm số chiều

với cơ sở POD trong V tại các thời điểm t ∈ {0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8}.

Sai số giữa nghiệm của phương trình truyền nhiệt thông qua mô hình

giảm số chiều với cơ sở POD trong V so với các snapshot tại cùng một thời

điểm t ∈ {0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8} được minh họa trong hình 4.16

lần lượt ứng với khi có hoặc không có đạo hàm rời rạc trong các snapshot.

Hình 4.16: Sai số giữa nghiệm của phương trình truyền nhiệt giải bằng mô hình

giảm số chiều với cơ sở POD trong V so với các snapshot tại các thời điểm t ∈
{0, 0.16, 0.32, 0.48, 0.84, T = 0.8}.
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Tổng kết lại, thông qua các hình ảnh trên, có thể thấy nghiệm được

giải thông qua mô hình giảm số chiều của phương trình truyền nhiệt bằng

phương pháp Euler-POD-Galerkin lùi ’khá giống’ với các snapshot được

ghi nhận ban đầu. Để kiểm chứng độ hiệu quả khi áp dụng phương pháp

Euler-POD-Galerkin lùi trong việc giải mô hình giảm số chiều cho bài toán

truyền nhiệt, trong trường hợp cơ sở POD được xây dựng trong L2(Ω hay

H1(Ω) và trong trường hợp có hay không đạo hàm rời rạc ∂̄u (tk) trong

các snapshot, ta cần xem xét đại lượng sai số trung bình

ε =
1

Nt − 1

Nt−1∑
k=1

∥uFE(tk)− Uk∥2H .

Kết quả có được thông qua bảng sau đây.

E(ℓ) =
∑ℓ

i=1 λi∑d
i=1 λi

∥ϕ− P ℓϕ∥H ε

Cơ sở POD trong V 0.98634394 1.936 .10−2 0.00024572

Cơ sở POD trong H 0.99884188 4.861 .10−3 1.86911085 .10−6

Cơ sở POD trong V , chứa ∂̄u (tk) 0.97669692 5.398 .10−2 0.03903926

Cơ sở POD trong H, chứa ∂̄u (tk) 0.97016779 2.224 .10−3 1.34314460 .10−5

Bảng 4.2: Bảng sai số giữa nghiệm của phương trình truyền nhiệt thông qua mô hình

giảm số chiều được giải bằng phương pháp Euler-POD-Galerkin lùi so với các snapshot.

Nhận xét 4.2. Nếu đạo hàm rời rạc ∂̄u (tk) được chứa trong các snapshot,

theo Định lý 2.6 phát biểu cho phương trình tiến hóa tuyến tính, tồn tại

C độc lập với m và ℓ sao cho

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u(tk)∥2H ≤ C

(∥∥ϕ− P ℓϕ
∥∥2
H
+

d∑
k=ℓ+1

λ̃k + (∆t)2
)

và

1

m

m∑
k=1

∥Uk − u(tk)∥2H ≤ C

(∥∥ϕ− P ℓϕ
∥∥2
H
+ ∥S∥2

d∑
k=ℓ+1

λ̂k + (∆t)2
)

lần lượt ứng với hai trường hợp cơ sở POD được xây dựng trong V và H.

Dựa vào bảng 4.2 và sự thay đổi của các giá trị riêng ở các hình 4.11 và
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hình 4.14, ta thấy các lượng
∑d

k=ℓ+1 λ̃k là hai đại lượng khá nhỏ, trong

đó λ̃ℓ+1 khoảng 10−3 đến 10−4 và tốc độ giảm của dãy {λ̃i}di=1 rất nhanh.

Ngoài ra đại lượng ∥ϕ−P ℓϕ∥H cũng cho thấy sự ảnh hưởng đến đại lượng

ε, khi qua bảng 4.2 thấy nếu giá trị ∥ϕ−P ℓϕ∥H lớn thì ε cũng tăng theo,

điều đó khá thích hợp với hai biểu thức đánh giá trên.
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

Các kết quả nghiên cứu chính của luận văn bao gồm:

1. Tổng quan về phương pháp POD: định nghĩa, tính chất, mối liên hệ

giữa phiên bản rời rạc và liên tục, đặc biệt là mối liên hệ giữa POD

và SVD trong Rn.

2. Đưa ra các định lý đánh giá sai số khi sử dụng phương pháp POD-

Galerkin kết hợp với một số phương pháp số khác như phương pháp

Euler lùi hay Crank-Nicolson để xây dựng và giải các bài toán giảm

số chiều cho các bài toán tiến hóa tuyến tính và phi tuyến thuộc loại

parabolic.

3. Bên cạnh đó, chúng tôi cũng đối chiếu kết quả giữa sai số giữa mô

hình giảm số chiều bằng phương pháp Galerkin POD và bài toán ban

đầu trong thực nghiệm và lý thuyết thông qua hai hai phương trình

Burgers 2D và truyền nhiệt. Chứng tỏ tính hữu hiệu của POD trong

một số bài toán của phương trình đạo hàm riêng.

Dựa vào các kết quả đã đạt được, một số hướng đi tiếp theo mà luận văn

có thể phát triển như sau:

1. Ngoài hai lược đồ Euler-POD-Galerkin lùi và Crank-Nicolson-POD-

Galerkin được trình bày trong luận văn này, ta có thể kết hợp Galerkin

POD với một số phương pháp số thương dùng như Runge-Kutta bậc

3, bậc 4. Trong quá trình lập trình, đã cho thấy kết quả tương đối tốt

nếu kết hợp phương pháp POD-Galerkin với Runge-Kutta bậc 3 cho

hai phương trình Burgers 2D và phương trình truyền nhiệt.

2. Áp dụng phương pháp POD-Galerkin cho một số bài toán dạng elliptic

hoặc hệ kết hợp elliptic và parabolic.
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entierte Einführung. Springer, 1992.

[21] David Gilbarg and Neil S. Trudinger. Elliptic partial differential

equations of second order. Grundlehren der mathematischen Wis-

senschaften. Springer Berlin Heidelberg, 1977.

[22] Tosio Kato. Perturbation Theory for Linear Operators. Springer-

Verlag, Berlin, 1995.

[23] Amnon Pazy. Semigroups of Linear Operators and Applications to

Partial Differential Equations (Applied Mathematical Sciences), vol-

ume 44. Springer Verlag, New York, 1992.

[24] Roger Temam. Infinite-Dimensional Dynamical Systems in Mechanics

and Physics, volume 68. Springer-Verlag, New York, 2nd edition, 1988.

[25] J. A. Atwell and B. B. King. Proper orthogonal decomposition for re-

duced basis feedback controllers for parabolic equations. Mathematical

and Computer Modelling, 33:1–19, 2001.

[26] J. A. Atwell and B. B. King. Reduced order controllers for spatially

distributed systems via proper orthogonal decomposition. SIAM Jour-

nal on Scientific Computing, 26:128–151, 2004.

[27] C. W. Rowley. Model reduction for fluids, using balanced proper

orthogonal decomposition. International Journal of Bifurcation and

Chaos, 15:997–1013, 2005.



97

[28] Anders Logg, Kent-Andre Mardal, and Garth Wells. Automated So-

lution of Differential Equations by the Finite Element Method : The

FEniCS Book, volume 84. Springer, Berlin, 2012.


	Lời cam đoan
	Lời cảm ơn
	Danh mục các hình vẽ
	Danh mục các bảng
	Mục lục
	Mở đầu
	KIẾN THỨC CHUẨN BỊ
	Đại số tuyến tính
	Phương trình đạo hàm riêng
	Giải tích hàm

	PHƯƠNG PHÁP PHÂN TÍCH TRỰC GIAO CHUẨN (POD)
	Phương pháp POD rời rạc
	Phương pháp POD liên tục
	Mối liên hệ giữa POD rời rạc và POD liên tục
	Mối liên hệ giữa POD và SVD trong Rn

	PHƯƠNG PHÁP POD-GALERKIN CHO PHƯƠNG TRÌNH TIẾN HÓA TUYẾN TÍNH
	Xây dựng cơ sở POD
	Phương pháp Euler-POD-Galerkin lùi
	Lược đồ Crank-Nicolson-POD-Galerkin

	PHƯƠNG PHÁP POD-GALERKIN CHO PHƯƠNG TRÌNH TIẾN HÓA PHI TUYẾN
	Phương pháp Euler-POD-Galerkin lùi
	Lược đồ Crank-Nicolson-POD-Galerkin

	GIẢI SỐ CHO MỘT SỐ PHƯƠNG TRÌNH ĐẠO HÀM RIÊNG BẰNG PHƯƠNG PHÁP POD
	Xây dựng các snapshot
	Mô hình giảm số chiều cho hệ động lực
	Ứng dụng POD vào một số phương trình đạo hàm riêng

	Kết luận và kiến nghị
	Tài liệu tham khảo

