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MỞ ĐẦU

Phương pháp phân tích trực giao chuẩn

Phân tích trực giao chuẩn (Proper Othorgonal Decomposition, viết tắt là

POD) là một phương pháp số cho phép giảm độ phức tạp của các mô phỏng

trên máy tính như động lực học chất lỏng tính toán và phân tích cấu trúc (như

mô phỏng va chạm). Điển hình trong phân tích động lực học chất lỏng và tua

bin, nó được sử dụng để thay thế các phương trình Navier-Stokes bằng các

mô hình đơn giản hơn để giải như trong [1].

Phương pháp phân tích trực giao (POD) có một lịch sử lâu dài. Tiền thân

của POD là phương pháp vector riêng do K. Pearson khởi xướng từ năm 1901

để chọn những thành phần chính trong một lượng dữ liệu lớn. Tuy nhiên,

phương pháp ảnh tức thời (snapshots) cho POD mới được Sirovich khởi xướng

vào năm 1987. Phương pháp này được phát triển cho nhiều bài toán trong các

lĩnh vực khác nhau, như xử lý tín hiệu và nhận dạng mẫu, thống kê, thủy động

học, khí tượng, kỹ thuật y sinh. . .

Một thời gian dài kể từ năm 1987, phương pháp POD chủ yếu được sử

dụng để thực hiện phân tích thành phần chính (PCA) trong tính toán thống

kê. Đặc biệt, phương pháp POD Galerkin bắt đầu được áp dụng vào xây dựng

mô hình giảm số chiều cho phương trình đạo hàm riêng PDEs và được đề

xuất trong công trình xuất sắc năm 2001 và 2002 bởi Kunisch và Volkwein.

Từ thời điểm đó trở đi, việc giảm số chiều của các phương pháp tính toán số

dựa trên POD cho PDE đã trải qua quá trình phát triển nhanh chóng, cải tiến
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hiệu suất cho các giải pháp số cho PDE. Phương pháp xây dựng mô hình với

bậc nhỏ dựa trên cơ sở POD ngày càng được ứng dụng vào nhiều mô hình

trong nhiều lĩnh vực của cuộc sống như y tế, địa chất...

Đối tượng nghiên cứu của luận văn

Trong luận văn này này, chúng tôi áp dụng phương pháp POD cho bài toán

ước lượng tham số vô hướng trong phương trình đạo hàm riêng dạng elliptic

qua quan sát trên biên.

Trong nhiều ứng dụng, để phù hợp với ý nghĩa vật lý, kĩ thuật tham số cần

ước lượng phải thỏa mãn những ràng buộc bất đẳng thức nào đó. Do đó, bài

toán ước lượng tham số có thể được xây dựng dưới dạng bài toán điều khiển

tối ưu cho một phương trình đạo hàm riêng với ràng buộc bất đẳng thức.

Trong luận văn này, chúng tôi tập trung vào thuật toán Lagrange tăng cường,

kết hợp với phương pháp SQP toàn cục cho bài toán điều khiển tối ưu này,

như trong [2], [3]. Các phương pháp SQP cho các vấn đề ước lượng tham số

được nghiên cứu trong [4], [5]. Ràng buộc bất đẳng thức trong bài toán điều

khiển tối ưu được xử lý bởi thuật toán Lagrange tăng cường. Ở mỗi bước của

phương pháp Lagrange tăng cường, phương pháp SQP toàn cục được sử dụng

để giải quyết vấn đề với hạn chế đẳng thức.

Ước lượng tham số thường yêu cầu thực hiện phép lặp nhiều lần mà mỗi

lần lặp ta phải giải hai bài toán giá trị biên. Do đó, phương pháp số để giải

quyết bài toán khá đắt đỏ. Để khắc phục hạn chế này, chúng tôi áp dụng một

mô hình giảm số chiều cho bài toán điều khiển tối ưu để tiết kiệm thời gian

tính toán. Phương pháp giảm số chiều cho phương trình elliptic phụ thuộc

tham số được thảo luận trong [6], [7]. Trong luận văn này chúng tôi áp dụng
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phân tích trực giao chuẩn (POD) để thu được mô hình giảm số chiều của bài

toán điều khiển tối ưu.

POD là một phương pháp để xấp xỉ các phương trình vi phân bằng các mô

hình bậc thấp cho hệ tuyến tính và phi tuyến tính. Nó dựa trên việc chiếu hệ

cần giải lên không gian con bao gồm các phần tử cơ sở chứa các đặc điểm

(features) của lời giải. Trong luận văn, cơ sở POD bắt nguồn từ các nghiệm

cho phương trình PDE cho các giá trị tham số khác nhau (chúng tôi gọi các

giải pháp này là ’snapshot’).

Bố cục luận văn

Luận văn được viết dựa theo tài liệu [6], [8], [9] và được trình bày theo bố

cục:

Chương 1: Giới thiệu về phương pháp POD cho trường hợp rời rạc và liên

tục.

Chương 2: Phương pháp POD-Galerkin cho phương trình đạo hàm riêng

elliptic và ước lượng sai số của phương pháp POD-Galerkin, ngoài ra trong

chương này chúng tôi cũng giới thiệu phương pháp phần tử hữu hạn để tạo ra

các snapshot cho phương pháp POD.

Chương 3: Giới thiệu chi tiết về vấn đề ước lượng tham số trong không

gian hàm vô hạn chiều. Chúng tôi cũng trình bày cách thuật toán Lagrange

tăng cường (bao gồm cả phương pháp SQP) có thể được rời rạc bởi cơ sở

Galerkin phần tử hữu hạn hoặc POD.
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Chương 0

Một số kiến thức chuẩn bị

0.1 Đại số tuyến tính

Bổ đề 0.1. (Bất đẳng thức Young) Với mọi a, b ∈ R và với mọi ϵ > 0 ta có:

ab ≤ ϵa2 +
b2

4ϵ
.

Bổ đề 0.2. Ma trận đối xứng, xác định dương M ∈ Rm×m có phân tích giá

trị riêng:

M = QDQT .

Ở đó D = diag (η1, . . . , ηm) ∈ Rm×m với ηi > 0 với mọi i ∈ {1, . . . ,m}.

Hơn nữa, Q ∈ Rm×m là ma trận trực giao.

Định nghĩa 0.3. Với mọi α ∈ R ta định nghĩa:

Mα = Q diag (ηα1 , . . . , η
α
m)Q

T ,

với ma trận Q ∈ Rm×m cũng như các giá trị ηi, i = 1, . . . ,m, được giới thiệu

ở bổ đề trước.
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Bổ đề 0.4. Ta có các tính chất sau:

(Mα)−1 =M−α,

Mα+β =MαMβ với mọi α, β ∈ R,

(Mα)T =Mα.

Với α = 1
2 , ta có:

M
1
2 = Q diag

(√
η1, . . . ,

√
ηm
)
QT .

Định nghĩa 0.5. Kí hiệu Kronecker δik định nghĩa bởi δik = 1 nếu i = k và

δik = 0 nếu i ̸= k.

Định nghĩa 0.6. Cho ma trận A ∈ Cm×n với m ≥ n. Phân tích giá trị kì dị

(Singular Value Decomposition, viết tắt là SVD) của A là ma trận A được

viết dưới dạng:

A = UΣV ∗,

trong đó U và V là hai ma trận trực giao và Σ là ma trận đường chéo. Nếu

U ∈ Cm×m, V ∈ Cn×n và Σ ∈ Cm×n thì A = UΣV ∗ được gọi là SVD đầy

đủ của A. Nếu U ∈ Cm×n, V ∈ Cn×n và Σ ∈ Cn×n thì A = UΣV ∗ được gọi

là SVD rút gọn của A.

Định lí 0.7. Mọi ma trận A ∈ Cm×n đều có SVD. Hơn thế nữa, các giá trị

kỳ dị σj được xác định duy nhất. Nếu A là ma trận vuông và các giá trị σj là

khác nhau thì các vector kỳ dị trái và phải {vj}, {uj} xác định duy nhất (sai

khác nhân tử có module bằng 1).
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0.2 Giải tích hàm

Định nghĩa 0.8. Một họ M các tập con của Rd là một σ-đại số nếu:

∅,Rd ∈ M,

A ∈ M suy ra
(
Rd − A

)
∈ M,

nếu {Ak}∞k=1 ⊂ M, khi đó
∞⋃
k=1

Ak,
∞⋂
k=1

Ak ∈ M.

Định nghĩa 0.9. Với f : Rd → R. Ta gọi f là hàm đo được nếu:

f−1(U) ∈ M,

với mỗi tập mở U ⊂ R.

Định nghĩa 0.10. Toán tử liên hợp A∗ : H → V của toán tử tuyến tính, bị

chặn A : V → H được định nghĩa bởi:

⟨Au, v⟩H = ⟨u,A∗v⟩V ,

với mọi u ∈ V và v ∈ H .

Bổ đề 0.11. (Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz) Cho V là không gian Hilbert.

Khi đó:

⟨u, v⟩V ≤ ∥u∥V ∥v∥V ,

với mọi u, v ∈ V .

Định nghĩa 0.12. Với B1,B2 là hai không gian Banach thực. Toán tử T :

B1 → B2 được gọi là toán tử tuyến tính, bị chặn nếu các điều kiện sau thỏa

mãn:

1) T (αu+ βv) = αT u+ βT v, với mọi α, β ∈ R và u, v ∈ B1.
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2) Tồn tại hằng số c > 0 sao cho ∥Tu∥B2
≤ c∥u∥B1

, với mọi u ∈ B1.

Tập tất cả các toán tử tuyến tính, bị chặn từ B1 vào B2 được kí hiệu là

L(B1,B2), là không gian Banach với chuẩn:

∥T ∥L(B1,B2
) = sup

∥u∥B1
=1

∥T u∥B2
, với T ∈ L(B1,B2).

Nếu B1 = B2, ta có thể viết đơn giản L(B1). Toán tử liên hợp T ′ : B′
2 → B′

1

của toán tử T được định nghĩa bởi:〈
T ′f, u

〉
B′
1,B1

= ⟨f, T u⟩B′
2,B2

,

với mọi (u, f) ∈ B1×B′
2. Ở đó ⟨.⟩B′

1,B1
là cặp liên hợp của không gian B1 với

không gian đối ngẫu của nó B′
1 = L(B1,R).

Với H1, H2 là hai không gian Hilbert thực. Với T ∈ L(H1,H2), toán tử

liên hợp T ⋆ : H2 → H1 là duy nhất và định nghĩa bởi:

⟨T ⋆v, u⟩H1
= ⟨v, T u⟩H2

= ⟨T u, v⟩H2
,

với mọi (u, v) ∈ H1×H2. Với Ji : Hi → H′
i với i = 1, 2, là kí hiệu của đẳng

cấu Riesz thỏa mãn:

⟨u, v⟩Hi
= ⟨Jiu, v⟩H′

i,Hi
,

với mọi v ∈ Hi.

Khi đó ta có biểu diễn T ⋆ = J −1
1 T ′J2. Hơn nữa (T ⋆)⋆ = T với mọi

T ∈ L(H1,H2). Nếu T ⋆ = T ta nói T tự liên hợp. Toán tử T ∈ L(H1,H2)

được gọi là không âm nếu ⟨T u, u⟩H2
≥ 0, với mọi u ∈ H1. Cuối cùng

T ∈ L(H1,H2) được gọi là compact nếu mọi dãy bị chặn {un}n∈N ⊂ H1 dãy

{T un}n∈N ⊂ H2 chứa một dãy con hội tụ.

Định nghĩa 0.13. Với H là không gian Hilbert thực và T ∈ L(H).
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1) Một số phức λ thuộc tập chính quy ρ(T ) nếu λI − T là song ánh với

toán tử ngược bị chặn. Ở đây I ∈ L(H) là kí hiệu của toán tử đơn vị.

Nếu λ /∈ ρ(T ), khi đó λ thuộc tập phổ σ(T ) của T .

2) Với u ̸= 0 là vectơ với T u = λu với λ ∈ C. Khi đó u được gọi là vectơ

riêng của T và λ là giá trị riêng tương ứng. Nếu λ là giá trị riêng, khi đó

λI − T không phải là đơn ánh. Do đó λ ∈ σ(T ).

Định lí 0.14. (Riesz Schauder) Với H là không gian Hilbert thực và T :

H → H là toán tử tuyến tính, compact. Khi đó tập phổ σ(T ) là tập rời rạc

và không có điểm giới hạn ngoại trừ (có thể) là điểm 0. Hơn nữa, không gian

vectơ riêng tương ứng với mỗi giá trị khác 0 của λ ∈ σ(T ) là hữu hạn chiều.

Định lí 0.15. (Hilbert-Schmidt) Với H là không gian Hilbert thực và T :

H → H là toán tử tuyến tính, compact, tự liên hợp. Khi đó, tồn tại dãy giá trị

riêng {λi}i ∈ J và hệ cơ sở trực chuẩn đầy đủ tương ứng {ψi}i∈J ⊂ H thỏa

mãn:

T ψi = λiψi, và λi → 0 với i→ ∞.

0.3 Phương trình đạo hàm riêng

Định nghĩa 0.16. Cho Ω ⊂ Rn. Với 1 ≤ p < ∞ ta định nghĩa không gian

Lp(Ω) là không gian các hàm đo được trên Ω thỏa mãn:(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

<∞.

và chuẩn trên nó:

∥f∥Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

.
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Đặc biệt với p = 2 ta được L2(Ω) là không gian Hilbert.

Định nghĩa 0.17. Với Ω định nghĩa ở trên, ta định nghĩa không gian các hàm

khả tích địa phương bởi:

L1
loc(Ω) = {f : Ω → R đo được |f |K ∈ L1(K) ∀K ⊂ Ω, K compact}.

Định nghĩa 0.18. (Đạo hàm yếu) Giả sử u, v ∈ L1
loc(Ω) và α = (α1, ..., αn)

là đa chỉ số với bậc |α| = α1 + ...+ αn. Ta nói v là đạo hàm yếu cấp α của u

và ký hiệu:

Dαu = v,

với Dαu =
∂α1

∂xα1
1

...
∂αn

∂xαn
n
u. Nếu:∫
Ω

uDαϕdx = (−1)|α|
∫
Ω

vϕdx,

với mọi hàm thử ϕ ∈ C∞
c (Ω), với C∞

c (Ω) là không gian các hàm khả vi vô

hạn lần và có giá compact trên Ω.

Định nghĩa 0.19. (Không gian Sobolev) Với 1 ≤ p < ∞ và k ∈ N. Ta kí

hiệu W k,p(Ω) là không gian tuyến tính của các hàm y ∈ Lp(Ω) có đạo hàm

yếu Dαy ∈ Lp(Ω) với mọi đa chỉ số α với bậc |α| ≤ k, cùng với chuẩn tương

ứng:

∥y∥W k,p(Ω) =

∑
|α|≤k

∫
Ω

|Dαy|pdx

 1
p

.

Không gian W k,p(Ω) là không gian Banach, được gọi là không gian Sobolev

Ta thường quan tâm đến trường hợp cụ thể p = 2, ta kí hiệu:

Hk(Ω) = W k,2(Ω).
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Đặc biệt ta quan tâm đến không gian H1(Ω) mà ta sẽ sử dụng trong luận

văn này. Ta có:

H1(Ω) = {y ∈ L2(Ω) : Dxiy ∈ L2(Ω), i = 1, ..., N}.

Với tích vô hướng:

⟨u, v⟩H1(Ω) =

∫
Ω

uvdx+

∫
Ω

∇u.∇vdx,

với ∇u = (Dx1u, ..., Dxnu). Và chuẩn tương ứng:

∥y∥H1(Ω) =

(∫
Ω

(y2 + |∇y|2)dx
) 1

2

,

với |∇y|2 = (Dx1y)
2 + ...+ (Dxny)

2.

Bổ đề 0.20. (Định lí vết) Giả sử Ω bị chặn Γ = ∂Ω thuộc lớp C1. Khi đó tồn

tại toán tử tuyến tính bị chặn:

τΓ : H1(Ω) → L2(Γ),

thỏa mãn:

τΓu = u|Γ ,

và:

∥τΓu∥L2(Γ) ≤ CΓ∥u∥H1(Ω),

với u ∈ H1(Ω), với hằng số CΓ > 0, được gọi là hằng số vết, phụ thuộc vào

miền Ω.

Định nghĩa 0.21. Mọi ánh xạ từ [a, b] ∈ R vào không gian Banach X được

gọi là hàm giá trị vectơ.

Phụ thuộc vào không gian X , ta có một số trường hợp đặc biệt:
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• X = R. Khi đó hàm giá trị vectơ y : [a, b] → R là hàm giá trị thực một

biến.

• X = RN . Khi đó y : [a, b] → RN với mỗi giá trị của biến t là một vectơ:

y(t) = [y1(t), ..., yN(t)]
⊤ ∈ RN .

• X = H1(Ω). Khi đó với mỗi t ∈ [a, b], giá trị y(t) của hàm số y :

[a, b] → H1(Ω) là một phần tử của H1(Ω), và do đó nó chính là một

hàm trên biến không gian x ∈ Ω. Nói cách khác, y(t) = y(., t) ∈ H1(Ω)

với mỗi t ∈ [a, b], nghĩa là hàm x→ y(x, t) thuộc H1(Ω).

Định nghĩa 0.22. Cho {X, ∥.∥X} là không gian Banach. Ta nói hàm giá trị

vectơ y : [a, b] → X là liên tục tại t ∈ [a, b] nếu ta có lim
τ→t

∥y(τ)−y(t)∥X = 0.

Ta kí hiệu không gian các hàm giá trị vectơ liên tục tại mọi t ∈ [a, b] bởi

C([a, b], X]. Không gian C([a, b], X]) là không gian Banach với chuẩn tương

ứng:

∥y∥C([a,b],X]) = max
t∈[a,b]

∥y(t)∥X .

Định nghĩa 0.23. Một hàm giá trị vectơ y : [a, b] → X được gọi là hàm bước

nếu tồn tại hữu hạn yi ∈ X , và các tập đo được Lebesgue, đôi một rời nhau

Mi ∈ [a, b] với 1 ≤ i ≤ m, thỏa mãn [a, b] = ∪mi=1Mi và y(t) = yi với mọi

t ∈Mi, 1 ≤ i ≤ m.

Định nghĩa 0.24. Một hàm giá trị vectơ y : [a, b] → X được gọi là đo được

nếu tồn tại dãy các hàm bước {yk}∞k=1 sao cho y(t) = lim
k→∞

yk(t) hầu khắp nơi

t ∈ [a, b].

Bây giờ ta giới thiệu không gian Lp của hàm giá trị vectơ:

Định nghĩa 0.25. (i) Ta kí hiệu Lp(a, b;X) với 1 ≤ p < ∞, là không gian
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tuyến tính của tất cả các hàm giá trị vectơ đo được y : [a, b] → X với tính

chất: ∫ b

a

∥y(t)∥pXdt <∞.

Lp(a, b;X) là không gian Banach với chuẩn tương ứng:

∥y∥Lp(a,b;X) :=

(∫ b

a

∥y(t)∥pXdt

) 1
p

.

(ii) Ta kí hiệu L∞(a, b;X) là không gian Banach tất cả các hàm giá trị vectơ

đo được y : [a, b] → X với tính chất:

∥y∥L∞(a,b;X) := ess sup[a,b] ∥y(t)∥X <∞.

Trong không gian đã định nghĩa, các hàm khác nhau trên một tập con của

[a, b] có độ đo Lebesgue là 0 thuộc cùng một lớp tương đương và được coi là

bằng nhau. Dễ thấy C([a, b], X) ⊂ Lp(a, b;X) ⊂ Lq(a, b;X) với 1 ≤ p ≤

q ≤ ∞.

Trong không gian L1(a, b;X), và do đó cũng trong không gian Lp(a, b;X)

với 1 ≤ p ≤ ∞ và C([a, b], X), tích phân Bochner có thể định nghĩa cho hàm

giá trị vectơ. Với hàm bước y ta định nghĩa như sau:∫ b

a

y(t)dt :=
m∑
i=1

yi|Mi|,

với yi ∈ X là giá trị của y trên Mi và |Mi| là kí hiệu độ đo Lebesgue của

tập Mi với 1 ≤ i ≤ m. Rõ ràng tích phân này là một phần tử của X . Với

y ∈ L1(a, b;X), vì y đo được nên tồn tại dãy {yk}∞k=1 các hàm bước hội tụ

hầu khắp nơi trên [a, b] đến y. Khi đó tích phân Bochner của y được định

nghĩa như sau:
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Định nghĩa 0.26. (i) Ta gọi hàm đo được y : [a, b] → X là khả tích nếu tồn

tại dãy các hàm bước {yk}∞k=1 thỏa mãn:∫ b

a

∥yk(t)− y(t)∥Xdt→ 0, với k → ∞.

(ii) Nếu y khả tích, ta định nghĩa:∫ b

a

y(t)dt = lim
k→∞

∫ b

a

yk(t)dt.

Định lí 0.27. (Bochner, [10] chương 5) Một hàm đo được y : [a, b] → X là

khả tích khi và chỉ khi t→ ∥y(t)∥X là khả tích. Trong trường hợp này:∥∥∥∥∥
∫ b

a

y(t)dt

∥∥∥∥∥ ≤
∫ b

a

∥y(t)∥dt,

và: 〈
u⋆,

∫ b

a

y(t)dt

〉
=

∫ b

a

〈
u⋆, y(t)

〉
dt,

với u⋆ ∈ X ′ là không gian đối ngẫu của X .

Định nghĩa 0.28. Với u ∈ L1(a, b;X). Ta gọi v ∈ L1(a, b;X) là đạo hàm

yếu của u và viết:

u′ = v,

nếu: ∫ b

a

ϕ′(t)u(t)dt = −
∫ b

a

ϕ(t)v(t)dt,

với mọi hàm thử vô hướng ϕ ∈ C∞
c (a, b).

Định nghĩa 0.29. (i) Không gian Sobolev W 1,p(a, b;X) chứa tất cả các hàm

u ∈ Lp(a, b;X) sao cho u′ tồn tại theo nghĩa yếu và thuộc Lp(a, b;X). Hơn

nữa:

∥u∥W 1,p(a,b;X) =

(∫ b

a

∥u(t)∥pX + ∥u′(t)∥pXdt

) 1
p

, với 1 ≤ p <∞.
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Với p = ∞, ta có: ∥u∥W 1,p(a,b;X) = ess sup[a,b](∥u(t)∥X + ∥u′(t)∥X).

(ii) Ta kí hiệu H1(a, b;X) = W 1,2(a, b;X).

0.4 Lí thuyết tối ưu

Xét bài toán tối ưu hữu hạn chiều dạng:

min J(x) với x ∈ Rn s.t e(x) = 0 ∈ Rm, (P)

Với e : Rn → Rm. Một nghiệm của (P) được gọi là một nghiệm tối ưu của

bài toán tối ưu.

Định nghĩa 0.30. (Tập điểm chấp nhận được) Tập điểm chấp nhận được được

cho bởi:

F =
{
x ∈ Rn : e(x) = 0

}
.

Định nghĩa 0.31. (Đạo hàm riêng) Cho x ∈ Xn và y ∈ Y m với n,m ∈ N.

Khi đó ∇xJ(x, y) là kí hiệu của vectơ chứa ∂J(x,y)
∂xi

với 1 ≤ i ≤ n.

Định nghĩa 0.32. (Ma trận Hessian ) Ma trận chứa các đạo hàm riêng cấp

hai của J : Xn → R chứa ∂2J(x)
∂xi∂xj

tại
(
∇2J(x)

)
ij

với 1 ≤ i, j ≤ n, được gọi là

ma trận Hessian và kí hiệu là ∇2J(x). Nếu x ∈ Xn và y ∈ Y m với n,m ∈ N,

ma trận ∇2
xxJ(x, y) chứa các thành phần ∂2J(x,y)

∂xi∂xj
với 1 ≤ i, j ≤ n.

Định nghĩa 0.33. (Điểm chính quy) Điểm x∗ ∈ F là điểm chính quy nếu

gradient (yếu) (đã định nghĩa ở phần trước) ∇e1 (x∗) , . . . ,∇em (x∗) là độc
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lập tuyến tính. Do đó, x∗ là chính quy nếu:

∇e (x∗) =


∇e1 (x∗)T

...

∇em (x∗)T

 ,

là toàn ánh.

Định nghĩa 0.34. (Nghiệm địa phương) Điểm x∗ ∈ F là nghiệm địa phương

(chặt) của (P) khi và chỉ khi:

J(x) ≥ J (x∗)
(
J(x) > J (x∗)

)
, với mọi x ∈ (U ∩ F)\ {x∗} ,

với U là lân cận của x∗.

Định lí 0.35. (Điều kiện cần tối ưu bậc nhất) Giả sử x∗ ∈ Rn là một nghiệm

địa phương của (P) và x∗ là chính quy. Khi đó tồn tại duy nhất vectơ nhân tử

Lagrange λ∗ = (λ∗1, . . . , λ
∗
m)

T thỏa mãn điều kiện tối ưu bậc nhất (điều kiện

KKT):

∇J (x∗) +∇e (x∗)T λ∗ = 0 ∈ Rn,

và:

e (x∗) = 0 ∈ Rm.

Hàm Lagrange L : Rn × Rm → R định nghĩa bởi:

L(x, λ) = J(x) + e(x)Tλ = J(x) + ⟨e(x), λ⟩Rm với (x, λ) ∈ Rn × Rm,

Điều kiện tối ưu bậc nhất của (P) có thể viết như sau:

∇xL (x∗, λ∗) = 0 và ∇λL (x∗, λ∗) = 0.
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Định lí 0.36. (Điều kiện đủ tối ưu bậc hai) Giả sử x∗ ∈ F là điểm chính quy

và x∗ cùng với λ∗ ∈ Rm thỏa mãn:

∇J (x∗) +∇e (x∗)T λ∗ = 0 ∈ Rn,

và:

e (x∗) = 0 ∈ Rm.

Hơn nữa, ma trận:

∇xxL (x∗, λ∗) = ∇xxJ (x∗, λ∗) +∇xxe (x
∗)T λ∗

= ∇xxJ (x∗, λ∗) +
m∑
i=1

λ∗i∇xxei (x
∗) ,

xác định dương trên Ker
(
∇e (x∗) ), nghĩa là, vT∇xxL (x∗, λ∗) v > 0 với mọi

v ∈ Rn thỏa mãn ∇e (x∗) v = 0. Khi đó x∗ là nghiệm địa phương chặt của

(P).
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Chương 1

PHƯƠNG PHÁP POD

Cho X là không gian Hilbert thực với tích vô hướng tương ứng ⟨., .⟩X và

chuẩn sinh bởi tích vô hướng ||.||X = ⟨., .⟩1/2X . Hơn nữa ta giả sử X khả li từ

đó suy ra X có hệ cơ sở trực chuẩn đếm được. Để áp dụng được phương pháp

POD ta cần có các phần tử (dữ liệu) trong không gian mà ta muốn giảm số

chiều (gọi là các snapshot) để thực hiện việc tìm cơ sở POD.

1.1 Trường hợp rời rạc

Với n, ℘ ∈ N giả sử ta có các snapshot yk1 , ..., y
k
℘ ∈ X với ít nhất một phần

tử khác 0. Ta xét không gian con tuyến tính, hữu hạn chiều:

V n = span{ykj |1 ≤ j ≤ n; 1 ≤ k ≤ ℘} ⊂ X,

với số chiều dn ∈ {1, ..., n℘} <∞. Ta gọi V n là không gian con snapshot.

Với hệ cơ sở trực chuẩn đầy đủ {ψi}i∈J ∈ X ta có biểu diễn:

ykj =
∑
i∈J

〈
ykj , ψi

〉
X
ψi.

Phương pháp POD bao gồm việc chọn một cơ sở trực chuẩn {ψi}i∈J sao

cho với bất kì ℓ ∈ {1, ..., dn} sai số trung bình bình phương giữa n℘ phần tử
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ykj và ℓ thành phần tương ứng trong biểu diễn trên là nhỏ nhất:
min

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj ||ykj −
ℓ∑
i=1

〈
ykj , ψi

〉
X
ψi||2X

s.t {ψi}ℓi=1 ⊂ X;
〈
ψi, ψj

〉
X
= δij, 1 ≤ i, j ≤ ℓ

. (P ℓ
n)

Với αnj là các trọng số dương và δij là kí hiệu Kronecker. Một nghiệm tối

ưu của (P ℓ
n) được gọi là một cơ sở POD bậc ℓ. Ta có:

||ykj −
ℓ∑
i=1

〈
ykj , ψi

〉
X
ψi||2X

=

〈
ykj −

ℓ∑
i=1

〈
ykj , ψi

〉
X
ψi, y

k
j −

ℓ∑
h=1

〈
ykj , ψh

〉
X
ψh

〉
X

= ||ykj ||2 − 2
ℓ∑
i=1

〈
ykj , ψi

〉2
X
+

ℓ∑
i=1

ℓ∑
h=1

〈〈
ykj , ψi

〉
X
ykj , ψh

〉
X

⟨ψi, ψh⟩X

= ||ykj ||2 −
ℓ∑
i=1

〈
ykj , ψi

〉2
X
,

(1.1)

đúng với mọi tập {ψi}ℓi=1 ⊂ X thỏa mãn
〈
ψi, ψj

〉
X
= δij. Do đó (P ℓ

n) tương

đương với bài toán maximize
max

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

ℓ∑
i=1

〈
ykj , ψi

〉2
X

s.t {ψi}ℓi=1 ⊂ X;
〈
ψi, ψj

〉
X
= δij, 1 ≤ i, j ≤ ℓ

. (P̂ ℓ
n)

Định nghĩa 1.1. Với X là không gian Hilbert thực và yk1 , ...y
k
n là snapshot

với 1 ≤ k ≤ ℘. Ta định nghĩa toán tử tổng:

Rn : X −→ X

ψ 7−→
℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
ψ, ykj

〉
X
ykj

, (1.2)
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với các trọng số dương αnj .

Bổ đề 1.2. Rn là toán tử tuyến tính, compact, không âm, tự liên hợp.

Chứng minh. Với mọi ψ1 và ψ2 và 2 số thực x, y ta có:

Rn(xψ1 + yψ2) =

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
xψ1 + yψ2, y

k
j

〉
X
ykj

= x

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
ψ1, y

k
j

〉
X
ykj + y

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
ψ2, y

k
j

〉
X
ykj

= xRnψ1 + yRnψ2.

Do đó Rn tuyến tính.

Theo bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta có:

||Rnψ||X ≤
℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj |
〈
ψ, ykj

〉
X
|||ykj ||X

≤
℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj ||ψ||X ||ykj ||X ||ykj ||X

= (

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj ||ykj ||2X)||ψ||X .

Do đó Rn bị chặn. Mặt khác ta có Img(Rn) ∈ V n do đó Rn có ảnh hữu hạn

chiều nên Rn compact.

Với mọi ψ ∈ X ta có:

⟨Rnψ, ψ⟩X =

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
ψ, ykj

〉
X

〈
ψ, ykj

〉
X
=

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
ψ, ykj

〉2
X
≥ 0.

Do đó Rn không âm.

Với mọi ψ, ψ ta có:〈
Rnψ, ψ

〉
X
=

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
ψ, ykj

〉
X

〈
ykj , ψ

〉
X
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=

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
ψ, ykj

〉
X

〈
ykj , ψ

〉
X
=
〈
Rnψ, ψ

〉
X
.

Do đó Rn tự liên hợp.

Do X là không gian Hilbert thực, khả li và Rn là tuyến tính, compact,

không âm, tự liên hợp do đó tồn tại hệ cơ sở trực chuẩn đầy đủ {ψni }i∈J và

dãy các giá trị riêng thực tương ứng {λni }i∈J thỏa mãn:

Rnψ̄ni = λ̄ni ψ̄
n
i , λ̄

n
1 ≥ λ̄n2 ≥ ... ≥ λ̄ndn > λ̄ndn+1 = ... = 0. (1.3)

Nhận xét 1.3. Từ (1.2) và (1.3) ta có:
℘∑
i=1

n∑
j=1

αnj

〈
ykj , ψ̄

n
i

〉2
X
=

〈
℘∑
i=1

n∑
j=1

αnj

〈
ykj , ψ̄

n
i

〉
X
ykj , ψ̄

n
i

〉
X

=
〈
Rnψ̄ni , ψ̄

n
i

〉
X
= λ̄ni , ∀i ∈ J.

(1.4)

Do đó:
℘∑
i=1

n∑
j=1

αnj

〈
ykj , ψ̄

n
i

〉2
X
= 0, ∀i > dn. (1.5)

Vì {ψ̄ni }i∈J là hệ trực chuẩn đầy đủ nên ta có:
℘∑
i=1

n∑
j=1

αnj ||ykj ||2X =

℘∑
i=1

n∑
j=1

αnj
∑
ν∈J

〈
ykj , ψ̄

n
ν

〉2
X

=
∑
ν∈J

℘∑
i=1

n∑
j=1

αnj

〈
ykj , ψ̄

n
ν

〉2
X
=
∑
ν∈J

λ̄nν =
dn∑
i=1

λ̄ni .

(1.6)

Từ (1.6) tổng
∑

i∈J λ̄
n
i bị chặn. Theo (1.1) hàm mục tiêu của (P ℓ

n) có thể viết

như sau:
℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj ||ykj −
ℓ∑
i=1

〈
ykj , ψi

〉
X
ψi||2X =

dn∑
i=1

λ̄ni

−
℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

ℓ∑
i=1

〈
ykj , ψi

〉2
X
.

(1.7)
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Bây giờ ta sẽ đưa ra kết quả chính cho bài toán (P ℓ
n) và (P̂ ℓ

n):

Định lí 1.4. ChoX là không gian Hilbert thực, khả li, yk1 , ...y
k
n với 1 ≤ k ≤ ℘

và Rn định nghĩa như (1.2). Giả sử {λ̄ni }i∈J và {ψ̄ni }i∈J là các giá trị riêng

không âm và các vectơ riêng của Rn thỏa mãn (1.3). Khi đó, với mọi ℓ ∈

{1, ..., dn}, ℓ vectơ riêng đầu tiên {ψ̄ni }ℓi=1 là nghiệm tối ưu của bài toán (P ℓ
n)

và (P̂ ℓ
n). Hơn nữa giá trị hàm mục tiêu thỏa mãn:

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj ||ykj −
ℓ∑
i=1

〈
ykj , ψ̄i

〉
X
ψ̄i||2X =

dn∑
i=ℓ+1

λ̄ni , (1.8)

và
℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

ℓ∑
i=1

〈
ykj , ψ̄i

〉2
X
=

ℓ∑
i=1

λ̄ni . (1.9)

Chứng minh. Ta chứng minh khẳng định cho (P̂ ℓ
n) bằng cách sử dụng quy nạp

với ℓ ∈ {1, ..., dn}.

Với ℓ = 1 và ψ ∈ X với ||ψ||X = 1.

Do {ψ̄nν}ν∈J là hệ cơ sở trực chuẩn đầy đủ. Ta có thể biểu diễn ψ qua hệ này

như sau:

ψ =
∑
ν∈J

〈
ψ, ψ̄nν

〉
X
ψ̄nν . (1.10)

Khi đó hàm mục tiêu của (P̂ ℓ
n) có thể viết lại như sau:

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
ykj , ψ

〉2
X
=

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
ykj ,
∑
ν∈J

〈
ψ, ψ̄nν

〉
X
ψ̄nν

〉2

X

=

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj
∑
ν∈J

∑
µ∈J

(〈
ykj ,
〈
ψ, ψ̄nν

〉
X
ψ̄nν

〉
X

〈
ykj ,
〈
ψ, ψ̄nµ

〉
X
ψ̄nµ

〉
X

)

=

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj
∑
ν∈J

∑
µ∈J

(〈
ykj , ψ̄

n
ν

〉
X

〈
ykj , ψ̄

n
µ

〉
X

〈
ψ, ψ̄nν

〉
X

〈
ψ, ψ̄nµ

〉
X

)
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=
∑
ν∈J

∑
µ∈J

〈 ℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
ykj , ψ̄

n
ν

〉
X
ykj , ψ̄

n
µ

〉
X

〈
ψ, ψ̄nν

〉
X

〈
ψ, ψ̄nµ

〉
X

 .

Từ (1.2), (1.3) và ||ψ̄nν ||X = 1 ta có:
℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
ykj , ψ

〉2
X
=
∑
ν∈J

∑
µ∈J

(〈
λ̄nν ψ̄

n
ν , ψ̄

n
µ

〉
X

〈
ψ, ψ̄nν

〉
X

〈
ψ, ψ̄nµ

〉
X

)
=
∑
ν∈J

λ̄nν
〈
ψ, ψ̄nν

〉2
X
.

Do λ̄n1 ≥ λ̄nν , ∀ν ∈ J , từ (1.4) ta có:∑
ν∈J

λ̄nν
〈
ψ, ψ̄nν

〉2
X
≤ λ̄n1

∑
ν∈J

〈
ψ, ψ̄nν

〉2
X
= λ̄n1∥ψ∥2X = λ̄n1

=

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
ykj , ψ̄

n
1

〉2
X
.

Nghĩa là ψ̄n1 là nghiệm tối ưu của bài toán (P̂ ℓ
n) và (1.9) đúng. Từ đó với ℓ = 1

khẳng định đúng. Chú ý từ (1.7) và (1.9) ta suy ra (1.8).

Giả sử khẳng định đúng với ℓ tức là ta có:
Với ℓ ≤ dn − 1, {ψ̄ni }ℓi=1 ⊂ X là nghiệm tối ưu của bài toán (P̂ ℓ

n)
℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

ℓ∑
i=1

〈
ykj , ψ̄i

〉2
X
=

ℓ∑
i=1

λ̄ni

.

(1.11)

Xét bài toán:
max

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

ℓ+1∑
i=1

〈
ykj , ψi

〉2
X

s.t {ψi}ℓ+1
i=1 ⊂ X;

〈
ψi, ψj

〉
X
= δij, 1 ≤ i, j ≤ ℓ+ 1

. (P̂ ℓ+1
n )
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Từ (1.11) ta có {ψ̄ni }ℓi=1 cực đại :

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

ℓ∑
i=1

〈
ykj , ψi

〉2
X
.

Do đó, (P̂ ℓ+1
n ) tương đương với
max

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
ykj , ψ

〉2
X

s.t ψ ∈ X và ||ψ||X = 1,
〈
ψ, ψ̄ni

〉
X
= 0, 1 ≤ i ≤ ℓ

. (1.12)

Lấy ψ ∈ X thỏa mãn ||ψ||X = 1 và
〈
ψ, ψ̄ni

〉
X
= 0 với i = 1, ..., ℓ. Khi đó sử

dụng biểu diễn (1.10) ta có:
℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
ykj , ψ

〉2
X
=
∑
ν∈J

λ̄nν
〈
ψ, ψ̄nν

〉2
X
=
∑
ν>ℓ

λ̄nν
〈
ψ, ψ̄nν

〉2
X
.

Do λ̄nℓ+1 ≥ λ̄nν với mọi ν ≥ ℓ+ 1 và từ (1.4) ta có:
℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
ykj , ψ

〉2
X
≤ λ̄nℓ+1

∑
ν>ℓ

〈
ψ, ψ̄nν

〉2
X
≤ λ̄nℓ+1

∑
ν∈J

〈
ψ, ψ̄nν

〉2
X

= λ̄nℓ+1∥ψ∥2X = λ̄nℓ+1 =

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

〈
ykj , ψ̄

n
ℓ+1

〉2
X
.

Do đó ψ̄nℓ+1 là nghiệm tối ưu của bài toán (1.12) suy ra {ψ̄ni }ℓ+1
i=1 là nghiệm tối

ưu của bài toán (P̂ ℓ+1
n ) và:

℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

ℓ+1∑
i=1

〈
ykj , ψ̄i

〉2
X
=

ℓ+1∑
i=1

λ̄ni .

Một lần nữa ta có từ (1.7) và (1.9) ta suy ra (1.8).

Nhận xét 1.5. Định lý cũng có thể được chứng minh bằng cách tiếp cận hàm

Lagrange, khi đó (2.6) là các điều kiện tối ưu bậc nhất cho bài toán (P̂ ℓ
n) được

trình bày trong [11].
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Trong việc áp dụng phương pháp POD việc lựa chọn ℓ có vai trò quan

trọng. Ta cần lựa chọn ℓ dựa vào việc quan sát tỉ lệ của mô hình được lập và

tổng năng lượng trong các snapshot yk1 , ..., y
k
n với 1 ≤ k ≤ ℘, được biểu diễn

bởi:

E(ℓ) =
∑ℓ

i=1 λ̄
n
i∑dn

i=1 λ̄
n
i

∈ [0, 1].

Biểu thức này càng gần 1 thì mô hình của ta càng chính xác. Từ (1.7) ta có:

E(ℓ) =
∑ℓ

i=1 λ̄
n
i∑℘

k=1

∑n
j=1 α

n
j

∥∥∥ykj ∥∥∥2
X

.

Nghĩa là việc tính toàn bộ các giá trị riêng {λ̄ni }d
n

i=ℓ+1 là không cần thiết mà

ta chỉ cần tính ℓ giá trị riêng đầu tiên để đạt được tỉ lệ mong muốn.

Nhận xét 1.6. (POD trong Rm) Giả sử X = Rm với m ∈ N và ℘ = 1. Khi

đó ta có n vectơ snapshot y1, ..., yn và ma trận Y =
[
y1| . . . |yn

⌋
∈ Rm×n với

hạng dn ≤ min(m,n). Chọn αnj = 1 với 1 ≤ j ≤ n khi đó bài toán
(
Pℓ
n

)
có

dạng 
min

∑n
j=1

∥∥∥∥yj −∑ℓ
i=1

(
y⊤j ψi

)
ψi

∥∥∥∥2
Rm

s.t. {ψi}ℓi=1 ⊂ Rm and ψ⊤
i ψj = δij, 1 ≤ i, j ≤ ℓ,

với ∥ · ∥Rm là chuẩn Euclidean trong Rm và "⊤" là kí hiệu của ma trận chuyển

vị. Ta có:

(Rnψ)i =

 n∑
j=1

(
y⊤j ψ

)
yj


i

=
n∑
j=1

m∑
l=1

YljψlYij =
(
Y Y ⊤ψ

)
i
, ψ ∈ Rm,

với mỗi thành phần 1 ≤ i ≤ m, khi đó việc tìm giá trị riêng của Rn tương

đương với bài toán tìm giá trị riêng của ma trận đối xứng:

Y Y ⊤ψ̄ni = λ̄ni ψ̄
n
i , λ̄n1 ≥ . . . ≥ λ̄ndn > λ̄ndn+1 = . . . = λ̄nm = 0.
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Bài toán trên có thể giải bằng phân tích giá trị kì dị (SVD): Tồn tại các số

thực σ̄n1 ≥ σ̄n2 ≥ . . . ≥ σ̄ndn > 0 và ma trận trực giao Ψ ∈ Rm×m với các vectơ

cột
{
ψ̄ni
}m
i=1

và Φ ∈ Rn×n với các vectơ cột
{
ϕ̄ni
}n
i=1

thỏa mãn:

Ψ⊤Y Φ =

 D 0

0 0

 =: Σ ∈ Rm×n,

với D = diag
(
σ̄n1 , . . . , σ̄

n
dn

)
∈ Rdn×dn và 0 trong công thức là kí hiệu của ma

trận với cỡ phù hợp. Hơn nữa các vectơ
{
ψ̄ni
}dn
i=1

và
{
ϕ̄ni
}dn
i=1

thoả mãn:

Y ϕ̄ni = σ̄ni ψ̄
n
i và Y ⊤ψ̄ni = σ̄ni ϕ̄

n
i với i = 1, . . . , dn.

Đó là các vectơ riêng tương ứng của Y Y ⊤ và Y ⊤Y , với giá trị riêng λ̄ni =(
σ̄ni
)2
> 0, i = 1, . . . , dn. Các vectơ

{
ψ̄ni
}m
i=dn+1

và
{
ϕ̄ni
}n
i=dn+1

(nếu dn < m

tương ứng dn < n) là các vectơ riêng của Y Y ⊤ và Y ⊤Y với giá trị riêng 0 .

Do đó, trong trường hợp n < m có thể xác định cơ sở POD bậc ℓ như sau:

Tính các vectơ riêng ϕ̄n1 , . . . , ϕ̄
n
ℓ ∈ Rn bằng cách giải bài toán giá trị riêng

của ma trận đối xứng cỡ n× n:

Y ⊤Y ϕ̄ni = λ̄ni ϕ̄
n
i với i = 1, . . . , ℓ ,

và khi đó:

ψ̄ni =
1(

λ̄ni
)1/2Y ϕ̄ni với i = 1, . . . , ℓ.

Mặt khác, nếu m < n , ta có thể có được cơ sở POD bằng cách giải bài toán

giá trị riêng m × m . Nếu ma trận Y có chiều khác biệt, ta nên tính Y Y ⊤

(hoặc Y ⊤Y ). Trong trường hợp này SVD trở thành một phương pháp số ổn

định để tính toán cơ sở POD bậc ℓ.
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1.2 Trường hợp liên tục

Lấy 0 ≤ t1 < ... < tn ≤ T là lưới thời gian trong đoạn [0, T ] với bước lưới

∆t = T/(n − 1), hay tj = (j − 1)∆t. Giả sử ta có yk ∈ C([0, T ], X), 1 ≤

k ≤ ℘. Khi đó sanpshot được cho bởi ykj = yk(tj) ∈ X . Khi đó không gian

con snapshot V n phụ thuộc vào việc chọn tj. Do đó cơ sở bậc ℓ {ψ̄ni }ℓi=1 tương

ứng với các giá trị riêng {λ̄ni }ℓi=1 cũng phụ thuộc vào tj. Hơn nữa ta cũng chưa

thảo luận về các trọng số dương {αnj }nj=1 trong bài toán (P̂ ℓ
n). Do đó ta cần

tìm hiểu hai câu hỏi:

• Cần lấy n thế nào để các tj đủ tốt .

• Các trọng số dương {αnj }nj=1 chọn thế nào là thích hợp.

Để giải quyết hai câu hỏi trên ta giới thiệu phiên bản liên tục của phương

pháp POD. Ta định nghĩa không gian snapshot bởi:

V = span {yk(t)|t ∈ [0, T ], 1 ≤ k ≤ ℘} ⊂ X,

với số chiều d ≤ ∞. Với mọi ℓ ≤ d ta xác định cơ sở POD bậc ℓ bằng cách

giải bài toán:
min

℘∑
k=1

∫ T

0

||yk(t)−
ℓ∑
i=1

〈
yk(t), ψi

〉
X
ψi||2Xdt

s.t {ψi}ℓi=1 ⊂ X,
〈
ψi, ψj

〉
X
= δij, 1 ≤ i, j ≤ ℓ

. (P ℓ)

Một nghiệm tối ưu {ψ̄i}ℓi=1 của bài toán (P ℓ) được gọi là một cơ sở POD

bậc ℓ. Tương tự như bài toán (P̂ ℓ
n) thay vì (P ℓ) ta có thể xét bài toán:

max
℘∑
k=1

∫ T

0

ℓ∑
i=1

〈
yk(t), ψi

〉2
X
dt

s.t {ψi}ℓi=1 ⊂ X,
〈
ψi, ψj

〉
X
= δij, 1 ≤ i, j ≤ ℓ

. (P̂ ℓ)
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Nghiệm tối ưu của bài toán (P ℓ) và (P̂ ℓ) có thể được tính bằng bài toán giá

trị riêng của toán tử tích phân tuyến tính:

R : X −→ X

ψ 7−→
℘∑
k=1

∫ T

0

〈
yk(t), ψ

〉
X
yk(t)dt

. (1.13)

Với không gian Hilbert X ta kí hiệu L2(0, T ;X) là không gian các hàm

khả tích bậc hai t→ φ(t) ∈ X nghĩa là :

• Ánh xạ t→ φ(t) là đo được với t ∈ [0, T ].

• ∥φ∥L2(0,T ;X) =
(∫ T

0 ∥φ(t)∥2Xdt
) 1

2

<∞.

cùng với tích vô hướng:

⟨ϕ, ψ⟩L2(0,T ;X) =

∫ T

0

〈
ϕ(t), ψ(t)

〉
X
dt, ∀ϕ, ψ ∈ L2(0, T ;X).

Bổ đề 1.7. X là không gian Hilbert thực, khả li, yk ∈ H1(0, T ;X), 1 ≤ k ≤

℘ là các quỹ đạo snapshot cho trước. Khi đó toán tử R là toán tử tuyến tính,

không âm, tự liên hợp và compact.

Chứng minh. Với ψ1, ψ2 ∈ X và hai số thực x, y ta có:

R(xψ1 + yψ2) =

∫ T

0

〈
yk(t), xψ1 + yψ2

〉
X
yk(t)dt

= x

∫ T

0

〈
yk(t), ψ1

〉
X
yk(t)dt+ y

∫ T

0

〈
yk(t), ψ2

〉
X
yk(t)dt

= xRψ1 + yRψ2.

Do đó R tuyến tính. Với mọi ψ ∈ X ta có:

⟨Rψ, ψ⟩X =

〈∫ T

0

〈
yk(t), ψ

〉
X
yk(t)dt, ψ

〉
X
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=

∫ T

0

∣∣∣∣〈yk(t), ψ〉X
∣∣∣∣2 dt ≥ 0.

Do đó R không âm. Với mọi ψ, ψ̄ ∈ X ta có:

〈
Rψ, ψ̄

〉
X
=

〈∫ T

0

〈
yk(t), ψ

〉
X
yk(t)dt, ψ̄

〉
X

=

〈∫ T

0

〈
yk(t), ψ

〉
X

〈
yk(t), ψ̄

〉
X
dt

〉
X

=

〈∫ T

0

〈
yk(t), ψ̄

〉
X
yk(t)dt, ψ

〉
X

=
〈
Rψ̄, ψ

〉
X
.

Do đó R tự liên hợp. Để chứng minh R compact đầu tiên ta viết R là tích của

một toán tử và liên hợp của nó trong không gian Hilbert. Ta định nghĩa toán

tử tuyến tính Y : L2(0, T ;R℘) → X như sau:

Yϕ =

℘∑
k=1

∫ T

0

ϕk(t)yk(t)dt , với ϕ =
(
ϕ1, . . . , ϕ℘

)
∈ L2 (0, T ;R℘) .

(1.14)

Theo bất đẳng thức Cauchy-Schwarz và yk ∈ L2(0, T ;X) với 1 ≤ k ≤ ℘ ta

có:

∥Yϕ∥X ≤
℘∑
k=1

∫ T

0

∣∣∣ϕk(t)∣∣∣ ∥∥∥yk(t)∥∥∥
X

dt ≤
℘∑
k=1

∥∥∥ϕk∥∥∥
L2(0,T )

∥∥∥yk∥∥∥
L2(0,T ;X)

≤

 ℘∑
k=1

∥∥∥ϕk∥∥∥2
L2(0,T )

1/2 ℘∑
k=1

∥∥∥yk(t)∥∥∥2
X

1/2

= Cy∥ϕ∥L2(0,T ;R℘) , với mọi ϕ ∈ L2 (0, T ;R℘) .

ở đó Cy =

 ℘∑
k=1

∥∥∥yk(t)∥∥∥2
X

1/2

<∞. Do đó, toán tử Y bị chặn. Toán tử liên
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hợp của nó Y⋆ : X → L2 (0, T ;R℘) thỏa mãn:

⟨Y⋆ψ, ϕ⟩L2(0,T ;R℘) = ⟨ψ,Yϕ⟩X , với ψ ∈ X và ϕ ∈ L2 (0, T ;R℘) .

Do đó ta được:

⟨Y⋆ψ, ϕ⟩L2(0,T ;R℘) = ⟨ψ,Yϕ⟩X =

〈
ψ,

℘∑
k=1

∫ T

0

ϕk(t)yk(t)dt

〉
X

=

℘∑
k=1

∫ T

0

〈
ψ, yk(t)

〉
X
ϕk(t)dt =

〈(〈
ψ, yk(·)

〉
X

)
1≤k≤p

, ϕ

〉
L2(0,T ;R℘)

.

với ψ ∈ X và ϕ ∈ L2 (0, T ;R℘), từ đó ta có toán tử liên hợp:

(Y⋆ψ) (t) =


〈
ψ, y1(t)

〉
X

...〈
ψ, y℘(t)

〉
X

 , với ψ ∈ X và t ∈ [0, T ] hầu khắp nơi.

Từ định nghĩa của toán tử R và:

(YY⋆)ψ = Y


〈
ψ, y1(·)

〉
X

...〈
ψ, y℘(·)

〉
X

 =

℘∑
k=1

∫ T

0

〈
ψ, yk(t)

〉
X
yk(t)dt,

với ψ ∈ X .

Ta được R = YY⋆ . Hơn nữa, lấy K = Y⋆Y : L2 (0, T ;R℘) → L2 (0, T ;R℘).

Ta có:

(Kϕ)(t) =


∑℘

k=1

∫ T
0

〈
yk(s), y1(t)

〉
X
ϕk(s)ds

...∑℘
k=1

∫ T
0

〈
yk(s), y℘(t)

〉
X
ϕk(s)ds

 , ϕ ∈ L2 (0, T ;R℘) .

Do Y bị chặn, nên toán tử liên hợp của nó cũng bị chặn và do đó R = YY⋆

là toán tử bị chặn. Chú ý hàm nhân:

rik(s, t) =
〈
yk(s), yi(t)

〉
X
, (s, t) ∈ [0, T ]× [0, T ] và 1 ≤ i, k ≤ ℘,
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thuộc L2(0, T ) × L2(0, T ). Ở đây, ta kí hiệu L2(0, T ) thay cho L2(0, T ;R).

Khi đó, toán tử tích phân tuyến tính Kik : L2(0, T ) → L2(0, T ) định nghĩa

bởi:

Kik(t) =

∫ T

0

rik(s, t)ϕ(s)ds, ϕ ∈ L2(0, T ),

là toán tử compact. Do đó, toán tử
℘∑
k=1

Kik compact với 1 ≤ i ≤ ℘ . Từ đó, K

và R = K⋆ compact.

Định lí tiếp theo mô tả cách giải bài toán (P ℓ) và (P̂ ℓ):

Định lí 1.8. X là không gian Hilbert thực, khả li, yk ∈ H1(0, T ;X), 1 ≤

k ≤ ℘ là các quỹ đạo snapshot cho trước. Toán tử R được định nghĩa trong

(1.13). Khi đó R có các vectơ riêng {ψ̄i}i∈J và các giá trị riêng tương ứng

{λ̄i}i∈J với:

Rψ̄i = λ̄iψ̄i, λ̄1 ≥ λ̄2 ≥ .... ≥ 0; lim
i→∞

λ̄i = 0,

với mọi ℓ ∈ {1, 2, ..., d}, {ψ̄i}ℓi=1 là nghiệm tối ưu của bài toán (P ℓ) và (P̂ ℓ).

Hơn nữa:
℘∑
k=1

∫ T

0

ℓ∑
i=1

〈
yk(t), ψ̄i

〉2
X
dt =

ℓ∑
i=1

λ̄i,

và
℘∑
k=1

∫ T

0

||yk(t)−
ℓ∑
i=1

〈
yk(t), ψ̄i

〉
X
ψ̄i||2Xdt =

∑
i>ℓ

λ̄i.

Chứng minh. Sự tồn tại các giá trị riêng và vectơ riêng tương ứng là hệ quả

trực tiếp của bổ đề phía trên. Phần tiếp theo hoàn toàn tương tự ở chứng minh

trong trường hợp rời rạc.



31

Nhận xét 1.9. Tương tự trường hợp rời rạc ta có:

∞∑
k=1

∫ T

0

∥∥∥yk(t)∥∥∥2
X

dt =
d∑
i=1

λ̄i. (1.15)

Thật vậy,

Rψ̄i =
℘∑
k=1

∫ T

0

〈
yk(t), ψ̄i

〉
X
yk(t)dt , với mọi i ∈ J .

Nhân tích vô hướng với ψ̄i, và lấy tổng theo i ta được:
d∑
i=1

℘∑
k=1

∫ T

0

〈
yk(t), ψ̄i

〉2
X

dt =
d∑
i=1

〈
Rψ̄i, ψ̄i

〉
X
=

d∑
i=1

λ̄i.

Phân tích yk(t) ∈ X theo
{
ψ̄i
}
i∈J với 1 ≤ k ≤ ℘ ta có:

yk(t) =
d∑
i=1

〈
yk(t), ψ̄i

〉
X
ψ̄i.

và do đó:
℘∑
k=1

∫ T

0

∥∥∥yk(t)∥∥∥2
X

dt =

℘∑
k=1

d∑
i=1

∫ T

0

〈
yk(t), ψ̄i

〉2
X

dt =
d∑
i=1

λ̄i.

Ta thu được điều cần chứng minh.

Nhận xét 1.10. (Phân tích SVD) Giả sử yk ∈ L2(0, T ;X). Tồn tại các giá

trị riêng không âm
{
λ̄i
}
i∈J và các vectơ riêng trực chuẩn tương ứng

{
ψ̄i
}
i∈J

của R. Do K = R⋆ từ đó suy ra tồn tại dãy
{
ϕ̄i
}
i∈J sao cho:

Kϕ̄i = λ̄iϕ̄i, i = 1 . . . , ℓ.

Ta đặt R+
0 = {s ∈ R | s ≥ 0} và σ̄i = λ̄

1/2
i . Dãy

{
σ̄i, ϕ̄i, ψ̄i

}
i∈J thuộc R+

0 ×

L2 (0, T ;R℘)×X có thể hiểu là phân tích giá trị kì dị của Y : L2 (0, T ;R℘) →

X được định nghĩa trong (1.14). Thật vậy, ta có:

Yϕ̄i = σ̄iψ̄i, Y⋆ψ̄i = σ̄iϕ̄i, i ∈ J .
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Ta nhắc lại không gian H1(0, T ;X) cho bởi:

H1(0, T ;X) = {φ ∈ L2(0, T ;X)|φt ∈ L2(0, T ;X)}.

với φt là đạo hàm yếu của φ. Không gian H1(0, T ;X) là không gian Hilbert

với tích vô hướng:

⟨φ, ϕ⟩H1(0,T ;X) =

∫ T

0

〈
φ(t), ϕ(t)

〉
X
+
〈
φt(t) + ϕt(t)

〉
X
dt,

với mọi φ, ϕ ∈ H1(0, T ;X), và chuẩn tương ứng

||φ||H1(0,T ;X) = ⟨φ, φ⟩1/2H1(0,T ;X) .

Ta chọn trọng hình thang:

αn1 = αnn =
T

2(n− 1)
;αnj =

T

n− 1
, 2 ≤ j ≤ n− 1. (1.16)

Với cách chọn này với mỗi ψ ∈ X ta có Rnψ là xấp xỉ hình thang của Rψ

với Rn là toán tử được giới thiệu ở phần trước.

Bổ đề 1.11. X là không gian Hilbert thực, khả li, yk ∈ H1(0, T ;X) với 1 ≤

k ≤ ℘ và các trọng số là trọng hình thang. Khi đó lim
n→∞

∥Rn −R∥L(X) = 0.

Chứng minh. Với ψ ∈ X với ||ψ||X = 1 ta định nghĩa F : [0, T ] → X cho

bởi:

F (t) =

℘∑
k=1

〈
yk(t), ψ

〉
X
yk(t), t ∈ [0, T ].

Khi đó ta có:

Rψ =

∫ T

0

F (t)dt =
n−1∑
j=1

∫ tj+1

tj

F (t)dt

Rnψ =
n∑
j=1

αnjF (tj) =
∆t

2

n−1∑
j=1

(F (tj) + F (tj+1))

. (1.17)
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Do ||ψ||X = 1 theo bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta có:

||F (t)||2X ≤ (

℘∑
k=1

||yk(t)||2X)2. (1.18)

Do yk ∈ H1(0, T ;X) suy ra yk ∈ C([0, T ];X) với mọi 1 ≤ k ≤ ℘. Do đó từ

(1.18) ta có:

||F ||L2(0,T ;X) ≤
∫ T

0

(

℘∑
k=1

||yk||2C([0,T ],X))
2dt ≤ T (

℘∑
k=1

||yk||2C([0,T ],X))
2 = C1.

Hơn nữa F ∈ H1(0, T ;X) với:

Ft(t) =

℘∑
k=1

〈
ykt (t), ψ

〉
X
yk(t)+

〈
yk(t), ψ

〉
X
ykt (t), hầu khắp nơi t ∈ [0, T ].

Tiếp tục áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta có:

||Ft||2L2(0,T ;X) ≤ 4

∫ T

0

(

℘∑
k=1

||yk(t)||X ||ykt (t)||X)2dt ≤ C2.

với C2 = 4

℘∑
k=1

||yk||2C([0,T ];X)

℘∑
k=1

||ykt ||2L2(0,T ;X) <∞. Do đó:

||F ||H1(0,T ;X) = (

∫ T

0

||F (t)||2X + ||Ft(t)||2Xdt)1/2 ≤ C3. (1.19)

với C3 = (C1 + C2)
1/2. Ta có:∫ tj+1

tj

F (t)dt =
1

2

∫ tj+1

tj

(
F
(
tj
)
+

∫ t

tj

Ft(s)ds

)
dt

+
1

2

∫ tj+1

tj

(
F
(
tj+1

)
+

∫ t

tj+1

Ft(s)ds

)
dt

=
∆t

2

(
F
(
tj
)
+ F

(
tj+1

))
+

1

2

∫ tj+1

tj

(∫ t

tj

Ft(s)ds+

∫ t

tj+1

Ft(s)ds

)
dt.

(1.20)
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Từ (1.17) và (1.20) ta có:

∥Rnψ −Rψ∥X =

∥∥∥∥∥∥
n−1∑
j=1

(
∆t

2

(
F
(
tj
)
+ F

(
tj+1

))
−
∫ tj+1

tj

F (t)dt

)∥∥∥∥∥∥
X

≤ 1

2

n−1∑
j=1

∥∥∥∥∥
∫ tj+1

tj

∫ t

tj

Ft(s)dsdt

∥∥∥∥∥
X

+
1

2

n−1∑
j=1

∥∥∥∥∥
∫ tj+1

tj

∫ t

tj+1

Ft(s)dsdt

∥∥∥∥∥
X

.

Áp dụng bất đẳng thức cauchy-schwarz và định lí Bochner ta có:

n−1∑
j=1

∥∥∥∥∥
∫ tj+1

tj

∫ t

tj

Ft(s)dsdt

∥∥∥∥∥
X

≤
n−1∑
j=1

∫ tj+1

tj

∥∥∥∥∥
∫ t

tj

Ft(s)ds

∥∥∥∥∥
X

dt

≤
√
∆t

n−1∑
j=1

∫ tj+1

tj

∥∥∥∥∥
∫ t

tj

Ft(s)ds

∥∥∥∥∥
2

X

dt

1/2

≤
√
∆t

n−1∑
j=1

∫ tj+1

tj

(∫ t

tj

∥∥Ft(s)∥∥X ds

)2

dt

1/2

≤ ∆t
n−1∑
j=1

(∫ tj+1

tj

∫ t

tj

∥∥Ft(s)∥∥2X dsdt

)1/2

≤ T
√
∆t∥F∥H1(0,T ;X).

(1.21)

Tương tự ta cũng đánh giá được:

n−1∑
j=1

∥∥∥∥∥
∫ tj+1

tj

∫ t

tj+1

Ft(s)dsdt

∥∥∥∥∥
X

≤ T
√
∆t∥F∥H1(0,T ;X). (1.22)

Từ (1.19), (1.21) và (1.22) ta có:

||Rnψ −Rψ||X ≤ C3T
3/2

√
n− 1

.

do C3, T không phụ thuộc vào n, ψ do đó:

||Rn −R||L(X) = sup
||ψ||X=1

||Rnψ −Rψ||X → 0, khi n→ ∞

Hay Rn hội tụ đến R trong L(X).
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Ta giả sử yk ∈ H1(0, T ;X) với 1 ≤ k ≤ ℘. Do đó yk ∈ C([0, T ];X), điều

này suy ra:
℘∑
k=1

n∑
j=1

αnj

∥∥∥yk (tj)∥∥∥2
X
→

℘∑
k=1

∫ T

0

∥∥∥yk(t)∥∥∥2
X

dt , khi n→ ∞. (1.23)

Kết hợp (1.23) với (1.4) và (1.15) ta được:
dn∑
i=1

λ̄ni →
d∑
i=1

λ̄i , khi n→ ∞. (1.24)

Ta cố định:

ℓ thỏa mãn λ̄ℓ ̸= λ̄ℓ+1. (1.25)

Khi đó, theo phân tích phổ của toán tử compact [12] và bổ đề (1.11) ta được:

λ̄ni → λ̄i , với 1 ≤ i ≤ ℓ khi n→ ∞. (1.26)

Kết hợp (1.24) và (1.26) ta có:
dn∑

i=ℓ+1

λ̄ni →
d∑

i=ℓ+1

λ̄i , khi n→ ∞.

Từ (1.25) và bổ để (1.11) ta có limn→∞
∥∥ψ̄ni − ψ̄i

∥∥
X
= 0 với i = 1, . . . , ℓ.

Các kết quả được đưa ra trong định lí sau:

Định lí 1.12. ChoX là không gian Hilbert thực, khả li, với trọng số
{
αnj

}n
j=1

là trọng hình thang và yk ∈ H1(0, T ;X) với 1 ≤ k ≤ ℘. Đặt
{(
ψ̄ni , λ̄

n
i

)}
i∈J

và
{(
ψ̄i, λ̄i

)}
i∈J

là các cặp vectơ riêng và giá trị riêng của Rn và R. Với

ℓ ∈ N cố định sao cho (1.25) đúng. Khi đó ta có:

lim
n→∞

∣∣λ̄ni − λ̄i
∣∣ = lim

n→∞

∥∥ψ̄ni − ψ̄i
∥∥
X
= 0 với 1 ≤ i ≤ ℓ,

và

lim
n→∞

dn∑
i=ℓ+1

λ̄ni =
d∑

i=ℓ+1

λ̄i.
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Nhận xét 1.13. Định lí (1.12) đưa ra câu trả lời cho hai câu hỏi ta đặt ra ở

đầu phần này:
{
tj
}n
j=1

và các trọng số
{
αnj

}n
j=1

nên được chọn sao cho Rn là

xấp xỉ R và ∥Rn −R∥L(X) là nhỏ (với n phù hợp ). Ngoài ra ta cũng có thể

chọn
{
αnj

}n
j=1

theo cách khác. Ví dụ, ta có thể chọn trọng Simpson.

Chú ý ở đây ta để khoảng [0, T ] nhưng thực tế có thể là khoảng [a, b].
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Chương 2

Phương pháp POD-Galerkin cho phương

trình elliptic

2.1 Bài toán biên Robin cho phương trình elliptic

Giả sử Ω là miền bị chặn trong Rd với biên Lipschitz. Ta xét phương trình

elliptic có dạng sau:

−c∆u+ β · ∇u+ qu = f trong Ω, (2.1)

c
∂u

∂n
+ σu = g trên Γ = ∂Ω, (2.2)

với f ∈ L2(Ω) và g ∈ L2(Γ) , c > 0, β ∈ Rd, q > 0, σ ∈ R, u thuộc H1(Ω).

Điều kiện của các tham số c, q, β, và σ để tồn tại nghiệm yếu duy nhất của

phương trình sẽ được đưa ra ở phần sau. Trong điều kiện biên Robin (2.2),

n là kí hiệu của vectơ pháp tuyến ngoài. Ta định nghĩa toán tử tuyến tính

L : H1(Ω) → H1(Ω)′ cho bởi:

⟨Lu, φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω) = c

∫
Ω

∇u · ∇φdx+ σ

∫
Γ

uφds

+q

∫
Ω

uφdx+

∫
Ω

β · ∇uφdx,
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với u, φ ∈ H1(Ω). Ở phần tiếp theo ta sẽ chứng minh L bị chặn và do đó liên

tục.

Ta định nghĩa ánh xạ tuyến tính F : H1(Ω) → R cho bởi:

⟨F, φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω) =

∫
Ω

fφdx+

∫
Γ

gφds với φ ∈ H1(Ω). (2.3)

Vì f ∈ L2(Ω) và g ∈ L2(Γ), F bị chặn và do đó, F ∈ H1(Ω)′.

Định nghĩa 2.1. Hàm u được gọi là nghiệm yếu của (2.1) nếu:

Lu = F trong H1(Ω)′. (2.4)

Nói cách khác,

⟨Lu, φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω) = ⟨F, φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω), với mọi φ ∈ H1(Ω). (2.5)

Ta nhắc lại định lí quan trọng Lax-Milgram.

Định lí 2.2. (Lax-Milgram) Cho V là không gian Hilbert và

B : V × V → R,

là ánh xạ song tuyến tính sao cho tồn tại hằng số α1, α2 > 0 thỏa mãn điều

kiện liên tục:

|B(u, v)| ≤ α1∥u∥V ∥v∥V , với mọi u, v ∈ V,

và điều kiện bức:

α2∥u∥2V ≤ B(u, u), với mọi u ∈ V,

Lấy F ∈ V ′. Khi đó tồn tại duy nhất phần tử u ∈ V thỏa mãn:

B(u, v) = ⟨F, v⟩V ′,V , với mọi v ∈ V,
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Lấy 0 < ql ≤ qu cho trước V = H1(Ω). Với mọi tham số q ∈ I =

[ql, qu] ta định nghĩa dạng song tuyến tính (có tham số) B(·, ·; q) : H1(Ω)×

H1(Ω) → R tương ứng với phương trình elliptic cho bởi:

B(u, ϕ; q) =

∫
Ω

c∇u · ∇ϕ+ quϕ+ β · ∇uϕdx+ σ

∫
Γ

uϕds

= ⟨Lu, ϕ⟩H1(Ω)′,H1(Ω)

, (2.6)

với u, ϕ ∈ H1(Ω) và hàm F ∈ H1(Ω)′ cho bởi (2.3).

Mệnh đề 2.3. Lấy q ∈ I. Nếu:

α2 := min

{
c

2
, q −

∥β∥2Rd

2c

}
+min

{
0, σC2

Γ

}
> 0, (2.7)

đúng (với CΓ là kí hiệu của hằng số vết), khi đó tồn tại duy nhất nghiệm yếu

u của (2.1).

Chứng minh. Ta cần kiểm tra điều kiện liên tục và điều kiện bức của định lí

Lax-Milgram cho dạng song tuyến tính B(·, ·; q) với mọi q ∈ I. Áp dụng bất

đẳng thức Cauchy-Schwarz và định lí vết ta có:

|B(u, v; q)| = | c⟨∇u,∇v⟩L2(Ω)d + σ⟨u, v⟩L2(Γ) + q⟨u, v⟩L2(Ω)

+

∫
Ω

⟨β,∇u(x)⟩Rdv(x)dx |

≤c∥∇u∥L2(Ω)d∥∇v∥L2(Ω)d + |σ|∥u∥L2(Γ)∥v∥L2(Γ)

+ q∥u∥L2(Ω)∥v∥L2(Ω) +

∫
Ω

∥β∥Rd∥∇u(x)∥Rd|v(x)|dx

≤c∥∇u∥L2(Ω)d∥∇v∥L2(Ω)d + |σ|C2
Γ∥u∥H1(Ω)∥v∥H1(Ω)

+ q∥u∥L2(Ω)∥v∥L2(Ω) + ∥β∥Rd

〈
∥∇u∥Rd, |v|

〉
L2(Ω)

≤c∥u∥H1(Ω)∥v∥H1(Ω) + |σ|C2
Γ∥u∥H1(Ω)∥v∥H1(Ω)

+ q∥u∥H1(Ω)∥v∥H1(Ω) + ∥β∥Rd∥∇u∥L2(Ω)d∥v∥L2(Ω)
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≤c∥u∥H1(Ω)∥v∥H1(Ω) + |σ|C2
Γ∥u∥H1(Ω)∥v∥H1(Ω)

+ q∥u∥H1(Ω)∥v∥H1(Ω) + ∥β∥Rd∥u∥H1(Ω)∥v∥H1(Ω)

=
(
c+ |σ|C2

Γ + q + ∥β∥Rd

)
∥u∥H1(Ω)∥v∥H1(Ω).

Đặt α1 := c + |σ|C2
Γ + q + ∥β∥Rd > 0, điều kiện liên tục của định lí Lax-

Milgram được thỏa mãn.

Tiếp theo ta tìm điều kiện của tham số trong phương trình elliptic sao cho

điều kiện bức được thỏa mãn. Lấy u ∈ H1(Ω) và q ∈ I.

Áp dụng bất đẳng thức Young, ta có:

B(u, u; q) =c∥∇u∥2L2(Ω)d + σ∥u∥2L2(Γ) + q∥u∥2L2(Ω)

+

∫
Ω

⟨β,∇u(x)⟩Rdu(x)dx

≥c∥∇u∥2L2(Ω)d −
∫
Ω

∥β∥Rd∥∇u(x)∥Rd|u(x)|dx+ q ∥u∥2L2(Ω)

+ σ∥u∥2L2(Γ)

≥c∥∇u∥2L2(Ω)d − ∥β∥Rd

〈
∥∇u∥Rd, |u|

〉
L2(Ω)

+ q∥u∥2L2(Ω)

+ σ∥u∥2L2(Γ)

≥c∥∇u∥2L2(Ω)d − ∥β∥Rd

(
c

2∥β∥Rd

∥∇u∥2L2(Ω)d +
∥β∥Rd

2c
∥u∥2L2(Ω)

)
+ q∥u∥2L2(Ω) + σ∥u∥2L2(Γ).

Nếu σ ≥ 0, ta có:

⟨F, u⟩H1(Ω)′,H1(Ω) = B(u, u; q) ≥ c

2
∥∇u∥2L2(Ω)d +

(
q −

∥β∥2Rd

2c

)
∥u∥2L2(Ω)

≥ min

{
c

2
, q −

∥β∥2Rd

2c

}(
∥∇u∥2L2(Ω)d + ∥u∥2L2(Ω)

)
= min

{
c

2
, q −

∥β∥2Rd

2c

}
∥u∥2H1(Ω).
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Do c > 0, ta chỉ cần đảm bảo q − ∥β∥2
Rd

2c > 0. Nếu σ < 0, từ định lí vết ta có:

σ∥u∥2L2(Γ) ≥ σC2
Γ∥u∥2H1(Ω),

và do đó:

B(u, u; q) ≥ min

{
c

2
, q −

∥β∥2Rd

2c

}(
∥∇u∥2L2(Ω)d + ∥u∥2L2(Ω)

)
+ σC2

Γ∥u∥2H1(Ω)

=

min

{
c

2
, q −

∥β∥2Rd

2c

}
+ σC2

Γ

 ∥u∥2H1(Ω).

Do đó, nếu ta có c > 0, q > 0, β ∈ Rd, σ ∈ R thỏa mãn (2.7), các điều kiện

của định lí Lax-Milgram được thỏa mãn và do đó (2.1) có duy nhất nghiệm

yếu u.

Nhận xét 2.4. Theo chứng minh của mệnh đề (2.3) với mọi q ∈ I:

B(u, u; q) ≥ α(q)∥u∥2H1(Ω) với mọi u ∈ H1(Ω),

với:

α(q) = min

{
c

2
, q −

∥β∥2Rd

2c

}
+min

{
0, σC2

Γ

}
> 0.

Hệ quả 2.5. Giả sử các giả định của mệnh đề (2.3) được thỏa mãn. Khi đó:

∥u∥H1(Ω) ≤
1

α2
∥F∥H1(Ω)′,

với α2 đưa ra trong (2.7).

Chứng minh. Từ chứng minh của mệnh đề (2.3) ta được:

α2∥u∥2H1(Ω) ≤ B(u, u; q) = ⟨F, u⟩H1(Ω)′,H1(Ω) ≤ ∥F∥H1(Ω)′∥u∥H1(Ω)

≤ 1

2α2
∥F∥2H1(Ω)′ +

α2

2
∥u∥2H1(Ω).

Từ đó ta nhận được ước lượng tiên nghiệm của u theo chuẩn trongH1(Ω).
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2.2 Phương pháp phần tử hữu hạn

Nếu bài toán giá trị biên được đưa về dạng phương trình biến phân, khi đó

ta có thể rời rạc và giải nó bằng xấp xỉ phần tử hữu hạn.

Ta coi hàm u : Ω → R là một tổ hợp tuyến tính của tập hợp hữu hạn các

hàm cơ sở, được gọi là phần tử hữu hạn. Tức là:

uh(x) =

nFE∑
i=1

uiφi(x), (2.8)

với nFE là số lượng phần tử hữu hạn, {φi}nFE

i=1 là tập hợp các hàm cơ sở phần

tử hữu hạn, và {ui}nFE

i=1 là tập hợp các hệ số tương ứng. Các hệ số này là chưa

biết và sẽ cần tìm.

Ta định nghĩa V h là tập tất cả các hàm có thể viết như (2.8), V h =

span {φi}nFE

i=1 . Ở đây ta chọn cơ sở tuyến tính từng khúc {φi}nFE

i=1 , do đó

V h ⊂ H1(Ω) . Số lượng phần tử hữu hạn cần được chọn đủ nhiều để ta

có được một xấp xỉ nghiệm đủ tốt.

Các phần tử hữu hạn độc lập tuyến tính được đặc trưng theo cách mỗi phần

tử khác không chỉ trên một miền xung quanh một điểm lưới của Ω. Hơn nữa

mọi điểm x trong miền được bao hàm bởi đúng một hàm cơ sở phần tử hữu

hạn có giá trị lớn hơn 0 tại x. Các hàm cơ sở phần tử hữu hạn nên được chọn

đơn giản để giảm thời gian tính toán. Sự rời rạc của miền có thể được thực

hiện theo nhiều cách. Một số biến thể thường được sử dụng cho các bài toán

hai chiều là áp dụng lưới tam giác hoặc lưới chữ nhật của miền.

Từ bài toán giá trị biên (2.1) ta được phương trình biến phân:

B(u, v; q) = ⟨F, v⟩H1(Ω)′,H1(Ω), với mọi v ∈ H1(Ω) và q ∈ I.
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Bây giờ ta có bài toán biến phân rời rạc:

B
(
uh, vh; q

)
=
〈
F, vh

〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

, với mọi vh ∈ V h(Ω) và q ∈ I,

(2.9)

với uh cho trong (2.8) và vh là một tổ hợp tuyến tính bất kì của các phần tử

hữu hạn:

vh(x) =

nFE∑
i=1

viφi(x).

Sự tồn tại duy nhất của uh trong (2.9) theo định lí Lax-Milgram , ở đây ta cần

các giả thiết như đã nêu ở phần trước cho hằng số c, q, σ, and β, bởi vì ta đang

làm việc trên một tập con đóng của H1(Ω). Chọn vh = φj ta có:

B
(
uh, φj; q

)
=
〈
F, φj

〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

, 1 ≤ j ≤ nFE.

Thay (2.8) vào biểu thức trên ta có:

B

nFE∑
i=1

uiφi(x), φj; q

 =
〈
F, φj

〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

, 1 ≤ j ≤ nFE.

Do B(·, ·; q) là song tuyến tính với mọi q ∈ I ta được:
nFE∑
i=1

B
(
φi, φj; q

)
ui =

〈
F, φj

〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

, 1 ≤ j ≤ nFE. (2.10)

Khi biết B(·, ·; q) và hàm F ta có thể tính:

Bij = B
(
φi, φj; q

)
với 1 ≤ i, j ≤ nFE, (2.11)

và:

Fj =
〈
F, φj

〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

với 1 ≤ j ≤ nFE. (2.12)

Từ đó ta được nFE phương trình cho nFE biến u1, . . . , unFE
và ta có thể giải hệ

tuyến tính BTu = F có nghiệm duy nhất, với B =
((

Bij

))
∈ RnFE×nFE , u =

(ui) ∈ RnFE , và F =
(
Fj
)
∈ RnFE . Điều này tuân theo định lí Lax-Milgram.



44

2.3 Tìm cơ sở POD

Trong trường hợp ta biết nghiệm yếu u(q) trên cả lưới I = [ql, qu] ta sẽ áp

dụng phiên bản liên tục POD để tìm cơ sở POD.

Trong thực tế ta thường không biết nghiệm yếu u(q) trên cả lưới I =

[ql, qu] mà chỉ biết nghiệm yếu trên một lưới của I.

Giả sử snapshot trên một lưới của I = [ql, qu] có được bằng cách giải

phương trình bằng phương pháp phần tử hữu hạn có dạng:

yhj (x) =

nFE∑
l=1

Yljφl(x), j = 1, . . . , n,

với Y ∈ RnFE×n là ma trận chứa các hệ số trong cách tiếp cận Galerkin cho

mỗi snapshot trong mỗi cột Y·,j = yj ∈ RnFE , j = 1, . . . , n. Các hàm {φl}nFE

l=1

là kí hiệu của các hàm theo cách tiếp cận phần tử hữu hạn.

Các hàm cơ sở POD (mà ta đang tìm) có thể được viết dưới dạng tổ hợp

tuyến tính của các hàm phần tử hữu hạn:

ψhi (x) =

nFE∑
k=1

Ukiφk(x), i = 1 . . . , ℓ. (2.13)

Khi đó theo chương trước phiên bản liên tục có thể xấp xỉ như sau ( với αj là

trọng hình thang, j = 1, . . . , n ):

min
ψh
1 ,...,ψ

h
ℓ

n∑
j=1

αj

∥∥∥∥∥∥yhj −
ℓ∑
i=1

〈
yhj , ψ

h
i

〉
L2(Ω)

ψhi

∥∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

s.t.
〈
ψhi , ψ

h
j

〉
L2(Ω)

= δij.

(2.14)

Cũng tương đương với bài toán max

max
ψh
1 ,...,ψ

h
ℓ

ℓ∑
i=1

n∑
j=1

αj

∣∣∣∣〈yhj , ψhi 〉L2(Ω)

∣∣∣∣2 s.t.
〈
ψhi , ψ

h
j

〉
L2(Ω)

= δij. (2.15)
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Đặt Mij là kí hiệu của tích vô hướng trong L2 của các hàm cơ sở theo phương

pháp phần tử hữu hạn φi và φj, tương ứng. Tức là:

Mij =

∫
Ω

φi(x)φj(x)dx. (2.16)

Khi đó ma trận M =
((
Mij

))
∈ RnFE×nFE được gọi là ma trận khối lượng.

Nếu ta lấy tích vô hướng trongH1 thay vì tích vô hướng trong L2 trong (2.15),

ta được ma trận độ cứng S =
((
Sij
))

∈ RnFE×nFE với:

Sij =

∫
Ω

(
φi(x)φj(x) +∇φi(x) · ∇φj(x)

)
dx. (2.17)

Do đó, ta có:〈
yhj , ψ

h
i

〉
L2(Ω)

=

∫
Ω

yhj (x)ψ
h
i (x)dx =

nFE∑
l=1

nFE∑
k=1

Ylj

∫
Ω

φl(x)φk(x)dxUki

=

nFE∑
l=1

nFE∑
k=1

Y T
jlWlkUki =

(
Y.,j
)T
WU·,i,

với W =M . Nếu ta chọn tích vô hướng trong H1, ta cũng có〈
yhj , ψ

h
i

〉
H1(Ω)

=
(
Y·,j
)T
WU·,i,

với W = S.

Như đã thấy, tích vô hướng trong L2 của hai hàm phần tử hữu hạn yhj và ψhi

có thể tính bằng tích
(
Y,j
)T
MU·,i, với Y·,j là vectơ cột chứa các hệ số theo cơ

sở phần tử hữu hạn của các snapshot yhj , và U·,i là vectơ các hệ số theo cơ sở

phần tử hữu hạn của cơ sở POD ψhi , mục tiêu của ta là tìm nghiệm của bài

toán (2.15).

Đầu tiên ta xem xét bài toán với một biến, nghĩa là:

max
ψh∈span{φ1,...,φnFE}

n∑
j=1

αj

∣∣∣∣〈yhj , ψh〉L2(Ω)

∣∣∣∣2 s.t.
∥∥∥ψh∥∥∥

L2(Ω)
= 1. (2.18)
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Do
{
φ1, . . . , φnFE

}
là cố định, (2.18) có thể thay thế bởi:

max
u1,...,unFE

n∑
j=1

αj

∣∣∣∣∣∣
〈
yhj ,

nFE∑
i=1

uiφi

〉
L2(Ω)

∣∣∣∣∣∣
2

s.t.

∥∥∥∥∥∥
nFE∑
i=1

uiφi

∥∥∥∥∥∥
L2(Ω)

= 1, (2.19)

với ui = Ui1 trong (2.13). Đặt u =
(
u1, . . . , unFE

)T , (2.19) có hàm lagrange

L : RnFE× R → R cho bởi :

L(u, λ) =
n∑
j=1

αj

∣∣∣∣∣∣
〈
yhj ,

nFE∑
i=1

uiφi

〉
L2(Ω)

∣∣∣∣∣∣
2

+ λ

1−

∥∥∥∥∥∥
nFE∑
i=1

uiφi

∥∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

 .

Để nhận được bài toán giá trị riêng ta tính đạo hàm của L theo ui, với i =

1, . . . , nFE.

∇uiL(u, λ) =
∂

∂ui

 n∑
j=1

αj

∣∣∣∣∣∣
nFE∑
k=1

nFE∑
l=1

(
Yjl
)T
Wlkuk

∣∣∣∣∣∣
2

+λ

1−
nFE∑
k=1

nFE∑
l=1

ulWlkuk




=2
n∑
j=1

αj

nFE∑
k=1

nFE∑
l=1

(
Yjl
)T
Wlkuk

 nFE∑
s=1

(
Yjs
)T
Wsi

+ λ

−
nFE∑
k=1

Wikuk −
nFE∑
l=1

ulWli


=2

nFE∑
k=1

nFE∑
l=1

nFE∑
s=1

Wis

n∑
j=1

Ysjαj

(
Y T
)
jl
Wlkuk


+ λ

−
nFE∑
k=1

Wikuk −
nFE∑
l=1

Wilul


=2
(
WYDY TWu

)
i
− 2λ (Wu)i ,
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với D = diag (α1, . . . αn) và W = M . Nếu ta sử dụng tích vô hướng trong

H1 thay cho tích vô hướng trong L2, ta có W = S.

Do đó, điều kiện ∇uL(u, λ) = 0 dẫn đến bài toán giá trị riêng:

2
(
WYDY TWu− λWu

)
= 0,

hay tương đương WYDY TWu = λWu. Đặt Ȳ = W 1/2Y D1/2 và ū =

W 1/2u, ta có:

WYDY TWu = W 1/2W 1/2Y D1/2D1/2Y TW 1/2W 1/2u = W 1/2Ȳ Ȳ T ū,

và:

λWu = λW 1/2W 1/2u = λW 1/2ū.

Từ đó ta được:

W 1/2Ȳ Ȳ T ū = λW 1/2ū.

Nhân cả 2 vế đẳng thức trên với W−1/2 ta được bài toán giá trị riêng của ma

trận đối xứng:

Ȳ T̄ T ū = λū.

Từ phần trước ta được kết quả cho bài toán ℓ biến ψh1 , . . . , ψ
h
ℓ . Ta được:

Ȳ Ȳ T ūi = λiūi với i = 1, . . . , ℓ,

với Ȳ = W 1/2Y D1/2 và ūi = W 1/2U·,i.

Tương đương ta có thể tính vectơ riêng từ bài toán giá trị riêng:

Ȳ T Ȳ v̄i = λiv̄i với i = 1, . . . , ℓ. (2.20)

Đặt:

U·, i = W−1/2ūi = W−1/2 1√
λi
Ȳ v̄i = W−1/2 1√

λi
W 1/2Y D1/2v̄i

=
1√
λi
Y D1/2v̄i,

(2.21)
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với i = 1, . . . , ℓ. Do tính đối xứng của W ta được Ȳ T Ȳ có thể viết thành:

Ȳ T Ȳ = D1/2Y TW 1/2W 1/2Y D1/2 = D1/2Y TWYD1/2.

Do đó, để giải (2.20) và tính U.,i qua (2.21) ta không nhất thiết phải tínhW 1/2.

Vậy khi muốn tính cơ sở POD bậc ℓ theo phương pháp số, đầu tiên ta tính

snapshot bằng phương pháp phần tử hữu hạn các hệ số của hàm cơ sở phần tử

hữu hạn cho mỗi snapshot tạo thành vectơ yj là các cột của ma trận snapshot

Y .

Sau khi tính tích Ȳ T Ȳ , ta áp dụng (phép lặp) để giải bài toán giá trị riêng

để tìm ℓ giá trị riêng {λi}ℓi=1 ( ℓ giá trị riêng lớn nhất ) cùng với các vectơ

riêng tương ứng của nó v̄i. Từ (2.21) ta tìm các vectơ U·,i, i = 1, . . . , ℓ. Khi

đó cơ sở POD bậc ℓ, ψh1 , . . . ψ
h
ℓ sẽ được tính bởi (2.13).

2.4 Phương pháp POD-Galerkin cho bài toán biên Robin

Tổng hợp lại để tìm cơ sở POD ta chọn trọng hình thang:

α1 = αn =
δq

2
và αi = δq, với i = 2, ..., n− 1,

với δq = qu−ql
n−1 . Sau đó ta giải bài toán giá trị riêng:

D1/2Y TWYD1/2v̄i = λiv̄i. (2.22)

Ta tính ℓ giá trị riêng lớn nhất λ1, ...λℓ và ℓ vectơ riêng tương ứng v̄1, ..., v̄ℓ,

sau đó tính vectơ hệ số U.,i với mỗi hàm cơ sở POD ψi với i = 1, 2, ..., ℓ khi

biểu diễn qua cơ sở phần tử hữu hạn bởi công thức:

U.,i =
1√
λi
Y D1/2v̄i. (2.23)
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Khi đó ℓ hàm cơ sở POD xác định bởi:

ψi(x) =

nFE∑
j=1

Ujiφj(x) với i = 1, ..., ℓ. (2.24)

Sau khi tính ℓ cơ sở POD như đã mô tả ở trên ta có nghiệm POD uℓ ∈ V ℓ =

span{ψi}ℓi=1 ⊂ H1(Ω) được cho bởi:

uℓ(x) =
ℓ∑
i=1

uℓiψi(x). (2.25)

thỏa mãn:

B
(
uℓ, vℓ; q

)
=
〈
F, vℓ

〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

với mọi vℓ ∈ V ℓ và q ∈ I.

Đặc biệt,

B
(
uℓ, ψj; q

)
=
〈
F, ψj

〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

, (2.26)

với j = 1, . . . , ℓ và q ∈ I.

Tương tự như phương pháp phần tử hữu hạn, ta thế (2.25) vào (2.26) ta được:

ℓ∑
i=1

B
(
ψi, ψj; q

)
uℓi =

〈
F, ψj

〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

, 1 ≤ j ≤ ℓ.

Ta được hệ phương trình tuyến tính:(
Bℓ
)T

uℓ = Fℓ, (2.27)

với Bℓ
ij = B

(
ψi, ψj; q

)
,Bℓ =

((
Bℓ
ij

))
∈ Rℓ×ℓ,Fℓj =

〈
F, ψj

〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

,

Fℓ =
(
Fℓj

)
∈ Rℓ, và uℓ =

(
uℓj

)
∈ Rℓ. Giải hệ tuyến tính này ta nhận được

nghiệm POD uℓ cho bởi (2.25).
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Nhận xét 2.6. Chú ý :

Bℓ
ik = B (ψi, ψk; q) = B

nFE∑
j=1

Ujiφj,

nFE∑
l=1

Ulkφl; q


=

nFE∑
j=1

nFE∑
l=1

(
UT
)
ij
B
(
φj, φl; q

)
Ulk =

nFE∑
j=1

nFE∑
l=1

(
UT
)
ij

BjlUlk

=
(
UTBU

)
ik
,

và:

Fℓk = ⟨F, ψk⟩H1(Ω)′,H1(Ω) =

〈
F,

nFE∑
j=1

Ujkφj

〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

=

nFE∑
j=1

Ujk

〈
F, φj

〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

=

nFE∑
j=1

(
UT
)
kj

Fj =
(
UT F

)
k
.

Do đó Bℓ = UTBU và Fℓ = UT F, với B =
((

Bij

))
∈ RnFE×nFE và F =(

Fj
)
∈ RnFE được cho trong (2.11) và (2.12).

2.5 Ước lượng sai số của phương pháp POD-Galerkin

Cho q ∈ I, B(·, ·; q) được cho bởi (2.6) và F cho bởi (2.3), {ψi}ℓi=1 là cơ

sở POD được tính như đã đưa ra ở phần trước. Ta sẽ đưa ra ước lượng sai số

giữa nghiệm u = u(q) của phương trình:

B(u, ϕ; q) = ⟨F, ϕ⟩H1(Ω)′,H1(Ω) với mọi ϕ ∈ H1(Ω), (2.28)

và nghiệm POD tương ứng uℓ = uℓ(q) ∈ V ℓ = span {ψi}ℓi=1 của phương

trình

B
(
uℓ, ϕ; q

)
= ⟨F, ϕ⟩H1(Ω)′,H1(Ω) với mọi ϕ ∈ V ℓ. (2.29)
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Định nghĩa 2.7. Với u, v ∈ H1(Ω) ta định nghĩa tích vô hướng ⟨·, ·⟩H1
Γ(Ω)

với

c, σ > 0 bởi:

⟨u, v⟩H1
Γ(Ω)

= c

∫
Ω

∇u · ∇v dx+ σ

∫
Γ

uv ds,

và chuẩn của nó ∥ · ∥H1
Γ(Ω)

bởi:

∥u∥H1
Γ(Ω)

=
√

⟨u, u⟩H1
Γ(Ω)

,

với mọi u ∈ H1(Ω).

Do ∥ · ∥H1
Γ(Ω)

tương đương với ∥ · ∥H1(Ω) trong H1(Ω), do đó tồn tại hằng

số cH1 > 0 thỏa mãn:

∥u∥H1(Ω) ≤ cH1∥u∥H1
Γ(Ω)

với mọi u ∈ H1(Ω). (2.30)

Vì H1(Ω) là nhúng liên tục trong L2(Ω), tồn tại hằng số cL2 > 0 thỏa mãn:

∥u∥L2(Ω) ≤ cL2∥u∥H1(Ω) với mọi u ∈ H1(Ω). (2.31)

Từ bất đẳng thức (2.30) và (2.31) suy ra bất đẳng thức Poincaré:

∥u∥L2(Ω) ≤ cV ∥u∥H1
Γ(Ω)

với mọi u ∈ H1(Ω),

với cV = cL2cH1 > 0. Để đơn giản ta giả sử tham số β bằng 0 trong phương

trình elliptic. Khi β ̸= 0 các chứng minh cũng hoàn toàn tương tự. Khi đó

dạng song tuyến tính có thể viết lại như sau:

B(u, ϕ; q) = ⟨u, ϕ⟩H1
Γ(Ω)

+ q⟨u, ϕ⟩L2(Ω), (2.32)

với u, ϕ ∈ H1(Ω) and q ∈ I.

Bây giờ ta sẽ ước lượng sai số giữa nghiệm u = u(q) của (2.28) và nghiệm

theo POD uℓ(q) của (2.29) với q ∈ I. Trước hết ta xét trường hợp ta biết

nghiệm yếu u(q) trên cả lưới I = [ql, qu] khi đó ta có phiên bản liên tục POD.
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Mệnh đề 2.8. Sai số giữa nghiệm u = u(q) của (2.28) và nghiệm theo POD

uℓ(q) của (2.29) với q ∈ I có thể ước lượng bởi:∫
I

∥∥∥u(q)− uℓ(q)
∥∥∥2
H1(Ω)

dq ≤ Ccont

∞∑
i=ℓ+1

λi,

với Ccont > 0 là hằng số chỉ phụ thuộc vào ql, qu, α1 (qu) và α2 (ql).

Chứng minh. Để đơn giản ta kí hiệu V = H1(Ω). Xét toán tử chiếu Pℓ : V →

V ℓ cho bởi:

Pℓφ =
ℓ∑
i=1

⟨φ, ψi⟩V ψi , với mọi φ ∈ V.

Từ trường hợp liên tục của POD ta có:∫
I

∥∥∥u(q)− Pℓu(q)
∥∥∥2
V

dq =
∞∑

i=ℓ+1

λi.

Ta viết lại:

uℓ(q)− u(q) = uℓ(q)− Pℓu(q) + Pℓu(q)− u(q) = ϑℓ(q) + ϱℓ(q),

với ϑℓ(q) = uℓ(q)− Pℓu(q) và ϱℓ(q) = Pℓu(q)− u(q). Ta có:∫
I

∥∥∥ϱℓ(q)∥∥∥2
V

dq =
∞∑

i=ℓ+1

λi. (2.33)

Ta đánh giá ϑℓ(q) ∈ V ℓ. Từ (2.28) và (2.29) ta có:

B
(
ϑℓ(q), ψ; q

)
=
〈
uℓ(q), ψ

〉
H1

Γ(Ω)
+ q

〈
uℓ(q), ψ

〉
L2(Ω)

− ⟨Pℓu(q), ψ⟩H1
Γ(Ω)

− q
〈
Pℓu(q), ψ

〉
L2(Ω)

= ⟨F, ψ⟩H1(Ω)′,H1(Ω) − ⟨Pℓu(q), ψ⟩H1
Γ(Ω)

− q
〈
Pℓu(q), ψ

〉
L2(Ω)

= B
(
u(q), ψ, q

)
−B

(
Pℓu(q), ψ, q

)
= −B

(
ϱℓ(q), ψ, q

)
.
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Chọn ψ = ϑℓ(q) theo chứng minh của mệnh đề (2.3) ta có:

α2(q)
∥∥∥ϑℓ(q)∥∥∥2

V
≤
∣∣∣∣B (ϑℓ(q), ϑℓ(q); q)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣B (ϱℓ(q), ψ, q)∣∣∣∣

≤ α1(q)
∥∥∥ϱℓ(q)∥∥∥

V

∥∥∥ϑℓ(q)∥∥∥
V
.

(2.34)

Do đó ta có:∥∥∥ϑℓ(q)∥∥∥2
V
≤ α1(q)

2

α2(q)2

∥∥∥ϱℓ(q)∥∥∥2
V
≤ α1(qu)

2

α2(ql)2

∥∥∥ϱℓ(q)∥∥∥2
V
, (2.35)

vì α1(q) ≤ α1(qu) và α2(q) ≥ α2(ql). Ta có:∫
I

∥∥∥uℓ(q)− u(q)
∥∥∥2
V

dq ≤ 2

∫
I

∥∥∥ϑℓ(q)∥∥∥2
V
+
∥∥∥ϱℓ(q)∥∥∥2

V
dq

≤ 2

∫
I

(
α1(qu)

2

α2(ql)2
+ 1

)∥∥∥ϱℓ(q)∥∥∥2
V

dq.

Kết hợp với (2.33) ta được điều cần chứng minh.

Ta thấy, sai số giữa nghiệm yếu u = u(q) của (2.28) và nghiệm theo POD

u = uℓ(q) của (2.29) với q ∈ I có thể ước lượng bằng tổng các giá trị riêng

mà các vectơ riêng tương ứng ta không dùng để mô hình. Do đó nếu các giá

trị riêng {λi}∞i=1 giảm rất nhanh, ta được uℓ sẽ rất gần u với giá trị nhỏ của ℓ.

Tiếp theo ta đi đến trường hợp ta thường dùng trong phương pháp số hơn,

với các snapshot được cho trên một lưới rời rạc {qi}ni=1 ⊂ I. Điều này tương

đương với việc tìm cơ sở POD ta đưa ra ở phần trước, với số cột của ma trận

Y là n. Giả sử ta có 0 < ql < qu ta lấy bước lưới không đổi trên [ql, qu] với

n > 1 là số điểm lưới với bước lưới δq cho bởi:

qi = ql + (i− 1)δq với i ∈ {1, . . . , n}, và δq :=
qu − ql
n− 1

. (2.36)

Giá trị riêng của bài toán (2.20) phụ thuộc vào lưới (2.36) ta kí hiệu bởi

λni với i = 1, . . . , dn, với dn là hạng của ma trận Ȳ T Ȳ trong (2.20). Khi đó
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cơ sở POD ψh1 , . . . , ψ
h
ℓ được tính bởi (2.13), với các vectơ U.,i được tính cho

i = 1, . . . , ℓ qua (2.20) và (2.21) .

Mệnh đề 2.9. Sai số giữa nghiệm u = u (qi) của (2.28) và nghiệm theo POD

uℓ (qi) của (2.29) với qi cho bởi (2.36) có thể ước lượng bởi:

n∑
j=1

αj

∥∥∥u (qj)− uℓ
(
qj
)∥∥∥2

H1(Ω)
≤ Cdisc

dn∑
i=ℓ+1

λni ,

với Cdisc > 0 chỉ phụ thuộc vào các hằng số ql, qu, α1(qu), α2 (ql). Khác với

trường hợp snapshot liên tục hạng dn của ma trận Ȳ T Ȳ và giá trị riêng của

nó λni , i = 1, . . . , dn phụ thuộc vào việc chọn lưới trong (2.36) để tính toán

cơ sở POD.

Chứng minh. Mệnh đề được chứng minh tương tự mệnh đề trước. Thay vì

(2.33) và (2.35) ta có:
n∑
j=1

αj

∥∥∥ϱℓ(qj)∥∥∥2
V
=

∞∑
i=ℓ+1

λni ,

và ∥∥∥ϑℓ(qj)∥∥∥2
V
≤ α1(qj)

2

α2(ql)2

∥∥∥ϱℓ(qj)∥∥∥2
V
.

Như trước đó, sai số giữa u = u (qi) của (2.28) và nghiệm uℓ (qi) của

(2.29) với qi cho bởi (2.36) có thể ước lượng bằng tổng các giá trị riêng mà

các vectơ riêng tương ứng ta không dùng để mô hình. Như ở phần giới thiệu

về phương pháp POD ta biết giá trị riêng λni của ma trận Ȳ T Ȳ sẽ hội tụ tới

giá trị riêng λi với 1 ≤ i ≤ ℓ (với ℓ cố định). Do đó, hai ước lượng sai số

(trường hợp liên tục và rời rạc) có quan hệ mật thiết.
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Ta kí hiệu V = H1(Ω). Giả sử ta có 2 lưới
{
qj
}n
j=1

và {q̄k}mk=1 thuộc I

thỏa mãn:

ql = q1 < q2 < . . . < qn = qu, ql = q̄1 < q̄2 < . . . < q̄m = qu. (2.37)

Ta đặt:

δqj = qj − qj−1, j = 2, . . . , n, δq = min
2≤j≤n

δqj, ∆q = max
2≤j≤n

δqj,

δq̄k = q̄k − q̄k−1, k = 2, . . . ,m, δq̄ = min
2≤k≤m

δq̄k, ∆q̄ = max
2≤k≤m

δq̄k,

và:

α1 =
δq2
2 , αj =

δqj+δqj+1

2 , với 2 ≤ j ≤ n− 1, αn =
δqn
2 ,

β1 =
δq̄2
2 , βk =

δq̄k+δq̄k+1

2 , với 2 ≤ k ≤ m− 1, βm = δq̄m
2 .

Mục tiêu của ta là đánh giá:
m∑
k=1

βk

∥∥∥u (q̄k)− uℓ (q̄k)
∥∥∥2
V
,

với cơ sở POD bậc ℓ được tính bằng cách sử dụng
{
u
(
qj
)}n

j=1
phụ thuộc vào

lưới
{
qj
}n
j=1

. Với q̄k ∈ I, k ∈ {1, . . . ,m}, cho trước khi đó tồn tại chỉ số

jk ∈ {1, . . . , n− 1} sao cho:

qjk ≤ q̄k ≤ qjk+1.

Ta định nghĩa σm ∈ {1, . . . ,m} là số lần xuất hiện tối đa của chỉ số jk ứng

với k trong khoảng 1 ≤ k ≤ m. Chú ý:

max
{∣∣q̄k − qjk+1

∣∣ , ∣∣q̄k − qjk
∣∣} ≤ δqjk+1 ≤ ∆q.

Với mọi k ∈ {1, . . . ,m} ta có thể viết u (q̄k)− uℓ (q̄k) như sau:

(u (q̄k)− uℓ (q̄k) = u (q̄k)− u
(
qjk
)
+ u

(
qjk
)
− uℓ

(
qjk
)
+ uℓ

(
qjk
)
− uℓ (q̄k) .

(2.38)
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Vì qjk thuộc lưới, điểm mà ta sẽ tính snapshot, ta sẽ đánh giá sự sai khác

u
(
qjk
)
− uℓ

(
qjk
)
. Ta có:

B
(
u (q̄k) , φ; q̄k

)
= ⟨F, φ⟩V ′,V , với mọi φ ∈ V,

B
(
u
(
qjk
)
, φ; qjk

)
= ⟨F, φ⟩V ′,V , với mọi φ ∈ V.

Trừ theo vế hai phương trình ta được:〈
u (q̄k)− u

(
qjk
)
, φ
〉
H1

Γ(Ω)
+ q̄k

〈
u (q̄k) , φ

〉
L2(Ω)

−qjk
〈
u
(
qjk
)
, φ
〉
L2(Ω)

= 0,

với mọi φ ∈ V . Từ đó ta có:

B
(
u (q̄k)− u

(
qjk
)
, φ; q̄k

)
=
(
qjk − q̄k

) 〈
u
(
qjk
)
, φ
〉
L2(Ω)

.

Chọn φ = u (q̄k)− u
(
qjk
)

áp dụng bất đẳng thức Young và (2.31) ta có:∥∥∥u (q̄k)− u
(
qjk
)∥∥∥2

H1
Γ(Ω)

+ q̄k

∥∥∥u (q̄k)− u
(
qjk
)∥∥∥2

L2(Ω)

≤
∣∣qjk − q̄k

∣∣ ∥∥∥u (qjk)∥∥∥
L2(Ω)

∥∥∥u (q̄k)− u
(
qjk
)∥∥∥

L2(Ω)

≤ δqjk+1

∥∥∥u (qjk)∥∥∥
L2(Ω)

∥∥∥u (q̄k)− u
(
qjk
)∥∥∥

L2(Ω)

≤
c2L2δq2jk+1

2α2(ql)

∥∥∥u (qjk)∥∥∥2
L2(Ω)

+
α2(ql)

2

∥∥∥u (q̄k)− u
(
qjk
)∥∥∥2

V
.

Do đó ta có:

α2(ql)
∥∥∥u (q̄k)− u

(
qjk
)∥∥∥2

V
≤ B

(
u (q̄k)− u

(
qjk
)
, u (q̄k)− u

(
qjk
)
; q̄k

)
≤
c2L2δq2jk+1

2α2(ql)

∥∥∥u (qjk)∥∥∥2
L2(Ω)

+
α2(ql)

2

∥∥∥u (q̄k)− u
(
qjk
)∥∥∥2

V
.

Từ đó ta có: ∥∥∥u (q̄k)− u
(
qjk
)∥∥∥2

V
≤

c4L2

α2(ql)2
δq2jk+1∥F∥2V ′. (2.39)

Tương tự ta có :∥∥∥uℓ (q̄k)− uℓ
(
qjk
)∥∥∥2

V
≤

c4L2

α2(ql)2
δq2jk+1∥F∥2V ′. (2.40)
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Chú ý: βk ≤ ∆q̄, 1 ≤ k ≤ m, và αj ≥ δq/2, 1 ≤ j ≤ n. Do đó:

βk ≤
2αj∆q̄

δq
với 1 ≤ k ≤ m và 1 ≤ j ≤ n.

Đặt C1 = 4c4L2∥F∥2V ′/α2(ql)
2 > 0. Từ

∑m
k=1 βk = qu − ql, (2.38), (2.39) và

(2.40) ta có:
m∑
k=1

βk

∥∥∥u (q̄k)− uℓ (q̄k)
∥∥∥2
V

≤ 2
m∑
k=1

βk

∥∥∥u (qjk)− uℓ
(
qjk
)∥∥∥2

V
+ C1

m∑
k=1

βkδq
2
jk+1

≤ 4σm∆q̄

δq

n∑
j=1

αj

∥∥∥u (qj)− uℓ
(
qj
)∥∥∥2

V
+ C1 (qu − ql)∆q

2.

Từ đó ta được:
m∑
k=1

βk

∥∥∥u (q̄k)− uℓ (q̄k)
∥∥∥2
V
≤ 4σm∆q̄

δq

dn∑
i=ℓ+1

λni + C2∆q
2,

với C2 = (qu − ql)C1 > 0.

Từ các lí luận trên ta có định lí sau:

Định lí 2.10. Giả sử ta có 2 lưới
{
qj
}n
j=1

và {q̄k}mk=1 trong khoảng I thỏa mãn

(2.37). Với q̄k, 1 ≤ k ≤ m, kí hiệu u (q̄k) và uℓ (q̄k) là nghiệm của phương

trình (2.28) và (2.29). Khi đó tồn tại hằng số C > 0 phụ thuộc vào ql, qu, cL2,

nhưng không phụ thuộc vào lưới thỏa mãn:

m∑
k=1

βk

∥∥∥uℓ (q̄k)− u (q̄k)
∥∥∥2
H1(Ω)

≤ C

σm∆q̄
δq

dn∑
i=ℓ+1

λni +∆q2

 .

2.6 Ví dụ số

Trong phần này ta sẽ đưa ra ví dụ số để minh họa kết quả nhận được.

Chương trình được lập trình thông qua thư viện Fenics của Python là một thư
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viện để giải phương trình đạo hàm riêng bằng phương pháp phần tử hữu hạn.

Ta lấy miền Ω = (0, 1) × (0, 1) ⊂ R2, chọn c = 0.75, β = (1, 1)T ,

f(x) = x1, σ = 1.5, và g(x) = −1. Để nhận được các snapshots {yj}nj=1 ta

sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn với lưới cách đều trên hình chữ nhật

với kích thước lưới h = 1/50. Khi đó, rời rạc phần tử hữu hạn của ta có 2601

bậc tự do. Ta chọn các hàm cơ sở phần tử hữu hạn là những hàm tuyến tính

từng khúc {φi}nFE

i=1 với nFE = 2601. Lấy ql = 0.5, qu = 50.5 và δq = 1, ta

nhận được 51 snapshot yi = Y.,i với i = 1, ..., 51, ở đó Y ∈ RnFE×51 là ma

trận hệ số thỏa mãn:

uh(qi) =

nFE∑
i=1

Yijφi

với tham số {qi}51i=1. Sau đó ta xác định ℓ = 7 hàm cơ sở POD bằng cách áp

dụng (2.22) với ma trận trọngM = W , sau đó sử dụng ( 2.23) và (2.24). Hình

2.1 minh họa tốc độ giảm của các giá trị riêng. Sau đó nghiệm POD được cho

bởi (2.25), với vectơ hệ số uℓ là nghiệm duy nhất của (2.27).

Với q = 25, ta được nghiệm khi giải bằng phương pháp phần tử hữu hạn

được minh họa trong hình 2.2 và nghiệm khi giải theo phương pháp POD

được minh họa trong hình 2.3. Sai khác giữa hai nghiệm được minh họa trong

hình 2.4. Về mặt kết quả số, sai số giữa nghiệm theo hai phương pháp là:

||uh − uℓ||L2(Ω) ≈ 3.2233× 10−9,

||uh − uℓ||H1(Ω) ≈ 3.0345× 10−8.
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Hình 2.1: Tốc độ giảm của các giá trị riêng

Hình 2.2: Nghiệm theo phương pháp phần tử hữu hạn
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Hình 2.3: Nghiệm theo phương pháp POD

Hình 2.4: Sai khác giữa nghiệm theo hai phương pháp



61

Chương 3

ƯỚC LƯỢNG THAM SỐ CHO

PHƯƠNG TRÌNH ELLIPTIC

Trong phần này ta áp dụng phương pháp POD cho bài toán ước lượng tham

số trong phương trình elliptic. Mục đích là ước lượng tham số vô hướng của

phương trình elliptic từ các đo đạc trên biên.

Xác định tham số vô hướng q trong phương trình:

−c∆u+ β · ∇u+ qu = f trong Ω, (3.1)

c
∂u

∂n
+ σu = g trên Γ = ∂Ω. (3.2)

từ giá trị của u trên biên Γ. Trong (3.1)-(3.2), c > 0, β ∈ Rd, σ ∈ R là các

tham số đã biết, còn f và g là các hàm đã cho.

3.1 Đặt bài toán

Xét toán tử e: R×H1(Ω) → H1(Ω)′ cho bởi:

⟨e(q, u), φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω) =

∫
Ω

c∇u · ∇φdx+
∫
Ω

β · ∇uφdx+
∫
Ω

quφdx

−
∫
Ω

fφdx+

∫
Γ

σuφds−
∫
Γ

gφds,
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với (q, u) ∈ R×H1(Ω), φ ∈ H1(Ω). Chú ý rằng:

e(q, u) = B(u, ·; q)− F ∈ H1(Ω)′,

với B cho trong (2.6) và F cho trong (2.3).

Để xác định q ta sẽ sử dụng phương pháp bình phương tối thiểu kết hợp

với chỉnh Tikhonov. Ta định nghĩa hàm chi phí J : R×H1(Ω) → R cho bởi:

J(q, u) =
α

2

∫
Γ

|u− uΓ|2 ds+
κ

2
|q − qd|2 , (3.3)

với giá trị α > 0 và κ > 0 được hiểu là các trọng hoặc các tham số chỉnh hóa.

Giá trị vô hướng qd là một ước lượng tiên nghiệm có thể có cho tham số q .

Nếu ta không có ước lượng nào thì ta lấy qd bằng 0. Hàm uΓ ∈ L2(Γ) biểu

diễn dữ liệu được cho của u trên biên Γ. Phép đo này có thể chỉ được lấy trên

một lưới của Γ trong thực hành.

Nhận xét 3.1. Trong nhiều trường hợp ta có thể có phép đo cho u trong cả

miền Ω (không chỉ ở trên biên Γ ) hoặc thậm chí là phép đo cho gradient của

u trong miền Ω. Tổng quát hơn, hàm chi phí của ta có thể mở rộng như sau:

Ĵ(q, u) =
α1

2

∫
Ω

|u− uΩ|2 dx+
α2

2

∫
Ω

|∇u− vΩ|2 dx+
α3

2

∫
Γ

|u− uΓ|2 ds

+
κ

2
|q − qd|2 ,

với uΩ ∈ L2(Ω), vΩ ∈ L2(Ω)d, α1 ≥ 0, α2 ≥ 0, α3 ≥ 0, và κ > 0. Ở đây ta

tập trung vào trường hợp: α1 = α2 = 0 và α3 =: α > 0.

Sử dụng các kí hiệu ở trên ta có bài toán tối ưu sau:

min J(q, u) s.t e(q, u) = 0 trong H1(Ω)′ và qa ≤ q. (P)

Giá trị qa là chặn dưới cho tham số q. Ràng buộc bất đẳng thức trong (P) có
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thể có hoặc không, trong nhiều bài toán thực hành nó là cần thiết và thường

là q ≥ 0. Cận trên cho q cũng có thể được thêm vào bài toán.

Định lí 3.2. Nếu:

α2 (qa) = min

{
c

2
, qa −

∥β∥2Rd

2c

}
+min

{
0, σC2

Γ

}
> 0,

thì (P) có nghiệm địa phương x∗ = (q∗, u∗).

Chứng minh. Ta kiểm tra tập các điểm chấp nhận được:

F(P) =
{
(q, u) : e(q, u) = 0 và qa ≤ q

}
,

là khác rỗng. Giả sử các điều kiện từ mệnh đề (2.3) đúng với mọi q ∈ Qad =

{q ∈ R : q ≥ qa}. Khi đó chọn q = qa và từ mệnh đề (2.3) tồn tại duy nhất

nghiệm yếu u = u(q), thỏa mãn e(q, u) = 0.

Từ đó tồn tại dãy {qn, un}n∈N trong F(P) và:

0 ≤ inf
(q,u)∈F(P)

J(q, u) = lim
n→∞

J (qn, un) <∞. (3.4)

Ta chứng minh dãy này bị chặn. Giả sử lim
n→∞

qn = ∞. Khi đó J là không bị

chặn theo q và lim
n→∞

J (qn, un) = ∞ do κ > 0, điều này mâu thuẫn với (3.4).

Do đó tồn tại hằng số Cq không phụ thuộc vào n sao cho |qn| ≤ Cq với mọi

n ∈ N. Áp dụng định lí Bolzano-Weierstrass tồn tại một dãy con {qnk}k∈N
với qnk → q∗ khi k → ∞ với q∗ ∈ R. Vì Qad là đóng, nên q∗ ≥ qa .

Tiếp theo giả sử limn→∞ ∥un∥H1(Ω) = ∞. Do (qn, un) ∈ F(P) với mọi

n ∈ N, điều kiện đẳng thức e (qn, un) = 0 đúng, hay:

−c∆un + β · ∇un + qnun = f trong Ω, (3.5)

c
∂un

∂n
+ σun = g trên Γ = ∂Ω. (3.6)
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Nhân 2 vế 2 phương trình trên với un và lấy tích phân trên Ω, và trên biên Γ

tương ứng ta được:∫
Ω

c ∥∇un∥2Rd dx+

∫
Ω

β · ∇unun dx+
∫
Ω

qn |un|2 dx+

∫
Γ

σ |un|2 ds

=

∫
Ω

fun dx+

∫
Γ

gun ds.

(3.7)

Nhắc lại dạng song tuyến tính B(·, ·; q) : H1(Ω) × H1(Ω) → R với q ≥ qa

được giới thiệu ở phần trước:

B(u, ϕ; q) = c

∫
Ω

∇u · ∇ϕdx+ σ

∫
Γ

uϕds+ q

∫
Ω

uϕdx+

∫
Ω

β · ∇uϕdx,

với u, ϕ ∈ H1(Ω), q ∈ I. Phương trình (3.7) có thể viết lại :

B (un, un; qn) =

∫
Ω

fun dx+

∫
Γ

gun ds.

Áp dụng (2.4) ta được:∫
Ω

fun dx+

∫
Γ

gun ds = B (un, un; qn) ≥ α2 (q
n) ∥un∥2H1(Ω) ,

với:

α2 (q
n) = min

{
c

2
, qn −

∥β∥2Rd

2c

}
+min

{
0, σC2

Γ

}
.

Áp dụng bất đẳng thức Young với ϵ = 1
α2(qn)

, và định lí vết với CΓ là kí hiệu

của hằng số vết, ta được:

α2 (q
n) ∥un∥2H1(Ω) ≤∥f∥L2(Ω) ∥un∥L2(Ω) + ∥g∥L2(Γ) ∥un∥L2(Γ)

≤ 1

α2 (qn)
∥f∥2L2(Ω) +

α2 (q
n)

4
∥un∥2L2(Ω)

+ CΓ∥g∥L2(Γ) ∥un∥H1(Ω)

≤ 1

α2 (qn)
∥f∥2L2(Ω) +

α2 (q
n)

4
∥un∥2H1(Ω) +

C2
Γ

α2 (qn)
∥g∥2L2(Γ)

+
α2 (q

n)

4
∥un∥2H1(Ω) .
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Do đó ta được:

α2 (q
n)

2
∥un∥2H1(Ω) ≤

1

α2 (qn)
∥f∥2L2(Ω) +

C2
Γ

α2 (qn)
∥g∥2L2(Γ),

bởi vậy:

∥un∥2H1(Ω) ≤
2

α2 (qn)

(
1

α2 (qn)
∥f∥2L2(Ω) +

C2
Γ

α2 (qn)
∥g∥2L2(Γ)

)
=

2

α2 (qn)
2

(
∥f∥2L2(Ω) + C2

Γ∥g∥2L2(Γ)

)
≤ C,

với C = 2
α2(qa)

2

(
∥f∥2L2(Ω) + C2

Γ∥g∥2L2(Γ)

)
> 0, α2 (q

n) > 0 (vì qn ≥ qa với

mọi n ∈ N, nên ta có α2 (q
n) ≥ α2 (qa) > 0 với mọi n ∈ N). Khi đó {un}n∈N

bị chặn đều trong không gian Hilbert H1(Ω), và do đó nó có một dãy con hội

tụ yếu về một phần tử u∗ ∈ H1(Ω) (kí hiệu unk ⇀ u∗), tức là tồn tại một dãy

con {unk}k∈N với:

lim
k→∞

⟨unk − u∗, φ⟩H1(Ω) = 0 với mọi φ ∈ H1(Ω).

Đặc biệt:

lim
k→∞

∫
Ω

(unk − u∗)φdx = 0 với mọi φ ∈ L2(Ω), (3.8)

và:

lim
k→∞

∫
Ω

∇ (unk − u∗) · ∇φdx = 0 với mọi φ ∈ H1(Ω). (3.9)

Phương trình (3.9) tương đương:∫
Ω

∇ (unk − u∗) · ψdx→ 0 với mọi ψ ∈ L2(Ω)d. (3.10)

Toán tử vết τΓ : H1(Ω) → L2(Γ) là tuyến tính và bị chặn, do đó:

∥τΓunk∥L2(Γ) ≤ sup
∥φ∥H1(Ω)=1

∥τΓφ∥L2(Γ) ∥u
nk∥H1(Ω)

≤ max
∥φ∥H1(Ω)=1

CΓ∥φ∥H1(Ω) ∥unk∥H1(Ω) = CΓ ∥unk∥H1(Ω) .
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Vì unk bị chặn trong H1(Ω), τΓu
nk bị chặn trong L2(Γ), ta được τΓunk ⇀

τΓu
∗. Do đó theo tính chất của hội tụ yếu:

lim
k→∞

∫
Γ

(unk − u∗)φdx = 0 với mọi φ ∈ L2(Γ). (3.11)

Do (qnk, unk) ∈ F(P) với mọi k ∈ N,∫
Ω

c∇unk · ∇φdx+
∫
Ω

β · ∇unkφdx+
∫
Ω

qnkunkφdx−
∫
Ω

fφdx

+

∫
Γ

σunkφds−
∫
Γ

gφds = 0,

đúng với mọi k ∈ N và φ ∈ H1(Ω). Ta sẽ chứng minh từng phần trong tổng

trên chứa unk hoặc qnk hội tụ (yếu) đến phần tương ứng với q∗ và u∗.

Ta có
∫
Ω c∇u

nk · ∇φdx hội tụ đến
∫
Ω c∇u

∗ · ∇φdx vì:∫
Ω

c∇unk · ∇φdx−
∫
Ω

c∇u∗ · ∇φdx =

∫
Ω

∇ (unk − u∗) · ∇(cφ)dx,

cφ ∈ H1(Ω), và (3.9). Do sự hội tụ yếu của {unk}k∈N khẳng định đúng.∫
Ω β · ∇unkφdx hội tụ tới

∫
Ω β · ∇u∗φdx vì:∫

Ω

β · ∇unkφdx−
∫
Ω

β · ∇u∗φdx =

∫
Ω

∇ (unk − u∗) · (φβ)dx,

φβ ∈ L2(Ω)d, và (3.10).

Với tích phân
∫
Ω q

nkunkφdx. Ta có:∣∣∣∣∫
Ω

qnkunkφdx−
∫
Ω

q∗u∗φdx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Ω

(qnkunk − q∗u∗)φdx

∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∫
Ω

(qnk − q∗)unkφdx+

∫
Ω

q∗ (unk − u∗)φdx

∣∣∣∣
≤ |qnk − q∗|

∫
Ω

|unkφ| dx

+

∣∣∣∣∫
Ω

(unk − u∗) (q∗φ) dx

∣∣∣∣
≤ |qnk − q∗| ∥unk∥L2(Ω) ∥φ∥L2(Ω)

+

∣∣∣∣∫
Ω

(unk − u∗) (q∗φ) dx

∣∣∣∣ .
Phần thứ hai của vế phải hội tụ tới 0 vì q∗φ ∈ L2(Ω) và (3.8). Với phần đầu

tiên ta có ∥unk∥L2(Ω) ∥φ∥L2(Ω) < ∞ với mọi k ∈ N vì ∥unk∥L2(Ω) bị chặn

không phụ thuộc vào nk và φ thuộc L2(Ω), qnk hội tụ tới q∗, nên phần đầu

này hội tụ tới 0.

Cuối cùng ta xem xét thành phần
∫
Γ σu

nkφds. Ta có:∫
Γ

σunkφds−
∫
Γ

σu∗φds =

∫
Γ

(unk − u∗) (σφ)ds,

σφ ∈ L2(Ω), từ (3.11) ta được e (qnk, unk) → e (q∗, u∗), và do đó e (q∗, u∗) =

0.

Do chuẩn L2(Γ) trong (3.22), là nửa liên tục dưới yếu. Nghĩa là, nếu un ⇀ u∗,

ta sẽ được (un − uΓ) ⇀ (u∗ − uΓ), do đó theo định nghĩa của nửa liên tục

dưới yếu ta được:

∥u∗ − uΓ∥L2(Γ) ≤ lim
k→∞

∥unk − uΓ∥L2(Γ) .

Do đó, ta được:

inf
(q,u)∈F(P)

J(q, u) = lim
k→∞

J (qnk, unk) ≥ J (q∗, u∗) ,

vì vậy (q∗, u∗) là nghiệm của (P).
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3.2 Điều kiện cần tối ưu bậc nhất

Hàm Lagrange cho bài toán (P) là:

L(q, u, p, λ) = J(q, u) + ⟨e(q, u), p⟩H1(Ω)′,H1(Ω) + λ (qa − q) , (3.12)

với các nhân tử Lagrange p ∈ H1(Ω) và λ ∈ R.

Để xây dựng điều kiện tối ưu bậc nhất cho (P) với các nhân tử Lagrange

ta cần chứng minh J và e có đạo hàm Fréchet và x∗ = (q∗, u∗) là điểm chính

quy.

Định nghĩa 3.3. Cho B1 và B2 là các không gian Banach và f : B1 → B2.

Nếu tồn tại toán tử A ∈ L (B1, B2) sao cho tại x ∈ B1

lim
∥y∥B1

↘0

∥f(x+ y)− f(x)−Ay∥B2

∥y∥B1

= 0,

khi đó Ay được gọi là đạo hàm Fréchet của f(x) tại x và kí hiệu là δf(x; y).

Toán tử A được gọi là đạo hàm Fréchet của f(x) tại x, và kí hiệu là A = f ′(x)

và δf(x; y) = f ′(x)y.

Nhận xét 3.4. Trên không gian Hilbert R×H1(Ω) ta định nghĩa một tích vô

hướng:

⟨(q, u), (q̃, ũ)⟩R×H1(Ω) = ⟨q, q̃⟩R + ⟨u, ũ⟩H1(Ω) = qq̃ + ⟨u, ũ⟩H1(Ω),

với (q, u), (q̃, ũ) ∈ R×H1(Ω) và chuẩn tương ứng:

∥(q, u)∥2R×H1(Ω) = |q|2 + ∥u∥2H1(Ω).

Bổ đề 3.5. Toán tử J có đạo hàm Fréchet.
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Chứng minh. Đầu tiên ta tính đạo hàm của J theo hướng δu. Ta có:

∇uJ(q, u)δu =
d

dt
J(q, u+ tδu)

∣∣∣∣
t=0

= lim
t↘0

J(q, u+ tδu)− J(q, u)

t

= lim
t↘0

(
α
2

∫
Γ |u+ tδu− uΓ|2 ds+ κ

2 |q − qd|2

t

−
α
2

∫
Γ |u− uΓ|2 ds+ κ

2 |q − qd|2

t

)

= lim
t↘0

α
2

∫
Γ

(
t2δu2 + 2tδu (u− uΓ)

)
ds

t

= lim
t↘0

α

2

∫
Γ

(
tδu2 + 2δu (u− uΓ)

)
ds = α

∫
Γ

(u− uΓ) δu ds.

Theo định nghĩa (3.3), J có đạo hàm Fréchet nếu:

lim
∥δu∥H1(Ω)↘0

∣∣J(q, u+ δu)− J(q, u)−∇uJ(q, u)δu
∣∣

∥δu∥H1(Ω)
= 0.

Ta chứng minh đạo hàm theo hướng cũng là đạo hàm Fréchet. Ta có:∣∣J(q, u+ δu)− J(q, u)−∇uJ(q, u)δu
∣∣

= |α
2

∫
Γ

|u+ δu− uΓ|2 ds+
κ

2
|q − qd|2 −

α

2

∫
Γ

|u− uΓ|2 ds− κ

2
|q − qd|2

− α

∫
Γ

(u− uΓ) δu ds|

= |α
2

∫
Γ

(
|u− uΓ|2 + |δu|2 + 2 (u− uΓ) δu

)
ds− α

2

∫
Γ

|u− uΓ|2 ds

− α

∫
Γ

(u− uΓ) δu ds |

=
α

2

∫
Γ

|δu|2 ds = α

2
∥δu∥2L2(Γ) ≤

αC2
Γ

2
∥δu∥2H1(Ω)

(
= O

(
∥δu∥2H1(Ω)

))
,

bởi vậy:

0 ≤ lim
∥δu∥H1(Ω)↘0

∣∣J(q, u+ δu)− J(q, u)−∇uJ(q, u)δu
∣∣

∥δu∥H1(Ω)

≤ lim
∥δu∥H1(Ω)↘0

αC2
Γ

2
∥δu∥2H1(Ω) = lim

∥δu∥H1(Ω)↘0

αC2
Γ

2
∥δu∥H1(Ω) = 0.
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Từ đó ta có:

lim
∥δu∥H1(Ω)↘0

∣∣J(q, u+ δu)− J(q, u)−∇uJ(q, u)δu
∣∣

∥δu∥H1(Ω)
= 0.

Do đó J có đạo hàm Fréchet theo u.

Vì q là vô hướng, đặt ∇qJ(q, u)δq = κ (q − qd) δq ta được:∣∣J(q + δq, u)− J(q, u)−∇qJ(q, u)δq
∣∣ = |α

2

∫
Γ

|u− uΓ|2 ds

+
κ

2
|q + δq − qd|2 −

α

2

∫
Γ

|u− uΓ|2 ds− κ

2
|q − qd|2 − κ (q − qd) δq |

=|κ
2
|q − qd|2 +

κ

2
|δq|2 + κ|q − qd||δq| −

κ

2
|q − qd|2 − κ (q − qd) δq

∣∣
=
κ

2
|δq|2,

do đó:

lim
|δq|↘0

∣∣J(q + δq, u)− J(q, u)−∇qJ(q, u)δq
∣∣

|δq|

= lim
|δq|↘0

κ
2 |δq|

2

|δq|
= lim

|δq|↘0

κ

2
|δq| = 0.

Do đó J có đạo hàm Fréchet theo q.

Bổ đề 3.6. Toán tử song tuyến tính e có đạo hàm Fréchet với mọi (q, u) ∈

R×H1(Ω).

Chứng minh. Đạo hàm theo hướng ∇e(q, u) : R × H1(Ω) → H1(Ω)′ định

nghĩa bởi:

∇e(q, u)(δq, δu) = d

dt
e(q + tδq, u+ tδu)

∣∣∣∣
t=0

,

có dạng:

⟨∇e(q, u)(δq, δu), φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω) =

∫
Ω

c∇δu · ∇φdx+
∫
Ω

β · ∇δuφdx

+

∫
Ω

δquφdx+

∫
Ω

qδuφdx+

∫
Γ

σδuφds,
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với (q, u) ∈ R×H1(Ω), φ ∈ H1(Ω) và hướng (δq, δu) ∈ R×H1(Ω).

Ta có:

∥e(q + δq, u+ δu)− e(q, u)−∇e(q, u)(δq, δu)∥H1(Ω)′

= sup
∥φ∥H1(Ω)=1

⟨e(q + δq, u+ δu)− e(q, u)−∇e(q, u)(δq, δu), φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω)

= sup
∥φ∥H1(Ω)=1

(
⟨e(q + δq, u+ δu), φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω) − ⟨e(q, u), φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω)

−⟨∇e(q, u)(δq, δu), φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω)

)
= sup

∥φ∥H1(Ω)=1

∫
Ω

δqδuφdx ≤ sup
∥φ∥H1(Ω)=1

|δq|∥δu∥L2(Ω)∥φ∥L2(Ω)

≤ sup
∥φ∥H1(Ω)=1

∣∣δq∥δu∥H1(Ω)∥φ∥H1(Ω) =
∣∣ δq | ∥δu∥H1(Ω)

≤1

2

(
|δq|2 + ∥δu∥2H1(Ω)

)
≤ 1

2
∥(δq, δu)∥2R×H1(Ω),

do đó:

lim
∥(δq,δu)∥R×H1(Ω)↘0

∥e(q + δq, u+ δu)− e(q, u)−∇e(q, u)(δq, δu)∥H1(Ω)′

∥(δq, δu)∥R×H1(Ω)

≤ lim
∥(δq,δu)∥R×H1(Ω)↘0

1

2
∥(δq, δu)∥R×H1(Ω) = 0.

Do đó, ∇e(q, u)(δq, δu) là đạo hàm Fréchet của e(q, u).

Mệnh đề 3.7. Với các điều kiện của mệnh đề (2.3). Khi đó toán tử ∇e(q, u)

là toàn ánh với mọi (q, u) ∈ Qad ×H1(Ω).

Chứng minh. Với mọi F ∈ H1(Ω)′ ta cần tìm (δq, δu) ∈ R×H1(Ω) sao cho:

⟨∇e(q, u)(δq, δu), φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω) = ⟨F, φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω) với mọi φ ∈ H1(Ω).

(3.13)

Ta chọn δq = 0. Khi đó ta có :

⟨∇e(q, u)(0, δu), φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω) =

∫
Ω

c∇δu · ∇φdx+
∫
Ω

β · ∇δuφdx
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+

∫
Ω

qδuφ+

∫
Γ

σuφds.

Sử dụng lí luận trong chứng minh mệnh đề (2.3) ta được - với điều kiện

α2 (qa) > 0, tồn tại duy nhất phần tử δu sao cho (3.13) đúng với mọi (q, u) ∈

Qad ×H1(Ω).

Nhận xét 3.8. Từ chứng minh của mệnh đề (3.7) ta có ∇ue(q, u) : H
1(Ω) →

H1(Ω)′ là song ánh.

Bây giờ ta xác định đạo hàm Fréchet của hàm Lagrange theo q, u, và p và

do đó ta có điều kiện tối ưu bậc nhất cho bài toán tối ưu (P):

Định lí 3.9. (Điều kiện cần tối ưu bậc nhất) Với x∗ = (q∗, u∗) là nghiệm địa

phương của (P). Với các giả thiết của mệnh đề (2.3) được thỏa mãn. Khi đó

tồn tại các nhân tử Lagrange p∗ ∈ H1(Ω) và λ∗ ≥ 0 thỏa mãn điều kiện tối

ưu:

κ (q∗ − qd) δq +

∫
Ω

u∗p∗δq dx− λ∗δq = 0, (3.14)

với mọi δq ∈ R, phương trình liên hợp:

α

∫
Γ

(u∗ − uΓ) δu ds+

∫
Ω

c∇p∗ · ∇δu dx

+

∫
Ω

p∗β · ∇δu dx+

∫
Ω

q∗p∗δu dx+

∫
Γ

σp∗δu ds = 0,
(3.15)

với mọi δu ∈ H1(Ω), và phương trình trạng thái:∫
Ω

c∇u∗ · ∇δp dx+
∫
Ω

β · ∇u∗δp dx+
∫
Ω

q∗u∗δp dx

−
∫
Ω

fδp dx+

∫
Γ

σu∗δp ds−
∫
Γ

gδp ds = 0,
(3.16)

với mọi δp ∈ H1(Ω). Các phương trình (3.14), (3.15), (3.16) được gọi là hệ

Karush-KuhnTucker (KKT) của (P).
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Chứng minh. Từ bổ đề (3.5) và (3.6) ta được L có đạo hàm Fréchet. Từ mệnh

đề (3.7) tồn tại duy nhất nhân tử Lagrange p∗ ∈ H1(Ω) và λ∗ ≥ 0 sao cho:

∇qL (q∗, u∗, p∗, λ∗) δq = 0 với mọi δq ∈ R, (3.17)

∇uL (q∗, u∗, p∗, λ∗) δu = 0 với mọi δu ∈ H1(Ω), (3.18)

và:

∇pL (q∗, u∗, p∗, λ∗) δp = 0 với mọi δp ∈ H1(Ω). (3.19)

Ta tính đạo hàm của L theo q :

∇qL (q∗, u∗, p∗, λ∗) δq = κ (q∗ − qd) δq +

∫
Ω

u∗p∗δq dx− λ∗δq,

với mọi δq ∈ R. Do đó (3.17) suy ra (3.14).

Tương tự ta đạo hàm L theo u:

∇uL (q∗, u∗, p∗, λ∗) δu = α

∫
Γ

(u∗ − uΓ) δu ds+

∫
Ω

c∇p∗ · ∇δu dx

+

∫
Ω

p∗β · ∇δu dx+

∫
Ω

q∗p∗δu dx+

∫
Γ

σp∗δu ds.

Do (3.18), với điểm tối ưu x∗ và nhân tử Lagrange tối ưu p∗, λ∗, số hạng này

bằng 0 với mọi hướng δu ∈ H1(Ω), nghĩa là ở dạng mạnh ta thu được bài

toán giá trị biên elliptic:

− c∆p∗ − β · ∇p∗ + q∗p∗ = 0 trong Ω,

c
∂p∗

∂n
+ (σ + β · n)p∗ = α (uΓ − u∗) trên Γ.

Đạo hàm L theo p, ta được:

∇pL (q∗, u∗, p∗, λ∗) δp =

∫
Ω

c∇u∗ · ∇δp dx+
∫
Ω

β · ∇u∗δp dx

+

∫
Ω

q∗u∗δp dx−
∫
Ω

fδp dx+

∫
Γ

σu∗δp ds−
∫
Γ

gδp ds,

với mọi δp ∈ H1(Ω). Từ (3.19), ta nhận được (3.16).
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Nhận xét 3.10. Từ

∇uL (q∗, u∗, p∗, λ∗) = ∇uJ (q∗, u∗) +∇ue (q
∗, u∗)∗ p∗ = 0.

Ta được

∇ue (q
∗, u∗)∗ p∗ = −∇uJ (q∗, u∗) ,

với ∇ue (q
∗, u∗)∗ : H1(Ω) → H1(Ω)′ là toán tử liên hợp của ∇ue (q

∗, u∗)

thỏa mãn:〈
∇ue (q

∗, u∗)∗ p, δu
〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

=
〈
∇ue (q

∗, u∗) δu, p
〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

,

với mọi p, δu ∈ H1(Ω).

Từ nhận xét (3.8) ta biết ∇ue (q
∗, u∗) là song ánh, nên nó cũng đơn ánh, do

đó p∗ là tồn tại duy nhất.

3.3 Thay thế ràng buộc bất đẳng thức

Hàm chi phí có thể xét ở dạng sau:

Jϱ
λ̂
(q, u) = J(q, u) +

1

2ϱ
max

{
0, λ̂+ ϱ (qa − q)

}2

, (3.20)

với ϱ > 0 và λ̂ > 0.

Bổ đề 3.11. Điều kiện bất đẳng thức:

qa − q∗ ≤ 0, (3.21)

cùng với điều kiện không âm:

λ∗ ≥ 0, (3.22)

và điều kiện bổ sung:

λ∗ (qa − q∗) = 0, (3.23)
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với nghiệm tối ưu λ∗ và q∗ tương đương với điều kiện đẳng thức:

λ∗ = max
{
0, λ∗ + ϱ (qa − q∗)

}
. (3.24)

Chứng minh. Từ (3.23), ít nhất một trong hai điều kiện (3.21) và (3.22) phải

đạt được dấu bằng. Để chứng minh (3.21), (3.22), và (3.23) suy ra (3.24), ta

xét ba trường hợp:

Với λ∗ = 0 và qa − q∗ = 0. Khi đó (3.24) đúng.

Với λ∗ > 0 và qa − q∗ = 0.

Ta có max
{
0, λ∗ + ϱ (qa − q∗)

}
= max {0, λ∗ + 0} = λ∗, do đó (3.24)

đúng.

Với λ∗ = 0 và qa − q∗ < 0 . Ta có max
{
0, λ∗ + ϱ (qa − q∗)

}
= 0 , do đó

(3.24) đúng.

Giả sử (3.24) đúng. Hiển nhiên (3.22) đúng. Giả sử qa− q∗ > 0 đúng. Khi đó

với mọi ϱ > 0 ta có:

λ∗ = max
{
0, λ∗ + ϱ (qa − q∗)

}
= λ∗ + ϱ (qa − q∗) > λ∗,

vô lí , do đó (3.21) đúng.

Nếu λ∗ > 0. Giả sử qa − q∗ < 0 đúng, ta lấy ϱ = −λ∗
qa−q∗ > 0 khi đó:

λ∗ = max
{
0, λ∗ + ϱ (qa − q∗)

}
= max

{
0, λ∗ − λ∗

qa − q∗
(qa − q∗)

}
= 0,

mâu thuần với λ∗ > 0. Do đó, qa − q∗ = 0 và (3.23) đúng.

Tiếp theo ta xét trường hợp qa − q∗ < 0 đúng. Giả sử λ∗ > 0 ta lấy ϱ =

−λ∗
qa−q∗ > 0 khi đó:

λ∗ = max
{
0, λ∗ + ϱ (qa − q∗)

}
= max

{
0, λ∗ − λ∗

qa − q∗
(qa − q∗)

}
= 0.

Mâu thuẫn do đó (3.23) đúng.
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Với hàm chi phí mới Jϱ
λ̂

ta đã thay thế ràng buộc bất đẳng thức bằng hàm

phạt 1
2ϱ max

{
0, λ̂+ ϱ (qa − q)

}2

. Do đó, ta được bài toán điều khiển tối ưu

sau:

min Jϱ
λ̂
(q, u) s.t (q, u) ∈ R×H1(Ω) thỏa mãn (2.1). (Pϱ

λ̂
)

Theo chứng minh của định lí (3.2) ta có (Pϱ

λ̂
) có nghiệm địa phương. Hiển

nhiên, bài toán mới thay đổi hệ KKT của ta nếu: λ̂+ ϱ (qa − q) > 0.

Bài toán tối ưu (Pϱ

λ̂
) có thể được giải bằng phương pháp SQP toàn cục.

Một nghiệm cho (Pϱ

λ̂
) cũng là một nghiệm cho bài toán (P) với giá trị đủ lớn

của ϱ, nghĩa là tồn tại ϱ > 0 sao cho nghiệm của (Pϱ

λ̂
) là một nghiệm của (P)

với ϱ ≥ ϱ được chứng minh cụ thể trong [13].

Tóm tắt ý tưởng ta có thuật toán sau:

Thuật toán 3.1 (Phương pháp Lagrange tăng cường)

(1) Chọn λ0 ≥ 0, ϱ0 > 0, và βϱ > 1. Đặt k = 0. Chọn điều kiện dừng phù

hợp.

(2) Xác định nghiệm xk+1 =
(
qk+1, uk+1

)
của (Pϱ

λ̂
) với ϱ = ϱk và λ̂ = λk và

nhân tử Lagrange pk+1 bằng cách áp dụng thuật toán 3.2 (Phương pháp SQP

toàn cục).

(3) Cập nhật nhân tử Lagrange λk+1 = max
{
0, λk + ϱk

(
qa − qk

)}
.

(4) Cho đến khi điều kiện dừng được thỏa mãn, đặt ϱk+1 = βϱϱk, k = k + 1,

và tiếp tục bước (2).
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Hàm Lagrange tăng cường có dạng:

Lϱ
λ̂
(q, u, p) =Jϱ

λ̂
(q, u) + ⟨e(q, u), p⟩H1(Ω)′,H1(Ω)

=
α

2

∫
Γ

|u− uΓ|2 ds+
κ

2
|q − qd|2

+
1

2ϱ
max

{
0, λ̂+ ϱ (qa − q)

}2

+

∫
Ω

c∇u · ∇p dx

+

∫
Ω

β · ∇up dx+
∫
Ω

qup dx−
∫
Ω

fp dx

+

∫
Γ

σup ds−
∫
Γ

gp ds.

Ta thấy ∇qLϱλ̂(q, u, p)δq là đạo hàm riêng duy nhất khác với đạo hàm riêng

của L(q, u, p, λ). Ta được:

∇qLϱλ̂(q, u, p)δq = κ (q − qd) δq+

∫
Ω

upδq dx−max
{
0, λ̂+ ϱ (qa − q)

}
δq.

Trong Hessian của Lϱ
λ̂
(q, u, p) phần duy nhất có thể thay đổi so với phần

tương ứng trong ∇2L(q, u, p, λ) là khi ta tính ∇2
(q,q)L

ϱ

λ̂
(q, u, p). Rõ ràng phần

này sẽ không đổi nếu λ + ϱ (qa − q) ≤ 0 . Nếu λ + ϱ (qa − q) > 0 , ta được

∇2
(q,q)L

ϱ

λ̂
(q, u, p) = κ+ ϱ.

3.3.1. Phương pháp SQP cho (Pϱ

λ̂
)

Ta giải bài toán tối ưu (Pϱ

λ̂
) trong mỗi lần lặp bằng phương pháp sequential

quadratic programming (SQP) được trình bày cụ thể trong [14]. Ta có thuật

toán:

Thuật toán 3.2 (Phương pháp SQP toàn cục)

(1) Đặt q0 = qk, u0 = uk và p0 = pk. Đặt i = 0. Chọn điều kiện dừng phù

hợp. Đặt ϱ = ϱk và λ̂ = λk.

(2) Với qi, ui, pi tính Hessian ∇2Lϱ
λ̂

(
qi, ui, pi

)
và đạo hàm Fréchet
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∇Lϱ
λ̂

(
qi, ui, pi

)
với λ̂ = λk+ϱ

(
qa − qi

)
với mỗi bước lặp SQP xi =

(
qi, ui

)
.

(3) Tìm nghiệm của hệ tuyến tính ∇2Lϱ
λ̂

(
qi, ui, pi

)
∆x̂ = −∇Lϱ

λ̂

(
qi, ui, pi

)
với ∆x̂ = (∆q,∆u,∆p)T .

(4) Nếu ∇2
xxL

ϱ

λ̂

(
qi, ui, pi

)
không thỏa mãn điều kiện bức, biến đổi ma trận

Hessian (sẽ trình bày ở phần sau) và quay lại bước (3).

(5) Thực hiện tìm kiếm L1-line search theo hướng ∆x̂ (sẽ trình bày ở phần

sau) để nhận được bước nhảy s.

(6) Cho đến khi điều kiện dừng được thỏa mãn, đặt qi+1 = qi + s∆q, ui+1 =

ui+ s∆u, pi+1 = pi+ s∆p, đặt i = i+1, và tiếp tục bước (2). Nếu điều kiện

dừng thỏa mãn, đặt qk+1 = qi, uk+1 = ui, và pk+1 = pi và tiếp tục bước (3)

trong thuật toán 3.1.

Vì trong phương pháp SQP ta bắt buộc phải tính Hessian của hàm La-

grange. Do đó ta có các điều kiện tối ưu bậc hai. Để xây dựng các điều kiện

tối ưu bậc hai, tất nhiên ta cần hàm chi phí J và toán tử song tuyến tính e có

đạo hàm Fréchet cấp hai. Chứng minh điều này tương tự định lí (3.5) và (3.6).

Mặt khác, ta đã chỉ ra trong mệnh đề (3.7) toán tử ∇e(q, u) là toàn ánh.

Ta sẽ đưa ra các điều kiện tối ưu bậc hai cho hàm Lagrange cho bởi:

Lϱ,γ
λ̂
(q, u, p) =Jϱ

λ̂
(q, u) +

〈
eγ(q, u), p

〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

=
α

2

∫
Γ

|u− uΓ|2 ds+
κ

2
|q − qd|2

+
1

2ϱ
max

{
0, λ̂+ ϱ (qa − q)

}2

+

∫
Ω

c∇u · ∇p dx

+

∫
Ω

β · ∇up dx+
∫
Ω

γqup dx−
∫
Ω

fp dx

+

∫
Γ

σup ds−
∫
Γ

gp ds.

Với γ = 1 ta có Lϱ,γ
λ̂

≡ Lϱ
λ̂
.
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Để đảm bảo điều kiện tối ưu bậc hai phù hợp nhất, ta sử dụng hai bổ đề

sau:

Bổ đề 3.12. Với x∗ = (q∗, u∗) là nghiệm tối ưu của (P) và đặt (δq, δu) ∈

Ker
(
∇e (q∗, u∗)

)
. Khi đó:

∥δu∥H1(Ω) ≤ Cu|δq|,

đúng với Cu :=
∥u∗∥L2(Ω)

α2(qa)
.

Chứng minh. Từ định nghĩa của Ker
(
∇e (q∗, u∗)

)
ta có

∇e (q∗, u∗) (δq, δu) = 0.

Do đó: 〈
∇e (q∗, u∗) (δq, δu), φ

〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

=

∫
Ω

c∇δu · ∇φdx

+

∫
Ω

β · ∇δuφdx+
∫
Ω

δqu∗φdx+

∫
Ω

q∗δuφdx+

∫
Γ

σδuφds = 0
, (3.25)

đúng với mọi φ ∈ H1(Ω). Ta có phương trình (3.25) là phương trình biến

phân của phương trình elliptic:

−c∆δu+ β · ∇δu+ q∗δu = −δqu∗ trong Ω, (3.26)

c
∂δu

∂n
+ σδu = 0 trên Γ. (3.27)

Phương trình này tương ứng với phương trình trạng thái của ràng buộc đẳng

thức e (q∗, δu) = 0, với f = −δqu∗ và g = 0. Do đó, hàm F ∈ H1(Ω)′ đưa

ra trong (2.3) cho bởi:

⟨F, φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω) =

∫
Ω

(−δqu∗)φdx.
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Từ nhận xét (2.4) với mọi q ≥ qa ta có :

α2(q) ≥ α2 (qa) = min

{
c

2
, qa −

∥β∥2Rd

2c

}
+min

{
0, σC2

Γ

}
> 0.

Khi đó, bất đẳng thức:

B(δu, δu; q) ≥ α2 (qa) ∥δu∥2H1(Ω),

đúng với mọi q ≥ qa. Từ mệnh đề (2.3) tồn tại duy nhất nghiệm δu ∈ H1(Ω)

của (3.26) thỏa mãn:

B(δu, ϕ; q) = ⟨F, ϕ⟩H1(Ω)′,H1(Ω) với mọi ϕ ∈ H1(Ω),

bởi vậy:

⟨F, δu⟩H1(Ω)′,H1(Ω) = B(δu, δu; q) ≥ α2 (qa) ∥δu∥2H1(Ω).

Từ định nghĩa chuẩn của hàm F ∈ H1(Ω)′

∥F∥H1(Ω)′ := sup
∥φ∥H1(Ω)=1

⟨F, φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω).

Ta có:

∥δu∥2H1(Ω) ≤
1

α2 (qa)
⟨F, δu⟩H1(Ω)′,H1(Ω) ≤

1

α2 (qa)
∥F∥H1(Ω)′∥δu∥H1(Ω),
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bởi vậy:

∥δu∥H1(Ω) ≤
1

α2 (qa)
sup

∥φ∥H1(Ω)=1

⟨F, φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω)

=
1

α2 (qa)
sup

∥φ∥H1(Ω)=1

(
−
∫
Ω

δqu∗φdx

)
≤ 1

α2 (qa)
sup

∥φ∥H1(Ω)=1

(
|δq|

〈
|u∗| , |φ|

〉
L2(Ω)

)
≤ 1

α2 (qa)
sup

∥φ∥H1(Ω)=1

(
|δq| ∥u∗∥L2(Ω) ∥φ∥L2(Ω)

)
≤ 1

α2 (qa)
sup

∥φ∥H1(Ω)=1

(
|δq| ∥u∗∥L2(Ω) ∥φ∥H1(Ω)

)
=

1

α2 (qa)
|δq| ∥u∗∥L2(Ω) = Cu|δq|.

Ta được điều cần chứng minh.

Nhận xét 3.13. Đối với bài toán tối ưu (Pϱ

λ̂
) điều kiện tối ưu (3.14) được thay

thế bằng:

κ (q∗ − qd) δq +

∫
Ω

upδq dx−max
{
0, λ̂+ ϱ (qa − q∗)

}
δq = 0. (3.28)

Hai điều kiện tối ưu còn lại (3.15) và (3.16) không thay đổi.

Bổ đề 3.14. Với (q∗, u∗, p∗) là nghiệm của điều kiện tối ưu bậc nhất (3.28),

(3.15), và (3.16). Khi đó:

∥p∗∥H1(Ω) ≤
CΓ

α̂2 (qa)

∥∥α (uΓ − u∗)
∥∥
L2(Γ)

,

với α̂2 (qa) = min

{
c
2 , q −

∥β∥2
Rd

2c

}
+min

{
0, (σ + β · n)C2

Γ

}
> 0.

Chứng minh. Dạng mạnh của phương trình liên hợp (3.15) được cho bởi:

−c∆p∗ − β · ∇p∗ + q∗p∗ = 0 trong Ω,
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c
∂p∗

∂n
+ (σ + β · n)p∗ = α(uΓ − u∗) trên Γ.

Ta định nghĩa toán tử song tuyến tính B̂(·, ·; q) với q ≥ qa cố định bởi:

B̂ (p∗, ϕ; q) =

∫
Ω

c∇p∗ · ∇ϕdx+
∫
Ω

p∗β · ∇ϕdx

+

∫
Ω

q∗p∗ϕdx+

∫
Γ

σp∗ϕds.

Tương tự chứng minh của mệnh đề (2.3) ta có với:

α̂2 (qa) = min

{
c

2
, qa −

∥β∥2Rd

2c

}
+min

{
0, (σ + β · n)C2

Γ

}
> 0,

và F̂ ∈ H1(Ω)′ cho bởi:

⟨F̂ , φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω) =

∫
Γ

α (uΓ − u∗)φds, với φ ∈ H1(Ω),

ta có:

B̂ (p∗, p∗; q) ≥ α̂2 (qa) ∥p∗∥2H1(Ω) ,

và

B̂ (p∗, ϕ; q) = ⟨F̂ , ϕ⟩H1(Ω)′,H1(Ω) với mọi ϕ ∈ H1(Ω).

Ta được:

α̂2 (qa) ∥p∗∥2H1(Ω) ≤ B̂ (p∗, p∗; q) =
〈
F̂ , p∗

〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

≤ ∥F̂∥H1(Ω)′ ∥p∗∥H1(Ω) ,
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do đó:

∥p∗∥H1(Ω) ≤
1

α̂2 (qa)
∥F̂∥H1(Ω)′ =

1

α̂2 (qa)
sup

∥φ∥H1(Ω)=1

⟨F̂ , φ⟩H1(Ω)′,H1(Ω)

=
1

α̂2 (qa)
sup

∥φ∥H1(Ω)=1

∫
Γ

α (uΓ − u∗)φds

≤ 1

α̂2 (qa)
sup

∥φ∥H1(Ω)=1

(∥∥α (uΓ − u∗)
∥∥
L2(Γ)

∥φ∥L2(Γ)

)
≤ 1

α̂2 (qa)
sup

∥φ∥H1(Ω)=1

(∥∥α (uΓ − u∗)
∥∥
L2(Γ)

CΓ∥φ∥H1(Ω)

)
=

CΓ

α̂2 (qa)

∥∥α (uΓ − u∗)
∥∥
L2(Γ)

,

ta được điều cần chứng minh.

Định lí tiếp theo là điều kiện đủ tối ưu bậc hai cho bài toán tối ưu vô hạn

chiều (được trình bày trong [15].

Định lí 3.15. Cho (q∗, u∗, p∗) là nghiệm của điều kiện tối ưu bậc nhất (3.28),

(3.15), và (3.16). Nếu ∇2
xxL

ϱ,γ

λ̂
(q∗, u∗, p∗) thỏa mãn điều kiện bức trên

Ker
(
∇e (q∗, u∗)

)
, khi đó (q∗, u∗, p∗) là nghiệm của (Pϱ

λ̂
).

Định lí tiếp theo đưa ra điều kiện đủ để thỏa mãn định lí (3.15) với bài toán

(Pϱ

λ̂
).

Định lí 3.16. Cho (q∗, u∗, p∗) là nghiệm của điều kiện tối ưu bậc nhất (3.28),

(3.15), và (3.16). Nếu:

γ <
α̂2 (qa)min

{
κ
2 ,

κ
2C2

u

}
CΓ

∥∥α (uΓ − u∗)
∥∥
L2(Γ)

, (3.29)

khi đó ∇2
xxL

ϱ,γ

λ̂
(q∗, u∗, p∗) thỏa mãn điều kiện bức trên Ker

(
∇e (q∗, u∗)

)
, do

đó (q∗, u∗, p∗) là nghiệm tối ưu của (Pϱ

λ̂
).
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Chứng minh. Ta có:

∇2
xxL

ϱ,γ

λ̂
(q∗, u∗, p∗) ((δq, δu), (δq, δu)) = κ|δq|2 + 2γδq

∫
Γ

pδu ds

+ α∥δu∥2L2(Γ),

với (δq, δu) ∈ R × H1(Ω) và ta cần chứng minh với điều kiện (3.29) điều

kiện bức của ∇2
xxL

ϱ,γ

λ̂
(q∗, u∗, p∗) trên Ker

(
∇e (q∗, u∗)

)
được đảm bảo nghĩa

là:

∇2
xxL

ϱ,γ

λ̂
(q∗, u∗, p∗) ((δq, δu), (δq, δu)) ≥ η∥(δq, δu)∥2R×H1(Ω), (3.30)

với (δq, δu) ∈ Ker
(
∇e (q∗, u∗)

)
và hằng số η > 0.

Đầu tiên ta xét trường hợp γ = 0. Theo bổ đề (3.12) ta được:

∇2
xxL

ϱ,0

λ̂
(q∗, u∗, p∗) ((δq, δu),(δq, δu)) = κ|δq|2 + α∥δu∥2L2(Γ)

=
κ

2
|δq|2 + κ

2
|δq|2 + α∥δu∥2L2(Γ)

≥ κ

2
|δq|2 + κ

2C2
u

∥δu∥2H1(Ω)

≥ min

{
κ

2
,
κ

2C2
u

}
∥(δq, δu)∥2R×H1(Ω).

Do đó, (3.30) thỏa mãn với η := min
{
κ
2 ,

κ
2C2

u

}
> 0. Với γ > 0, áp dụng bổ

đề (3.14) ta có:

∇2
xxL

ϱ,γ

λ̂
(q∗, u∗, p∗) ((δq, δu), (δq, δu))

≥κ
2
|δq|2 + κ

2C2
u

∥δu∥2H1(Ω) − 2γ

∫
Ω

∣∣δq∥p∗∣∣ |δu|dx
≥κ
2
|δq|2 + κ

2C2
u

∥δu∥2H1(Ω) − 2γ|δq| ∥p∗∥L2(Ω) ∥δu∥L2(Ω)

≥κ
2
|δq|2 + κ

2C2
u

∥δu∥2H1(Ω) − 2γ|δq| ∥p∗∥H1(Ω) ∥δu∥H1(Ω)

≥κ
2
|δq|2 + κ

2C2
u

∥δu∥2H1(Ω) − 2γ
CΓ

α̂2 (qa)

∥∥α (uΓ − u∗)
∥∥
L2(Γ)

|δq|∥δu∥H1(Ω)



85

≥κ
2
|δq|2 + κ

2C2
u

∥δu∥2H1(Ω)

−2γ
CΓ

α̂2 (qa)

∥∥α (uΓ − u∗)
∥∥
L2(Γ)

1

2

(
|δq|2 + ∥δu∥2H1(Ω)

)
≥

(
min

{
κ

2
,
κ

2C2
u

}
− γ

CΓ

α̂2 (qa)

∥∥α (uΓ − u∗)
∥∥
L2(Γ)

)
∥(δq, δu)∥2R×H1(Ω).

Do đó nếu (3.29) đúng, hằng số:

η̂ := min

{
κ

2
,
κ

2C2
u

}
− γ

CΓ

α̂2 (qa)

∥∥α (uΓ − u∗)
∥∥
L2(Γ)

> 0,

và (3.30) đúng với η = η̂.

Nhận xét 3.17. Từ định lí (3.16), ∇2
xxL

ϱ,γ

λ̂
(q∗, u∗, p∗) thỏa mãn điều kiện bức

nếu:

γ
∥∥α (uΓ − u∗)

∥∥
L2(Γ)

<
α̂2 (qa)

CΓ
min

{
κ

2
,
κ

2C2
u

}
,

nghĩa là γ
∥∥α (uΓ − u∗)

∥∥
L2(Γ)

đủ nhỏ. Do đó nếu u∗ gần với uΓ trên biên Γ

theo chuẩn L2, tham số damping γ có thể lấy bằng 1.

Định lí tiếp theo khẳng định tính hội tụ địa phương của phương pháp SQP

với tỉ lệ hội tụ bậc 2 .

Định lí 3.18. Cho (q∗, u∗) là nghiệm của (Pϱ

λ̂
). Với ∇e (q∗, u∗) là toàn ánh,

và ∇2
xxL

ϱ

λ̂
(q∗, u∗, p∗) thỏa mãn điều kiện bức trên Ker

(
∇e (q∗, u∗)

)
. Khi đó,

vì phương pháp SQP tương đương cục bộ với phương pháp Newton áp dụng

cho điều kiện tối ưu bậc nhất, sự hội tụ của phương pháp SQP mà ta áp dụng

trong bài toán là địa phương bậc hai, nghĩa là tồn tại ρ > 0 và C > 0 thỏa

mãn: ∥∥∥∥(qi+1, ui+1, pi+1
)
− (q∗, u∗, p∗)

∥∥∥∥
R×H1(Ω)×H1(Ω)

≤ C

∥∥∥∥(qi, ui, pi)− (q∗, u∗, p∗)

∥∥∥∥2
R×H1(Ω)×H1(Ω)

, với mọi i ∈ N,
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nếu cho giá trị khởi tạo
∥∥∥(q0, u0, p0)− (q∗, u∗, p∗)

∥∥∥
R×H1(Ω)×H1(Ω)

< ρ .

Nhận xét 3.19. Hệ phương trình tuyến tính, đối xứng ở bước (3) của Thuật

toán 3.2 có thể được giải, ví dụ, bằng phương pháp phân tích LU.

3.3.2. Damping Hessian

Với ∇2
xxL

ϱ

λ̂
(q, u, p) ta biểu thị Hessian gồm đạo hàm riêng cấp 2 theo biến

x = (q, u). Nghĩa là ∇2
xxL

ϱ

λ̂
(q, u, p) có dạng :

∇2
xxL

ϱ

λ̂
(q, u, p) =

 κ+ ϱ p

p α

 ,

nếu λ+ ϱ (qa − q) > 0, và có dạng:

∇2
xxL

ϱ

λ̂
(q, u, p) =

 κ p

p α

 ,

nếu λ + ϱ (qa − q) ≤ 0. Toán tử ∇2
xxL

ϱ

λ̂
(q, u, p) cần thỏa mãn điều kiện bức

trên Ker∇e(q, u) để có được một hướng giảm. Điều kiện này có thể không

thỏa mãn tại mọi bước lặp x̂ = (q, u, p). Để tránh vấn đề này, ta làm giảm

một số phần tử của ∇2
xxL

ϱ

λ̂
(q, u, p) có thể ảnh hưởng đến việc không thỏa

mãn điều kiện bức của Hessian . Những phần tử này là ∇2
(q,u)L

ϱ

λ̂
(q, u, p) và

∇2
(u,q)L

ϱ

λ̂
(q, u, p). Ta thay đổi toán tử ∇2

xxL
ϱ

λ̂
(q, u, p) một chút để nhận được

damped Hessian ∇2
xxL

ϱ,γ

λ̂
(q, u, p) :

∇2
xxL

ϱ,γ

λ̂
(q, u, p) =

 κ(+ϱ) γp

γp α

 ,
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như trong [16]. Ta cần:

∇2
xxL

ϱ,γ

λ̂
(q∗, u∗, p∗) ((∆q,∆u), (∆q,∆u)) ≥ η

(
|∆q|2 + ∥∆u∥2H1(Ω)

)
,

(3.31)

với hướng (∆q,∆u) được tính trong bước (3) của thuật toán 3.1, với η là một

giá trị lớn hơn 0. Tại mỗi bước lặp i ta có:

∇2
xxL

ϱ,γ

λ̂

(
qi, ui, pi

)((
∆qi,∆ui

)
,
(
∆qi,∆ui

))
= κ

∣∣∣∆qi∣∣∣2 + 2γ∆qi
∫
Γ

pi∆ui ds+ α
∥∥∥∆ui∥∥∥2

L2(Γ)
,

Với γ = 0, ta được ∇2
xxL

ϱ,0

λ̂

(
qi, ui, pi

)
xác định dương vì cách xác định α và

κ. Mục đích của ta là ước tính ∇2
xxL

ϱ

λ̂

(
qi, ui, pi

)
đủ tốt. Do đó, ta cố gắng tìm

giá trị γ nằm giữa 0 và 1 thỏa mãn (3.31). Chú ý với:

γ ≤ Cγ :=
η
(∣∣∆qi∣∣2 + ∥∥∆ui∥∥2

H1(Ω)

)
− κ

∣∣∆qi∣∣2 − α
∥∥∆ui∥∥2

H1(Ω)

2∆qi
∫
Γ p

i∆ui ds
,

ta được (3.31). Do đó, ta có thể chọn:

γi := max
{
0,min

{
ξCγ, 1

}}
,

tại mỗi bước lặp thứ i của SQP với ξ = 0.9 chẳng hạn.

3.3.3. Line search

Phương pháp Lagrange tăng cường SQP vẫn có thể không hội tụ dù mỗi

bước lặp đảm bảo tính xác định dương của ma trận Hessian. Do đó, ta cố gắng

khắc phục việc này bằng cách chọn line search phù hợp.

Một kĩ thuật có thể sử dụng là Armijo-rule như trong [16] yêu cầu với bước

nhảy s bất đẳng thức sau đúng:

φi(s)− φi(0) ≤ εs
(
φ̄i(1)− φ̄i(0)

)
, (3.32)
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với hằng số cố định ε ∈
[
10−4, 10−3

]
, tại mỗi bước lặp i hàm φi được định

nghĩa cho xi =
(
qi, ui

)
bởi :

φi(s) = J
(
xi + s∆xi

)
+ µ

∥∥∥∥e(xi + s∆xi
)∥∥∥∥

H1(Ω)

, với s ∈ [0, 1],

và tuyến tính hóa của nó φ̄i định nghĩa bởi:

φ̄i(s) = J
(
xi
)
+ s∇J

(
xi
)
∆xi + µ

∥∥∥∥e(xi)+ s∇e
(
xi
)
∆xi

∥∥∥∥
H1(Ω)

,

với s ∈ [0, 1] và tham số phạt µ ≥ 0.

Chú ý ∇e
(
xi
)
∆xi = −e

(
xi
)

đúng (do phương trình thứ ba của bước thứ

3 trong thuật toán SQP), và do đó ta có:

φ̄i(s) = J
(
xi
)
+ s∇J

(
xi
)
∆xi + µ

∥∥∥∥e(xi)∥∥∥∥
H1(Ω)

(1− s), với s ∈ [0, 1].

Phần phạt µ
∥∥∥e (xi)∥∥∥

H1(Ω)
có thể hiểu là ta muốn đánh đổi tính giảm của hàm

chi phí J với việc đo sự vi phạm ràng buộc e
(
xi
)
= 0. Với giá trị lớn của µ

tính giảm của hàm φi được đảm bảo.

Về mặt tính toán, ta cần tăng tham số µ cho đến khi điều kiện

φ̄i(1)− φ̄i(0) < 0,

được thỏa mãn. Giá trị này cho µ được chèn vào giữa hai hàm φi và φ̄i. Bây

giờ ta có thể bắt đầu Armijo-type line search. Ta giảm bước nhảy s - ví dụ

giảm 1 nửa - cho đến khi (3.32) thỏa mãn.

3.4 Xấp xỉ Galerkin của thuật toán SQP

Trong các thử nghiệm số ta xấp xỉ u bởi các tổ hợp tuyến tính của phần tử

hữu hạn hoặc cơ sở POD.
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Ta kí hiệu nghiệm bởi phương pháp phần tử hữu hạn là uh và bởi POD là

uℓ. Các hệ số của hàm cơ sở tương ứng (cơ sở của phần tử hữu hạn là φi với

i = 1, . . . , nFE và cơ sở POD là ψi với i = 1, . . . , ℓ) được kí hiệu bởi uhi và

uℓi , nghĩa là:

uh(x) =

nFE∑
i=1

uhi φi(x),

và:

uℓ(x) =
ℓ∑
i=1

uℓiψi(x).

Ta làm tương tự với nhân tử Lagrange p ∈ H1(Ω), ta định nghĩa xấp xỉ theo

phần tử hữu hạn của p bởi:

ph(x) =

nFE∑
i=1

phi φi(x),

và bởi POD bởi:

pℓ(x) =
ℓ∑
i=1

pℓiψi(x),

với phi và pℓi là các hệ số tương ứng. Ta muốn rời rạc các điều kiện tối ưu liên

tục (3.14) -(3.16) cho bài toán (P) bởi hệ hữu hạn chiều không tuyến tính.

Ta xem xét tích vô hướng trong L2 của hàm uh và ph:∫
Ω

uh(x)ph(x)dx =

∫
Ω

nFE∑
i=1

uhi φi(x)

nFE∑
j=1

phjφj(x)dx

=

nFE∑
i=1

nFE∑
j=1

uhi

∫
Ω

φi(x)φj(x)dxp
h
j =

nFE∑
i=1

nFE∑
j=1

uhiM
h
ijp

h
j .

Với Mh ta định nghĩa là ma trận đối xứng xác định dương với mỗi phần tử

Mh
ij là tích vô hướng trong L2 của hàm cơ sở phần tử hữu hạn φi và φj với

1 ≤ i, j ≤ nFE . Do đó, rời rạc theo phần tử hữu hạn của điều kiện tối ưu bậc
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nhất (3.14) là:

κ (q − qd) +
(
uh
)T

Mhph − λ = 0, (3.33)

với uh và ph là các vectơ chứa hệ số
{
uhi
}nFE

i=1
và
{
phi
}nFE

i=1
trong xấp xỉ phần

tử hữu hạn. Ta định nghĩa ma trận đối xứng, nửa xác định dương BDh ∈

RnFE×nFE bởi:

BDh
ij =

∫
Γ

φi(x)φj(x)ds với 1 ≤ i, j ≤ nFE.

Chú ý BDh
ij =

〈
φi(x), φj(x)

〉
L2(Γ)

với 1 ≤ i, j ≤ nFE. Do đó ta có thể viết

α
∫
Γ

(
uh − uhΓ

)
δuh ds như sau:

α

∫
Γ

(
uh − uhΓ

)
δuh ds = α

∫
Γ

nFE∑
i=1

(
uhi −

(
uhΓ

)
i

)
φi(x)

nFE∑
j=1

δuhjφj(x)ds

= α

nFE∑
i=1

nFE∑
j=1

(
uhi −

(
uhΓ

)
i

)∫
Γ

φi(x)φj(x)dsδu
h
j

= α
(
uh − uhΓ

)T
BDhδuh,

với δuh là vectơ chứa các hệ số
{
δuhi
}nFE

i=1
của cơ sở phần tử hữu hạn.

Ta định nghĩa ma trận đối xứng, nửa xác định dương Ŝh ∈ RnFE×nFE bởi:

Ŝhij =

∫
Ω

∫
Ω

∇φi(x) · ∇φj(x)dx với 1 ≤ i, j ≤ nFE.

Chú ý Ŝh = Sh−Mh , với Sh là ma trận độ cứng ta đã giới thiệu trong (2.17).

Khi đó ta được:∫
Ω

c∇ph · ∇δuh dx = c

∫
Ω

∇

nFE∑
i=1

phi φi(x)

 · ∇

nFE∑
j=1

δuhjφj(x)

 dx

=

nFE∑
i=1

nFE∑
j=1

cphi

∫
Ω

∇φi(x) · ∇φj(x)dxδuhj

=
(
ph
)T

cŜhδuh.
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Định nghĩa ma trận không đối xứng BEh ∈ RnFE×nFE bởi:

BEhij =

∫
Ω

φi(x)β · ∇φj(x)dx với 1 ≤ i, j ≤ nFE.

Ta được∫
Ω

phβ · ∇δuh dx =

∫
Ω

nFE∑
i=1

phi φi(x)β · ∇

nFE∑
j=1

δuhjφj(x)

 dx

=

nFE∑
i=1

nFE∑
j=1

phi

∫
Ω

φi(x)β · ∇φj(x)dxδuhj

=
(
ph
)T

BEhδuh.

Hơn nữa, ta có:∫
Ω

qphδuh dx =

∫
Ω

q

nFE∑
i=1

phi φi(x)

nFE∑
j=1

δuhjφj(x)

= q

nFE∑
i=1

nFE∑
j=1

phi

∫
Ω

φi(x)φj(x)dxδu
h
j = q

(
ph
)T

Mhδuh,

và:∫
Γ

σphδuh ds =

∫
Γ

σ

nFE∑
i=1

phi φi(x)

nFE∑
j=1

δuhjφj(x)ds

= σ

nFE∑
i=1

nFE∑
j=1

phi

∫
Γ

φi(x)φj(x)dsδu
h
j = σ

(
ph
)T

BDhδuh.

Rời rạc theo phần tử hữu hạn của điều kiện tối ưu (3.15) được cho bởi:

αBDh
(
uh − uhΓ

)
+

(
cŜh +

(
BEh

)T
+ qMh + σBDh

)
ph = 0. (3.34)

Ta định nghĩa vectơ fh ∈ RnFE và gh ∈ RnFE bởi:

fhi =

∫
Ω

f(x)φi(x)dx với 1 ≤ i ≤ nFE,
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và:

ghi =

∫
Γ

g(x)φi(x)dx với 1 ≤ i ≤ nFE.

Tương tự (3.33) và (3.34), ta áp dụng rời rạc theo phần tử hữu hạn cho điều

kiện tối ưu (3.16) và được:(
cŜh + BEh + qMh + σBDh

)
uh − fh − gh = 0. (3.35)

Tiếp theo ta mô tả phương pháp xấp xỉ POD Galerkin của các điều kiện

tối ưu (3.14)-(3.16).

Các hàm cơ sở POD
{
ψhi
}ℓ
i=1

có thể viết thành tổ hợp tuyến tính của phần tử

hữu hạn {φi}nFE

i=1 , nghĩa là với i ∈ {1, . . . ℓ} :

ψhi (x) =

nFE∑
l=1

Uliφl(x).

Ma trận chứa các hệ số phần tử hữu hạn của cơ sở POD được kí hiệu bởi

U =
((

Uij

))
∈ RnFE×ℓ.

Ta xem xét chuẩn trong L2 của các hàm uℓ và pℓ dựa trên cơ sở POD ta được:∫
Ω

uℓ(x)pℓ(x)dx =

∫
Ω

ℓ∑
i=1

uℓiψi(x)
ℓ∑

j=1

pℓjψj(x)dx

=
ℓ∑
i=1

ℓ∑
j=1

uℓi

∫
Ω

ψi(x)ψj(x)dxp
ℓ
j.

Đặt:

Mℓ
ij =

∫
Ω

ψi(x)ψj(x)dx =

∫
Ω

nFE∑
l=1

nFE∑
k=1

Uliφl(x)Ukjφk(x)dx

=

nFE∑
l=1

nFE∑
k=1

UliUkj

∫
Ω

φl(x)φk(x)dx =

nFE∑
l=1

nFE∑
k=1

UliUkjM
h
lk

=
(
UTMhU

)
ij
.
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Do đó:

Mℓ = UTMhU ∈ Rℓ×ℓ.

Tương tự ta tính các ma trận:

BDℓ = UTBDhU ∈ Rℓ×ℓ,

Ŝℓ = UT ŜhU ∈ Rℓ×ℓ,

BEℓ = UTBEhU ∈ Rℓ×ℓ.

Và các vectơ:

fℓ = UT fh ∈ Rℓ,

và:

gℓ = UT gh ∈ Rℓ.

Khi đó rời rạc POD của các điều kiện tối ưu (3.14)-(3.16) là:

κ (q − qd) +
(
uℓ
)T

Mℓpℓ − λ = 0, (3.36)

αBDℓ
(
uℓ − uℓΓ

)
+

(
cŜℓ +

(
BEℓ

)T
+ qMℓ + σBDℓ

)
pℓ = 0, (3.37)

và (
cŜℓ + BEℓ + qMℓ + σBDℓ

)
uℓ − fℓ − gℓ = 0. (3.38)

Lưu ý rằng các điều kiện tối ưu này thường có số chiều nhỏ hơn (ℓ≪ nFE)

so với trong (3.33)-(3.35).

Sự rời rạc của Hessian được thực hiện tương tự như đối với các điều kiện

tối ưu bậc nhất. Ta được Hessian:
κ pTM uTM

MTp αBD (cŜ + BE + qM+ σBD)T

MTu cŜ + BE + qM+ σBD 0

 ,
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trong đó các ma trận M , Ŝ, BD, BE và các vectơ u và p là đại diện cho

những ma trận và vectơ phát sinh trong việc rời rạc liên quan đến cơ sở phần

tử hữu hạn hoặc cơ sở POD. Chúng được thay thế bằng Mh, Ŝh, BDh , BEh,

uh và ph nếu ta đã làm việc với cơ sở phần tử hữu hạn và bởi M ℓ, Ŝℓ, BDℓ,

BEℓ, uℓ, và pℓ nếu ta làm việc với cơ sở POD.
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

Các kết quả nghiên cứu chính của luận văn bao gồm:

1. Trình bày về phương pháp phân tích trực giao chuẩn (POD) trong không

gian vô hạn chiều.

2. Đưa ra xấp xỉ POD-Galerkin cho bài toán biên Robin của phương trình

elliptic có tham số và ước lượng sai số của phương pháp.

3. Mô hình hóa bài toán xác định tham số dưới dạng bài toán điều khiển

tối ưu và được xử lí bằng thuật toán Lagrange tăng cường kết hợp với

phương pháp SQP toàn cục. Chúng tôi cũng trình bày cách thuật toán có

thể rời rạc bởi cơ sở Galerkin phần tử hữu hạn hoặc POD để thấy sự ưu

việt của phương pháp POD.

Dựa vào các kết quả đã đạt được, một số hướng phát triển của luận văn

như sau:

1. Xem xét bài toán xác định tham số trong trường hợp không gian tham số

nhiều chiều hơn.

2. Xem xét bài toán xác định tham số trong trường hợp tham số là hàm.
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