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3.5 Phát triển tính chất trực giao trong phương pháp Galerkin với phép lấy trung 

bình cục bộ có trọng số ......................................................................................... 70 
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DANH MỤC CÁC KÝ HIỆU, CÁC CHỮ VIẾT TẮT 

Chữ viết tắt Tiếng Việt Tiếng Anh 

𝛼, 𝛾, 𝐶, 𝐷, 𝑡, 𝑢, 𝑣 các hằng số 

𝑎𝑖 bậc tự do tổng quát general degrees of freedom 

𝑏𝑖, 𝑘𝑗 hệ số tuyến tính hóa 

𝑏, 𝑏𝑡𝑡 , 𝑘 hệ số cản, hệ số cản của lực cản tuyến tính và hệ số 

độ cứng tuyến tính hóa tương đương 

𝑉 thể tích thay đổi trong quá trình gia tải. 

𝐷, 𝐷𝑆 toán tử vi phân 

E[.], 〈∎〉 toán tử kỳ vọng 

E, EI: Module đàn hồi, độ cứng chống uốn 

ELM phương pháp tuyến tính hóa 

tương đương 

equivalent 

linearization method 

𝑒(𝑥), 𝑒(𝑥, 𝑥̇) phương trình sai số (phần dư) 

𝑒𝑑𝑓, 𝑒𝑑𝑟 sai số tiến, lùi 

FE phần tử hữu hạn finite element 

FEM 
phương pháp phần tử hữu hạn 

finite element 

method 

𝑓𝑖 các hàm chuỗi nhất định 

𝑓, 𝑇 tần số dao động, chu kỳ dao động 

𝑓(𝑡), 𝜉̇(𝑡) 
 

hàm kích động, hàm kích động ngoài ngẫu nhiên 

ồn trắng Gauss 

FPK 
phương trình FPK 

Fokker – Planck – 

Kolgomorov 

GCA phương pháp Galerkin với 

phép lấy trung bình thông 

thường 

Galerkin method 

with conventional 

averaging 

GWLA phương pháp Galerkin với 

phép lấy trung bình cục bộ có 

trọng số 

Galerkin method 

with weighted 

local averaging 

𝛤 hàm Euler Gamma 

g𝑝𝑡(𝑥, 𝑥̇) là hàm của các lực cản và đàn hồi phi tuyến 

𝐺(𝜈) 
 

là hàm phi tuyến phụ thuộc vận tốc và hướng của 

vận tốc 

𝛾, ℎ hệ số độ cứng của lực đàn hồi phi tuyến, hệ số cản 

ℎ, 𝑐3, 𝜎 là các số thực dương 

𝑘, 𝑘𝑡𝑡: 
 

độ cứng của lò xo, hằng số phương trình vi phân, 

hệ số độ cứng của lực đàn hồi tuyến tính 

𝑘𝐶𝐴
𝑣𝑎𝑟, 𝑘𝑊𝐿𝐴

𝑣𝑎𝑟  hệ số tuyến tính hóa tương đương trong trường hợp 

cột có tiết diện thay đổi xác định theo phép lấy 

trung bình thông thường CA và theo WLA 

𝑘𝐶𝐴
𝑒𝑥𝑝

, 𝑘𝑊𝐿𝐴
𝑒𝑥𝑝

 hệ số tuyến tính hóa tương đương trong trường hợp 

cột có tiết diện thay đổi theo hàm mũ xác định theo 

CA, theo theo WLA 
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𝑘𝑣𝑎𝑟 hệ số tuyến tính hóa tương đương trong trường hợp 

cột có tiết diện thay đổi 

𝑘𝐶𝐴
𝑝𝑜𝑤

, 𝑘𝑊𝐿𝐴
𝑝𝑜𝑤

 hệ số tuyến tính hóa tương đương trong trường hợp 

cột với mô-men quán tính được cho bởi hàm lũy 

thừa xác định theo CA và theo WLA 

𝑘0, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4, 𝑘, 𝑏, 𝑘𝑐 , 𝑘𝑟𝑐 các hệ số tuyến tính hóa 

𝑘𝑡𝑏 hệ số tuyến tính hóa trung bình 

𝑘𝑡𝑠 và 𝑘𝑑 , 𝜆𝑑 𝑣à 𝜆𝑡𝑠 hệ số tuyến tính hóa, hệ số trở về 

𝜆, 𝜆𝑐, 𝛾1 hệ số trở về 

ℒ(𝑢) ℒ là toán tử vi phân, trên miền u 

𝑀0 mô-men uốn đầu liên kết 

𝑚 khối lượng 

𝑁𝑥, P lực dọc trục 

ODE phương trình vi phân 

thường 

ordinary differential 

equation 

𝑝, 𝑝1, 𝑝2 trọng số chuẩn hóa 

𝑃𝑐𝑟 lực tới hạn Euler 

𝑃𝑐𝑟
𝐸 , 𝑃𝑐𝑟

𝐺 , 𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 lực tới hạn Euler, lực tới hạn gần đúng tính theo 

phương pháp Galerkin, tiêu chuẩn đối ngẫu có 

trọng số. 

𝑃𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 tải trọng tới hạn không thứ nguyên của cột có tiết 

diện không đổi 

𝑃𝐺𝐶𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑃𝑆𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  tải trọng tới hạn xấp xỉ của cột có tiết diện không 

đổi được xác định bởi GCA, GWLA và SGWLA 

 𝑃𝑒𝑥𝑝, 𝑃𝑝𝑜𝑤 tải trọng tới hạn không thứ nguyên của cột có tiết 

diện biến thiên theo hàm mũ và hàm lũy thừa 

𝑃𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡
𝑒𝑥𝑝

, 𝑃𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡
𝑝𝑜𝑤

 tải trọng tới hạn chính xác được trong trường hợp 

tiết diện biến thiên theo hàm mũ và hàm lũy thừa 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑣𝑎𝑟  tải trọng tới hạn xấp xỉ của cột có tiết diện thay đổi 

được xác định bởi GWLA 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑒𝑥𝑝,𝐶𝐴

, 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑒𝑥𝑝,𝑊𝐿𝐴

 tải trọng tới hạn xấp xỉ của cột có tiết diện thay đổi 

được xác định bởi GWLA với hệ số tuyến tính hóa 

𝑘𝐶𝐴
𝑒𝑥𝑝

 và hệ số tuyến tính hóa 𝑘𝑊𝐿𝐴
𝑒𝑥𝑝

 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑝𝑜𝑤,𝐶𝐴

, 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑝𝑜𝑤,𝑊𝐿𝐴

 

 

tải trọng tới hạn xấp xỉ của cột có tiết diện thay đổi 

được xác định bởi GWLA với hệ số tuyến tính hóa 

𝑘𝐶𝐴
𝑝𝑜𝑤

 và hệ số tuyến tính hóa 𝑘𝑊𝐿𝐴
𝑝𝑜𝑤

 

Π𝑃 hàm thế năng 

𝑞 áp lực bên ngoài, hoặc lực phân bố theo đường 

thẳng, diện tích, thể tích 

𝑟2, 𝜇 hệ số tương quan hay mức độ phụ thuộc tuyến tính 
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vận tốc 

𝑦”, 𝑦′ độ võng, góc xoay của dầm Euler 

 

 

  



xi 

 

  

DANH MỤC CÁC BẢNG 

 

Bảng 1.1. Kết quả tính toán ví dụ Hình 1.10 ............................................................ 27 
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Bảng 3.11. Hệ số tương đương của cột có mô-men quán tính thay đổi (a = 2) ........ 83 
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MỞ ĐẦU 

1. Lý do lựa chọn đề tài 

Trong lĩnh vực xây dựng và tính toán kết cấu, ổn định là tính chất quan trọng 

của công trình thể hiện qua khả năng giữ được vị trí ban đầu hoặc giữ được dạng cân 

bằng ban đầu trong trạng thái biến dạng tương ứng với các tải trọng tác dụng. Các bài 

toán ổn định kết cấu được bắt đầu từ nghiên cứu thực nghiệm do Piter Musschenbroek 

công bố năm 1729, ông đã đi đến kết luận rằng lực tới hạn tỷ lệ nghịch với bình 

phương chiều dài thanh. Sau đó bằng phân tích toán học Leonhard Euler cũng nhận 

được kết quả như vậy. Bước chuyển của công trình từ trạng thái ổn định sang trạng 

thái không ổn định gọi là mất ổn định. Giới hạn ban đầu hay trạng thái đầu tiên của 

bước chuyển đó gọi là trạng thái tới hạn của công trình. Tải trọng tương ứng với 

trạng thái tới hạn gọi là tải trọng tới hạn. Với khái niệm về ổn định cũng cần phân 

biệt hai trường hợp là mất ổn định về vị trí và mất ổn định về dạng cân bằng ở trạng 

thái biến dạng. 

Hiện tượng mất ổn định về dạng cân bằng ở trạng thái biến dạng xảy ra khi tải 

trọng còn nhỏ tương ứng với dạng biến dạng ban đầu của vật thể nhưng buộc phải 

chuyển sang dạng biến dạng mới khác. Trong những tình huống này, dạng biến dạng 

ban đầu không thể hiện sự cân bằng giữa các ngoại lực và nội lực mà chỉ có thể thực 

hiện được tương ứng với dạng biến dạng mới, nó khác với dạng biến dạng ban đầu 

về tính chất hoặc khi giảm tải trọng. Hiện tượng thứ hai là mất ổn định về mặt vị trí, 

điểm khác với mất ổn định về dạng cân bằng là đối tượng nghiên cứu là tuyệt đối 

cứng và sự cân bằng chỉ xét với ngoại lực so với mất ổn định về mặt vị trí là xét cả 

ngoại lực và nội lực. 

Trong hầu hết các kết cấu hoặc các cấu kiện, sự mất ổn định có liên quan đến 

xu hướng thay đổi về tính chất và chuyển từ trạng thái chịu lực này sang trạng thái 

chịu lực khác. Ví dụ, một cột dài, mảnh dẹt chịu lực dọc trục, ở trạng thái tới hạn sẽ 

đi từ trạng thái chịu nén thuần túy sang trạng thái nén và uốn kết hợp. Để giải quyết 

các bài toán ổn định của hệ kết cấu, chúng ta đưa bài toán ban đầu về bài toán trị riêng 

và có nhiều phương pháp được đề xuất như: phương pháp cổ điển hay phương pháp 

phân nhánh, phương pháp cân bằng và phương pháp tĩnh. 
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Trong phân tích và tính toán bài toán ổn định, với thanh tiết diện không đổi đã 

được nhiều tác giả nghiên cứu, nội dung nghiên cứu khá đầy đủ. Tuy nhiên bài toán 

ổn định với thanh có tiết diện thay đổi là một bài toán khó giải quyết, chưa được quan 

tâm nhiều mặc dù được áp dụng rộng rãi trong xây dựng công trình vì có những ưu 

điểm về mặt kinh tế và kỹ thuật (như thanh có tiết diện thay đổi dạng bậc thang, thanh 

có mặt cắt biến đổi liên tục, thanh có tiết diện thay đổi theo một hàm số…). 

Cũng giống như hiện tượng mất ổn định thì hiện tượng dao động cũng là một 

trong hiện tượng xảy ra phổ biến trong tự nhiên. Nó xuất hiện trong các lĩnh vực như 

vật lý, hóa học, sinh học, kinh tế và kỹ thuật. Các bài toán quan trọng hay gặp trong 

các lĩnh vực này là bài toán dao động ngẫu nhiên phi tuyến của các hệ động lực. Trong 

thực tế, những hệ dao động ngẫu nhiên phi tuyến là các kết cấu xây dựng, nhà cao 

tầng hay những cây cầu dây văng chịu tác động của tải trọng gió hay kích động động 

đất, các công trình cảng sông, cảng biển hay những giàn khoan chịu tác động của các 

tải trọng sóng hay cũng có thể là dao động của các máy trong các nhà máy xí nghiệp 

trong quá trình hoạt động của chúng. Nhiều mô hình toán học được đề xuất để giải 

quyết các bài toán này. Các phương trình chi phối trong hệ động lực phi tuyến thường 

ở một trong hai dạng: phương trình phi tuyến yếu và phương trình phi tuyến mạnh. 

Trong những thập kỷ gần đây, phương trình phi tuyến yếu được quan tâm nghiên cứu 

và phát triển với nhiều phương pháp giải khác nhau. Có thể kể đến một trong những 

phương pháp phổ biến nhất là phương pháp tuyến tính hóa tương đương (PPTTHTĐ) 

hay phương pháp tuyến tính hóa thống kê [1]. 

Về cơ bản, dao động có thể chia thành dao động tuyến tính và dao động phi 

tuyến. Thực tế, hầu hết tất cả các dao động của các hệ kỹ thuật đều là phi tuyến, dao 

động tuyến tính chỉ là sự lý tưởng hóa một hiện tượng dao động mà chúng ta gặp. 

Một hiện tượng dao động phi tuyến thường được mô tả về mặt toán học bởi một hoặc 

một số phương trình vi phân thường hoặc đạo hàm riêng phi tuyến. Không giống như 

bài toán dao động tuyến tính, khi mà nghiệm chính xác của bài toán có thể dễ dàng 

tìm được, bài toán dao động phi tuyến đa phần không có nghiệm chính xác. Chỉ một 

lớp rất nhỏ của bài toán dao động phi tuyến là có lời giải chính xác. Các phương pháp  

số được xem là một công cụ hiệu quả để phân tích đáp ứng của các bài toán dao động 

phi tuyến. Tuy nhiên, một nhược điểm thường thấy của các phương pháp số đó là mối 

quan hệ biên độ - tần số của dao động, đặc trưng quan trọng nhất của bài toán dao 
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động phi tuyến, thường không thể tìm được nếu sử dụng các phương pháp số. Do vậy, 

việc đề xuất các phương pháp gần đúng cho chúng ta một công cụ hữu hiệu để có thể 

quan sát được đầy đủ một hiện tượng dao động phi tuyến.  

Trong lĩnh vực phân tích số, phương pháp Galerkin là một lớp các phương 

pháp để chuyển đổi một bài toán toán tử liên tục (chẳng hạn như một phương trình vi 

phân) đến một bài toán rời rạc. Về nguyên tắc, đó là tương đương với việc áp dụng 

phương pháp biến đổi các tham số với một hàm không gian, bằng cách chuyển đổi 

các phương trình thành một công thức dạng yếu (weak). Thông thường công thức đó 

sau đó áp dụng một số ràng buộc trong hàm không gian để mô tả không gian với một 

tập hữu hạn các hàm cơ bản. Cách tiếp cận này thường được gắn với nhà toán học 

Nga - Boris Galerkin nhưng phương pháp này được phát hiện bởi nhà toán học người 

Thụy Sĩ Walther Ritz, người mà Galerkin đề cập. Thông thường khi đề cập đến một 

phương pháp Galerkin, người ta cũng đặt tên cùng với phương pháp xấp xỉ điển hình 

được sử dụng, chẳng hạn như phương pháp Bubnov-Galerkin (sau tên Ivan Bubnov), 

phương pháp Petrov-Galerkin (sau Georgii I. Petrov hoặc phương pháp Ritz-Galerkin 

(sau tên Walther Ritz). Các ví dụ về phương pháp Galerkin là: Phương pháp số dư 

trọng số, một phương pháp phổ biến tính toán ma trận độ cứng tổng thể trong phương 

pháp phần tử hữu hạn; Phương pháp phần tử biên để giải phương trình tích phân; 

Phương pháp không gian con Krylov. Phương pháp Bubnov-Galerkin là một trong 

những phương pháp gần đúng phổ biến nhất và sử dụng chung trong nhiều lĩnh vực 

của cơ học ứng dụng và có thể được sử dụng các hệ bảo toàn và không bảo toàn, hệ 

tuyến tính và phi tuyến. Ý tưởng này được rõ ràng đề nghị đầu tiên vào năm 1913 bởi 

Bubnov [2], trong khi bài báo đầu tiên cùng với những ví dụ chi tiết được viết vào 

năm 1915 bởi Galerkin [3]. Năm 1937 Duncan [4] là người đầu tiên công bố việc 

xem xét toàn diện của phương pháp trong tài liệu nói về phương pháp này. Trong bối 

cảnh này, phương pháp Bubnov-Galerkin cũng được biết đến như một phương pháp 

số dư trọng số [5]. Một trong những ứng dụng của phương pháp Galerkin là phân tích 

các bài toán dao động phi tuyến bằng cách chuyển đổi các phương trình đạo hàm 

riêng phi tuyến thành các phương trình vi phân thông thường. 

Mặc dù phương pháp này có thể được sử dụng cho cả hai hệ tuyến tính và phi 

tuyến, sự chính xác của phương pháp giảm khi các phi tuyến trở nên lớn hơn. 

Elishakoff [6] kết nối phương pháp Bubnov-Galerkin với phương pháp tuyến tính hóa 
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tương đương. Trong số các phương pháp giải tích gần đúng có thể kể đến đó là 

phương pháp tuyến tính hóa tương đương (the Equivalent Linearization method - 

ELM) [7], đây là một cách tiếp cận rất đơn giản nhưng đem lại hiệu quả trong phân 

tích các bài toán dao động phi tuyến. Mặc dù vậy, khi xem xét các phương pháp giải 

tích gần đúng khác, phương pháp tuyến tính hóa tương đương với cách lấy trung bình 

cổ điển vẫn tồn tại yếu điểm đó là khi tính phi tuyến của bài toán tăng lên thì kết quả 

của phương pháp này thường không chính xác, có nhiều trường hợp sai số không thể 

chấp nhận được. Để khắc phục nhược điểm này, năm 2015, Anh [8] đã đề xuất một 

phương pháp lấy trung bình mới thay thế cách sử dụng giá trị trung bình cổ điển bằng 

trung bình có trọng số. Cách tiếp cận này đã khắc phục được phần nào nhược điểm 

của phương pháp tuyến tính hóa tương đương với phép lấy trung bình cổ điển. [9].   

Đối với các khảo sát giải tích, nhiều nỗ lực đã được đưa ra để cải thiện độ 

chính xác của nghiệm gần đúng bậc nhất của phương pháp Galerkin, vì lời giải này 

thường nhận được ở dạng tường minh và/hoặc dạng đơn giản. Khi đó, một câu hỏi 

xuất hiện là liệu ta có thể cải thiện độ chính xác của các nghiệm xấp xỉ của phương 

pháp Galerkin khi thực hiện quy trình Galerkin và các hàm thử hay không. Đặc điểm 

cơ bản của phương pháp Galerkin là dựa trên tính trực giao của phần dư với mỗi 

hàm thử; tuy nhiên, tính trực giao lại phụ thuộc vào toán tử lấy trung bình tác 

động lên phần dư. Do đó, để có được các nghiệm xấp xỉ khác bằng cách sử dụng 

cùng một quy trình Galerkin và các hàm thử, ta có thể sửa đổi toán tử lấy trung bình. 

Để khảo sát vấn đề này, ta có thể sử dụng hướng tiếp cận đối ngẫu được trình bày và 

phát triển gần đây trong [10], [11].  

Dựa trên khái niệm về đối ngẫu này, Anh. [10] đề xuất xem xét ở mức độ toàn 

cục đối với tiêu chuẩn sai số bình phương trung bình cục bộ của phương pháp tuyến 

tính hóa tương đương ngẫu nhiên. Phân tích bằng số của một số hệ phi tuyến điển 

hình chịu kích thích của ồn trắng cho thấy độ chính xác của tiêu chuẩn đề xuất này 

được cải thiện đáng kể so với tiêu chí sai số bình phương bình quân cổ điển. Một số 

biểu thức xấp xỉ của tỷ số điều chỉnh tối ưu của thiết bị TMD được gắn với một kết 

cấu tuyến tính có có cản đã được đề xuất [11] bằng cách sử dụng phương pháp tuyến 

tính hóa tương đương được cải tiến theo tiêu chuẩn đối ngẫu. Tiêu chuẩn đối ngẫu có 

trọng số của phương pháp tuyến tính hóa tương đương cũng được Linh [12] áp dụng 
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để phân tích mô-men đáp ứng bậc 2 của dao động phi tuyến chịu kích thích ngẫu 

nhiên. 

Nhằm cải tiến độ chính xác của nghiệm xấp xỉ bậc nhất của phương pháp 

Galerkin cũng như phát triển tính chất trực giao. Ứng dụng vào một số bài toán 

điển hình về ổn định đàn hồi của cột và tính toán với tiết diện không đổi và tiết 

diện thay đổi là một bài toán cần được quan tâm. Tác giả nhận thấy việc cải tiến 

tính trực giao thông qua phát triển phương pháp tuyến tính hóa đối ngẫu với một 

trọng số cho các hệ động tiền định phi tuyến bằng phương pháp thay thế tương 

đương của một hàm phi tuyến bằng một hàm tuyến tính sử dụng phương pháp đối 

ngẫu với hai phép thay thế lượt đi và lượt về sẽ có hiệu quả trong việc giảm được sai 

số so với các phương pháp khác. Ngoài ra, tác giả xem xét thêm hướng nghiên cứu 

lựa chọn thêm một trọng số kết nối hai hàm mục tiêu được khảo sát và áp dụng để 

phân tích tần số của dao động tự do phi tuyến, gắn với một số nghiên cứu điển 

hình để có thể xác minh độ chính xác và ảnh hưởng của phi tuyến tính đến hiệu quả 

của kỹ thuật được đề xuất. 

Với những phân tích ở trên, tác giả đã lựa chọn đề tài: “Nghiên cứu phát triển 

tính chất trực giao áp dụng trong phân tích ổn định và dao động phi tuyến” để làm 

đề tài nghiên cứu. 

2. Mục tiêu của luận án 

Phát triển tính chất trực giao của phương pháp số dư trọng số (cụ thể là phương 

pháp Galerkin) với trung bình thông thường và áp dụng tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng 

số của phương pháp tuyến tính hóa tương đương cho bài toán ổn định đàn hồi. 

Giải quyết bài toán chọn một hàm trọng số cụ thể trong số lớp các hàm trọng 

số một tham số và phát triển tính chất trực giao bằng cách đề xuất xây dựng một trung 

bình cục bộ có trọng số mới ứng dụng vào phương pháp Galerkin và kết hợp với 

phương pháp bình phương tối thiểu khảo sát bài toán ổn định với thanh có tiết diện 

không đổi và có tiết diện thay đổi. 

Đề xuất một công cụ tính toán thay thế mới và hiệu quả để tính toán kỹ thuật 

trong việc thiết kế các hệ kết cấu với các tiết diện thay đổi 

Xây dựng qui trình, phát triển tính chất trực giao thông qua phương pháp tuyến 

tính hóa đối ngẫu một trọng số cho các hệ động tiền định phi tuyến và áp dụng để 
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phân tích tần số của dao động tự do phi tuyến một số trường hợp điển hình và so sánh 

kết quả một số phương pháp gần đúng để đánh giá hiệu quả của phương pháp đề xuất. 

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu 

Luận án nghiên cứu tính chất trực giao trong các phương pháp gần đúng và tập 

trung vào phương pháp Galerkin áp dụng trong phân tích bài toán ổn định đàn 

hồi, tính toán, phân tích với các trường hợp cơ bản và xem xét đến tải trọng tới hạn 

của các trường hợp cụ thể đồng thời so sánh đánh giá tính hiệu quả của các phương 

pháp gần đúng được cải thiện từ phương pháp Galerkin. Phát triển tính chất trực giao 

bằng cách ứng dụng phương pháp Galerkin với phép lấy trung bình cục bộ có trọng 

số (Galerkin method with weighted local averaging - GWLA) và phương pháp 

Galerkin đơn giản hóa với phép lấy trung bình cục bộ có trọng số (simplified Galerkin 

method with weighted local averaging - SGWLA) để xác định tải trọng tới hạn của 

cột với các điều kiện biên khác nhau trong hai trường hợp tiết diện không đổi và tiết 

diện thay đổi để chứng minh sự hiệu quả của phương pháp tính toán thay thế. 

Luận án nghiên cứu và phân tích bài toán dao động tự do phi tuyến, phát triển 

tính chất trực giao, xây dựng qui trình tuyến tính hóa và tính toán tần số dao động 

tự do một số dao động phi tuyến cơ bản như: dao động phi tuyến với lực phục hồi 

bậc phân số, dao động Duffing, dao động phi tuyến có khả năng mở rộng hữu hạn, 

dao động phi tuyến kiểu Duffing và đánh giá hiệu quả của phương pháp đề xuất. 

Luận án tập trung phát triển tính trực giao áp dụng vào phương pháp tuyến 

tính hóa tương đương đối ngẫu và phương pháp trung bình cục bộ có trọng số. 

Trong phương pháp này, ngoài việc sử dụng nhiều hàm thử khác nhau để đánh giá độ 

chính xác, xây dựng và chọn các trọng số, thì với phương pháp phương pháp WLA, 

GWLA luận án tiếp cận theo hướng sử dụng một hàm thử nhưng cải thiện độ chính 

xác so với các phương pháp khác cũng sử dụng hàm thử tương tự. 

4. Phương pháp nghiên cứu 

Luận án sử dụng phương pháp nghiên cứu lý thuyết, nghiên cứu tài liệu tổng 

hợp và phân tích các nghiên cứu ở trong nước và ngoài nước. 

Luận án sử dụng phương pháp giải tích, phương pháp hình học giải tích để 

phân tích tính chất trực giao, đặc điểm cơ bản của tiêu chuẩn đối ngẫu, tiêu chuẩn đối 

ngẫu có trọng số và đề xuất, xây dựng tiêu chuẩn trung bình cục bộ có trọng số mới 

gắn với hàm trọng số trong phương pháp đề xuất. 
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Luận án kết hợp phương pháp số sử dụng các câu lệnh có sẵn trong MATLAB, 

lập trình trong Mathematica để khảo sát các bài toán ổn định và dao động phi tuyến.  

5. Bố cục của luận án 

Luận án gồm phần mở đầu, 04 chương, phần kết luận, danh mục các công trình 

đã công bố của tác giả liên quan đến luận án, tài liệu tham khảo. Trong đó nội dung 

chính của các chương như sau: 

Phần mở đầu nêu lên tính cấp thiết của đề tài nghiên cứu, mục đích, nội dung, 

đối tượng, phạm vi và phương pháp nghiên cứu của luận án. 

Chương 1: “Tổng quan về các phương pháp giải bài toán ổn định đàn hồi 

và dao động phi tuyến hệ một bậc tự do”. Trình bày các mô hình ổn định, các bài 

toán ổn định đàn hồi, bài toán dao động phi tuyến một bậc tự do và một số hệ dao 

động phi tuyến thường gặp đồng thời tổng quan về các phương pháp giải bài toán ổn 

định và dao động phi tuyến, các phương pháp tính toán gần đúng phương pháp số dư 

trọng số, Galerkin và phân tích tính chất trực giao trong các phương pháp này. 

Chương 2: “Phương pháp tuyến tính hóa tương đương”, trình bày các 

phương pháp tuyến tính hóa tương đương và phân tích ưu nhược điểm của các phương 

pháp, ý tưởng tuyến tính hóa đối ngẫu có trọng số cho bài toán ổn định và bài toán 

dao động phi tuyến làm cơ sở phát triển tính chất trực giao áp dụng trong chương 3, 

chương 4. 

Chương 3: “Phát triển tính chất trực giao áp dụng trong phân tích bài toán 

ổn định”. Phát triển tính chất trực giao thông qua tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số 

(WDC) và bằng phép lấy trung bình cục bộ có trọng số (WLA) tại một giá trị cục bộ 

𝑟 với một hàm cục bộ là 𝑟𝑓(𝑟). Áp dụng tuyến tính hóa đối ngẫu có trọng số, GWLA, 

SGWLA, chọn hàm trọng số, khảo sát số với các bài toán ổn định đàn hồi tiết diện 

không đổi, tiết diện thay đổi và kết luận về hiệu quả của kỹ thuật được đề xuất. 

Chương 4: “Phát triển tính chất trực giao áp dụng trong phân tích bài toán 

dao động phi tuyến”. Xây dựng cơ sở lý thuyết, phát triển tính chất trực giao, xây 

dựng qui trình tuyến tính hóa và khảo sát số với các bài toán dao động tiền định phi 

tuyến và kết luận về hiệu quả của kỹ thuật tính toán được đề xuất. 

Kết luận và đóng góp mới của luận án và hướng nghiên cứu tiếp theo. 

Danh sách các công trình đã công bố có liên quan đến nội dung luận án  

Các tài liệu trích dẫn trong luận án trình bày trong phần tài liệu tham khảo.  
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CHƯƠNG 1. TỔNG QUAN VỀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TOÁN ỔN 

ĐỊNH ĐÀN HỒI VÀ DAO ĐỘNG PHI TUYẾN HỆ MỘT BẬC TỰ DO 

1.1 Ổn định đàn hồi 

Tính chất ổn định của công trình sẽ thay đổi khi tăng giá trị của các tải trọng 

tác dụng trên công trình và tính chất đó có thể mất đi thì lúc đó công trình không còn 

khả năng chịu tải trọng và được gọi là “không ổn định”. Vị trí của công trình hoặc 

dạng cân bằng ban đầu trong trạng thái biến dạng của công trình sẽ ở hai khả năng ổn 

định hoặc không ổn định 

Vị trí của công trình hay dạng cân bằng ban đầu trong trạng thái biến dạng 

công trình được gọi là ổn định dưới tác dụng của tải trọng trong trường hợp công 

trình có một độ lệch rất nhỏ ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu hoặc dạng cân bằng ban 

đầu do một nguyên nhân bất kỳ khác với tải trọng đã có (còn được gọi là nhiễu) và 

khi loại bỏ nguyên nhân đó đi thì công trình sẽ có khuynh hướng quay trở về trạng 

thái ban đầu. Với các nguyên nhân gây ra cho công trình các biến dạng đàn hồi hay 

đàn dẻo, công trình sẽ phục hồi trạng thái ban đầu hoàn toàn hoặc không hoàn toàn. 

Ngược lại khi vị trí của công trình hay dạng cân bằng ban đầu trong trạng thái 

biến dạng của công trình được gọi là không ổn định dưới tác dụng của tải trọng lúc 

này có một độ lệch rất nhỏ khỏi vị trí cân bằng ban đầu hoặc dạng cân bằng ban đầu 

do nguyên nhân bất kỳ khác với tải trọng đã có và sau khi không còn nguyên nhân đó 

thì công trình sẽ không trở lại trạng thái ban đầu. Đặc biệt, trong trường hợp này độ 

lệch của công trình không có khuynh hướng giảm dần mà có thể tiếp tục thay đổi tăng 

cho đến khi công trình đạt đến một vị trí mới hoặc dạng cân bằng mới. 

Hiện tượng mất ổn định về vị trí xảy ra khi cả công trình được xem là tuyệt 

đối cứng, nó không giữ được vị trí ban đầu mà buộc phải chuyển sang vị trí khác. 

Hiện tượng ổn định và mất ổn định về vị trí được minh họa trong Hình 1.1. [13] thông 

qua các vị trí khác nhau của viên bi. Có thể thấy viên bi vẫn cân bằng ở cả ba vị trí, 

song có sự khác nhau cơ bản giữa ba trường hợp đó khi có một tác nhân bất kỳ đưa 

viên bi lệch khỏi vị trí cân bằng ban đầu với dịch chuyển vô cùng bé rồi thả ra. Vị trí 

A được gọi là cân bằng ổn định (với thế năng hòn bi là cực tiểu tại vị trí này), vị trí B 

được gọi là cân bằng không ổn định (với thế năng của bi là cực đại), vị trí C là vị trí 

được gọi là cân bằng phiếm định (với thế năng của hòn bi là không đổi). Trong trường 

hợp này, trạng thái cân bằng ổn định ở mức nhỏ nếu tổng thế năng là tối thiểu. Cách 
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tiếp cận này hoàn toàn tương đương với cách tiếp cận động học (được Whittaker đưa 

ra trong [14]) đối với các hệ bảo toàn, và nó được biết đến như là phương pháp năng 

lượng, định nghĩa về sự ổn định này cần được chú ý đặc biệt và nó sẽ là cũng là một 

phương pháp được xem xét chi tiết trong bài toán ổn định. 

 

 

 

 

 

Hình 1.1. Đặc điểm của các vị trí cân bằng tĩnh 

Các bài toán mất ổn định của cấu kiện đã được nghiên cứu trong nhiều thế kỷ 

gần đây. Tuy nhiên việc xem xét vấn đề mất ổn định thông qua các phân tích lý thuyết 

của các cấu kiện như vậy (cột dài) mới chỉ được thực hiện khoảng hai trăm năm trước. 

Khi xem xét trang thái cân bằng của hệ ta cần phải xét tới trạng thái cân bằng 

đó là trạng thái cân bằng ổn định hay là trạng thái không ổn định. Trong lịch sử công 

trình bị phá hoại do mất ổn định được thống kê khá nhiều và trong sự phát triển của 

công nghệ xây dựng đã ghi nhận không ít tai nạn nghiêm trọng xảy ra ở nhiều nước 

(kể cả các nước phát triển) vì nguyên nhân thiết kế nhưng không xem xét và tính đến 

đầy đủ các phản ứng động cũng như tính đến sự mất ổn định. Có nhiều vật liệu đã 

được sử dụng trong những kết cấu hiện đại như kết cấu nhà cao tầng như thép và các 

hợp kim với cường độ cao. Các vật liệu tổng hợp sử dụng cho các silo, bể chứa, các 

cầu vượt sóng, vỏ tàu thủy và thân máy bay dẫn đến phải sử dụng các cấu kiện thanh, 

thanh thành mỏng, tấm và vỏ mỏng chịu nén và hình dạng của các cấu kiện này tất 

yếu dẫn đến hiện tượng mất ổn định đàn hồi trở thành những bài toán được đặc biệt 

cần quan tâm. Trong tài liệu [15] cho thấy nhiều công trình bị sập đổ do mất ổn định: 

cầu đường sắt ở Kevđa – Nga năm 1875, dàn cầu Quebéc ở Canada, năm 1907, cầu 

Tacoma ở Mỹ bị phá hủy tháng 11/1940 do bị mất ổn định vì tác dụng của gió. 

Phân tích lý thuyết đầu tiên là do Leonhard Euler. Một số nghiên cứu tiếp theo 

trong thế kỷ 18 và 19 có liên quan đến các nghiên cứu lý thuyết và thực nghiệm về 

các bài toán ổn định là Fr. Engesser, Bresse, G.H. Bryan, Considére, W. Fairbairn, 

g 

A 

B 

C 
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A.G Greenhill, F. Jasinski, Lagrange, và M. Lévy. Một tài liệu tổng quan giá trị về 

các bài toán ổn định được đưa ra bởi Hoff (1956) [16] và Timoshenko (1953) [17].  

Các bài toán về ổn định của các kết cấu đã được nghiên cứu bằng nhiều phương 

pháp, chẳng hạn như phương pháp năng lượng [18], phương pháp lặp biến phân [19], 

[20], phương pháp nhiễu loạn đồng luân [21], [22] và phương pháp cầu phương vi 

phân [23]. Một phương pháp mới để phân tích uốn và mất ổn định của các tấm nano 

hình chữ nhật được kê đơn giản đã được đề xuất bởi Mousavi và cộng sự [24]. Một 

bài trình bày đầy đủ về dạng mạnh của phương trình chi phối hệ và các điều kiện biên 

được thiết lập dựa trên chuỗi vô hạn các phương trình cấu thành phi cục bộ cải tiến. 

Bán kính hội tụ cho chuỗi được tính toán để đảm bảo các phân tích là hợp lệ và đáng 

tin cậy. Nghiên cứu về mất ổn định của các cột là trọng tâm nghiên cứu của nhiều nhà 

nghiên cứu và trở nên có hệ thống hơn trong suốt những thập kỷ qua. Các phương 

pháp giải bài toán ổn định được trình bày trong [13] gồm các nhóm phương pháp 

chính là Phương pháp tĩnh học, Phương pháp động lực học, Phương pháp năng lượng. 

Với nhóm phương pháp tĩnh học bản chất là tạo cho hệ một dạng cân bằng 

lệch khỏi dạng cân bằng ban đầu, sau đó tìm trị số lực tới hạn, xác định từ phương 

trình đặc trưng (hay còn gọi là phương trình cân bằng ổn định). Để giải các phương 

trình này chúng ta sẽ sử dụng phương pháp thiết lập và giải phương trình vi phân, 

phương pháp lực, phương pháp chuyển vị hoặc phương pháp hỗn hợp, phương pháp 

thông số ban đầu, phương pháp dây xích, phương pháp sai phân hữu hạn, phương 

pháp nghiệm đúng dần, phương pháp giải đúng dần tại từng thời điểm và phương 

pháp Bubnov-Galerkin. Nhược điểm khi áp dụng phương pháp tĩnh học để tìm 

nghiệm chính xác cho các bài toán ổn định thường gặp nhiều khó khăn, và có thể 

không thể thực hiện được. 

Với nhóm phương pháp động lực học, cách giải quyết dựa trên việc thiết lập 

và giải phương trình dao động riêng của hệ, sau đó tìm lực tới hạn bằng cách xem xét 

tính chất nghiệm của chuyển động: trong trường hợp dao động của hệ có biên độ tăng 

không ngừng theo thời gian lúc này dạng cân bằng ban đầu là không ổn định; trong 

trường hợp ngược lại, nếu hệ luôn dao động bé quanh vị trí cân bằng ban đầu hoặc 

tắt dần thì lúc này đó là ổn định. 

Với nhóm phương pháp năng lượng, cách tiếp cận của phương pháp là giả thiết 

trước dạng biến dạng của hệ ở trạng thái lệch khỏi dạng cân bằng ban đầu. Sau đó, 
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thiết lập biểu thức thế năng biến dạng và công của ngoại lực để có phương trình điều 

kiện tới hạn của hệ và tìm giá trị của lực tới hạn bằng cách áp dụng các phương pháp 

năng lượng sau: nguyên lý Lejeune-Dirichlet, phương pháp Rayleigh-Ritz, phương 

pháp Timoshenko. Ta nhận thấy với giả thiết biến dạng của hệ nên kết quả lực tới hạn 

tìm được thường là gần đúng và cho kết quả lớn hơn giá trị của lực tới hạn chính xác. 

Do đó mức độ chính xác của kết quả theo các phương pháp năng lượng phụ thuộc 

vào khả năng phán đoán biến dạng của hệ ở trạng thái lệch: hàm chuyển vị được chọn 

càng gần với đường đàn hồi thực của thanh thì kết quả càng chính xác. Với cách tiếp 

cận này thì hàm chuyển vị chọn trước thỏa mãn càng nhiều điều kiện biên hình học 

và tĩnh học càng tốt nhưng ít nhất phải thỏa mãn điều kiện biên tĩnh học. 

Cách tiếp cận của ba loại phương pháp (phương pháp tĩnh; phương pháp động; 

phương pháp năng lượng) là khác nhau nhưng cho cùng một kết quả đối với hệ bảo 

toàn. Tuy nhiên, đối với hệ không bảo toàn thì các phương pháp tĩnh và các phương 

pháp năng lượng dẫn đến kết quả không chính xác, lúc này ta phải sử dụng các phương 

pháp động lực học. 

Việc xác định khả năng chịu tải thực tế của một cấu kiện đòi hỏi phải phân tích 

độ ổn định chi tiết về mặt lý thuyết và tính toán. Các khía cạnh khác nhau của lý 

thuyết chung về ổn định đàn hồi với nhiều bài toán cụ thể có thể được tìm thấy trong 

nhiều sách và tài liệu tổng quan [13], [25],  [26], [27], [28], [29], [30], [31]. 

1.2 Mô hình mất ổn định 

Khi các nguyên nhân tác dụng tĩnh với độ lớn mà tại đó mất ổn định xảy ra, 

kết cấu đàn hồi đạt đến trạng thái cân bằng mà khác biệt rõ rệt với trạng thái cân bằng 

trước đó một cách đột ngột. Khi điều này xảy ra, chúng ta nói rằng kết cấu đàn hồi đã 

bị “oằn” hay “lệch” (buckled). Vì có những cách khác nhau để có thể đạt được dạng 

cân bằng mới, việc mất ổn định, cong, mất ổn định có thể được phân loại bằng cách 

sử dụng các tính từ thích hợp thay cho từ “buckled - instability, buckling - unstable,”. 

Loại mất ổn định đầu tiên được nghiên cứu và được chú ý nhiều là mất ổn định 

loại 1 hay cổ điển hoặc phân nhánh. Đặc trưng của loại mất ổn định này là khi tải 

trọng vượt qua giá trị tới hạn của nó, kết cấu đi từ trạng thái cân bằng ổn định đến 

trạng thái cân bằng rất gần với không ổn định. Như đã trình bày ở rất nhiều tài liệu, 

ổn định của các cột thẳng dài chịu lực dọc trục, các tấm mỏng chịu tải trọng dọc tấm, 

và các vành trụ là các ví dụ điển hình của các dạng mất ổn định này (Hình 1.2). 
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Mất ổn định loại 2 (snapthrough buckling) là hiện tượng được đặc trưng bởi 

một bước nhảy có thể nhìn thấy và đột ngột từ trạng thái cân bằng đến một trạng thái 

cân bằng khác có chuyển vị lớn hơn chuyển vị ở trạng thái cân bằng đầu tiên (các 

trạng thái cân bằng không liền kề). Các ví dụ thường gặp thuộc loại này. (Hình 1.3)  

 

Hình 1.2. Mất ổn định loại 1  

 

Hình 1.3. Mất ổn định loại 2 

Một loại mất ổn định khác mà Libove [32] gọi là sự mất ổn định chuyển vị 

hữu hạn. Đối với một số kết cấu, sự mất độ cứng sau khi mất ổn định quá lớn đến 

mức trạng thái cân bằng mất ổn định chỉ có thể được duy trì bằng cách trở về mức tải 

trọng trước đó. Các ví dụ điển hình của loại này là các vỏ hình trụ mỏng dưới sự nén 

dọc trục và mất ổn định hoàn toàn, hình cầu, vỏ mỏng dưới áp lực đều từ bên ngoài. 

(Hình 1.4), Trong Hình 1.4a, 𝑁𝑥 biểu thị tải trọng dọc trục tác dụng trên mỗi chiều 

dài đơn vị, trong Hình 1.4b, 𝑞 biểu thị áp lực đều bên ngoài, 𝑉0 thể tích ban đầu của 

hình cầu và  𝑉 thể tích thay đổi trong quá trình gia tải. Dạng mất ổn định này được 

đặt tên như vậy vì với một chuyển vị hữu hạn trong lúc chịu tải tựa tĩnh có thể buộc 

trạng thái chuyển từ một dạng cân bằng cân bằng ổn định đến một trạng thái cân bằng 

mất ổn định không liền kề trước khi đạt đến tải trọng tới hạn cổ điển, 𝑃𝑐𝑟.  
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Hình 1.4. Mất ổn định nhiễu loạn hữu hạn 

Những thảo luận ở trên cho thấy rằng có một số điểm tương đồng giữa mất ổn 

định chuyển vị hữu hạn và mất ổn định loại 2. Chú ý rằng, đối với nhiều hệ thì cần 

phải sử dụng lý thuyết phi tuyến để đánh giá các điều kiện tới hạn và/hoặc giải thích 

hiện tượng mất ổn định.  

Phần tiếp theo minh họa các kiểu mất ổn định gồm dạng phân nhánh ổn định 

hay mất ổn định loại 1 (Hình 1.2), mất ổn định loại 2 (Hình 1.3) và phân nhánh không 

ổn định (Hình 1.4). Khi nghiên cứu các bài toán ổn định, ta phải luôn xem xét các đặc 

trưng của tải trọng. 

Cho đến nay, các loại mất ổn định khác nhau của hệ bảo toàn dưới tác dụng 

tựa tĩnh của các nguyên nhân ngoài đã được nghiên cứu. Một số nghiên cứu khác 

cũng đã đề cập đến bài toán ổn định của hệ không bảo toàn. Ngoài ra, bài toán mất 

ổn định dưới tác dụng động cũng đã được đề cập. Một lớp lớn các bài toán như vậy, 

trong đó tải trọng thay đổi dạng sin theo thời gian, đã được nghiên cứu bởi Bolotin 

[33]. Các nghiên cứu trên được giới hạn trong các hệ bảo toàn với các cơ hệ đơn giản. 

Một số nghiên cứu cũng xét ảnh hưởng của các khuyết tật hình học và tải trọng lệch 

tâm đến phản ứng của hệ. Đối với một số mô hình, cả hai lý thuyết chuyển vị nhỏ 

(tuyến tính) và chuyển vị lớn (phi tuyến) được sử dụng để so sánh. Trong [13] một 

góc lệch nhỏ ban đầu 𝜃0 và việc sử dụng phân tích 𝜃 lớn trên hệ khiếm khuyết về 

hình học. Kết quả là thể hiện rõ trong Hình 1.5a. Tuy nhiên, có thể thấy rằng các 

khiếm khuyết hình học nhỏ có thể gây ra việc giảm đáng kể tải trọng như Hình 1.5b 

hoặc Hình 1.5c. 

Ổn định của kết cấu sau phân nhánh được nghiên cứu lần đầu tiên bởi Koiter 

[34] và các công thức sau đó đã được đưa ra bởi Sewell [35] và Thompson [36]. Pope 
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và Thompson [35] cho thấy điểm phân nhánh có thể xác định chính xác (với hệ đàn 

hồi phức tạp) bằng một dạng phân tích biến dạng hữu hạn của Rayleigh-Ritz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 1.5. Đường cong chuyển vị – tải trọng với dạng mất ổn định phân nhánh 

Trong tính toán, phân tích bậc nhất là phân tích trong đó tất cả các phương 

trình cân bằng và động học được viết với hình dạng ban đầu hoặc không bị biến dạng 

P 

 

Điểm phân nhánh 
ổn định 

Không hoàn hảo về 

hình học 

a) 

P 
Điểm phân nhánh 

 

Không 

ổn định 

Không hoàn hảo về 

hình học 

b) 

P 

Điểm phân nhánh 

 

ổn định 

Không hoàn hảo về hình học 

c) 

Không 

ổn định 
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của kết cấu. Phân tích bậc hai là phân tích trong đó các phương trình cân bằng và 

động học được viết đối với dạng hình học hiện tại hoặc biến dạng của kết cấu. Bởi vì 

tất cả các kết cấu biến dạng dưới tải trọng, phương pháp phân tích có tính đến biến 

dạng kết cấu trong công thức của nó sẽ thể hiện biến dạng thực tế của kết cấu. Tuy 

nhiên, do tính đơn giản của nó, phân tích cấp một thường được thực hiện thay cho 

phân tích cấp hai. Mặc dù kết quả không chính xác so với phân tích bậc hai, nhưng 

đủ chính xác cho mục đích thiết kế nếu độ võng hoặc biến dạng của kết cấu là nhỏ.  

Phân tích ổn định là một loại phân tích bậc hai, trong đó hệ đang xem xét chịu 

lực nén [37], [38], [30]. Nếu lực hoặc ứng suất đủ lớn, hiện tượng gọi là mất ổn định 

hoặc dạng lệch có thể xảy ra. Khi mất ổn định hoặc đạt tới tải tới hạn, hệ kết cấu mất 

độ cứng, thay đổi dạng biến dạng và mất khả năng chịu tải tác dụng. Bài toán tính 

toán tải trọng tới hạn này được gọi là bài toán trị riêng. Tải trọng tới hạn của hệ và 

dạng mất ổn định được lấy ở dạng giá trị riêng thấp nhất và hàm riêng tương ứng của 

phương trình. 

Các cấu kiện thẳng đứng có chiều dài lớn hơn đáng kể so với kích thước tiết 

diện của chúng thường được gọi là cột. Các bộ phận kết cấu này thường chịu lực nén 

dọc trục và là các bộ phận chịu tải quan trọng trong kết cấu. Do đó, sự hiểu biết về 

ứng xử của chúng là rất quan trọng đối với sự an toàn tổng thể của một kết cấu. Các 

cột thường có thể là ngắn, trung bình và dài, tùy thuộc vào tỷ lệ chiều dài của chúng 

với các kích thước tiết diện và được xác định theo tiêu chuẩn kết cấu. Cột có thể bị 

hỏng do lỗi vật liệu hoặc do mất ổn định hoặc lệch. Ở các cột dài, hiện tượng mất ổn 

định có thể xảy ra khi vật liệu vẫn còn đàn hồi ở tất cả các thớ của mặt cắt ngang. 

Tải trọng dọc trục tối đa mà một cột có thể chịu được khi nó sắp bị mất ổn 

được gọi là tải trọng tới hạn hoặc tải trọng mất ổn định. Mặc dù hai thuật ngữ này 

được sử dụng thay thế cho nhau, nhưng có một sự khác biệt giữa hai thuật ngữ này 

[39]. Tải trọng tới hạn là tải trọng đạt được về mặt lý thuyết đối với kết cấu lý tưởng, 

trong khi tải trọng mất ổn định là tải trọng thực tế thu được đối với kết cấu thực. Một 

cột thẳng chịu tác dụng của một lực dọc trục nhỏ 𝑃 vẫn thẳng và chỉ bị dịch chuyển 

dọc trục. Dạng thẳng của trạng thái cân bằng đàn hồi này là ổn định vì độ lệch do một 

lực nhỏ tạo ra sẽ biến mất khi lực bên bị loại bỏ. Nếu tăng dần lực dọc trục P, thì sẽ 

đạt được điều kiện khi một lực ngang nhỏ sẽ tạo ra một chuyển vị và sẽ không biến 

mất khi bỏ lực ngang. Điều này xảy ra vì cột ở vị trí thẳng cân bằng trở nên không ổn 
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định. Lực dọc trục nhỏ nhất mà tại đó xảy ra được gọi là tải trọng tới hạn. Giá trị lực 

dọc trục này tại đó một cột có thể duy trì trạng thái cân bằng ở vị trí thẳng cũng như 

ở vị trí hơi lệch được gọi là điểm phân nhánh (xem hình Hình 1.5). 

1.3 Các bài toán ổn định đàn hồi 

Cột là những cấu kiện cơ bản được sử dụng nhiều nhất, do đó có rất nhiều 

nghiên cứu có liên quan đến tính ổn định đàn hồi của cột với các đặc trưng khác nhau 

về hình dạng, vật liệu, và về các ứng xử tĩnh và động của chúng. Nghiên cứu đầu tiên 

về ổn định đàn hồi được thực hiện bởi Leonhard Euler. Ông đã đưa ra phương trình 

cân bằng và tải trọng mất ổn định của một cột đàn hồi chịu nén [40]. Các nghiệm 

chính xác về mất ổn định của các cấu kiện bao gồm nhiều trường hợp khác nhau về 

cột, dầm, vòm, dầm bo, bản và vỏ có tiết diện thay đổi, với lực dọc biến thiên và các 

điều kiện biên khác nhau được trình bày trong cuốn sách của Wang CM, Wang CY 

và Reddy [41]. 

1.3.1 Thanh hai đầu liên kết bản lề (P-P) 

Xét bài toán Euler [15] với thanh chịu tải trọng như Hình 1.6 a, với giả thiết 

mặt cắt ngang không đổi và được làm từ vật liệu đồng nhất và: hai đầu bản lề (1 gối 

tựa cố định và 1 gối tựa di động); thanh thẳng và chịu lực 𝑃 dọc trục thanh; vật liệu 

tuân theo định luật Hooke; Lực tới hạn trong trường hợp P – P này  

𝑃 =
𝜋2𝐸𝐼

𝑙2
= 9,8696

𝐸𝐼

𝑙2
 (1.1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 1.6. Các bài toán ổn định Euler 
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Giá trị của 𝑃 trong phương trình (1.1) được gọi là lực Euler, là giá trị nhỏ nhất 

mà có thể giữ được trạng thái cân bằng (neutral equilibrium) của cột mà cột vẫn thẳng, 

và khi vượt quá giá trị này cột chuyển từ trạng thái ổn định sang trạng thái mất ổn 

định. Và lực Euler được gọi là lực tới hạn của cột trong bài toán ổn định (Pcr). 

1.3.2 Thanh hai đầu liên kết ngàm (C-C) 

Cho thanh chịu lực như Hình 1.6b, xuất hiện mô-men uốn Mo ở hai đầu,  

với lực tới hạn trong trường hợp này là [15]: 

𝑃𝑐𝑟 =
𝜋2𝐸𝐼

(𝑙 2⁄ )2
 (1.2) 

Từ phương trình (1.2), cho thấy rằng lực tới hạn của bất kỳ trường hợp liên kết 

nào có thể thu được từ một cột Euler tương đương. Chiều dài của cột Euler tương 

đương được gọi là chiều dài hiệu quả của thanh. 

1.3.3 Thanh một đầu liên kết ngàm và một đầu tự do (C-F) 

Cho thanh chịu lực một đầu ngàm và một đầu tự do như Hình 1.6c, có một 

chuyển vị 𝛿 ở đầu tự do và một mô-men 𝑃𝛿 tại đầu ngàm. Chiều cao hiệu quả tương 

đương của cột Euler là 2𝑙 , và lực tới hạn của thanh một đầu ngàm, một đầu tự do là: 

𝑃𝑐𝑟 =
𝜋2𝐸𝐼

(2𝑙)2
 (1.3) 

1.3.4 Thanh một đầu ngàm và một đầu liên kết bản lề (C-P)  

Cho cột chịu lực như Hình 1.6d, với mô-men 𝑀0 tại đầu ngàm và lực cắt có 

độ lớn 𝑀0 𝑙⁄  tại mỗi đầu của thanh. Giá trị lực tới hạn trường hợp thanh một đầu 

ngàm một đầu bản lề (C-P) cho bởi phương trình: 

𝑃𝑐𝑟 =
𝜋2𝐸𝐼

(0,7𝑙)2
 (1.4) 

1.4 Bài toán dao động phi tuyến 

Hầu hết các bài toán thực tế trong kỹ thuật cũng như những hiện tượng trong 

cuộc sống về cơ bản là phi tuyến và chúng được mô tả bằng các phương trình phi 

tuyến. Thông thường ta đơn giản hóa các hiện tượng phi tuyến thành các hiện tương 

tuyến tính để làm dễ hiểu hơn và dễ giải thích hơn. Nhưng để nghiên cứu sâu hơn, 

các hiện tượng phi tuyến nên được coi là các bài toán phi tuyến. Vì vậy, việc nghiên 

cứu các bài toán phi tuyến rất quan trọng không chỉ trong tất cả các lĩnh vực vật lý 
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mà còn trong kỹ thuật và các ngành khác. Đặc biệt, việc phân tích dao động dựa trên 

các mô hình toán học phi tuyến đòi hỏi các phương pháp phù hợp.  

1.4.1 Phân loại dao động phi tuyến 

Trong cơ học kỹ thuật, dao động phi tuyến được phân loại theo một số cách 

khác nhau gồm có các loại dao động sau: dao động tự do, dao động cưỡng bức, dao 

động không cản, dao động không cản, dao động có cản, dao động tiền định, dao động 

ngẫu nhiên, dao động của hệ một bậc tự do, dao động của hệ nhiều bậc tự do, dao 

động của hệ vô hạn bậc tự do (hệ liên tục). 

1.4.2 Hệ cơ học một bậc tự do phi tuyến 

Xét chuyển động của hệ cơ học một bậc tự do như Hình 1.7 được mô tả bởi 

phương trình 

𝑚𝑥̈ + 𝑏𝑡𝑡𝑥̇ + 𝑘𝑡𝑡𝑥 + g𝑝𝑡(𝑥, 𝑥̇) = 𝑢(𝑡) (1.5) 

trong đó 𝑥, 𝑥̇ và 𝑥̈ lần lượt là dịch chuyển, vận tốc và gia tốc của dao động, 𝑚 là khối 

lượng, 𝑏𝑡𝑡 là hệ số cản của lực cản tuyến tính, 𝑘𝑡𝑡 là hệ số độ cứng của lực đàn hồi 

tuyến tính, g𝑝𝑡(𝑥, 𝑥̇) là hàm của các lực cản và đàn hồi phi tuyến, 𝑢(𝑡) là kích động 

ngoài. Đặt 2ℎ = 𝑏𝑡𝑡 𝑚⁄ , 𝜔0 = √𝑘𝑡𝑡 𝑚⁄  , g(𝑥, 𝑥̇) = g𝑝𝑡(𝑥, 𝑥̇) 𝑚⁄ , 𝑓(𝑡) = 𝑢(𝑡) 𝑚⁄ , 

phương trình (1.5) biểu diễn dưới dạng phương trình vi phân bậc hai là  

𝑥̈ + 2ℎ𝑥̇ + 𝜔0
2𝑥 + 𝑔(𝑥, 𝑥̇) = 𝑓(𝑡) (1.6) 

trong đó 𝜔0 là tần số dao động tự do của hệ tuyến tính khi 𝑔(𝑥, 𝑥̇) = 0. 

 

Hình 1.7. Hệ cơ học 1 bậc tự do phi tuyến 

1.4.3 Một số hệ dao động phi tuyến thường gặp 

1.4.3.1 Hệ dao động Lutes Sarkani 

Bài toán chuyển động của một vật có ma sát, vận tốc 𝑣 của xe trên đường như 

mô hình Hình 1.8  có thể được mô tả bởi phương trình vi phân bậc nhất 



19 

 

  

𝑚𝜈̇ + 𝐺(𝜈) = 𝑢(𝑡) (1.7) 

 

Hình 1.8. Mô hình hệ một bậc tự do chuyển động có ma sát 

Xét trường hợp 𝐺(𝜈) là hàm phi tuyến phụ thuộc vận tốc và hướng của vận 

tốc, phương trình (1.7) được biểu diễn dưới dạng 

𝑣̇ + 𝛾|𝑣|𝑎sgn(𝑣) = 𝑓(𝑡) (1.8) 

Phương trình (1.8) còn được gọi là dao động Lutes Sarkani [1] với 𝑎 và 𝛾 là 

những số thực dương, 𝑓(𝑡) là kích động bên ngoài (hàm điều hòa với bài toán tiền 

định hoặc với bài toán ngẫu nhiên là quá trình ồn trắng Gauss có mật độ phổ 𝑆𝑜 =

const, khi đó dao động Lutes Sarkani đại diện cho một lớp hệ ngẫu nhiên phi tuyến. 

1.4.3.2 Hệ dao động Van der pol 

Hệ dao động Van der pol [42] được mô tả bởi phương trình sau 

𝑥̈ − (𝛼 − 𝛾𝑥2)𝑥̇ + 𝜔0
2𝑥 = 𝑓(𝑡) (1.9) 

trong đó 𝛼, 𝛾, 𝜔0 là những số thực dương, 𝑓(𝑡) là kích động bên ngoài (hàm điều hòa 

hoặc là quá trình ồn trắng ồn trắng Gauss với cường độ đơn vị) 

1.4.3.3 Hệ dao động có cản phi tuyến bậc ba 

Hệ dao động có thành phần cản phi tuyến bậc ba có phương trình sau: 

𝑥̈ + 2ℎ(𝑥̇ + 𝛾𝑥̇3) + 𝜔0
2𝑥 = 𝑓(𝑡) (1.10) 

trong đó ℎ, 𝛾, 𝜔0 là những số thực dương, 𝑓(𝑡) là kích động bên ngoài (hàm điều hòa 

hoặc quá trình ồn trắng ồn trắng Gauss trung bình không. Hệ này không có nghiệm 

chính xác. 

1.4.3.4 Hệ dao động đàn hồi phi tuyến theo qui luật mũ 

Hệ dao động đàn hồi phi tuyến theo qui luật mũ được mô tả bởi 
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𝑥̈ + 2ℎ𝑥̇ + 𝜔0
2𝑥 + 𝛾𝑥𝑎 = 𝑓(𝑡) (1.11) 

trong đó ℎ, 𝛾, 𝜔0, 𝜎, 𝑎 là các số thực dương, thành phần lực đàn hồi phi tuyến 𝛾𝑥𝑎 là 

hàm lẻ, 𝑓(𝑡) là kích động bên ngoài (hàm điều hòa hoặc là quá trình ồn trắng ồn trắng 

Gauss.  

1.4.3.5 Hệ dao động Duffing 

Hệ dao động Duffing [42] được mô tả bởi phương trình 

𝑥̈ + 2ℎ𝑥̇ + 𝑐1𝑥 + 𝑐3𝑥
3 = 𝑓(𝑡) (1.12) 

trong đó ℎ, 𝑐3, 𝜎 là các số thực dương, 𝑓(𝑡) là kích động bên ngoài (hàm điều hòa 

hoặc là quá trình ồn trắng ồn trắng Gauss.  

Khi 𝑐1 > 0, dao động Duffing có một điểm cân bằng, đường cong thế năng 

𝑈(𝑥) của hệ có dạng giếng đơn đối xứng qua 𝑥 = 0. Khi 𝑐1 < 0 dao động có hai 

điểm cân bằng, đường cong thế năng 𝑈(𝑥) tương ứng có dạng giếng đôi đối xứng 

qua 𝑥 = 0 và đạt cực tiểu tại 𝑥 = ±𝑥𝑐 = ±√𝑘3/𝑘1 như mô tả ở Hình 1.9 

 

Hình 1.9. Hàm thế năng dạng giếng đơn và giếng đôi 

1.4.3.6 Hệ dao động Atlik-Utku 

Hệ dao động Atlik-Utku được mô tả bởi phương trình 

𝑥̈ + 2ℎ𝑥̇ + 𝛾𝑥3 = 𝑓(𝑡) (1.13) 

trong đó ℎ, 𝛾 là các hằng số dương, 𝑓(𝑡) là kích động bên ngoài (hàm điều hòa hoặc 

là quá trình ồn trắng ồn trắng Gauss. 
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1.4.3.7 Dao động với lực phục hồi bậc phân số 

Dao động này thuộc lớp bài toán dao động phi tuyến thuần túy [43]. Với hệ 

động lực này, phương trình chi phối hệ có dạng 

 𝑥̈ + 𝑐2𝑥|𝑥|𝑛−1 = 0; 𝑐 > 0, 𝑛 > 1. (1.14) 

1.4.3.8 Dao động điều hòa Duffing 

Dao động này cũng thuộc lớp các dao động tự do phi tuyến trong đó lực phục 

hồi là một hàm hữu tỉ chưa tối giản [44]. Phương trình chi phối hệ là: 

𝑥̈ +
𝑥3

1 + 𝑥2
= 0 (1.15) 

1.4.3.9 Dao động phi tuyến có khả năng mở rộng hữu hạn 

Phương trình dao động với lực phục hồi là một hàm hữu tỉ tối giản [45] là 

𝑥̈ +
𝑥

1 − 𝑥2
= 0 (1.16) 

1.4.3.10  Dao động kiểu Duffing 

Dao động kiểu Duffing đại diện cho một lớp các bài toán dao động phi tuyến 

với các hàm phục hồi dạng hàm lẻ. Phương trình có dạng 

 𝑥̈ + 𝜔0
2𝑥 + 𝛾𝑥2𝑛+1 = 0, 𝑛 = 1,2,3, . .. (1.17) 

Trong phạm vi của luận án, tác giả lựa chọn các dao động tự do để khảo sát 

tần số dao động riêng và để xác minh độ chính xác và ảnh hưởng của tính phi tuyến 

tính đến hiệu quả của phương pháp đề xuất được trình bày trong Chương 4. 

1.5 Một số phương pháp gần đúng giải phương trình vi phân 

1.5.1 Phương pháp biến phân Rayleigh – Ritz 

Trong cơ học kết cấu, phiếm hàm được sử dụng phổ biến nhất là thế năng 

(potential energy), phiếm hàm này thường thể hiện dưới dạng tích phân. Khi nhắc 

đến phương pháp biến phân, chúng ta tìm kiếm các giá trị của bậc tự do làm cho các 

phiếm hàm này dừng hoặc tối thiểu. Các phiếm hàm cung cấp một kỹ thuật mạnh mẽ 

để tạo ra các xấp xỉ phần tử hữu hạn (finite element – FE). 

Có thể tránh việc phải giải các phương trình vi phân bằng cách áp dụng phương 

pháp Rayleigh-Ritz cho một phiếm hàm, chẳng hạn như Π𝑃, mà mô tả mô hình toán 
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học. Kết quả là một mô hình thay thế có số lượng hữu hạn bậc tự do và được mô tả 

bởi các phương trình đại số thay vì phương trình vi phân. Một nghiệm Rayleigh-Ritz 

hiếm khi chính xác nhưng nó sẽ chính xác hơn khi có nhiều bậc tự do được sử dụng. 

Xét một chất rắn đàn hồi, xác định dịch chuyển và ứng suất được tạo ra bởi tải 

trọng. Nói chung, một điểm có các thành phần chuyển vị 𝑢, 𝑣 và 𝑤. Một nghiệm 

Rayleigh-Ritz bắt đầu với các trường xấp xỉ cho các thành phần này. Mỗi trường là 

một chuỗi, hay được gọi là hàm của tọa độ, 𝑓𝑖 = 𝑓𝑖  (𝑥, 𝑦, 𝑧) nhân với biên độ 𝑎𝑖 có 

giá trị chưa được xác định, 𝑎𝑖 có thể được gọi là tọa độ tổng quát, bậc tự do tổng quát.  

𝑢 =∑𝑎𝑖𝑓𝑖

𝑙

𝑖=1

 ;    𝑣 = ∑ 𝑎𝑖𝑓𝑖

𝑚

𝑖=𝑙+1

 ;  𝑤 = ∑ 𝑎𝑖𝑓𝑖

𝑛

𝑖=𝑚+1

   (1.18) 

Mỗi hàm 𝑓𝑖 = 𝑓𝑖  (𝑥, 𝑦, 𝑧) phải được chấp nhận; nghĩa là, mỗi 𝑓𝑖 phải đáp ứng 

các điều kiện tương thích và các điều kiện biên thiết yếu. Có thể 𝑓𝑖 bất kỳ không thỏa 

mãn các điều kiện biên thứ yếu, nhưng làm như vậy sẽ mang lại một xấp xỉ chính xác 

hơn cho một số lượng bậc tự do nhất định. Thông thường, nhưng không nhất thiết, 𝑓𝑖 

là đa thức, tự động đáp ứng các điều kiện tương thích.  

Hàm Π𝑃 là một hàm số của 𝐷𝑖 hay Π𝑃 = Π𝑃(𝐷1, 𝐷2, … , 𝐷𝑛). Áp dụng nguyên 

lý thế năng dừng ta có: 

𝑑Π𝑃 = 0 với 𝑑Π𝑃 =
𝜕Π𝑃
𝜕𝐷1

𝑑𝐷1 +
𝜕Π𝑃
𝜕𝐷2

𝑑𝐷2 +⋯+
𝜕Π𝑃
𝜕𝐷𝑛

𝑑𝐷𝑛 (1.19) 

Bâc tự do của bài toán là 𝑛 biên độ 𝑎𝑖. Π𝑃 trở thành một hàm của bậc tự do 𝑎𝑖, 

giống như Π𝑃  là một hàm của các bậc tự do 𝐷𝑖  trong phương trình (1.19). Theo 

nguyên lý thế năng dừng, hệ cân bằng được xác định bởi 𝑛 các phương trình đại số  

sau:  

𝜕Π𝑃
𝜕𝑎𝑖

= 0   với 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 (1.20) 

Sau đó, giải phương trình (1.19) với các giá trị của 𝑎𝑖, trường chuyển vị của 

(1.18) được xác định. Đạo hàm trường chuyển vị thu được biến dạng và thông qua 

mối quan hệ biến dạng-ứng suất ta có trường ứng suất tương ứng. 

Việc giải bài toán trải qua hai bước, đầu tiên là thiết lập một họ các hàm thử 

của nghiệm có thể chấp nhận được. Bước hai là áp dụng một tiêu chuẩn (ở đây là tiêu 
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chuẩn thế năng dừng đối với Π𝑃) để chọn dạng tốt nhất của họ các hàm. Khi các tiêu 

chuẩn được áp dụng thì đó chính là các phương pháp số dư trọng số 

Các ứng dụng chính xác của nguyên lý năng lượng dừng với hệ liên tục đòi 

hỏi sử dụng các tính toán của các biến thể. Cách tiếp cận với bài toán tìm các dạng 

cân bằng của kết cấu có hai điểm hạn chế. Thứ nhất, các phép tính biến phân được sử 

dụng là quá phức tạp để giải quyết bài toán thông thường. Thứ hai, chỉ có các phương 

trình vi phân và không thu được nghiệm chính xác của của nó. Tuy vậy, có một 

phương pháp mà dựa vào nguyên lý thế năng có thể được áp dụng xấp xỉ; gọi là 

phương pháp Rayleigh-Ritz [15], không có hai nhược điểm nói trên. Trong phương 

pháp này, người ta giả định một hình dạng phù hợp với sự biến dạng của hệ và do đó 

làm giảm nó từ một hệ vô hạn bậc tự do thành một hệ hệ hữu hạn bậc tự do. Nguyên 

lý thế năng dừng sau đó trực tiếp dẫn đến các hệ cân bằng, và chỉ tính toán các vi 

phân thường trong quá trình tính toán. 

Một ví dụ xác định lực tới hạn của thanh một đầu ngàm, một đầu tự do như 

Hình 1.6c. Bài toán tìm lực tới hạn [15] là kết quả tương đương tìm hình dạng của 

chuyển vị mà cân bằng vẫn xảy ra và bài toán này được giải quyết từ điều kiện tổng 

thế năng của dạng biến dang đầu tiên. Đường cong biến dạng được giả thiết dưới 

dạng đa thức 𝑦 = 𝐴 +  𝐵𝑥 +  𝐶𝑥2, hai hằng số của biểu thức này được tính toán từ 

các điều kiện biên tại đầu ngàm của thanh, ta có lực tới hạn là 

𝑃 =
3𝐸𝐼

𝑙2
 (1.21) 

So sánh với nghiệm chính xác lực Euler là π2EI/4l2, ta thấy sai số là 21,6% 

Lực nén dọc chính xác sẽ có được nếu một chuỗi vô hạn chuyển vị được giả 

thiết. Một nghiệm tốt hơn với phương trình (1.21) với số tham số tăng từ 1 lên 2 trong 

hàm chuyển vị giả thiết (hàm thử). Với y = Cx2 + Dx3, ta có lực tới hạn sẽ là 

2,4859 =
𝑃𝑙2

𝐸𝐼
→ 𝑃𝑐𝑟 = 2,4859

𝐸𝐼

𝑙2
 

Giá trị này sai số với giá trị chính xác của Euler là hơn 1%, chúng ta thấy sự 

gia tăng đáng kể về độ chính xác đạt được bằng cách tăng số lượng các số hạng trong 

hàm chuyển vị giả thiết. Nói chung, dạng chuyển vị sẽ phức tạp hơn khi thêm nhiều 

số hạng để có được một kết quả rất chính xác. 
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1.5.2 Phương pháp số dư trọng số 

Biểu thức toán học của một bài toán vật lý có dạng, trong miền V:  

𝐷𝑢 − 𝑓 = 0 (1.22) 

Ví dụ: với một trạng thái truyền nhiệt đều trong vật liệu đẳng hướng không có 

sự phát sinh nhiệt bên trong, D là toán tử vi phân, 𝑢 là nhiệt độ T, và 𝑓 = 0. Bài toán 

biểu diễn trong dạng mạnh bởi phương trình (1.22) và điều kiện biên xấp xỉ, đơn giản 

là phương trình vi phân thỏa mãn tại mọi điểm bên trong và điều kiện biên tại mỗi 

điểm ở biên. Một hàm xấp xỉ 𝑢̃ sẽ không thỏa mãn tại mọi điểm của phương trình 

(1.22). Vì vậy số dư 𝑅 = 𝑅(𝑥) trong miền V: 

𝑅 = 𝐷𝑢̃ − 𝑓 (1.23) 

Lấy 𝑢̃ là tổ hợp tuyến tính của các hàm đơn giản, điển hình 𝑢̃ là một đa thức 𝑛 

số hạng trong đó số hạng thứ 𝑖 là nhân với bậc tự do tổng quát 𝑎𝑖. Với 𝑛 giá trị của 

𝑎𝑖 được chọn để 𝑅 là nhỏ. Theo phương pháp số dư trọng số, giá trị của 𝑎𝑖 thỏa mãn 

biểu thức của phương trình chi phối trong dạng yếu của chúng 

∫𝑊𝑖𝑅𝑑𝑉 = 0  với i = 1, 2, …, n (1.24) 

trong đó mỗi 𝑊𝑖 = 𝑊𝑖(𝑥) là một hàm trọng số. Trong phương pháp số dư trọng số 

Galerkin, mỗi 𝑊𝑖  là trực giao với 𝑎𝑖  tương ứng trong 𝑢̃. Các phương pháp số dư 

trọng số khác sẽ được thảo luận chi tiết ở mục sau. 

1.5.3 Sự khác nhau giữa các phương pháp số dư trọng số 

Để giải thích ngắn gọn phương pháp số dư trọng số (weighted residual methods 

- WRM), chúng ta giải thích định nghĩa “số dư, phần dư – residual” bao gồm phần 

dư trên biên. Với phương pháp Galerkin, biên phần dư không được thể hiện rõ bởi vì 

tích phân từng phần liên quan đến điều kiện biên tự nhiên. Giả sử rằng, nghiệm xấp 

xỉ 𝑢̃ là một hàm tọa độ 𝑥 và bậc tự do tổng quát 𝑛. {𝑎} = [𝑎1 𝑎2… 𝑎𝑛]
𝑇, những giá 

trị số này đã được xác định. Ta có 

𝑅 = 𝑅({𝑎}, 𝑥) = 𝐷𝑢̃ − 𝑓 (phần dư trong miền V) (1.25) 

𝑅𝑆 = 𝑅𝑆({𝑎}, 𝑥) = 𝐷𝑆𝑢̃ − g (phần dư trên biên S của V) (1.26) 
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trong đó 𝐷𝑆 là một toán tử vi phân. Chúng ta tìm kiếm phần dư nhỏ nhất theo một vài 

định nghĩa, trong khi các phương trình đủ để giải với 𝑛 giá trị của 𝑎𝑖. Trong số các 

phương pháp số dư trọng số, phương pháp Galerkin là phương pháp được biết đến 

nhiều nhất. 

Trong phương pháp “ấn định điểm” – (collocation or point collocation), phần 

dư được đặt giá trị 0 tại 𝑛 vị trí 𝑥𝑖 

𝑅({𝑎}, 𝑥𝑖) = 0   với  i= 1, 2, … , j-1 (1.27) 

𝑅𝑆({𝑎}, 𝑥𝑖) = 0   với i= j, j+1, … , n (1.28) 

Khi 𝑗 < 𝑛, các điều kiện khác trên biên 𝑆 là không xuất hiện. Sự phân bố các 

điểm sắp xếp gần như đều hoặc có thể dày đặc trong một miền quan trọng nhất. 

Trong phương pháp “miền con”, hoặc gọi là “ấn định miền con”, tích phân của 

phần dư trên 𝑛 phần vi phân của 𝑉 và 𝑆 là được cho bằng 0. 

∫𝑅({𝑎}, 𝑥)𝑑𝑉𝑖 = 0, với  i= 1, 2, … , j-1 (1.29) 

∫𝑅𝑆({𝑎}, 𝑥)𝑑𝑆𝑖 = 0, với i= j, j+1, … , n (1.30) 

Trong phương pháp “bình phương nhỏ nhất”, còn gọi là “bình phương nhỏ 

nhất liên tục”, các 𝑎𝑖 được chọn để tối thiểu một hàm 𝐼 

𝜕𝐼

𝜕𝑎𝑖
= 0, với i= 1, 2, … , n (1.31) 

Với hàm 𝐼 được hình thành bởi tích phân của bình phương phần dư  

𝐼 = ∫[𝑅({𝑎}, 𝑥)]2𝑑𝑉 + 𝛼∫[𝑅𝑆({𝑎}, 𝑥)]
2𝑑𝑆 (1.32) 

Trong đó  là một hệ số tùy ý mà thỏa mãn để thu được thứ nguyên thuần nhất, 

và cũng thỏa mãn như một số phạt (penalty number). Các giá trị  càng lớn phản ánh 

mức độ quan trọng 𝑅𝑆 với 𝑅. 

Trong “bình phương ấn định nhỏ nhất”, cũng gọi là “bình phương điểm nhỏ 

nhất” và “ấn định vượt quá - overdetermined collocation”. Từ (1.31), nhưng 𝐼 được 

mô tả như là tổng của bình phương phần dư tại 𝑚 điểm, với 𝑚 >  𝑛: 
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𝐼 =∑[𝑅({𝑎}, 𝑥𝑖)]
2

𝑗−1

𝑖=1

+ 𝛼∑[𝑅𝑆({𝑎}, 𝑥𝑖)]
2

𝑛

𝑖=𝑗

 (1.33) 

Phương trình (1.33) thu được 𝑛 phương trình với 𝑛 hệ số 𝑎𝑖 , thậm chí khi 

𝑚 >  𝑛. Nếu 𝑚 = 𝑛 phương pháp trở về phương pháp ấn định điểm đơn giản. 

Nhận xét: tính chất chung của phương pháp Galerkin và phương pháp số dư 

trọng số MWR khác được mô tả bằng phương trình 

∫𝑊𝑖𝑅Γ𝑑Γ = 0 (1.34) 

trong đó 𝑅Γ đại diện cho 𝑅 (và cũng cho 𝑅S) và Γ đại diện cho 𝑉 (và cũng cho 𝑆). 

Tính trực giao thể hiện trong công thức (1.34) và các phương pháp số dư trọng số 

khác nhau trong việc định nghĩa hàm 𝑊𝑖 . Trong phương pháp Galerkin 𝑊𝑖 =

𝜕𝑢̃ 𝜕𝑎𝑖⁄ . Trong “phương pháp ấn định” và “phương pháp miền phụ”, 𝑊𝑖 là delta đơn 

vị hay các hàm bước mà khác không tại các điểm chắc chắn hay chính xác trên miền 

con. Trong “phương pháp bình phương nhỏ nhất” 𝑊𝑖 = 𝜕𝑅 𝜕𝑎𝑖⁄ . Phương trình (1.34) 

chỉ ra rằng phần dư 𝑅Γ, trọng số bởi thừa số 𝑊𝑖, có một giá trị trung bình không trên 

miền Γ. Thu được một nghiệm từ phương trình (1.34) tương tự với thu được nghiệm 

từ biểu thức biến phân 𝛿𝛱 = 0 trong một bài toán mà hàm 𝛱 khả dụng. 

Tất cả phương pháp số dư trọng số thu được một phương trình đại số dạng 

[𝐴]{𝑎} = {𝑐}, để giải các 𝑎𝑖 trong hàm xấp xỉ 𝑢̃. Thiết lập các phương trình là tuyến 

tính nếu 𝐷 là toán tử tuyến tính. Trong phương pháp Bubnov-Galerkin và tất cả các 

phương pháp bình phương nhỏ nhất, ma trận hệ số [𝐴] là đối xứng. Phương pháp sắp 

xếp, miền con, và Bubnov-Galerkin có thể tạo ra một ma trận [𝐴] bất đối xứng. Trừ 

khi 𝑢̃ nghiệm chính xác, một hàm 𝑢̃ đã cho sẽ khác nhau với sự lựa chọn khác nhau 

của các điểm sắp xếp, miền con, hay  trong phương trình (1.32), (1.33) . 

Trong phương pháp bình phương nhỏ nhất có khuynh hướng tạo ra một tình 

trạng xấu của ma trận 𝐴, và mặc dù cho phép “điều chỉnh” bởi hệ số , nghiệm cũng 

có thể ảnh hưởng khá lớn bởi phần dư thứ yếu. Bởi vì trọng số là 𝑊𝑖 = 𝜕𝑅 𝜕𝑎𝑖⁄ , cả 

hai 𝑅 và 𝑊𝑖 chứa đạo hàm cùng bậc. Vì vậy, trong phương pháp bình phương nhỏ 

nhất liên tục, tích phân từng phần không thể giảm bậc của vi phân trong các tích phân. 

Vậy nếu đạo hàm bậc 2𝑚 xuất hiện trong 𝑅, hình thành công thức FE yêu cầu 𝑢̃ thể 
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P 

hiện các phần tử liên tục của đạo hàm bậc 2𝑚 − 1. Bậc của phần tử liên tục có thể 

giảm từ việc xây dựng lại công thức khi thiết lập các phương trình vi phân bậc nhất. 

 

Hình 1.10. Thanh đàn hồi tiết diện không đổi chịu tải trọng dọc trục 𝑃 và lực 

thay đổi tuyến tính dọc trục q = cx, 𝑐 là hằng số 

Bài toán như Hình 1.10 [46] với kết quả thể hiện trong từ Bảng 1.1, trường 

hợp đặc biệt 𝑃 = 0 và giá trị đơn vị của 𝐴, 𝐸, 𝑐 và 𝐿𝑇. Có thể nói rằng một hàm 𝑢̃ đã 

cho, kết quả khác nhau khi chọn điểm sắp xếp và các miền con khác nhau. 

Bảng 1.1. Kết quả tính toán ví dụ Hình 1.10 

Số lượng và vị 

trí 

Nghiệm 

chính 

xác 

Phương 

pháp ấn 

định điểm 

Phương pháp 

miền phụ và 

bình phương 

tối thiểu 

Phương pháp 

ấn định điểm 

bình phương 

tối thiểu 

Phương 

pháp 

Galerkin 

𝑢 tại 𝑥=𝐿𝑇/2 0,2292 0,1250 0,1875 0,2500 0,2292 

𝑢 tại 𝑥=𝐿𝑇 0,3333 0,1667 0,2500 0,3333 0,3333 

𝑢 tại 𝑥=0 0,5000 0,3333 0,5000 0,6667 0,5833 

𝑢′ tại 𝑥=𝐿𝑇/2 0,3750 0,1667 0,2500 0,3333 0,3333 

𝑢′ tại 𝑥=𝐿𝑇 0 0 0 0 0,0833 

Phương pháp Galerkin thể hiện tính trực giao các hàm trọng số 𝑊𝑖 với các hệ 

số 𝑎𝑖, được biết đến là phương pháp Bubnov – Galerkin (được gọi chung là phương 

pháp Galerkin). Có một biến thể của phương pháp Galerkin được gọi là phương pháp 

Petrov-Galerkin, trong đó một vài hoặc tất cả của 𝑊𝑖 là được chọn khác nhau khi trực 

giao với 𝑎𝑖, điều này cho một kết quả khác với kết quả thu được từ một hàm (nếu hàm 

này tồn tại). Phương pháp Petrov-Galerkin thường được dùng trong cơ học chất lỏng. 

Nếu một hàm có thể được xây dựng mà thu được từ phương trình vi phân chính 

của bài toán, thì phương pháp Galerkin và phương pháp Rayleigh-Ritz thu được 

cùng một kết quả khi cả hai sử dụng cùng một hàm xấp xỉ 𝑢̃. Dễ dàng thấy từ ví 

dụ cho ở Hình 1.10 và một so sánh về kết quả trên với kết quả xấp xỉ được cho trong 

[46], phương pháp Galerkin phù hợp với kết quả bài toán thu được bằng phương pháp 

x, u 

y 

A, E 

LT 

q = cx 

dx 

qdx 

𝐴(𝜎𝑥 + 𝑑𝜎𝑥) 𝐴𝜎𝑥 
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Rayleigh-Ritz. Phương pháp Galerkin là một trong nhiều phương pháp số dư trọng 

số, tất cả các phương pháp này nhằm chọn các tham số trong hàm thử xấp xỉ để thu 

được kết quả gần đúng tốt nhất.  

1.5.4 Phương pháp Galerkin và tính trực giao của phần dư phương trình 

với các hàm thử 

Sử dụng phương pháp gần đúng Rayleigh – Ritz trong phân tích ổn định. Một 

kỹ thuật tương tự thu được nghiệm xấp xỉ là phương pháp Galerkin. Khác biệt chính 

giữa hai phương pháp này là phương pháp Galerkin giải quyết trực tiếp từ phương 

trình vi phân trong khi phương pháp Rayleigh-Ritz tập trung vào năng lượng 

của hệ [15]. Với yêu cầu tổng thế năng thanh hai đầu bản lề có giá trị tối thiểu, ta có 

∫ (𝐸𝐼𝑦(𝐼𝑉)  +  𝑃𝑦′′)
𝑙

0

(𝛿𝑦)𝑑𝑥 + [(𝐸𝐼𝑦′′)(𝛿𝑦′)]0
𝑙 = 0 (1.35) 

Số hạng đầu tiên trong biểu thức này chứa vế trái của phương trình vi phân 

nhân với dịch chuyển nhỏ tùy ý của hàm chuyển vị. Số hạng thứ hai chứa các điều 

kiện biên của thanh.  

Có thể xấp xỉ chuyển vị của cột bằng một loạt gồm 𝑛 hàm độc lập 𝑔𝑖(𝑥) nhân 

với hệ số không xác định (𝑎𝑖). 

𝑦𝑎𝑝𝑝 = 𝑎1𝑔1(𝑥) + 𝑎2𝑔2(𝑥) + ⋯+ 𝑎𝑛𝑔𝑛(𝑥) =∑𝑎𝑖𝑔𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

 (1.36) 

Với mỗi hàm 𝑔𝑖(𝑥) thỏa mãn điều kiện biên hình học và tự nhiên, thì số hạng 

thứ hai trong phương trình (1.35) biến mất khi thay 𝑦 bằng 𝑦𝑎𝑝𝑝. Để làm cho số hạng 

thứ nhất trong phương trình (1.35) bằng với 0, các hệ số 𝑎𝑖 sẽ được chọn mà 𝑦𝑎𝑝𝑝 

thỏa mãn phương trình vi phân. Thực hiện thay thế, trong đó tạo ra vế trái của phương 

trình vi phân khi thay thế 𝑦 bằng 𝑄 và được định nghĩa:  

𝑄 = 𝐸𝐼
𝑑4

𝑑𝑥4
 + 𝑃

𝑑2

𝑑𝑥2
 (1.37) 

Và thay thế hàng loạt hàm xấp xỉ chuyển vị của cột bằng  

 =∑𝑎𝑖𝑔𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

 (1.38) 

Từ phương trình (1.35) nghiệm xấp xỉ  𝑦app  có dạng: 
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∫ 𝑄()
𝑙

0

(𝛿)𝑑𝑥 = 0 (1.39) 

Từ đó  là hàm của 𝑛 tham số 𝑎𝑖,  

𝛿 =
𝜕

𝜕𝑎1
𝛿𝑎1 +

𝜕

𝜕𝑎2
𝛿𝑎2 +⋯+

𝜕

𝜕𝑎𝑛
𝛿𝑎𝑛

= 𝑔1(𝑥)𝛿𝑎1 + 𝑔2(𝑥)𝛿𝑎2 +⋯+ 𝑔𝑛(𝑥)𝛿𝑎𝑛

=∑g𝑖(𝑥)𝛿𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

 

(1.40) 

Từ mối quan hệ này, phương trình (1.39) có thể được viết lại 

∫ 𝑄()
𝑙

0

∑g𝑖(𝑥)𝛿𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑑𝑥 = 0 (1.41) 

Giả sử rằng 𝑛 hàm g𝑖(𝑥) sử dụng với xấp xỉ 𝑦 là độc lập với nhau, phương 

trình (1.41) có thể giống nhau với mỗi số hạng bằng không trong 𝑛 số hạng của 

phương trình đều bằng không. Như vậy 

∫ 𝑄()g𝑖(𝑥)𝛿𝑎𝑖

𝑙

0

𝑑𝑥 = 0, với 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 

Do 𝑎𝑖 là tùy ý 

∫ 𝑄()g𝑖(𝑥)
𝑙

0

𝑑𝑥 = 0, với 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 (1.42) 

Các mối quan hệ được cho bởi phương trình (1.42) được gọi là phương trình 

Galerkin. Đối với một bài toán nhất định bất kỳ hàm chuyển vị giả định mà phù hợp 

với các điều kiện biên và phương trình Galerkin sẽ là một nghiệm gần đúng của bài 

toán. Phương trình này thể hiện tính trực giao giữa 𝑛 hàm thử và phần dư. Nếu có 

𝑛 số hạng trong hàm chuyển vị giả định, sẽ có 𝑛 phương trình cho bởi (1.42). Trong 

một bài toán cân bằng các phương trình 𝑛 có thể được giải quyết cho 𝑛 hệ số chưa 

biết trong các hàm chuyển vị giả định. Trong một bài toán uốn dọc tuyến tính các 

phương trình 𝑛 sẽ là thuần nhất, và lực tới hạn có được bằng cách thiết lập các định 

thức của chúng bằng không. 

Để minh họa việc sử dụng phương pháp Galerkin để tính lực tới hạn của thanh 

một đầu ngàm một đầu bản lề như Hình 1.6d. Bước đầu tiên là chọn một hình dạng 

chuyển vị thỏa mãn các điều kiện biên. Một hàm như vậy thường có thể thu được 

bằng cách lấy lũy thừa hàng loạt và ước lượng nhiều hằng số tùy ý nhất có thể từ các 
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điều kiện biên. Ta thu được đường cong biến dạng phù hợp với thanh một đầu ngàm 

một đầu bản lề theo phương trình (1.43). Hàm này thỏa mãn tất cả điều kiện biên của 

thanh một đầu ngàm, một đầu bản lề và sẽ được sử dụng như một hàm để xấp xỉ với 

đường biến dạng của thanh này. 

𝑦 = 𝐴(𝑥𝑙3 − 3𝑙𝑥3 + 2𝑥4) (1.43) 

Bước hai trong phương pháp Galerkin là thiết lập trạng thái cân bằng bằng 

cách cho hàm giả thiết thỏa mãn phương trình (1.42). Nếu  được cho bởi biểu thức 

trong (1.43) thì Q() phù hợp với (1.37) ta có 

𝑄() = 𝐴[48𝐸𝐼 + 𝑃(24𝑥2 − 18𝑙𝑥)] (1.44) 

Từ phương trình (1.38) ta có  

g(𝑥) = 𝑥𝑙3 − 3𝑙𝑥3 + 2𝑥4 

Thay thế hai biểu thức này vào (1.42) ta có: 

∫𝐴[48𝐸𝐼 (𝑥𝑙3 − 3𝑙𝑥3 + 2𝑥4)

𝑙

0

+ 𝑃(24𝑙3𝑥3  −  72𝑥5𝑙 + 48𝑥6 − 18𝑙4𝑥2 + 54𝑙2𝑥4

− 36𝑙𝑥5)]𝑑𝑥 = 0 

(1.45) 

Tích phân xác định này cho ta 

𝐴(
36𝐸𝐼𝑙5

5
−
12𝑃𝑙7

35
) = 0 ⇒  𝑃𝑐𝑟

𝐺 =
21𝐸𝐼

𝑙2
 (1.46) 

Bảng 1.2. Tổng hợp kết quả thanh C-P theo phương pháp Galerkin 

TT Dạng W (EI=1) 
Giá trị lực tới hạn  Sai số (%) 

PƠle PGalerkin Pơle – PGalerkin 

1 3𝑥2(𝑙 − 𝑥)𝑀 4𝑙⁄  

2
0
,1

9
0
6

 

21,0000 4,2595 

2 3𝑥3(𝑙 − 𝑥)𝑀 4𝑙⁄  32,8000 62,8434 

3 𝑥2(𝑙 − 𝑥)(3𝑙 − 2𝑥)𝑀 4⁄  22,4211 11,3147 

4 3𝑥4(𝑙 − 𝑥)𝑀 4𝑙⁄  47,1429 134,052 

5 𝑥2(7𝑙3 − 9𝑥𝑙2 − 2𝑥3)𝑀 10⁄  21,8042 8,25201 

6 3𝑥4(3𝑙 − 2𝑥)(𝑙 − 𝑥)𝑀 4⁄  33,1189 64,4274 

7 𝑥3(7𝑙3 − 9𝑥𝑙2 − 2𝑥3)𝑀 10⁄  34,5291 71,4279 
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Khi so sánh với giá trị chính xác của lực tới hạn Euler từ kết quả của (1.4) là  

20,1906𝐸𝐼 𝑙2⁄   với sai số 4,0087962%.  Tính toán tương tự với các hàm thỏa mãn 

điều kiện biên trong Bảng 1.2. 

Như vậy, phương pháp Galerkin thuộc vào hướng tiếp cận số dư có trọng số, 

trong khi phương pháp Rayleigh-Ritz đó là dựa trên hướng tiếp cận kiểu biến phân 

[47]. Hướng tiếp cận số dư có trọng số và mối quan hệ của nó với hướng tiếp cận 

biến phân, có thể tham khảo các phân tích tổng quan chi tiết của Finlayson và Scriven 

[48], và Leipholz [49]. Barati và Zenkour [50] đã nghiên cứu ứng xử dao động tự do 

của vỏ composite dạng nano xốp được gia cường bằng các phiến nhỏ graphene. Lớp 

vỏ gia cường được mô hình hóa thông qua lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất và phương 

pháp Galerkin được triển khai để nhận được các tần số dao động riêng. Sofiyev [51] 

thiết lập phương trình chuyển động của dao động động tự do phi tuyến của các vỏ trụ 

trực hướng có vật liệu cơ tính biến thiên (FGM) mà có xét đến các ứng suất cắt bằng 

việc sử dụng lý thuyết vỏ phi tuyến.  

Đối với khía cạnh tính toán số, đầu tiên ta chú ý đến sự hội tụ của phương pháp 

[52], [53]. Một phương pháp nút biên Galerkin đã được Li và Zhu [54] đề xuất để 

giải các bài toán giá trị biên. Đã có các phân tích lý thuyết và hội tụ của phương pháp 

này. Ding và cộng sự. [55] đã khảo sát sự hội tụ của phương pháp Galerkin đối với 

phản ứng động của một dầm đàn hồi nằm trên nền phi tuyến với cản nhớt, khi chịu 

tải trọng tập trung di động. Sự phụ thuộc của độ hội tụ của phương pháp Galerkin vào 

các điều kiện biên, chiều dài nhịp và các tham số của hệ khác đã được nghiên cứu. 

Nhiều nghiên cứu khác nhau về phương pháp Galerkin đã được phát triển để tăng tốc 

độ hội tụ của các nghiệm xấp xấp xỉ. Nếu phương trình chi phối hệ được cho trước, 

độ chính xác của phương pháp Galerkin được xác định bởi quy trình Galerkin đã dùng 

và bởi các hàm thử được chọn. Gần đây, Elishakoff và cộng sự [56] chỉ ra rằng, đối 

với một dầm đơn giản có tiết diện giật cấp, chịu tải trọng phân bố đều, việc triển khai 

cẩn thận phương pháp Galerkin sẽ hội tụ đến nghiệm chính xác, trong khi đó việc 

triển khai Galerkin đơn thuần thì không hội tụ về nghiệm chính xác. Tác giả Issac 

Elishakoff và Damien Boutur [57] trình bày một số trở ngại của phương pháp 

Galerkin liên quan đến ổn định của cột có tiết diện thay đổi dạng bậc thang với mô 

men quán tính thay đổi được biểu diễn dưới dạng hàm tổng quát có kể đến sự xuất 
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hiện các đạo hàm của hàm Delta Dirac trong phương trình chi phối hệ. Trong [57] 

cũng có nhắc đến các các nghiên cứu về phương pháp Galerkin và đối với các dầm 

có tiết diện thay đổi nhiều bước, một số nghiệm đóng và kỹ thuật tính toán trình bày 

trong bài báo của Failla [58], Skrinar [59], và Cheng và cộng sự [60]. Một số công 

trình nghiên cứu về áp dụng phương pháp Galerkin cụ thể là: Bert và cộng sự [61] so 

sánh hiệu quả của các kỹ thuật tính toán khác nhau, Elishakoff và Zingales [62] đã 

minh họa sự hội tụ của phương pháp Galerkin cho nghiệm chính xác bằng cách tính 

tổng các chuỗi vô hạn. Lal và Yu [63] đã áp dụng phương pháp Galerkin cho các bài 

toán động, Laura và Cortinez [64] xử lý các lũy thừa không nguyên trong các hàm 

thử và tối ưu hóa liên quan của trị riêng, Meirovitch và Kwak [65] và Prasad và 

Krishna Murthy [66] phương pháp phần tử hữu hạn Galerkin cho các bài toán dao 

động và Flax [67] ước tính tần số tự nhiên của dầm và tấm có tiết diện thay đổi. 

Trong công trình đã công bố số [3], số [4] của nhóm tác giả đề xuất một phương 

pháp phần tử hữu hạn thời gian bậc cao dựa trên công thức biến thiên xác định tương 

đương với dạng phương trình chi phối mạnh thông thường trong động lực học kết cấu 

cũng là một dạng phương trình điều chỉnh trong phương pháp số dư trọng số, trong 

đó hàm trọng số phụ thuộc vào thời gian. 

Ví dụ, đối với kết cấu trong bài toán một chiều, toán tử lấy trung bình thông 

thường được sử dụng chính là phép tích phân trên toàn toàn bộ chiều dài kết cấu. Vì 

lý do này, phép lấy trung bình thông thường có thể được coi là phép lấy trung bình 

toàn cục. Khi sử dụng hướng tiếp cận đối ngẫu, có thể thay vì sử dụng toán tử lấy 

trung bình toàn cục, thì ta có thể xem xét toán tử lấy trung bình cục bộ và tích hợp nó 

vào phương pháp Galerkin. Dựa trên khái niệm về đối ngẫu này, Anh và cộng sự [10] 

đề xuất xem xét ở mức độ toàn cục đối với tiêu chí sai số bình phương bình quân cục 

bộ của phương pháp tuyến tính hóa tương đương ngẫu nhiên. Phân tích bằng số của 

một số hệ phi tuyến điển hình chịu kích thích của ồn trắng cho thấy độ chính xác của 

tiêu chí đề xuất này được cải thiện đáng kể so với tiêu chí sai số bình phương bình 

quân cổ điển. Một số biểu thức xấp xỉ của tỷ số điều chỉnh tối ưu của thiết bị TMD 

được gắn với một kết cấu tuyến tính có có cản đã được đề xuất [11] bằng cách sử 

dụng phương pháp tuyến tính hóa tương đương được cải tiến theo tiêu chuẩn đối 

ngẫu. Phương pháp tuyến tính hóa tương đương và tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số 

được trình bày ở Chương 2. 
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1.6 Kết luận chương 1 

1. Chương 1 trình bày các mô hình mất ổn định và lý giải về tải trọng tới hạn 

cũng như đường cong giữa chuyển vị và tải trọng dạng mất ổn định phân nhánh đồng 

thời các phương pháp giải bài toán ổn định đã được biết đến như: a) Phương pháp 

tĩnh học; b) Phương pháp động lực học; c) Phương pháp năng lượng. Tóm tắt các bài 

toán ổn định đàn hồi và bài toán dao động dao động một bậc tự do phi tuyến và một 

số hệ dao động phi tuyến thường gặp. 

2. Chương này trình bày tổng quan về các phương pháp giải các bài toán ổn 

định đàn hồi và nghiệm chính xác của các bài toán này đồng thời cũng chỉ ra tính chất 

chung của các phương pháp gần đúng cụ thể là Rayleigh-Ritz, các phương pháp số 

dư trọng số (MWR) và sự khác nhau của các phương pháp và đặc biệt là tổng quan 

các nghiên cứu áp dụng gần đúng bằng phương pháp Galerkin – là phương pháp gần 

đúng khá hiệu quả và đơn giản trong tính toán và thể hiện qua tính trực giao giữa 

phần dư với hàm thử và tác giả nhận thấy có thể sửa đổi toán tử lấy trung bình chính 

là tính chất trực giao và có thể cải thiện độ chính xác của nghiệm gần đúng.  

3. Với một số nghiên cứu trước đây về bài toán ổn định với tiết diện thay đổi 

cũng là một đối tượng để tác giả nghiên cứu và đề xuất một công cụ tính toán hiệu 

quả hơn và kết quả của chương này để làm cơ sở so sánh với việc phương pháp tuyến 

tính hóa đối ngẫu có trọng số được trình bày ở Chương 2 và phát triển tính chất trực 

giao đề xuất ở Chương 3 với các bài toán ổn định để xác định lực tới hạn đồng thời 

phát triển tính chất trực giao thông qua cách tiếp cận mới của tiêu chuẩn đối ngẫu có 

trọng số của tuyến tính hóa tương đương cho hệ dao động phi tuyến để xác định tần 

số dao động tự do sẽ được trình bày ở Chương 4. 
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CHƯƠNG 2. PHƯƠNG PHÁP TUYẾN TÍNH HÓA TƯƠNG ĐƯƠNG 
 

2.1 Giới thiệu 

Trong nhiều lĩnh vực khoa học và kỹ thuật, kinh tế và logictics, thường cần 

giải quyết các bài toán tối ưu hóa đa mục tiêu (multi-objective optimization - MOO) 

trong đó việc ra quyết định theo nhiều tiêu chí cần được thực hiện với sự hiện diện 

đồng thời của hai hoặc nhiều mục tiêu. Các kết quả được đề cấp đến nhất có thể được 

tìm thấy bằng cách sử dụng các triết lý khác nhau. Trong số các phương pháp MOO 

[68], [69], phương pháp tổng có trọng số tiếp tục là một trong những phương pháp 

đơn giản nhất và được sử dụng rộng rãi nhất để chuyển đổi bài toán ban đầu với đa 

mục tiêu thành bài toán tối ưu hóa đơn mục tiêu, còn được gọi là phương pháp tiếp 

cận theo tỷ lệ. Trong phương pháp tổng có trọng số [70], một tập hợp các mục tiêu 

được chia tỷ lệ thành một mục tiêu duy nhất bằng cách nhân từng mục tiêu với một 

trọng số tương đối liên quan đến từng thuộc tính. Đã có nhiều cách tiếp cận khác nhau 

để xác định trọng số, được thể hiện trong các tổng quan toàn diện [71], [72], [73], 

[74]. Từ đó, cần lưu ý từ một cuộc thảo luận quan trọng do Marler và Arora [71]  cung 

cấp: “Giá trị của một trọng số có ý nghĩa không chỉ so với các trọng số khác mà còn 

liên quan đến hàm mục tiêu tương ứng của nó. Đây là một ý tưởng phản biện, mặc 

dù nó thường bị bỏ qua ”. 

Mặt khác, các bài toán MOO luôn gắn liền với các mô hình cụ thể trong các 

lĩnh vực nói trên, chúng thường được mô tả bởi các hệ động học. Thực tế là các hệ 

động học phi tuyến là vấn đề chính cần quan tâm vì tính phi tuyến vốn có trong hầu 

hết các hệ thực. Tuy nhiên, không nhiều hệ động lực học phi tuyến có lời giải chính 

xác [75], [76] . Do đó, trước tiên người ta nên áp dụng một phương pháp để ước tính 

hay xấp xỉ các đáp ứng. Trong số các phương pháp phân tích gần đúng, tuyến tính 

hóa tương đương là một trong những cách tiếp cận đơn giản nhất để thực hiện điều 

này. Sự khởi đầu của phương pháp có liên quan đến nghiên cứu của Kryloff và 

Bogoliubov trong [75], trong đó hệ phi tuyến một bậc tự do được thay thế bằng một 

hệ tuyến tính với hệ số tuyến tính hóa tương đương phụ thuộc vào biên độ của đáp 

ứng. Ý tưởng hiệu quả này sau đó đã được tổng quát hóa thành công cho trường hợp 

của hệ phi tuyến ngẫu nhiên bởi Caughey [7] người đã đề xuất bình phương trung 

bình của sai số thay thế. Đề xuất này đã dẫn đến một bài toán tối ưu hóa đơn mục 
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tiêu, toàn cục được điều chỉnh bởi ý tưởng thay thế tương đương, trong đó sai số trung 

bình bình phương chính xác là hàm đơn mục tiêu duy nhất và hệ số tuyến tính hóa 

tương đương là các biến quyết định. Dựa trên các lợi thế toán học của tuyến tính hóa 

tương đương, một loạt các tiêu chuẩn đã được phát triển với các kỹ thuật mới và cải 

tiến, sáng tạo. Vài năm một lần, có những bản tóm tắt toàn diện về những thành tựu 

mới trong việc tuyến tính hóa tương đương ngẫu nhiên, đáng chú ý trong số đó là các 

đánh giá của Spanos [77], Roberts [78], Socha and Soong [79], Socha [80], [81], 

Falsone and Ricciardi [82], Elishakoff [5], Proppe và cộng sự [83], Crandall [84], 

Elishakoff and Crandall [85]. 

Có thể thấy rằng sự tiến triển của tuyến tính hóa tương đương ngẫu nhiên mạnh 

hơn nhiều so với tuyến tính hóa tương đương tiền định. Trên thực tế, trong cùng 

khoảng thời gian, chỉ có một số phát triển đáng chú ý về tuyến tính hóa tương đương 

tiền định, chẳng hạn như các tiêu chuẩn được đề xuất bởi Adelberg and Denman [86], 

Sinha and Srinivasan [87], Agrwal and Denman [88], Anh và cộng sự [89], 

Chattopadhyay and Chakraborty [90], Beléndez et al. [91]. Các ứng dụng của tuyến 

tính hóa tương đương cho cả trường hợp phi tuyến tiền định và ngẫu nhiên đã được 

chỉ ra rằng các tiêu chuẩn đó có kết quả tốt với độ chính xác nhất định và một số mức 

phi tuyến. Tuy nhiên, việc tập trung vào độ chính xác và ảnh hưởng của tính phi tuyến 

đến hiệu quả của các tiêu chuẩn vẫn chưa được nghiên cứu kỹ. Bên cạnh đó, các tiêu 

chuẩn có xu hướng bị giới hạn chỉ có một hàm đơn mục tiêu. 

Một cách hiểu mới về ý tưởng thay thế tương đương trong việc xử lý trực tiếp 

một đại lượng đặc trưng của tính phi tuyến gần đây đã được trình bày trong [8], [10], 

[92], [93], [94], [95], [96], [97], [98]. Đó là tính đối ngẫu của các quá trình thay thế 

tương đương. Thật vậy, cách tiếp cận đối ngẫu gợi ý rằng việc thay thế hệ phi tuyến 

ban đầu bằng một hệ tuyến tính tương đương, còn được gọi là sự thay thế lượt đi, cần 

được xem xét cùng với sự thay thế lượt về từ hệ tuyến tính tương đương sang hệ phi 

tuyến ban đầu. Kỹ thuật kết hợp tuyến tính hóa tương đương này được gọi là tuyến 

tính hóa tương đương đối ngẫu. Phương pháp tiếp cận đối ngẫu lần đầu tiên được Anh  

[92], [95], đề xuất, và sau đó được Anh và cộng sự phát triển. thành một số tiêu chuẩn 

đối ngẫu , [8], [10], [93], [94], [96], [97], [98] áp dụng trong tuyến tính hóa tương 

đương ngẫu nhiên. Việc hiện thực hóa các tiêu chuẩn này, có thể được coi là một 

dạng tổng quát, là tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số (the weighted dual criterion - WDC) 
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[96], [97]. Theo cách tiếp cận vô hướng hóa MOO, WDC sử dụng tổng có trọng số 

để kết hợp hai hàm mục tiêu của các sai số thay thế bình phương trung bình lượt đi 

và lượt về thành một hàm mục tiêu tổ hợp vô hướng. Ngoài ra, cần chỉ ra rằng hệ số 

tương quan bình phương đã được biết đến trong toán học, xuất hiện tự nhiên trong 

các công thức của WDC, có thể được sử dụng để đánh giá tính phi tuyến của phần tử 

phi tuyến gốc đối với phần tử tuyến tính hóa tương đương. 

Trong những năm gần đây, một xu hướng mạnh mẽ với mối quan tâm rất lớn 

đến các vật liệu và kết cấu mới. Điều này dẫn đến việc nghiên cứu nhiều hệ động lực 

học phức tạp trong đó việc phân tích tần số của dao động tự do phi tuyến là cần thiết. 

Có rất nhiều phương pháp giải tích xấp xỉ được phát triển và sử dụng để giải quyết 

bài toán này. Chattopadhyay và Chakraborty đề xuất tính giá trị bình phương trung 

bình của sai số thay thế đơn giản trong giới hạn [0, 2𝜋] thay vì [0, 2𝜋/Ω] như thông 

thường [90]. Beléndez và cộng sự đã xây dựng một công thức thực nghiệm xấp xỉ  

cho chu kỳ của dao động phi tuyến bảo toàn bằng cách kết hợp tuyến tính hóa của 

phương trình chi phối hệ với sự mở rộng phân tích tiệm cận của chu kỳ chính xác đối 

với biên độ nhỏ [91]. Một kỹ thuật tuyến tính hóa tương đương với trung bình có 

trọng số đã được đề xuất trong [89] để phân tích một số hệ dao động phi tuyến. Tiêu 

chuẩn trung bình có trọng số sau đó đã được Hiếu và cộng sự áp dụng thành công cho 

nhiều loại hệ phi tuyến. [99], [100], [101], [102]. Bên cạnh đó, một số phát triển gần 

đây về kỹ thuật tiệm cận và những phát triển mới liên quan đến phân tích tần số có 

thể được tìm thấy trong các khảo sát của Bayat và cộng sự [103], hoặc chuyên khảo 

của Cveticanin [43]. Điều đó chỉ ra rằng các phương pháp tiệm cận nâng cao không 

chỉ hữu ích cho các phương trình phi tuyến yếu mà còn cho các phương trình phi 

tuyến mạnh. Điển hình, có thể kể đến phương pháp nhiễu loạn đồng vị (the homotopy 

perturbation method - HPM) được đề xuất bởi He [104], trong đó tần số xấp xỉ được 

suy ra từ một phương trình đồng dạng được xây dựng bởi tổng có trọng số của toán 

tử vi phân và hàm phân tích, và trọng số chuẩn hóa còn được gọi là tham số tương 

đồng được sử dụng làm tham số mở rộng của tần số xấp xỉ. Phương pháp cân bằng 

điều hòa (the harmonic balance method - HBM) là một quy trình khác để xác định 

tần số xấp xỉ của các nghiệm tuần hoàn bằng cách sử dụng biểu diễn chuỗi Fourier 

được thu gọn, chẳng hạn như công trình của Mickens [105]. Một bước tiến của 

phương pháp này bằng cách áp đặt tuyến tính hóa của phương trình chi phối hệ để 
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tránh việc giải các hệ phương trình có tính phi tuyến rất phức tạp đã được thực hiện 

bởi Lim and Wu [44], Febbo [45]. 

Chương này trình bày các phương pháp tuyến tính hóa tương đương cho hệ 

một bậc tự do trong mục 2.2 với các hệ số tuyến tính hóa ta có các các phiên bản khác 

nhau dựa trên tiêu chuẩn kinh điển, tiêu chuẩn cực tiểu sai số thế năng, tiêu chuẩn 

tuyến tính hóa tương đương có điều chỉnh, tiêu chuẩn tuyến tính hóa từng phần. Sự 

phát triển của tiêu chuẩn đối ngẫu và ứng dụng của nó được trình bày trong 2.3. Sự 

hình thành và ý tưởng của tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số và các tính chất của nó 

được trình bày chi tiết trong 2.4. Kết luận của Chương 2 trình bày trong 2.5 

2.2 Phương pháp tuyến tính hóa tương đương cho hệ một bậc tự do 

Hệ một bậc tự do được xem là trường hợp riêng của hệ nhiều bậc tự do. Tuy 

nhiên trường hợp hệ một bậc tự do lại rất quan trọng và rất được quan tâm nghiên 

cứu. Xét dao động của hệ một bậc tự chịu kích động ngẫu nhiên ồn trắng có phương 

trình như sau: 

𝑥̈ + 2ℎ𝑥̇ + 𝜔0
2𝑥 + g(𝑥, 𝑥̇) = 𝑓(𝑡) (2.1) 

trong đó hàm 𝑓(𝑡) là một kích động ngoài ngẫu nhiên ồn trắng Gaussian có trung 

bình không, hàm phi tuyến g(𝑥, 𝑥̇) phụ thuộc vào hai đối số là tọa độ của vị trí 𝑥 và 

vận tốc 𝑥̇, có thể gồm nhiều thành phần biểu diễn dưới dạng 

g(𝑥, 𝑥̇) =∑g𝑖(𝑥, 𝑥̇)

𝑀

𝑖=1

+∑g𝑗(𝑥, 𝑥̇)

𝑁

𝑗=1

 (2.2) 

với g𝑖(𝑥, 𝑥̇)  là hàm lẻ của 𝑥̇  đại diện cho thành phần lực cản phi tuyến thứ 𝑖 , 

g𝑗(𝑥, 𝑥̇) là hàm lẻ của 𝑥 đại diện cho thành phần lực đàn hồi phi tuyến thứ 𝑗. 

Đáp ứng của hệ phi tuyến (2.1) còn gọi là nghiệm xấp xỉ, giá trị trung bình 

bình phương của dịch chuyển và vận tốc được xác định theo phương trình Fokker – 

Planck – Kolgomorov (FPK) là 

〈𝑥2〉 =
𝜎2

2(2ℎ + 𝑏)(𝜔0
2 + 𝑘)

 

〈𝑥̇2〉 =
𝜎2

2(2ℎ + 𝑏)
 

(2.3) 

Vì hệ phi tuyến (2.1) được thay thế bằng một hệ tuyến tính nên có thể áp dụng 

nguyên lý chồng chất cho việc thay thế hàm phi tuyến (2.2) như sau [106] 
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g𝑖(𝑥, 𝑥̇) ⟶ 𝑏𝑖𝑥̇;  g𝑗(𝑥, 𝑥̇) ⟶ 𝑘𝑗𝑥 

∑g𝑖(𝑥, 𝑥̇)

𝑀

𝑖=1

⟶  𝑏𝑥̇ =∑𝑏𝑖𝑥̇

𝑀

𝑖=1

 

∑g𝑗(𝑥, 𝑥̇)

𝑁

𝑗=1

⟶ 𝑘𝑥 =∑𝑘𝑗𝑥

𝑁

𝑗=1

 

(2.4) 

Phương trình tuyến tính hóa tương đương của phương trình phi tuyến (2.1) có 

dạng đơn giản hơn như sau: 

𝑥̈ + (2ℎ + 𝑏)𝑥̇ + (𝜔0
2 + 𝑘)𝑥 = 𝑓(𝑡) (2.5) 

trong đó 𝑏 và 𝑘 còn được gọi là các hệ số cản và hệ số độ cứng tuyến tính hóa tương 

đương, còn 𝑏𝑖 và 𝑘𝑗 gọi là các hệ số tuyến tính hóa thành phần tương ứng. Hai hệ số 

𝑏, 𝑘 được tìm từ tiêu chuẩn tuyến tính hóa. Cụ thể trong trường hợp này ta có tiêu 

chuẩn sau đây 

𝑒1 = 𝐸[(g(𝑥, 𝑥̇) − 𝑏𝑥̇ − 𝑘𝑥)2] → 𝑚𝑖𝑛 (2.6) 

Tiêu chuẩn (2.6) được gọi là tiêu chuẩn sai số bình phương trung bình đối với 

hệ một bậc tự do. Nó dẫn đến hệ hai phương trình với ẩn số 𝑏, 𝑘  

𝜕𝑒1
𝜕𝑏

= 0;    
𝜕𝑒1
𝜕𝑘

= 0 (2.7) 

Giải hệ (2.6), (2.7) với chú ý rằng 𝐸[𝑥, 𝑥̇] = 0 ta được 

𝑏 =
𝐸[𝑥̇g]

𝐸[𝑥̇2]
;   𝑘 =

𝐸[𝑥g]

𝐸[𝑥2]
 (2.8) 

Từ phương trình tuyến tính hóa, các quá trình 𝑥 và 𝑥̇ là các quá trình chuẩn. 

Do đó các mô-men bậc lẻ đều bằng không, các mô-men 𝐸[𝑥̇g] và 𝐸[𝑥g] đều biểu diễn 

qua được các mô-men bậc hai của 𝑥 và 𝑥̇. Hệ (2.8) lập thành một hệ hai phương trình 

nhưng lại có bốn ẩn bao gồm 𝑏, 𝑘, 𝐸[𝑥̇2], 𝐸[𝑥2]. Để đóng kín hệ này ta cần tới hai 

phương trình nữa. Dựa vào ma trận của phổ đầu ra áp dụng cho hệ một bậc tự do, ta 

có hai phương trình sau đây để đóng kín hệ (2.8). 

𝐸([𝑥2]) = ∫
𝑆𝑓(𝜔)𝑑𝜔

(2ℎ + 𝑏)2𝜔2 + (𝜔2 − 𝜔0
2 − 𝑘)2

+∞

−∞

 (2.9) 
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𝐸([𝑥̇2]) = ∫
𝜔2𝑆𝑓(𝜔)𝑑𝜔

(2ℎ + 𝑏)2𝜔2 + (𝜔2 − 𝜔0
2 − 𝑘)2

+∞

−∞

 (2.10) 

trong đó 𝑆𝑓(𝜔) là hàm mật độ phổ của kích động ngoài 𝑓(𝑡). Với kích động ồn trắng 

ta có 𝑆𝑓(𝜔) = 𝑆0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Phương trình vi phân bậc hai (2.1) có thể được chuyển 

đổi về hệ phương trình trạng thái bao gồm hai phương trình vi phân bậc nhất. 

{
𝑑𝑥 = 𝑥̇𝑑𝑡

𝑑𝑥̇ = −(2ℎ𝑥̇ + 𝜔0
2𝑥 + g(𝑥, 𝑥̇))𝑑𝑡 + 𝜎𝜉(𝑡)

 (2.11) 

gọi là dạng phương trình vi phân ngẫu nhiên Ito. Hàm mật độ xác suất của đáp 

ứng của phương trình Ito (2.11) có thể xác định bằng phương trình FPK dừng 

(Phương trình FPK được đặt tên theo Fokker (1914), Planck (1917), Kolgomorov 

(1931) [107] có dạng là 

−∑
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑎𝑖(𝑥)𝑝(𝑥)]

𝑛

𝑖=1

+
1

2
∑

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
[𝐾𝑖𝑗(𝑥)𝑝(𝑥)]

𝑛

𝑖,𝑗=1

= 0 (2.12) 

với các hệ số dịch chuyển và hệ số khuyếch tán tương ứng là (n=2) 

𝑎1 = 𝑥̇, 𝑎2 = −(2ℎ𝑥̇ + 𝜔0
2𝑥 + g(𝑥, 𝑥̇)) = 0 

𝐾11 = 0, 𝐾21 = 𝜎2 
(2.13) 

Vì hệ (2.11) có các thành phần lực đàn hồi, lực cản và kích động không phụ 

thuộc trực tiếp vào thời gian, nên hàm mật độ xác suất của đáp ứng ở trạng thái bình 

ổn thỏa mãn điều kiện dừng. Do vậy, hàm mật độ xác suất dừng 𝑝(𝑥, 𝑥̇) của hệ 

phương trình (2.11) được xác định bằng phương trình FPK dừng (2.12) và (2.13). 

Khi đã tìm được hàm mật độ xác suất p(𝑥, 𝑥̇) của dịch chuyển và vận tốc thì 

các đặc trưng xác suất khác của chúng hoàn toàn có thể xác định được như các mô-

men, hàm tương quan hay mật độ phổ.  

Đối với trường hợp hệ có n bậc tự do thì phương trình Ito (2.11) sẽ bao gồm 

2𝑛 phương trình vi phân bậc nhất và số chiều của hàm mật độ xác suất tương ứng là 

2𝑛, việc giải phương trình FPK dừng (2.12) trở nên khó khăn. Ngay cả đối với trường 

hợp hệ có một bậc tự do như (2.11) thì không phải lúc nào cũng thu được hàm mật 

độ xác suất hai chiều, cụ thể là khi hàm g(𝑥, 𝑥̇) chứa thành phần cản phi tuyến. Mặc 

dù có nhiều hạn chế song phương trình FPK vẫn đóng một vai trò rất quan trọng trong 

lý thuyết dao động ngẫu nhiên vì có thể cung cấp hàm mật độ xác suất chính xác. Do 

đó, kết quả thu được từ phương pháp này được thường sử dụng để làm cơ sở đối chiếu 

với kết quả của các phương pháp xấp xỉ khác. 
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Việc xấp xỉ tuyến tính cho thấy hiệu quả khi các đặc trưng xác suất của đáp 

ứng được giới hạn ở việc phân tích các mô men, đặc biệt là mô men bậc hai vì các 

mô men bậc cao của quá trình Gauss được biểu diễn qua mô men bậc hai. Ngoài ra, 

nhờ sự đơn giản hóa này nên các các tiêu chuẩn tuyến tính hóa thường được biểu diễn 

dưới dạng trung bình bình phương theo đó kết hợp với các công thức nghiệm trong 

(2.3) sẽ thu được các phương trình đại số để xác định được các hệ số cản và hệ số độ 

cứng tuyến tính tương đương. Vì những lí do này, phương pháp tuyến tính hóa tương 

đương ngẫu nhiên còn có tên gọi là tuyến tính hóa tương đương Gauss.  

Có thể nói rằng, mục tiêu của những cải tiến và phát triển đối với phương pháp 

tuyến tính hóa tương đương là xác định các hệ số tuyến tính hóa, theo một nghĩa xác 

suất nào đó, để có thể thu được trung bình bình phương hay phương sai xấp xỉ gần 

với nghiệm chính xác nhất. Sau đây sẽ giới thiệu tiêu chuẩn kinh điển và một số tiêu 

chuẩn tuyến tính hóa được đề xuất của phương pháp này. 

2.2.1 Dựa trên tiêu chuẩn kinh điển 

Xuất phát từ sai số phương trình của (2.1) và (2.5) là 

𝑒(𝑥, 𝑥̇) =  g(𝑥, 𝑥̇) − 𝑏𝑥̇ − 𝑘𝑥 (2.14) 

Có thể thấy ý nghĩa vật lý của cách thay thế này là các hệ (2.1) và (2.5) tương 

đương về lực. Sai số phương trình (2.14) được biểu diễn bằng sai số của phép thay 

thế hàm phi tuyến bằng hàm tuyến tính tương đương. Tiêu chuẩn kinh điển [7] đề 

nghị xác định các hệ số tuyến tính hóa 𝑏, 𝑘 bằng điều kiện cực tiểu hóa trung bình 

bình phương của (2.14) theo 𝑏 và 𝑘. Biểu diễn của tiêu chuẩn kinh điển là 

𝑆𝑘𝑑(𝑏, 𝑘)  = 〈𝑒2(𝑥, 𝑥̇)〉 = 〈(g(𝑥, 𝑥̇) − 𝑏𝑥̇ − 𝑘𝑥)2〉 ⟶ min
𝑏,𝑘

 (2.15) 

Điều kiện cực tiểu trong (2.15) dẫn tới  

𝜕𝑆𝑘𝑑(𝑏, 𝑘)

𝜕𝑏
 = 0;        

𝜕𝑆𝑘𝑑(𝑏, 𝑘)

𝜕𝑘
= 0 (2.16) 

Để đơn giản các đáp ứng 𝑥, 𝑥̇  được giả thiết là độc lập 〈𝑥𝑥̇〉 = 0, giải hệ 

phương trình (2.16) thu được 

𝑏 =
〈𝑥. g(𝑥, 𝑥̇)〉

〈𝑥̇2〉
 , 𝑘 =

〈𝑥. g(𝑥, 𝑥̇)〉

〈𝑥2〉
  (2.17) 

Trường hợp hàm phi tuyến g(𝑥, 𝑥̇) không có dạng giải tích, ví dụ như đối với 

các hệ trễ, thì có thể lấy tích phân trực tiếp các mô-men liên kết này theo hàm mật độ 
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xác suất giả thiết. Khi thay các hệ số tuyến tính hóa trong (2.17) vào công thức (2.3), 

thu được phương trình phi tuyến đại số của các đáp ứng xấp xỉ. Spanos [77] có nhận 

xét là “kết quả xác định bằng tiêu chuẩn kinh điển thường nhỏ hơn kết quả xác định 

bằng phương pháp FPK hay phương pháp mô phỏng Monte Carlo khoảng 20%”.  

Dựa trên nhận xét này, có thể thấy rằng hệ số tuyến tính hóa xác định bằng 

tiêu chuẩn kinh điển quá lớn dẫn tới sai số lớn của hệ tuyến tính tương đương. Nói 

một cách khác, nếu một tiêu chuẩn tuyến tính hóa nào khác có thể tạo ra hệ số tuyến 

tính hóa nhỏ hơn so với của tiêu chuẩn kinh điển thì sẽ có khả năng thu được kết quả 

chính xác hơn. Điều này mở ra việc mở rộng và phát triển tính trực giao hay nói cách 

khác là cải tiến trung bình bình phương từ tiêu chuẩn kinh điển sẽ có những kết quả 

tốt hơn so với kết quả từ tiêu chuẩn kinh điển. 

2.2.2 Dựa trên tiêu chuẩn cực tiểu sai số thế năng 

Elishakoff và Zhang [108] đã đề xuất tiêu chuẩn tuyến tính hóa dựa trên thế 

năng tích trữ trong phần tử đàn hồi phi tuyến 

𝑈(𝑥) = ∫g(𝛼)

𝑥

0

𝑑𝛼  (2.18) 

Trong trường hợp này, hàm phi tuyến trong phương trình (2.1) có dạng 

g(𝑥, 𝑥̇) = g(𝑥). Hệ số tuyến tính hóa 𝑘 từ phương trình (2.5) được xác định từ điều 

kiện cực tiểu trung bình bình phương sai số của thế năng 𝑈(𝑥) của phần tử phi tuyến 

và 𝑘𝑥2 2⁄  là thế năng của phần tử tuyến tính tương đương,  

〈[𝑈(𝑥) −
1

2
𝑘𝑥2]

2

〉 → min
𝑘

 (2.19) 

Từ tiêu chuẩn (2.19) ta có 

𝑘 =
2〈𝑥2𝑈(𝑥)〉

3〈𝑥4〉
=
2〈𝑥2𝑈(𝑥)〉

3〈𝑥2〉2
 (2.20) 

Từ phương trình (2.20) khi áp dụng với một số hệ đàn hồi phi tuyến cho kết 

quả tương đối tốt. Tuy vậy, với các hệ có cản phi tuyến thì không cho kết quả tốt. 

2.2.3 Dựa trên tiêu chuẩn tuyến tính hóa tương đương có điều chỉnh 

Tác giả Anh và Di Paola [109] đã áp dụng cách tiếp cận tuyến tính hóa tương 

đương Gauss có điều chỉnh dựa trên nhận định sự thay thế hệ phi tuyến gốc bằng một 

hệ tuyến tính cho thấy rằng nó đã làm giảm mức độ phi tuyến, để thu được nghiệm 

chính xác hơn ta xem xét mức độ phi tuyến giảm như thế nào. Từ đó, Anh và Di Paola 



42 

 

  

đã cải tiến bằng việc thay các số hạng phi tuyến ban đầu bởi các số hạng phi tuyến có 

bậc cao hơn trước khi thực hiện việc tuyến tính hóa. 

Giả sử hàm phi tuyến trong phương trình (2.1) có dạng g(𝑥, 𝑥̇) = g(𝑥), các 

bước thay thế từ tiêu chuẩn tuyến tính hóa tương đương Gauss có điều chỉnh như sau 

g(𝑥) ⟶ 𝑘1g(𝑥)
g(𝑥)

𝑥
⟶ 𝑘2g(𝑥) ⟶ 𝑘𝑥 (2.21) 

trong đó các hệ số 𝑘1, 𝑘2 và hệ số tuyến tính hóa 𝑘 được xác định theo từ sai số trung 

bình bình phương nhỏ nhất 

〈(g(𝑥) − 𝑘1 g
2(𝑥) 𝑥⁄ )2〉 ⟶ min

𝑘1
 

〈(𝑘1(g
2(𝑥) 𝑥⁄ )g(𝑥) − 𝑘2g(𝑥))

2
〉 ⟶ min

𝑘2
 

〈(𝑘2g(𝑥) − 𝑘𝑥)
2〉 ⟶ min

𝑘
 

(2.22) 

Từ (2.22) thu được các kết quả 

𝑘1 =
〈g3(𝑥) 𝑥⁄ 〉

〈g4(𝑥) 𝑥2⁄ 〉
 (2.23) 

𝑘2 = 𝑘1
〈g3(𝑥) 𝑥⁄ 〉

〈𝑔2(𝑥)〉
 (2.24) 

𝑘 =
〈g3(𝑥) 𝑥⁄ 〉〈g3(𝑥) 𝑥⁄ 〉〈𝑥g(𝑥)〉

〈g4(𝑥) 𝑥2⁄ 〉〈𝑔2(𝑥)〉〈𝑥2〉
 (2.25) 

Phương trình (2.21) được gọi là tiêu chuẩn tuyến tính hóa điều chỉnh một bước, 

tiêu chuẩn này cho kết quả tốt với một số dao động phi tuyến trong [109], [6]. Sau đó 

Elishakoff và các cộng sự [6] đã phát triển tiêu chuẩn của hai tác giả Anh và Di Paola 

và phát triển từ điều chỉnh một bước sang điều chỉnh hai bước như sau: 

g(𝑥) ⟶ 𝑘1g(𝑥)
g(𝑥)

𝑥
⟶ 𝑘2g(𝑥) [

g(𝑥)

𝑥
]

2

⟶ 𝑘3g(𝑥)
g(𝑥)

𝑥

⟶ 𝑘4g(𝑥) ⟶ 𝑘𝑥 

(2.26) 

trong đó các hệ số 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4, 𝑘 được xác định theo sai số trung bình bình phương 

nhỏ nhất. Sau đó, các tác giả áp dụng các bước tuyến tính hóa theo (2.26) cho dao 

động Lutes and Sarkani thu được kết quả tốt hơn với sai số khoảng 14.56% so với 

25.82% của tiêu chuẩn tuyến tính hóa điều chỉnh một bước (2.21) ở trường hợp tính 

phi tuyến khá lớn, tuy nhiên khi áp dụng cho một số dao động khác thì kết quả không 

tốt hơn so với tiêu chuẩn tuyến tính hóa điều chỉnh một bước. 
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2.2.4 Dựa trên tiêu chuẩn tuyến tính hóa từng phần 

Để giới thiệu về tiêu chuẩn tuyến tính hóa từng phần do Elishakoff và Cai 

[110] đề xuất, xét trường hợp hàm phi tuyến của dao động (2.5) có dạng g(𝑥, 𝑥̇) =

g1(𝑥, 𝑥̇) + g2(𝑥). Các tác giả chỉ thay thành phần phi tuyến đại diện cho lực cản bằng 

thành phần tuyến tính, g1(𝑥, 𝑥̇) = 𝑏𝑥̇, dẫn tới phương trình 

𝑥̈ + (2ℎ + 𝑏)𝑥̇ + g2(𝑥) = 𝜎𝜉̇(𝑡) (2.27) 

Phương trình (2.27) có hàm mật độ xác suất chính xác theo công thức  

𝑝(𝑥, 𝑥̇) = 𝐶. exp [−
4ℎ

𝜎2
𝐻(𝑥, 𝑥̇)]

= 𝐶. exp [−
4ℎ

𝜎2
(
1

2
𝑥̇2 +

1

2
𝜔0
2𝑥2 +∫g(𝑢)𝑑𝑢

𝑥

0

)] 

(2.28) 

Hệ số tuyến tính hóa 𝑏 được xác định từ điều kiện sai số nhỏ nhất 

𝑏 =
〈𝑥𝑔1(𝑥, 𝑥̇)〉

〈𝑥̇2〉
 (2.29) 

Tiêu chuẩn của Elishakoff và Cai được biết đến như một trường hợp riêng của 

phương pháp tuyến tính hóa tương đương, đã cải thiện độ chính xác của nghiệm xấp 

xỉ so với tiêu chuẩn kinh điển. Tuy nhiên, tiêu chuẩn này không áp dụng được cho hệ 

phi tuyến nhiều bậc tự do vì hệ đàn hồi phi tuyến chỉ có nghiệm giải tích chính xác 

của hàm mật độ xác suất một chiều và hai chiều thu được từ phương trình FPK. 

2.3 Tiêu chuẩn đối ngẫu của phương pháp tuyến tính hóa tương đương 

Khi xem xét lý thuyết về dao động ngẫu nhiên, cách tiếp cận tuyến tính hóa 

tương đương ngẫu nhiên thay thế hệ phi tuyến bằng hệ tuyến tính tương đương là 

cách tiếp cận phổ biến vì cách thay thế này vẫn duy trì các tính chất quan trọng của 

hệ phi tuyến gốc. Phương pháp này đã được nhiều công trình đánh giá [84], [85], và 

được tóm tắt từ một số chuyên khảo của Roberts và Spanos [42] và Socha [111]. Khi 

khảo sát sự hiệu quả và tính linh hoạt của phương pháp tuyến tính hóa ngẫu nhiên, 

Elishakoff và Crandall đã nhận xét rằng phương pháp này cho phép thu được giả thiết 

về phản ứng của hệ khi không có các nghiệm chính xác, ngược lại với kỹ thuật nhiễu 

loạn, việc thực hiện nó không đòi hỏi độ nhỏ của tham số, mặt khác, không giống như 

mô phỏng Monte Carlo, nó không liên quan đến khối lượng tính toán lớn. Mặc dù độ 

chính xác có thể không được cao, nhưng điều này được khắc phục bằng thực tế là bản 
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thân sự kích thích ngẫu nhiên không cần phải biết chính xác [85]. Canor et al. [112] 

cũng đã có nhận xét: Từ việc thực hiện dễ dàng và nhanh chóng, nên tuyến tính hóa 

tương đương đã trở thành một phương pháp gần đúng rất phổ biến để phân tích các 

hệ phi tuyến với mức độ phi tuyến lớn. 

Nhiều nhà nghiên cứu đã sử dụng phương pháp tuyến tính hóa tương đương 

trong các công trình công bố của mình ví dụ như một cách tiếp cận phân tích dựa trên 

tuyến tính hóa tương đương được phát triển trong [113], [114] để phân tích các máy 

thu năng lượng phi tuyến dưới các kích thích ngẫu nhiên, hệ dao động phi tuyến của 

máy bay được nghiên cứu trong [115], [116], một cách tiếp cận dựa trên phương pháp 

tuyến tính hóa tương đương được đề xuất trong [117] để xác định nghiệm phân tích 

gần đúng để tối ưu hóa 𝐻∞ của bộ hấp thụ rung động ba yếu tố được gắn vào kết cấu 

sơ cấp được giảm chấn. Jalali đã đề xuất trong [118] một phương pháp tuyến tính hóa 

tương đương các lực phục hồi phi tuyến trong đó các nghiên cứu bằng số cho thấy 

phương pháp được đề xuất là hiệu quả trong việc phân tích các hệ kích động phi tuyến 

yếu. Silva-Gonzlez và cộng sự [119] áp dụng phương pháp tuyến tính tương đương 

ngẫu nhiên khảo sát các hệ kết cấu phi tuyến không đàn hồi dưới tác động địa chấn. 

Su và các cộng sự [120] dựa trên phương pháp tuyến tính hóa tương đương đã phát 

triển một quy trình hiệu quả áp dụng với các hệ phi tuyến chịu các kích thích ngẫu 

nhiên tại các vị trí khác nhau. Khi nghiên cứu bức xạ nhiệt của các vệ tinh nhỏ với 

mô hình một nút tác giả đã áp dụng phương pháp tuyến tính hóa tương đương để khảo 

sát [121]. Trong [122] sử dụng mô hình phân phối hỗn hợp Gaussian phát triển 

phương pháp tuyến tính hóa tương đương để phân tích dao động ngẫu nhiên phi tuyến. 

Điều cốt yếu của phương pháp tuyến tính hóa tương đương là làm thế nào để 

tìm ra các hệ số tuyến tính hóa cho một hệ phi tuyến đã cho. Trong tài liệu [7], một 

số tiêu chuẩn của tuyến tính hóa tương đương đã được đề xuất để xác định các hệ số 

tuyến tính hóa trong đó phiên bản gốc là tiêu chuẩn thông thường giúp giảm thiểu 

bình phương trung bình của sai số phương trình. Mặc dù có những ưu điểm đã nói ở 

trên, nhưng nhược điểm chính của tiêu chuẩn này là độ chính xác của nó giảm khi độ 

phi tuyến ngày càng tăng, trong nhiều trường hợp, nó dẫn đến các sai số không thể 

chấp nhận được. Do đó, các tiêu chuẩn tuyến tính hóa tương đương khác nhau đã 

được phát triển để cải thiện độ chính xác của một nghiệm gần đúng, xem ví dụ [1] 

[84], [111], [123].  
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Gần đây, một tiêu chuẩn đối ngẫu đã được đề xuất trong [92], [93] trong đó 

các hệ số tuyến tính hóa được xác định từ sự thay thế đối ngẫu liên quan đến việc 

thay thế lượt đi và lượt về. Áp dụng tiêu chuẩn đối ngẫu cho ba hệ phi tuyến là hệ 

dao động Duffing, Van der Pol và Lutes Sarkani đã cho thấy độ chính xác được cải 

thiện của các nghiệm gần đúng cho các trường hợp trong đó mức độ phi tuyến ở mức 

trung gian [93], [124]. Một lý do có thể thực tế là việc thay thế chuyển tiếp và trả lại 

sẽ có các vai trò khác nhau trong việc điều chỉnh sai số thay thế thay vì là giống nhau. 

Trong [94], [125], một tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số được nghiên cứu bằng cách 

xem tham số trọng số là hàm tuyến tính từng phần của hệ số tương quan bình phương 

được xác định bằng phương pháp nội suy của bình phương tối thiểu từ các nghiệm 

chính xác có sẵn của một số dao động phục hồi phi tuyến. Hạn chế chính của trọng 

số tuyến tính từng phần là nó chỉ đại diện cho một lớp dao động phi tuyến giới hạn. 

Do đó, trong bài báo [126] đã phát triển một dạng tinh vi hơn của tham số trọng số. 

Tính đơn giản và chính xác của tiêu chuẩn sai số đối ngẫu có trọng số được đề xuất 

sau đó được kiểm tra trên một số hệ dao động ngẫu nhiên với phục hồi phi tuyến hoặc 

giảm chấn phi tuyến. Người ta nhận được rằng độ chính xác tương ứng có thể được 

cải thiện đáng kể cho một phạm vi phi tuyến lớn của các hệ dao động được khảo sát. 

2.4 Tiêu chuẩn tuyến tính hóa đối ngẫu có trọng số 

2.4.1 Ý tưởng cơ bản của tiêu chuẩn đối ngẫu 

Anh [92] nghiên cứu sự thay thế đối ngẫu từ hệ tuyến tính hóa trở về hệ phi 

tuyến ban đầu đối với tiêu chuẩn kinh điển và áp dụng cho dao động ngẫu nhiên 

Duffing, sau đó tác giả đã đề xuất một tiêu chuẩn thay thế tương đương đối ngẫu. 

Trong phần này sẽ được trình bày lại cách thức xây dựng tiêu chuẩn của Anh với mục 

đích làm cơ sở cho nội dung của phần tiếp theo. Trước hết, ta xem xét ý tưởng về 

cách tiếp cận đối ngẫu thông qua dao động Duffing được mô tả bởi phương trình 

𝑥̈ + 2ℎ𝑥̇ + 𝜔0
2𝑥 + 𝛾𝑥3 = 𝑓(𝑡) (2.30) 

trong đó ℎ là hệ số cản, 𝜔0 là tần số dao động riêng, 𝛾 là hệ số độ cứng của lực đàn 

hồi phi tuyến, 𝑓(𝑡) là kích động ngoài. Áp dụng phương pháp tuyến tính hóa tương 

đương, khi thay thế lực đàn hồi phi tuyến bằng lực đàn hồi tuyến tính, 𝛾𝑥3 ⟶ 𝑘𝑥, ta 

có hệ đã được tuyến tính hóa 
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𝑥̈ + 2ℎ𝑥̇ + 𝜔0
2𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝑓(𝑡) (2.31) 

trong đó k là hệ số tuyến tính hóa. Theo tiêu chuẩn kinh điển, k được xác định từ điều 

kiện trung bình bình phương nhỏ nhất của sai số phương trình giữa (2.30) và (2.31) 

〈(𝛾𝑥3 − 𝑘𝑥)2〉 ⟶ min
𝑘

 (2.32) 

trong đó 〈∎〉 ký hiệu là toán tử kỳ vọng. Từ điều kiện cực tiểu của (2.32) có 

𝑘 = 𝛾
〈𝑥4〉

〈𝑥2〉
= 3𝛾〈𝑥2〉 (2.33) 

Tiếp theo, tác giả thực hiện việc thay thế từ phương trình tuyến tính hóa tương 

đương (2.31) trở về dạng của hệ phi tuyến ban đầu, 𝑘𝑥 ⟶ 𝛾1𝑥
3, với 𝛾1 được gọi là 

hệ số trở về. Lý do 𝛾1 ≠  𝛾 vì việc tuyến tính hóa từ 𝛾𝑥3 ⟶ 𝑘𝑥 có thể dẫn tới sai số, 

vì vậy việc thay thế trở lại được coi là không thu được nguyên dạng ban đầu. Hệ số 

trở về 𝛾1 cũng được xác định từ điều kiện trung bình bình phương nhỏ nhất của sai 

số phương trình 

〈(𝑘𝑥 − 𝛾1𝑥
3)2〉 ⟶ min

𝑘
 (2.34) 

Từ điều kiện (2.34) ta có 

𝛾1 = 𝑘
〈𝑥4〉

〈𝑥6〉
 (2.35) 

Thay (2.33) vào (2.35) ta được 

𝛾1 = 𝛾
〈𝑥4〉2

〈𝑥2〉〈𝑥6〉
=
3

5
𝛾 (2.36) 

Kết quả thu được của 𝛾1 trong (2.36) cho thấy 𝛾1 ≠  𝛾 trong quá trình thay thế 

trở lại. Tiếp theo, dựa trên quan điểm cân bằng hai quá trình thay thế này, Anh đề 

xuất phương trình tuyến tính thay thế tương đương như sau 

𝑥̈ + 2ℎ𝑥̇ + 𝜔0
2𝑥 + 𝑘𝑡𝑏𝑥 = 𝑓(𝑡) (2.37) 

trong đó hệ số tuyến tính hóa 𝑘𝑡𝑏 được xác định từ (2.33) và (2.36) 

𝑘𝑡𝑏 =
1

2
(1 +

3

5
)3𝛾〈𝑥2〉 = 2,4𝛾〈𝑥2〉 (2.38) 

Để kiểm tra độ chính xác của kết quả thu được đối với dao động ngẫu nhiên, 

tác giả áp dụng cho trường hợp 𝑓(𝑡) là kích động ồn trắng với cường độ 𝜎. Nghiệm 

chính xác và các nghiệm xấp xỉ dựa trên các hệ số tuyến tính hóa từ (2.33) và (2.38) 
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và của dao động Duffing được trình bày trong Bảng 2.3 với 𝜔0 = 1, 𝜎 = 4ℎ còn hệ 

số 𝛾 thay đổi. Kết quả tính toán cho thấy sai số của nghiệm xấp xỉ ứng với 𝑘𝑡𝑏 giảm 

đi đáng kể so với sai số khi áp dụng tiêu chuẩn kinh điển. 

Bảng 2.3. Đáp ứng trung bình bình phương: 𝜔0 = 1, ℎ = 0,5, 𝜎 = √2, 𝛾 thay đổi   

𝜸 〈𝒙𝟐〉𝒄𝒙 〈𝒙𝟐〉𝒌𝒅 Sai số (%) 〈𝒙𝟐〉𝑫𝑨 Sai số (%) 

0,1 0,8176 0,8054 1,49 0,8330 1,89 

1 0,4679 0,4343 7,19 0,4700 0,44 

10 0,1889 0,1667 11,77 0,1840 2,60 

100 0,0650 0,0561 13,65 0,0630 3,02 

 Dựa trên sự cải thiện này, tác giả đã đề nghị kết hợp cả hai quá trình thay thế 

nêu trên vào trong cùng một tiêu chuẩn 

𝑆 = 〈(𝛾𝑥3 − 𝑘𝑥)2〉 + 𝑝1〈(𝑘𝑥 − 𝜆𝑥
3)2〉 + 𝑝2〈(𝛾𝑥

3 − 𝜆𝑥3)2〉

⟶ min
𝑘,𝜆

 
(2.39) 

trong đó 𝑝1, 𝑝2 là các trọng số. 

Ba số hạng trong (2.39) tương ứng là sai số giữa hàm phi tuyến ban đầu với 

hàm tuyến tính hóa, sai số giữa hàm tuyến tính hóa và hàm phi tuyến thu được trong 

quá trình thay thế lượt về và sai số giữa các hàm phi tuyến. Mỗi số hạng được gắn 

một trọng số phản ánh vai trò của nó trong quá trình thay thế đối ngẫu. Tuy nhiên, 

biểu thức hiện cho các trọng số này chưa được đưa ra trong [92] và cần nghiên cứu 

thêm. Việc xác định hàm trọng số là một bài toán đang được nhiều người quan tâm 

và khảo sát. Trọng số trong tiêu chuẩn tuyến tính hóa đối ngẫu đóng vai trò quan 

trọng trong kết quả tính toán xấp xỉ của bài toán ổn định, các bài toán dao động phi 

tuyến ngẫu nhiên, dao động tự do phi tuyến và một số bài toán khác.  

2.4.2 Tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số 

Đầu tiên chúng ta xem xét lại một cách ngắn gọn bài toán thay thế tương đương 

cho bài toán động phi tuyến. Gọi 𝐴 và 𝐵 lần lượt là các hàm phi tuyến và tuyến tính. 

Cách thay thế tương đương phổ biến là thay thế hàm phi tuyến 𝐴 bằng một hàm tuyến 

tính 𝑘𝐵, trong đó 𝑘 được gọi là hệ số tuyến tính hóa tương đương. Sử dụng phép thay 

thế tương đương kép [92], việc thay thế 𝐴 bằng 𝑘𝑑𝐵 được xem xét trong hai quá trình 
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𝐴 → 𝑘𝑑𝐵 và 𝑘𝑑𝐵 → 𝜆𝑑𝐴 (2.40) 

được định nghĩa là thay thế lượt đi và trả về tương ứng, 𝜆 được gọi là hệ số trả về và 

chỉ số “𝑑” biểu thị sự thay thế kép (dual replacement), hay gọi là đối ngẫu. Bản chất 

của cách tiếp cận đối ngẫu liên quan đến tính chất hai chiều của hai quá trình thay 

thế. Vì phép thay thế thuận từ hệ phi tuyến ban đầu bằng một hệ tuyến tính chỉ là một 

phép gần đúng, phép thay thế trả về sẽ không trả lại hàm phi tuyến chính xác cho hệ 

phi tuyến ban đầu.  

Do đó, như đã giải thích trong [93], ta cần cân bằng sự thay thế “thuận” này 

bằng cách xem xét sự thay thế “ngược” của hệ tuyến tính tương đương thu được bằng 

một hệ phi tuyến khác thuộc cùng lớp với hệ phi tuyến ban đầu. Do đó, có hai sai số 

thay thế tương ứng với hai lần thay thế (2.40). 

𝐴 → 𝑘𝑑𝐵:, 𝑒𝑑𝑓 = 𝐴 − 𝑘𝑑𝐵 

𝑘𝑑𝐵 → 𝜆𝑑𝐴:, 𝑒𝑑𝑟 = 𝑘𝑑𝐵 − 𝜆𝑑𝐴 
(2.41) 

trong đó, 𝑒𝑑𝑓 và 𝑒𝑑𝑟 định nghĩa là các sai số thay thế lượt đi và lượt về tương ứng.  

Để làm sáng tỏ hiệu quả của thay thế hai chiều, trước tiên chúng ta xem xét 

hai ví dụ minh họa. 

Ví dụ đầu tiên trình bày bài toán tìm các hình có diện tích xấp xỉ bằng nhau: 

Cho hình tròn C đường kính 2𝑅 (Hình 2.1.a), tìm một hình vuông ABCD có diện tích 

xấp xỉ bằng diện tích hình tròn C. Chúng ta sẽ giải bài toán này gần đúng bằng cách 

sử dụng phương pháp thay thế tương đương: Đầu tiên, hình tròn C được thay thế bằng 

hình vuông EFGH với tiêu chí tương đương sau: EFGH hình vuông bao phủ toàn bộ 

hình tròn C và có diện tích nhỏ nhất. Hình vuông EFGH được thể hiện trong Hình 

2.1.a. Thứ hai, tìm một hình vuông MNPQ có thể thay thế tương đương bằng hình 

tròn C với cùng tiêu chí tương đương, tức là hình tròn C bao phủ toàn bộ hình vuông 

MNPQ và có diện tích nhỏ nhất. 

Hình vuông MNPQ được thể hiện trong Hình 2.1b. Thay hình tròn C bằng 

hình vuông EFGH được coi là thay thế thuận trong khi thay hình vuông MNPQ bằng 

hình tròn C được coi là thay thế lùi. Kỹ thuật thay thế hai chiều kết hợp các phép thay 

thế lượt đi và lượt về với nhau, và gợi ý rằng hình vuông cần tìm 𝐴𝐵𝐶𝐷 có cạnh AB 

là trung bình cộng của hai cạnh EF và MN: 𝐴𝐵 = (1 − 𝑝)𝐸𝐹 + 𝑝𝑀𝑁 với 𝑝 là một 
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trọng số, 0 ≤ 𝑝 ≤ 1. Để đơn giản, chúng ta hãy lấy 𝑝 = 1/2 và sau đó lấy 𝐴𝐵 =

(𝐸𝐹 +𝑀𝑁)/2. 

 

Hình 2.1. a) Thay thế chiều đi hình tròn C bằng hình vuông EFGH; b) Thay thế 

chiều về hình vuông MNPQ bằng hình tròn C; c) Thay thế đối ngẫu hình tròn C 

bằng hình vuông ABCD 

Diện tích chính xác của hình vuông 𝐴𝐵𝐶𝐷𝑒  là được tìm từ phương trình: 

𝜋𝑅2 = 𝐴𝐵𝑒
2 ta có cạnh AB chính xác là: 𝐴𝐵𝑒 = √𝜋𝑅 ≈ 1,7725𝑅, Nghiệm thu được 

từ thay thế chiều đi từ hình vuông EFGH có 𝐸𝐹 = 2𝑅 có sai số tuyệt đối là (2𝑅 −

1,7725𝑅)/(1,7725𝑅) = 12,84%. Nghiệm thu được từ thay thế hai chiều là hình 

vuông  ABCD với 𝐴𝐵 = (2𝑅 + 2𝑅/√2)/2 ≈ 1,7071𝑅 Hình 2.1.c có sai số tuyệt đối 

(1,7725𝑅 − 1,7071𝑅)/(1,7725𝑅) = 0,37%. 

Ví dụ thứ hai đề cập đến việc xác định tần số dao động tự do của dao động loại 

Duffing được điều chỉnh bởi phương trình sau: 

𝑥̈ + 𝛾𝑥3 = 0 (2.42) 

trong đó, 𝛾 là độ cứng phi tuyến. Tần số dao động chính xác của dao động (2.42) là 

được xác định từ [75] 

𝜔𝑒 = 𝜋 [2∫ (2∫ 𝛾𝑢3𝑑𝑢
𝑎

𝑥

)

−1/2

𝑑𝑥
𝑎

0

]

−1

=
𝛤2(3/4)

√𝜋
𝑎√𝛾 = 0.8472𝑎√𝛾 (2.43) 

Trong đó  𝑎 là giá trị ban đầu của 𝑥(𝑡). Sử dụng phương pháp tuyến tính hóa 

tương đương, ta thay thế (2.42) bằng phương trình tuyến tính tương đương 
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𝑥̈ + 𝑘𝑥 = 0 (2.44) 

trong đó hệ số tuyến tính hóa k là được chọn từ phương trình sai số bình quân tối 

thiểu 

⟨(𝛾𝑥3 − 𝑘𝑐𝑥)
2⟩ → 𝑚𝑖𝑛

𝑘𝑐
 (2.45) 

Trong (2.45) ký hiệu 〈∎〉 là một toán tử được định nghĩa là giá trị trung bình 

của hàm trên miền của nó. Giá trị trung bình của một hàm 𝑓(𝑥) trên khoảng [𝑎, 𝑏] là 

< 𝑓 >= {

Kỳ vọng: ngẫu nhiên

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

: tiền định
 (2.46) 

Giải (2.45) sử dụng (2.44) ta có 

𝑘𝑐 = 𝛾
⟨𝑥4⟩

⟨𝑥2⟩
= 𝛾

⟨𝑎4 𝑐𝑜𝑠4( √𝑘𝑡)⟩

⟨𝑎2 𝑐𝑜𝑠2( √𝑘𝑡)⟩
=
3

4
𝛾𝑎2 (2.47) 

Phương trình (2.44), (2.47) cho phép thu được tần số xấp xỉ của dao động phi 

tuyến ban đầu (2.42) 

𝜔𝑐 = √𝑘𝑐 = 𝑎√3𝛾/2 = 0.866𝑎√𝛾 (2.48) 

Tiếp theo, chúng ta xem xem thay thế lượt về 𝑘𝑐𝑥 bằng 𝛾1𝑥
3 trong đó 𝛾1 được 

tìm từ sai số bình phương tối thiểu 

⟨(𝑘𝑐𝑥 − 𝛾1𝑥
3)2⟩ → 𝑚𝑖𝑛

𝛾1
 (2.49) 

𝛾1 = 𝑘𝑐
⟨𝑥4⟩

⟨𝑥6⟩
 (2.50) 

Và từ (2.47) ta có 

𝛾1 =
⟨𝑥4⟩2

⟨𝑥2⟩⟨𝑥6⟩
𝛾 =

⟨𝑎4 𝑐𝑜𝑠4( √𝑘𝑡)⟩
2

⟨𝑎2 𝑐𝑜𝑠2( √𝑘𝑡)⟩⟨𝑎6 𝑐𝑜𝑠6( √𝑘𝑡)⟩
𝛾 =

9

10
𝛾 (2.51) 

Vì vậy, phương trình phi tuyến trả về tương ứng  

𝑥̈ +
9

10
𝛾𝑥3 = 0 (2.52) 

Phương trình sau đó được thay thế bằng phương trình tuyến tính tương đương 

(2.44) với hệ số tuyến tính hóa  
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𝑘𝑟𝑐 =
9

10
𝛾
⟨𝑥4⟩

⟨𝑥2⟩
=
9

10
𝛾
3

4
𝑎2 =

27

40
𝛾𝑎2 (2.53) 

Do đó, sử dụng kỹ thuật đối ngẫu, ta thu được hai hệ số tuyến tính hóa 𝑘𝑐 , 𝑘𝑟𝑐 

và phương trình tuyến tính tương đương tương ứng 

𝑥̈ + 𝑘̄𝑥 = 0 (2.54) 

trong đó, 𝑘̄ thu được từ trung bình cộng của (2.47) và (2.53) 

𝑘̄ =
1

2
(𝑘𝑐 + 𝑘𝑟𝑐) =

1

2
(
3

4
+
27

40
) 𝛾𝑎2 =

57

80
𝛾𝑎2 (2.55) 

Do đó, tần số xấp xỉ tương ứng thu được bằng phép đối ngẫu là 

𝜔̄ = √𝑘̄ = √
57

80
𝛾𝑎2 = 0,8441𝑎√𝛾 (2.56) 

Có thể thấy rằng 𝜔̄ từ (2.56) gần hơn nhiều với tần số chính xác 𝜔𝑒 (2.43) so 

với 𝜔𝑐 (2.48) thu được bới tuyến tính hóa tương đương thông thường, và sai số tuyệt 

đối tương ứng là 0,366% và 2,22%. Với tiêu chuẩn tuyến tính hóa tương đương thông 

thường cho thấy trung bình bình phương là đối tượng có thể xem xét điều chỉnh để 

cải thiện sai số khi tính toán theo tiêu chuẩn tuyến tính hóa tương đương thông so với  

tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số. 

Hai ví dụ đơn giản được đưa ra ở trên cho thấy một cái nhìn sâu sắc về tính 

hai mặt của các quá trình thay thế lượt đi và lượt về riêng biệt. Để chứng minh tính 

bổ sung lẫn nhau của chúng, tiếp theo chúng ta sẽ xem xét sự thay thế tương đương 

kép liên quan đến quá trình hai chiều [94], [126], [127]. Sự thay thế này cho thấy tổng 

trọng số của các sai số thay thế bình phương trung bình (2.41) là được tối thiểu với 

𝑘𝑑 và 𝜆𝑑. Về mặt toán học, nó được biểu diễn bởi công thức sau 

𝑒𝑤𝑑
2 ≡ (1 − 𝑝)⟨𝑒𝑑𝑓

2 ⟩ + 𝑝⟨𝑒𝑑𝑟
2 ⟩ 

= (1 − 𝑝)⟨(𝐴 − 𝑘𝑑𝐵)
2⟩ + 𝑝⟨(𝑘𝑑𝐵 − 𝜆𝑑𝐴)

2⟩ → 𝑚𝑖𝑛
𝑘𝑑,𝜆𝑑

  
(2.57) 

Trong (2.57), 𝑝 và 1 − 𝑝 là trọng số thỏa mãn điều kiện: 

0 ≤ 𝑝 ≤ 1  (2.58) 

Cần lưu ý rằng cách thay thế hai chiều sử dụng tổng có trọng số để kết hợp hai 

hàm mục tiêu, cụ thể là sai số thay thế bình phương trung bình lượt đi và lượt về, 

thành một hàm mục tiêu tổng hợp vô hướng. Nếu tất cả các hệ số trọng số 𝑝 và 1 − 𝑝 
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đều dương, thì cực tiểu (2.57) cung cấp một điều kiện đủ để tối ưu Pareto, nghĩa là 

cực tiểu của (2.57) luôn là Pareto tối ưu [71]. Điều kiện tối thiểu chung áp dụng cho 

tiêu chuẩn (2.57) như sau  

𝜕𝑒𝑤𝑑
2

𝜕𝑘𝑑
= 0;

𝜕𝑒𝑤𝑑
2

𝜕𝜆𝑑
= 0 (2.59) 

Với trọng số  p, hệ số tuyến tính hóa tương đương 𝑘𝑑 and hệ số trả về 𝜆𝑑 được 

tính từ điều kiện tối thiểu (2.59) tương ứng là, 

𝑘𝑑 =
1 − 𝑝

1 − 𝑝𝑟2
⟨𝐴𝐵⟩

⟨𝐵2⟩
 (2.60) 

𝜆𝑑 =
𝑟2(1 − 𝑝)

1 − 𝑝𝑟2
 (2.61) 

trong đó,  

𝑟2 =
⟨𝐴𝐵⟩2

⟨𝐴2⟩⟨𝐵2⟩
 (2.62) 

Từ 𝑟2  theo (2.62) chính xác là hệ số tương quan bình phương không thứ 

nguyên được sử dụng để đo tính phi tuyến giữa hai hàm A và B [128]. Theo bất đẳng 

thức Cauchy – Schwarz, ta có 

0 ≤ 𝑟2 ≤ 1  (2.63) 

Tính phi tuyến được gọi là yếu khi 𝑟2 → 1, và ngược lại. Khi 𝑟2 = 1, thì 𝐴 =

𝑘𝑑𝐵, 𝑘𝑑 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝐴 và 𝐵 là phụ thuộc tuyến tính, tính phi tuyến là yếu nhất. khi 𝑟2 =

0, thì ⟨𝐴𝐵⟩ = 0, 𝐴 và 𝐵 là không tương quan, tính phi tuyến là mạnh nhất. Có thể 

thấy rõ ràng từ (2.60), (2.61)  rằng hệ số tương quan bình phương không thứ nguyên 

𝑟2 xuất hiện tự nhiên trong các công thức xác định hệ số tuyến tính hóa và hệ số trả 

về tương đương 𝑘𝑑 và 𝜆𝑑. 

Trong tính toán ở trên, ba giả thiết cần được thỏa mãn 

⟨𝐴2⟩ > 0, ⟨𝐵2⟩ > 0, 𝑝𝑟2 ≠ 1  (2.64) 

Với ý tưởng trong mục 2.4.1, việc xem xét hai quá trình thay thế một cách 

riêng rẽ như trong (2.32) và (2.34) dẫn tới đề xuất thử nghiệm một hệ số tuyến tính 

hóa 𝑘𝑡𝑏 như biểu diễn ở (2.38) là trung bình đại số của các hàm phi tuyến gốc và hàm 

phi tuyến lượt về khi tuyến tính hóa. Cách xác định 𝑘𝑡𝑏 như vậy có thể phù hợp với 

bài toán thay thế tương đương hàm phi tuyến A bằng một hàm tuyến tính của B, 



53 

 

  

nhưng không thực sự phù hợp với phương pháp tuyến tính hóa tương đương vốn xuất 

phát từ sai số phương trình. Do đó, Anh [126] đã đề nghị việc kết hợp hai quá trình 

thay thế này trong cùng một tiêu chuẩn cực tiểu trung bình bình phương (2.39) trong 

đó đảm bảo các quá trình thay thế cũng là các sai số phương trình. Tuy nhiên, việc 

xây dựng biểu thức hiện cho tiêu chuẩn được đề xuất (2.39) có thể nói là khá khó 

khăn vì các hệ số 𝑘, 𝜆 phụ thuộc vào nhiều đại lượng chưa biết là các trọng số 𝑝1, 𝑝2 

và cần phải nghiên cứu một cách có hệ thống về các quá trình thay thế đối ngẫu. 

Dựa trên cách thay thế tương đương đối ngẫu, và từ lý luận (2.57) ta có thể kết 

luận một  tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số cụ thể như sau: 

𝑆𝑑 = (1 − 𝑝)〈(𝐴 − 𝑘𝑑𝐵)
2〉 + 𝑝〈(𝑘𝑑𝐵 − 𝜆𝑑𝐴)

2〉 ⟶ min
𝑘𝑑,𝜆𝑑

 (2.65) 

trong đó sử dụng chỉ số (.𝑑 )ký hiệu cho hệ số tuyến tính hóa, hệ số trở về xác định 

theo tiêu chuẩn (2.65), 𝑝 là trọng số chuẩn hóa có đặc điểm trong (2.58)  

0 ≤ 𝑝 ≤ 1 (2.66) 

Tiêu chuẩn (2.65) cho thấy quá trình thay thế lượt đi có ảnh hưởng lớn hơn đối 

với 𝑆𝑡𝑠 so với quá trình thay thế lượt về khi 𝑝 nằm trong khoảng [0, 1/2], và ngược 

lại khi 𝑝 nằm trong khoảng [1/2, 1]. Khi 𝑝 = 1/2 thì (2.65) vai trò lượt đi và lượt về 

như nhau. 

Tiêu chuẩn (2.65) gọi là tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số (weighted dual 

criterion - WDC), được phát biểu là trung bình trọng số của trung bình bình phương 

của các quá trình thay thế lượt đi và lượt về là nhỏ nhất theo các hệ số tuyến tính hóa 

𝑘𝑑 và hệ số trở về 𝜆𝑑 được cho bởi (2.60), (2.61) và 𝑟2 được định nghĩa và cho bởi 

(2.62) với đặc điểm từ  (2.63) và điều kiện cần thỏa mãn từ (2.64). 

Tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số WDC là một công cụ hữu hiệu trong việc tính 

toán và giải quyết lớp một số các bài toán phi tuyến ngẫu nhiên cải thiện được sai số 

từ những phương pháp số dư trọng số cũng như các phương pháp gần đúng khác. 

Việc áp dụng với hệ động lực tiền định phi tuyến cũng là một hướng nghiên cứu cần 

xem xét khi việc lựa chọn trọng số cũng như hệ số tương quan để đó mức độ phi 

tuyến giữa số hạng phi tuyến ban đầu và số hạng tuyến tính hóa tương đương cũng là 

một vấn đề cần quan tâm trong tiêu chuẩn WDC. 
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2.5 Kết luận chương 2 

1. Nội dung chương 2 đã trình bày phương tuyến tính hóa tương đương và 

những phiên bản của nó đồng thời trình bày đầy đủ hình thành từ ý tưởng đến tiêu 

chuẩn đối ngẫu và tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số của tuyến tuyến hóa tương đương 

đang được phát triển, nghiên cứu và áp dụng trong một số lĩnh vực. 

2. Phương pháp tuyến tính hóa tương đương là làm thế nào để tìm ra các hệ số 

tuyến tính hóa cho một hệ phi tuyến đã cho. Mục tiêu của những cải tiến và phát triển 

đối với phương pháp tuyến tính hóa tương đương là xác định các hệ số tuyến tính hóa 

để có thể thu được trung bình bình phương hay phương sai xấp xỉ gần với nghiệm 

chính xác nhất.Việc phát triển tính chất trực giao trong phép lấy trung bình áp dụng 

trong tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số cho bài toán ổn định sẽ được khảo sát chi tiết 

trong Chương 3, đồng thời đề xuất phép lấy trung bình trọng số và việc mở rộng, phát 

triển tính trực giao từ phương pháp Galerkin với trung bình cục bộ có trọng số. 

3. Trong lý thuyết về dao động, phương pháp tuyến tính hóa tương đương thay 

thế hệ phi tuyến bằng phương pháp tuyến tính tương đương là phương pháp phổ biến 

vì nó bảo tồn một số tính chất cần thiết của hệ phi tuyến gốc. Độ chính xác của các 

hệ số tuyến tính hóa có thể được cải thiện bằng cách sử dụng phương pháp đối ngẫu 

kết hợp hai thay thế lượt đi và lượt về trong một tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số. 

Trong Chương 4, tác giả sẽ trình bày việc phát triển tính chất trực giao trong tuyến 

tính hóa tương đương đối ngẫu với một trọng số cho các hệ động lực tiền định phi 

tuyến đồng thời khảo sát và áp dụng tuyến tính hóa tương đương đối ngẫu với trọng 

số đã chọn để phân tích tần số dao động tự do phi tuyến và một số trường hợp điển 

hình và đánh giá hiệu quả của phương pháp đề xuất.  
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CHƯƠNG 3. PHÁT TRIỂN TÍNH CHẤT TRỰC GIAO ÁP DỤNG 

TRONG PHÂN TÍCH BÀI TOÁN ỔN ĐỊNH 
 

3.1 Giới thiệu 

Từ phân tích và những khái niệm cũng như chi tiết về phương pháp Galerkin 

và tính trực giao trong phương pháp xấp xỉ số dư trọng số ở Chương 1 và tiêu chuẩn 

đối ngẫu có trọng số của phương pháp tuyến tính hóa tương đương ở Chương 2, 

chương này áp dụng tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số cho bài toán ổn định đàn hồi và 

đánh giá kết quả so sánh với kết quả chính xác, kết quả từ phương pháp Galerkin. 

Phần tiếp theo, tác giả đề cập đến việc phát triển tính chất trực giao trong một phép 

lấy trung bình cục bộ có trọng số, liên quan đến phương pháp Galerkin. Ứng dụng 

vào một số bài toán điển hình về ổn định đàn hồi của cột chỉ ra rằng ý tưởng mới này 

có thể cải thiện đáng kể độ chính xác của nghiệm xấp xỉ bậc nhất của phương pháp 

Galerkin. Trong nhiều lĩnh vực kỹ thuật, sự mất ổn định là một vấn đề quan trọng cần 

được xem xét trong thiết kế kết cấu, đặc biệt là khi kết cấu mảnh và trọng lượng nhẹ. 

Chương này được tổ chức như sau:  

Mục 3.2 Áp dụng tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số cho bài toán ổn định đàn 

hồi, Chọn trọng số 𝑝 được trình bày trong Mục 3.3 và Mục 3.4 trình bày phát triển 

tính chất trực giao thông qua phép lấy trung bình cục bộ có trọng số. Sau đó, sự kết 

hợp của phép lấy trung bình cục bộ có trọng số với phương pháp Galerkin được đưa 

ra trong Mục 3.5. Độ chính xác của phương pháp Galerkin với phép lấy trung bình 

cục bộ có trọng số và nghiệm xấp xỉ của nó được khảo sát trong Mục 3.6 với ứng 

dụng xác định tải trọng tới hạn của cột Euler đàn hồi tiết diện không đổi và với các 

điều kiện biên điển hình khác nhau.  

Ngoài ra, việc áp dụng phương pháp Galerkin với phép lấy trung bình cục bộ 

có trọng số đối với các cột có tiết diện thay đổi được trình bày trong Mục 3.7, trong 

đó phát triển tính chất trực giao trong phương pháp bình phương tối thiểu được triển 

khai. Cuối cùng, thảo luận về các kết quả phát triển tính chất trực giao được tóm tắt 

trong Mục 3.8, tiếp theo là phần kết luận Chương 3 trong 3.9. 
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3.2 Áp dụng tiêu chuẩn đối ngẫu cho bài toán ổn định đàn hồi 

3.2.1 Thanh hai đầu liên kết bản lề đơn giản (P-P) 

3.2.1.1 . Phương pháp Galerkin 

ℒ(𝑢) = 0;         0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 (3.1) 

trong đó ℒ là toán tử vi phân, trên miền u, là hàm của biến độc lập  𝑥, chịu một số 

điều kiện biên. Chúng ta tìm nghiệm xấp xỉ, 𝑢𝑎𝑝, dưới dạng 

𝑢𝑎𝑝 =∑𝑎𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥) (3.2) 

Với 𝑓𝑖(𝑥) là một chuỗi các hàm nhất định, mỗi hàm thỏa mãn tất cả các điều 

kiện biên, nhưng không có điều kiện nào trong số chúng, thỏa mãn phương trình vi 

phân, những không thỏa mãn phương trình vi phân và 𝑎𝑖 là các hệ số không xác định. 

Thay thế (3.1) vào (3.2) ta có phương trình sai số hoặc phần dư 𝑒(𝑥): 

𝑒(𝑥) = ℒ(𝑢𝑎𝑝) (3.3) 

hay 

𝑒(𝑥) = ℒ (∑𝑎𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥)) (3.4) 

Tiếp theo, chúng ta phải chọn các bậc tự do tổng quát, 𝑎𝑖, sao cho sai số là tối 

thiểu. Cuối cùng, chúng ta thực hiện sai số trực giao, trong khoảng 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, với 

một số hàm trọng số. Trong phương pháp Galerkin, các hàm trọng số là các hàm được 

sử dụng trong chuỗi, 𝑓𝑘(𝑥), 𝑘 =  1, 2, . . . , 𝑁. Quá trình này dẫn đến 𝑁 tích phân, 

được gọi là tích phân Galerkin: 

∫ [ℒ (∑𝑎𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥)) 𝑓𝑘(𝑥)] 𝑑𝑥 = 0;         𝑘 = 1, 2, … , 𝑁
𝑙

0

 (3.5) 

Phương trình (3.5) thể hiện tính trực giao giữa nghiệm xấp xỉ (hàm thử) từ 

phương trình (3.2) và phần dư (3.4) Sau khi thực hiện các thao tác được xác định, 

chúng ta có một hệ 𝑁 phương trình với 𝑁 ẩn số, 𝑎𝑖. Nghiệm của hệ này được thay thế 

trong (3.2) để đưa ra nghiệm xấp xỉ cho bài toán. Đối với các điều kiện biên có liên 

quan, phương pháp này khi được phát triển và áp dụng ban đầu bởi Galerkin, đòi hỏi 
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các hàm được chọn phải thỏa mãn tất cả các điều kiện biên (đây là yêu cầu trong một 

số nghiên cứu thể hiện trong [13]).  

Áp dụng phương pháp Galerkin cho bài toán Euler: 

ℒ(𝑦) = 𝐸𝐼𝑦"(𝑥)  +  𝑃𝑦(𝑥) = 0;       0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 (3.6) 

Để đơn giản, lấy 𝐸𝐼 = 1, hàm thử được chọn là 𝑓1(𝑥) = 𝑥(𝑙 − 𝑥), thỏa mãn 

các điều kiện biên 𝑦(0) =  𝑦(𝑙) = 0, hệ (3.5) dẫn đến: 

∫ (𝑓1
′′(𝑥) + 𝑃𝑓1(𝑥)). 𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 = 0

𝑙

0

 (3.7) 

Từ (3.7), thể hiện rõ tính trực giao giữa hàm thử 𝑓1 và phần dư, ta thu được 

tải trọng xấp xỉ Galerkin với các hàm 𝑓1 khác nhau, xem bảng Bảng 3.1 

Bảng 3.1. Lực tới hạn P𝑐𝑟
𝐺  và sai số với các hàm 𝑓𝑖 khác nhau 

TT Các hàm 𝑓𝑖 Nghiệm Galerkin Sai số với nghiệm Euler (%) 

1 𝑥(𝑙 − 𝑥)  10 1,321180 
2 𝑥(𝑙 − 𝑥)2  14 41,849660 
3 𝑥2(𝑙 − 𝑥)  14 41,849660 
4 𝑥2 (𝑙 − 𝑥)2  12 21,585420 
5 𝑥(𝑙 − 𝑥)+𝑥2(𝑙 − 𝑥) 10.5 6,387240 
6 𝑥(𝑙 − 𝑥)+𝑥2(𝑙 − 𝑥)2 9,87097 0,013814 

3.2.1.2 . Tiêu chuẩn đối ngẫu 

Theo phương trình (3.6), ta thực hiện thay thế tương đương 

𝑦"(𝑥) ~ 𝑘𝑡𝑠 . 𝑦(𝑥) (3.8) 

Sử dụng đối ngẫu có trọng số từ (2.65) , ta có  

𝑆𝑑 = (1 − 𝑝) 〈(𝑦"(𝑥)  − 𝑘d𝑦(𝑥))
2
〉 + 𝑝〈(𝑘𝑑𝑦(𝑥) − 𝜆𝑑𝑦"(𝑥))

2〉

→  min
𝑘𝑑,𝜆𝑑

 
(3.9) 

Với kết quả từ phương trình (2.60), (2.61) và (2.62) ta có: 

𝑘𝑑 =
(1 − 𝑝)

1 − 𝑝𝑟2
〈𝑦"(𝑥) 𝑦(𝑥)〉

〈𝑦2(𝑥)〉
 (3.10) 

𝑟2 =
〈𝑦"(𝑥) 𝑦(𝑥)〉2

〈(𝑦")2(𝑥)〉〈𝑦2(𝑥)〉
 (3.11) 

Thay thế (3.8), (3.10) vào phương trình (3.6) cho ta tải trọng tới hạn 𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛thu 

được từ tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số: 

𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 = −𝑘𝑑 = −

(1 − 𝑝)

1 − 𝑝𝑟2
〈𝑦"(𝑥) 𝑦(𝑥)〉

〈𝑦2(𝑥)〉
 (3.12) 
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Chọn hàm 𝑦(𝑥) = 𝑥(𝑙 − 𝑥) và thay vào (3.12) và 𝑟2 được định nghĩa và cho 

bởi (2.62) với đặc điểm từ  (2.63) và điều kiện cần thỏa mãn từ (2.64) ta chọn trọng 

số có dạng 𝑝 = (1 − 𝑟)𝑡 . 𝑟𝑣 để khảo sát, đánh giá kết quả cho các lực tới hạn tương 

ứng 𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛. Tác giả thực hiện việc khảo sát với các giá trị  của  𝑡, 𝑣 và tính toán kết quả 

cho trong Bảng 3.2. Ta tìm thấy rằng trường hợp 𝑡 = 1, 𝑣 = 2 cho sai số nhỏ nhất 

(0,016104%), so sánh với (1,32118%) của nghiệm Galerkin và giá trị của 𝑡 and 𝑣 

tăng thì tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số tiến đến nghiệm của Galerkin. 

Bảng 3.2. Lực tới hạn 𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 và sai số với 𝑦(𝑥) = 𝑥(𝑙 − 𝑥) 

t v 𝑟 𝑝 𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 Sai số với 𝑃𝑐𝑟

𝐸  (%) 

1 0 

0,91287092 

0,087129080 9,84341568 -0,265347% 

1 1 0,079537600 9,85802719 -0,117302% 

1 2 0,072607600 9,87119382 0,016104% 

2 2 0,006326230 9,98940041 1,213787% 

2 1 0,006930040 9,98838285 1,203477% 

3 1 0,000603808 9,99899315 1,310982% 

3 2 0,000551198 9,99908091 1,311871% 

2 3 0,005775030 9,99032840 1,223190% 

1 3 0,066281300 9,88307270 0,136462% 

3 3 0,000503173 9,99916103 1,312683% 

4 3 0,000043841 9,99992693 1,320443% 

3 4 0,000459332 9,99923415 1,313424% 

4 4 4,00212E-05 9,99993330 1,320508% 

5 5 3,18319E-06 9,99999469 1,321130% 

6 6 2,53183E-07 9,99999958 1,321179% 

10 10 1,01327E-11 10,00000000 1,321184% 

Bảng 3.3. Lực tới hạn 𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 và sai số với 𝑦(𝑥) khác nhau 

TT 𝑦(𝑥) 𝑟 𝑝 𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 𝑃𝑐𝑟

𝐸  𝑡;  𝑣 𝑃𝑐𝑟
𝐺  

1 𝑥2(𝑙 − 𝑥) 0,68313 
0,316869 11,22346 9,8696 1; 0 

14,0000 
0,216463 12,20212 9,8696 1; 1 

2 𝑥2(𝑙 − 𝑥)2 0,53452 

0,132994 10,81502 9,8696 1; 2 

12,0000 0,115814 10,97333 9,8696 2; 1 

0,465478 7,39818 9,8696 1; 0 

3 𝑥(𝑙 − 𝑥)+𝑥2(𝑙 − 𝑥) 0,83666 
0,163339 9,91905 9,8696 1; 0 

10,5000 
0,136660 10,02398 9,8696 1; 1 

4 𝑥(𝑙 − 𝑥)+𝑥2(𝑙 − 𝑥)2 0,99942 

0,000576 9,87096 9,8696 1; 0 

9,87097 0,000575 9,87096 9,8696 1; 1 

0,000575 9,87096 9,8696 1; 2 

Tính toán tương tự với các hàm khác nhau của 𝑦(𝑥) được cho trong Bảng 3.3. 

Từ kết quả của bảng này, ta quan sát thấy rằng kỹ thuật đối ngẫu có trọng số của tuyến 

tính hóa tương đương cho sai số nhỏ hơn so với nghiệm của phương pháp Galerkin. 
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Nó cũng thể hiện rằng giá trị của 𝑡, 𝑣 có thể được chọn để cho nghiệm xấp xỉ tiếp cận 

gần hơn với nghiệm chính xác. 

3.2.2 Thanh hai đầu liên kết ngàm (C-C) 

Theo [15] ta có phương trình  

ℒ(𝑦) = 𝐸𝐼𝑦′′ + 𝑃𝑦 −𝑀0 = 0 (3.13) 

Điều kiện biên: 𝑦 = 0 khi 𝑥 = 0 và 𝑥 = 𝑙;  𝑦′ = 0 khi 𝑥 = 0 và 𝑥 = 𝑙  

Nghiệm chính xác của phương trình (3.13) theo [15] 

𝑦 =
𝑀0

𝑃
(1 − cos

𝑛𝜋

𝑙
𝑥) 

Tải trọng tới hạn trong trường hợp này theo công thức (1.2) 

𝑃𝑐𝑟
𝐸 =

4𝜋2𝐸𝐼

𝑙2
= 39,4784

𝐸𝐼

𝑙2
 

3.2.2.1 . Phương pháp Galerkin 

Từ công thức (3.5), với EI =1 và chọn hàm 𝑓𝑘 thỏa mãn điều kiện biên ta có 

∫ (𝑓𝑘
′′(𝑥) + 𝑃𝑓𝑘(𝑥) − 𝑀0). 𝑓𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 0

𝑙

0

 (3.14) 

Phương trình (3.14) thể hiện tính trực giao giữa hàm thử 𝑓𝑘 và phần dư, giải 

phương trình này ta sẽ thu được giá trị của lực tới hạn 𝑃𝑐𝑟
𝐺  tương ứng với các hàm 𝑓𝑘. 

Cụ thể với hàm 𝑓𝑘 = 2𝑀0(𝑙 − 𝑥)
2𝑥2(3𝑙2 + 𝑙𝑥 − 𝑥2) 9𝑙2⁄  thỏa mãn điều kiện biên, 

ta có:  

𝑃𝑐𝑟
𝐺 = 41,3369EI/𝑙2 

3.2.2.2 .Tiêu chuẩn đối ngẫu 

Tuyến tính hóa tương đương phương trình (3.13) bằng cách thay thế 

E𝐼𝑦′′~ 𝑘2y và 𝑀0 ~ 𝑘0𝑦. 

Với 𝐸𝐼 = 1, sử dụng đối ngẫu có trọng số từ (2.65), ta có 𝑘2, 𝑘0 được tìm từ 

phương trình 

𝑆𝑑2 = (1 − 𝑝2) 〈(𝑦
′′(𝑥) − 𝑘2𝑦(𝑥))

2
〉

+ 𝑝2 〈(𝑘2𝑦(𝑥) − 𝜆2𝑦
′′(𝑥))

2
〉 →  min

𝑘2,𝜆2
 

(3.15) 
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𝑆𝑑0 = (1 − 𝑝0) 〈(𝑀0(𝑥) − 𝑘0𝑦(𝑥))
2
〉

+ 𝑝0 〈(𝑘0𝑦(𝑥) − 𝜆0𝑀0(𝑥))
2
〉 →  𝑚𝑖𝑛

𝑘0,𝜆0
 

(3.16) 

Với kết quả từ phương trình (2.60), (2.61) và (2.62) có: 

𝑘2 =
(1 − 𝑝2)

1 − 𝑝2𝑟2
2

〈𝑦′′(𝑥) 𝑦(𝑥)〉

〈𝑦2(𝑥)〉
 (3.17) 

𝑟2
2 =

〈𝑦′′(𝑥) 𝑦(𝑥)〉2

〈𝑦′′2(𝑥)〉〈𝑦2(𝑥)〉
 (3.18) 

𝑘0 =
(1 − 𝑝0)

1 − 𝑝0𝑟0
2

〈𝑀0(𝑥) 𝑦(𝑥)〉

〈𝑦2(𝑥)〉
 (3.19) 

𝑟0
2 =

〈𝑀0(𝑥) 𝑦(𝑥)〉
2

〈𝑀0
2(𝑥)〉〈𝑦2(𝑥)〉

 (3.20) 

Trọng số 𝑝 được giả thiết có dạng: 

𝑝 =
(1 − 𝑟2). 𝑟2

2
 (3.21) 

Tính trực giao từ phương trình (3.14) ta thấy tính trực giao đã được phát triển 

gắn với trọng số 𝑝0,  𝑝2 thể hiện trọng phương trình (3.15), (3.16). Thay 𝑘2, 𝑘0 từ 

phương trình (3.17), (3.19) vào phương trình (3.13) ta sẽ thu được lực tới hạn theo 

phương pháp tuyến tính hóa đối ngẫu từ phương trình 

𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 = 𝑘0 − 𝑘2 (3.22) 

Xét hàm các hàm số thỏa mãn điều kiện biên:  

𝑦𝑎𝑝𝑝 =
2𝑀0(𝑙 − 𝑥)

2𝑥2(3𝑙2 + 𝑙𝑥 − 𝑥2)

9𝑙2
 

Áp dụng phương pháp tuyến tính hóa đối ngẫu và thay vào phương trình (3.22): 

𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 = 39,3943 EI/𝑙2  

3.2.3 Thanh một đầu liên kết ngàm, một đầu tự do (C-F) 

Phương trình biến dạng: 𝐸𝐼𝑦" +  𝑃𝑦 = 𝑃𝛿  hay 𝑦" + 𝑘2𝑦 = 𝑘2𝛿 

Điều kiện biên: Tại 𝑥 = 0, ta có 𝑦 = 0 và 𝑦’ = 0; tại 𝑥 = 𝑙, ta có 𝑦 = 𝛿 

Nghiệm chính xác theo phương trình: 𝑦 = 𝛿 (1 − cos (
𝜋𝑥

2𝑙
)) 

Lực tới hạn theo (1.3) ta có: 

𝑃𝑐𝑟
𝐸 =

𝜋2𝐸𝐼

(2𝑙)2
= 
2,4674 𝐸𝐼

𝑙2
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3.2.3.1 . Phương pháp Galerkin 

Áp dụng công thức (3.5), với EI =1 và chọn một hàm 𝑓𝑘 thỏa mãn điều kiện 

biên ta có 

∫ (𝑓𝑘
′′(𝑥) + 𝑃(𝑓𝑘(𝑥) − 𝛿)). 𝑓𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 0

𝑙

0

 (3.23) 

Giải phương trình (3.23) ta sẽ thu được giá trị của lực tới hạn 𝑃𝑐𝑟
𝐺  tương ứng 

với các hàm 𝑓𝑘. Ví dụ với hàm 𝑓𝑘 =
𝛿

3𝑙4
𝑥2(6𝑙2 − 4𝑙𝑥 + 𝑥2) thỏa mãn điều kiện biên 

𝑃𝑐𝑟
𝐺 = 1,33EI/𝑙2 

3.2.3.2 Tiêu chuẩn đối ngẫu 

Tuyến tính hóa tương đương phương trình biến dạng bằng cách thay thế: 

𝑦"(𝑥) ~ 𝑘2. 𝑦(𝑥) và  ~ 𝑘0. 𝑦(𝑥) 

Với 𝐸𝐼 = 1, sử dụng đối ngẫu có trọng số từ (2.65), ta có 𝑘2, 𝑘0 được tìm từ 

phương trình 

S𝑑2 = (1 − 𝑝2) 〈(𝑦
′′(𝑥) − 𝑘2𝑦(𝑥))

2
〉

+ 𝑝2 〈(𝑘2𝑦(𝑥) − 𝜆2𝑦
′′(𝑥))

2
〉 →  min

𝑘2,𝜆2
 

(3.24) 

𝑆𝑑0 = (1 − 𝑝0) 〈((𝑥) − 𝑘0𝑦(𝑥))
2
〉 + 𝑝0 〈(𝑘0𝑦(𝑥) − 𝜆0(𝑥))

2
〉

→  𝑚𝑖𝑛
𝑘0,𝜆0

 
(3.25) 

Với kết quả từ phương trình (2.60), (2.61) và (2.62) ta có: 

𝑘2 =
(1 − 𝑝2)

1 − 𝑝2𝑟2
2

〈𝑦′′(𝑥) 𝑦(𝑥)〉

〈𝑦2(𝑥)〉
 (3.26) 

𝑟2
2 =

〈𝑦′′(𝑥) 𝑦(𝑥)〉2

〈𝑦′′2(𝑥)〉〈𝑦2(𝑥)〉
 (3.27) 

𝑘0 =
(1 − 𝑝0)

1 − 𝑝0𝑟0
2

〈(𝑥) 𝑦(𝑥)〉

〈𝑦2(𝑥)〉
 (3.28) 

𝑟0
2 =

〈(𝑥) 𝑦(𝑥)〉2

〈2(𝑥)〉〈𝑦2(𝑥)〉
 (3.29) 

Trọng số 𝑝 vẫn được giả thiết có dạng (3.21) 

Thay 𝑘2, 𝑘0 từ phương trình (3.26), (3.28) vào phương trình biến dạng ở trên 

ta sẽ thu được lực tới hạn theo phương pháp tuyến tính hóa đối ngẫu từ phương trình 
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𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 = −

𝑘2
1 − 𝑘0

 (3.30) 

Xét hàm các hàm số thỏa mãn điều kiện biên:  

𝑦𝑎𝑝𝑝 =
𝛿

3𝑙4
𝑥2(6𝑙2 − 4𝑙𝑥 + 𝑥2) 

Áp dụng phương pháp tuyến tính hóa đối ngẫu và thay 𝑦𝑎𝑝𝑝 vào phương trình 

(3.30) ta có: 

𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 = 1,5037 EI/𝑙2  

3.2.4 Thanh một đầu liên kết ngàm, một đầu liên kết bản lề (C-P) 

Theo [15] ta có phương trình  

ℒ(𝑦) = 𝐸𝐼𝑦′′ + 𝑃𝑦 −
𝑀0

𝑙
𝑥 = 0 (3.31) 

Điều kiện biên: Tại 𝑥 = 0, ta có 𝑦 = 0; tại 𝑥 = 𝑙, ta có 𝑦 = 0, 𝑦’ = 0 

Nghiệm chính xác từ [15] có dạng: 

𝑦 =
𝑀0

𝑃
(
𝑥

𝑙
+ 1.0245 sin (4.4934

x

𝑙
)) 

Lực tới hạn theo phương trình (1.4), ta có   

𝑃𝑐𝑟
𝐸 =

𝜋2𝐸𝐼

(0.7𝑙)2
=
20,1906 𝐸𝐼

𝑙2
 

3.2.4.1 . Phương pháp Galerkin 

Áp dụng công thức (3.5), với EI =1 và chọn một hàm 𝑓𝑘 thỏa mãn điều kiện 

biên ta có 

∫ (𝑓𝑘
′′(𝑥) + 𝑃𝑓𝑘(𝑥) −

𝑀0

𝑙
𝑥) . 𝑓𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 0

𝑙

0

 (3.32) 

Giải phương trình (3.32) ta sẽ thu được giá trị của lực tới hạn 𝑃𝑐𝑟
𝐺  tương ứng 

với các hàm 𝑓𝑘 . Ví dụ với hàm 𝑓𝑘 =
𝑀0

4𝐸𝐼 𝑙2
𝑥2(3𝑙− 2𝑥)(𝑙 − 𝑥) thỏa mãn điều kiện 

biên, ta có 𝑃𝑐𝑟
𝐺 = 22,4211EI/𝑙2. 

3.2.4.2 . Tiêu chuẩn đối ngẫu 

Tuyến tính hóa tương đương phương trình (3.31) bằng cách thay thế: 

𝑦"(𝑥) ~ 𝑘2. 𝑦(𝑥) và 𝑀0x 𝑙⁄  ~ 𝑘0. 𝑦(𝑥) 
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Với 𝐸𝐼 = 1, sử dụng đối ngẫu có trọng số từ (2.65), ta có 𝑘2, 𝑘0 được tìm từ 

phương trình 

𝑆𝑑2 = (1 − 𝑝2) 〈(𝑦
′′(𝑥) − 𝑘2𝑦(𝑥))

2
〉

+ 𝑝2 〈(𝑘2𝑦(𝑥) − 𝜆2𝑦
′′(𝑥))

2
〉 →  min

𝑘2,𝜆2
 

(3.33) 

𝑆𝑑0 = (1 − 𝑝0) 〈(𝑥𝑀0(𝑥) 𝑙⁄ − 𝑘0𝑦(𝑥))
2
〉

+ 𝑝0〈(𝑘0𝑦(𝑥) − 𝜆0 𝑥𝑀0(𝑥) 𝑙⁄ )
2〉 →  𝑚𝑖𝑛

𝑘0,𝜆0
 

(3.34) 

Với kết quả từ phương trình (2.60), (2.61) và (2.62) ta có: 

𝑘2 =
(1 − 𝑝2)

1 − 𝑝2𝑟2
2

〈𝑦′′(𝑥) 𝑦(𝑥)〉

〈𝑦2(𝑥)〉
 (3.35) 

𝑟2
2 =

〈𝑦′′(𝑥) 𝑦(𝑥)〉2

〈𝑦′′2(𝑥)〉〈𝑦2(𝑥)〉
 (3.36) 

𝑘0 =
(1 − 𝑝0)

1 − 𝑝0𝑟0
2

〈(𝑥𝑀0(𝑥) 𝑙⁄ )𝑦(𝑥)〉

〈𝑦2(𝑥)〉
 (3.37) 

𝑟0
2 =

〈(𝑥𝑀0(𝑥) 𝑙⁄ ) 𝑦(𝑥)〉
2

〈(𝑥𝑀0(𝑥) 𝑙⁄ )
2〉〈𝑦2(𝑥)〉

 (3.38) 

Trọng số 𝑝 được giả thiết có dạng như (3.21) 

Thay 𝑘2, 𝑘0 từ phương trình (3.35), (3.37) vào phương trình (3.31) ta sẽ thu 

được lực tới hạn theo phương pháp tuyến tính hóa đối ngẫu từ phương trình 

𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 = 𝑘0 − 𝑘2 (3.39) 

Xét hàm số thỏa mãn điều kiện biên:  

𝑦𝑎𝑝𝑝 =
𝑀0

4𝐸𝐼 𝑙2
𝑥2 (

3𝑙

2
− 2𝑥) (𝑙 − 𝑥) 

Áp dụng phương pháp tuyến tính hóa đối ngẫu và thay 𝑦𝑎𝑝𝑝 vào (3.39) ta có: 

𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 = 21,5968 EI/𝑙2 (3.40) 

3.3 Chọn trọng số p với bài toán ổn định đàn hồi 

Phần trên, chúng ta đã khảo sát 4 bài toán ổn định đàn hồi với trọng số được 

chọn trong bài toán 1 có dạng 𝑝 = (1 − 𝑟)𝑡 . 𝑟𝑣 và vẫn thỏa mãn các điều kiện (2.64), 

(2.66), và bài toán 2, 3, 4  có dạng (3.21). Mục này tác giả sẽ tiếp tục khảo sát áp 

dụng tuyến tính hóa đối ngẫu có trọng số 𝑝 cho bài toán (C-P) được cho ở Hình 1.6d, 

với lực tới hạn Euler được cho ở (1.4). 



64 

 

  

3.3.1 Phương pháp Galerkin 

Kết quả tính toán lực tới hạn theo phương pháp Galerkin với 7 hàm 𝑓𝑗(𝑥) được 

cho trong Bảng 1.2.  Qua đó, ta nhận thấy với các hàm thử 𝑓𝑗(𝑥) khác nhau, sai số 

của lực tới hạn tính theo phương pháp Galerkin thay đổi từ 4,2595% đến 134,0520%. 

3.3.2 Tiêu chuẩn đối ngẫu 

Các hệ số tuyến tính được cho từ phương trình (3.35) đến (3.38). Với  𝑟2 được 

định nghĩa và cho bởi (2.62) với đặc điểm từ  (2.63) và điều kiện cần thỏa mãn từ 

(2.64) thì trọng số 𝑝 = 𝑝(𝑟), là hàm số phụ thuộc vào 𝑟. Từ (2.57) ta có thể quan sát 

thấy, khi 𝐴 rất gần với 𝐵 thì thay thế đầu tiên sẽ đóng vai trò quyết định. Vì vậy, tác 

giả đề xuất điều kiện ràng buộc của hàm 𝑝(𝑟) thỏa mãn với 𝑟 = 1, 𝑝(1) = 0. Biểu 

thức đơn giản của hàm trọng số 𝑝 có dạng 

𝑝 = (1 − 𝑟𝑡)𝑢. 𝑟𝑣 (3.41) 

trong đó 𝑡, 𝑢, 𝑣 là các hằng số nguyên dương. Như vậy ta xác định hệ số tuyến tính 

hóa tương đương theo (2.60) với 𝑟 và 𝑝 xác định từ (2.62) và (3.41). 

Ta  tiến hành khảo sát với một số hàm của 𝑝𝑖(𝑟), 𝑖 = 1 − 5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ như sau: 

𝑝1 =
(1 − 𝑟2). 𝑟2

2
; 𝑝2 =

(1 − 𝑟2)2. 𝑟2

2
; 𝑝3 =

(1 − 𝑟2). 𝑟3

2
; 𝑝4

=
(1 − 𝑟2). 𝑟4

2
; 𝑝5 =

(1 − 𝑟)2. 𝑟2

2
 

(3.42) 

Thay 𝑘2, 𝑘0 từ phương trình (3.35), (3.37) vào phương trình (3.31) ta sẽ thu 

được lực tới hạn theo phương pháp tuyến tính hóa đối ngẫu từ phương trình (3.39) 

Xét hàm số hàm số thỏa mãn điều kiện biên 𝑓j (ví dụ 𝑓3) trong Bảng 1.2 

𝑓3 =
𝑀0

4𝐸𝐼
𝑥2(3𝑙 − 2𝑥)(𝑙 − 𝑥) 

Áp dụng phương pháp tuyến tính hóa đối ngẫu và thay 𝑓3 vào phương trình 

(3.33) - (3.38) với các dạng khác nhau của hàm trọng số 𝑝𝑖(𝑟) cho trong (3.45) ta có 

các giá trị của lực tới hạn 𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 tính theo tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số được cho 

trong Bảng 3.4 với 𝑝𝑖2, 𝑝𝑖0 tính theo công thức (3.45) tương ứng với 𝑝𝑑2,  𝑝𝑑0 trong 

phương trình (3.33), (3.34) và 𝑘𝑖2, 𝑘𝑖0 trong phương trình (3.35), (3.37) tương ứng 

𝑖 = 1 − 5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ với từng dạng của 𝑝𝑖 trong (3.45). 

Bảng 3.4. Lực tới hạn 𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 và sai số khi xét hàm 𝑓3 với các hàm trọng số 𝑝𝑖(𝑟)  
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𝑖 𝑝𝑖2;𝑝𝑖0 𝑘𝑖2;𝑘𝑖0 𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 và sai số (%) P𝑐𝑟

𝐺  và sai số (%) 

1 0,124145; 0,10680 -10,6745; 10,6586 21,3330 (5,91297) 

22,4211  

(11,3147) 

2 0,056938; 0,03302 -11,0621; 10,9371 21,9992 (9,22042) 

3 0,091341; 0,08876 -10,8674; 10,7295 21,5968 (7.22262) 

4 0,067206; 0,07377 -11,0048; 10,7870 21,7917 (8,19021) 

5 0,018898; 0,00984 -11,2689; 11,0187 22,2876 (10,6512) 

Bảng 3.5. Lực tới hạn 𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 và sai số với các hàm 𝑓j  và các hàm trọng số 𝑝𝑖(𝑟)  

𝑗 𝑓j 𝑝𝑖 𝑃𝑐𝑟
𝑑𝑛 và sai số (%) P𝑐𝑟

𝐺  và sai số (%) 

1 𝑓1 =
3𝑀0
4𝑙𝐸𝐼

𝑥2(𝑙 − 𝑥) 

𝑝1 19,8803 (-1.29959) 

21,0000 

(4,2595) 

𝑝2 20,4618 (1,58733) 

𝑝3 20,2217(0,39551) 

𝑝4 20,4509(1,53348) 

𝑝5 20,8157(3,34441) 

2 𝑓2 =
3𝑀0
4𝑙𝐸𝐼

𝑥3(𝑙 − 𝑥) 

𝑝1 31,0252 (54,0319) 

32,8000 

(62,8434) 

𝑝2 31,7871 (57,8144) 

𝑝3 31,6788 (57,2771) 

𝑝4 32,0766 (59,2520) 

𝑝5 32,4233 (60,9733) 

4 𝑓4 =
3𝑀0
4𝑙𝐸𝐼

𝑥4(𝑙 − 𝑥) 

𝑝1 44,5491 (121,174) 

47,1429 

(134,052) 

𝑝2 45,6020(126,402) 

𝑝3 45,5307 (126,048) 

𝑝4 45,9478 (128,119) 

𝑝5 46,5097 (130,908) 

5 

𝑓5 =
𝑀0
10𝑙𝐸𝐼

𝑥2(7𝑙2 − 2𝑙𝑥

− 2𝑥2)(𝑙 − 𝑥) 

𝑝1 20,8242 (3,38678) 

21,8042 

(8,25201) 

𝑝2 21,4487(6,48699) 

𝑝3 21,0456 (4,48593) 

𝑝4 21,2132 (5,31816) 

𝑝5 21,6940(7,70495) 

6 𝑓6 =
𝑀0
4𝑙𝐸𝐼

𝑥4(3𝑙 − 2𝑥)(𝑙 − 𝑥) 

𝑝1 31,4423(56,1026) 

33,1190 

(64,4274) 

𝑝2 32,3490(60,6042) 

𝑝3 31,9289(58,5186) 

𝑝4 32,2642 (60,1832) 

𝑝5 32,8613(63,1479) 

7 
𝑓7 =

𝑀0
10𝑙𝐸𝐼

𝑥(7𝑙3𝑥2 − 9𝑥3𝑙2

+ 2𝑥5) 

𝑝1 33,2967 (65,3092) 

34,5291 

(71,4279) 

𝑝2 34,1035 (69,3149) 

𝑝3 33,5610 (66,6215) 

𝑝4 33,7619 (67,6192) 

𝑝5 34,3975 (70,7747) 

Như vậy theo Bảng 1.2, nghiệm Galerkin (số thứ tự 3) có sai số là 11,3147% 

trong khi theo Bảng 3.4 sai số của nghiệm đối ngẫu thấp nhất là 5,91297% và cao 

nhất là 10,6512%. Kết quả  của số thứ tự 3 trong bảng Bảng 3.4 chính là kết quả từ 

phương trình (3.40). 
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Tính toán tương tự, áp dụng tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số với các hàm 𝑓j 

với 𝑗 = 1, 2, 4, 5, 6, 7  trong Bảng 1.2 ta thu được kết quả tính toán lực tới hạn và sai 

số trong Bảng 3.5. Từ Bảng 3.4 và Bảng 3.5 cho thấy với 7 hàm thử 𝑓𝑗 thỏa mãn điều 

kiện biên, khi tính với tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số của phương pháp tuyến tính 

hóa tương đương cho sai số nhỏ hơn so với kết quả tính toán theo phương pháp của 

Galerkin. Trong 5 giá trị trọng số của tiêu chuẩn tuyến tính hóa đối ngẫu, giá trị 𝑝1 

cho kết quả lực tới hạn với sai số nhỏ nhất trong hầu hết các trường hợp tính toán. 

3.4 Phép lấy trung bình cục bộ có trọng số 

Giá trị trung bình đóng một vai trò quan trọng trong việc nghiên cứu các quá 

trình động. Việc sử dụng các giá trị đó cho phép biến đổi các quá trình biến thiên về 

một số các đặc tính không đổi, mà dễ dàng hơn trong việc khảo sát. Để phát triển tính 

chất trực giao và mở rộng việc sử dụng các giá trị trung bình, ta có thể áp dụng phương 

pháp đối ngẫu. Một trong những ưu điểm đáng kể của khái niệm đối ngẫu là nó xem 

xét hai khía cạnh khác nhau của một bài toán đang quan tâm, mà cho phép khảo sát 

phù hợp hơn. Một hướng tiếp cận đối ngẫu cho các giá trị trung bình của các hàm đã 

được giới thiệu trong [129] và sẽ được phát triển trong chương này. Không mất tính 

tổng quát, ta xem xét 𝑔(𝑥), là một hàm tiền định, khả tích với 𝑥 ∈ [0,1] và 𝑟 là một 

giá trị cục bộ trong khoảng [0,1]. 

Trung bình số học thông thường của 𝑔(𝑥) trên khoảng [0,1] được cho bởi: 

〈𝑔(𝑥)〉 = ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

0

 (3.43) 

Giá trị trung bình có trọng số quy ước của 𝑔(𝑥) trong khoảng [0, 1] được cho bởi  

∫ ℎ(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

0

∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥
1

0

 (3.44) 

trong đó ℎ(𝑥) là một hàm trọng số. Phương pháp tuyến tính hóa tương đương với 

phép lấy trung bình cục bộ có trọng số thông thường qua việc sử dụng hướng tiếp cận 

đối ngẫu được áp dụng trong [89] để phân tích một số hệ dao động với tính phi tuyến 

mạnh. Tác giả giới thiệu một dạng khác của trọng số trung bình của hàm 𝑔(𝑥) khoảng 

[0, 1], với mục đích này, phương trình (3.43) được viết lại như sau: 

⟨𝑔(𝑥)⟩ = ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

0

= ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑟

0

+∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑟

 (3.45) 
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=
𝑟

𝑟
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑟

0

+
1 − 𝑟

1 − 𝑟
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑟

 

Từ phương trình (3.45), nhận thấy rằng giá trị cục bộ 𝑥 = 𝑟 chia trong khoảng 

[0, 1] trong hai miền cục bộ [0, 𝑟] và [𝑟, 1], với hai trung bình cục bộ tương ứng là 

1

𝑟
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑟

0

,
1

1 − 𝑟
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑟

 (3.46) 

Phép lấy trung bình thông thường, ⟨𝑔(𝑥)⟩, nhận được dưới dạng tổ hợp tuyến 

tính của hai phép lấy trung bình cục bộ với trọng số bằng độ dài của các miền cục bộ, 

cụ thể là 𝑟 và 1 − 𝑟: Để giới thiệu một phép lấy trung bình có trọng số mới của 𝑔(𝑥) 

trong khoảng [0, 1], người ta thay trọng số 𝑟 bằng một trọng số khác là, 𝑟𝑓(𝑟), trong 

đó 𝑓(𝑟) là một hàm liên tục thỏa mãn các điều kiện sau: 

{
 
 

 
 
0 ≤ 𝑓(𝑟), ∀𝑟 ∈ [0,1]

𝑙𝑖𝑚
𝑟→0

𝑟𝑓(𝑟)

𝑟
< ∞

𝑙𝑖𝑚
𝑟→1

1 − 𝑟𝑓(𝑟)

1 − 𝑟
< ∞

 (3.47) 

Giá trị trung bình thông thường của 𝑔(𝑥) trong khoảng [0, 1] được xác định bởi 

phương trình (3.45) sẽ thu được trung bình trọng số của 𝑔(𝑥) sau đây tại giá trị cục 

bộ 𝑟 trong khoảng [0, 1] 

𝐺(𝑟) ≡ ⟨𝑔(𝑥)|𝑥𝑓(𝑥), 𝑟⟩ 

=
𝑟𝑓(𝑟)

𝑟
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑟

0

+
1 − 𝑟𝑓(𝑟)

1 − 𝑟
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑟

 
(3.48) 

Sự khác biệt nổi bật giữa phép lấy trung bình có trọng số thông thường của 

𝑔(𝑥) được xác định bởi (3.44) và phép lấy trung bình cục bộ có trọng số được đề xuất 

(weighted local averaging - WLA) của 𝑔(𝑥) được xác định bởi (3.48) là (3.44) đưa 

đến một giá trị trung bình không đổi, trong khi đó (3.48) đưa đến một đại lượng là 

hàm số của 𝑟. Theo nghĩa này, phép lấy trung bình cục bộ có trọng số của 𝑔(𝑥) được 

xác định bởi (3.48) có thể được coi là một phép biến đổi của hàm 𝑔(𝑥) xác định trong 

khoảng [0, 1] thành một hàm khác 𝐺(𝑟) cũng xác định trong khoảng [0, 1] và được 

xác định bởi phương trình (3.48). 
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Hình 3.1 Đồ thị của hàm số a) 𝑓(𝑟) và b) 𝑟𝑓(𝑟) trong khoảng [0, 1] và với các giá trị 

khác nhau của  = 0, 0,5, 1 

Phép lấy trung bình cục bộ có trọng số (WLA) của một hàm 𝑔(𝑥) theo (3.48) 

sẽ được sử dụng trong luận án này. Trường hợp 𝑟𝑓(𝑟) = 0,5 đã được xem xét trong 

[129]. Rõ ràng là toán tử lấy trung bình cục bộ có trọng số được xác định trong (3.48)  

là tuyến tính đối với hàm 𝑔(𝑥). Nhận xét sau đây nhận được từ phép lấy trung bình 

có trọng số mới theo (3.48). 

Nhận xét 1. Nếu hàm 𝑓(𝑟) thỏa mãn điều kiện:  

𝑓(𝑟𝑖) = 1,      0 ≤  𝑟𝑖  ≤ 1 (3.49) 

thì trung bình có trọng số của 𝑔(𝑥) tại 𝑟𝑖 bằng giá trị trung bình thông thường của 

𝑔(𝑥). Thực vậy,  

𝐺(𝑟𝑖) ≡ ⟨𝑔(𝑥)|𝑥𝑓(𝑥), 𝑟𝑖⟩ = 

=
𝑟𝑖
𝑓(𝑟𝑖)

𝑟𝑖
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑟𝑖

0

+
1 − 𝑟𝑖

𝑓(𝑟𝑖)

1 − 𝑟𝑖
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑟𝑖

 

=
𝑟𝑖
1

𝑟𝑖
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑟𝑖

0

+
1 − 𝑟𝑖

1

1 − 𝑟𝑖
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑟𝑖

 

= ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑟𝑖

0

+∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑟𝑖

= ⟨𝑔(𝑥)⟩ 

(3.50) 

Từ Nhận xét 1, trong trường hợp cụ thể đối với 𝑓(𝑥) = 1, ∀𝑥 ∈ [0,1], giá trị 

trung bình có trọng số của 𝑔(𝑥)  trùng với giá trị trung bình thông thường của 

𝑔(𝑥), ∀𝑥 ∈ [0,1]: 

a) b) 
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⟨𝑔(𝑥)|𝑥, 𝑟⟩ = ⟨𝑔(𝑥)⟩, ∀𝑥 ∈ [0,1] (3.51) 

Vì vẫn chưa có lý thuyết chung về các hàm trọng số, chúng ta sẽ bắt đầu nghiên 

cứu với một lớp đa thức một tham số có bậc nhất như sau: 

𝑓(𝑟) = 1 + (1 − 2𝑟) = 1 + − 2𝑟, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1 (3.52) 

⟨𝑔(𝑥)|𝑥1+−2𝑟 , 𝑟⟩

=
𝑟1+−2𝑟

𝑟
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑟

0

+
1 − 𝑟1+−2𝑟

1 − 𝑟
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑟

 
(3.53) 

Hàm 𝑓(𝑟) được chọn ở dạng trong (3.52), vì nó bằng 1 ứng với 𝑟 =  0,5. Sử 

dụng Nhận xét 1, ta có thể kết luận rằng một đặc trưng quan trọng của phép lấy trung 

bình cục bộ có trọng số mới được xác định trong (3.53) là nó luôn chứa giá trị trung 

bình thông thường như các trường hợp cụ thể của nó tại 3 điểm cục bộ, 𝑟 = 0, 𝑟 =

0,5 và 𝑟 =  1: 

𝐺(0) ≡ ⟨𝑔(𝑥)|𝑥1+−2𝑟 , 0⟩

=
01+

0
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
0

0

+
1 − 01+

1 − 0
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

0

= ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

0

= ⟨𝑔(𝑥)⟩ 

(3.54) 

𝐺(0.5) ≡ ⟨𝑔(𝑥)|𝑥1+−2𝑟 , 0.5⟩

=
0.51

0.5
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
0.5

0

+
1 − 0.51

1 − 0.5
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

0.5

= ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

0

= ⟨𝑔(𝑥)⟩ 

(3.55) 

𝐺(1) ≡ ⟨𝑔(𝑥)|𝑥1+−2𝑟 , 1⟩

=
11−

1
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

0

+
1 − 11−

1 − 1
∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

1

= ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

0

= ⟨𝑔(𝑥)⟩ 

(3.56) 

Đồ thị của hàm 𝑓(𝑟) và hàm 𝑟𝑓(𝑟) được chỉ ra trong Hình 3.1 với các giá trị 

khác nhau của . Đồ thị của hàm 𝑓(𝑟)  bị giới hạn bởi đường thẳng 𝑙1 , 

(𝑓(𝑟) ≡ 1, 𝛼 = 0)   và đường thẳng 𝑙2 , 𝑓(𝑟) ≡ 2 − 𝑟, 𝛼 = 1   và 𝑓(𝑟) ≥ 0, ∀ 0 ≤
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𝛼 ≤ 1. Trong mục tiếp theo, chúng ta sẽ áp dụng phép lấy trung bình cục bộ có trọng 

số vào phương pháp Galerkin. 

3.5 Phát triển tính chất trực giao trong phương pháp Galerkin với phép lấy 

trung bình cục bộ có trọng số 

Trong mục này, tác giả sẽ chỉ ra cách phương pháp Galerkin với phép lấy trung 

bình thông thường chính là tính chất trực giao (the Galerkin method with 

conventional averaging, GCA) có thể được phát triển tính chất trực giao và mở rộng 

thành phương pháp Galerkin với phép lấy trung bình cục bộ có trọng số (Galerkin 

method with weighted local averaging, GWLA) như thế nào. Giả sử ta cần giải 

phương trình vi phân. 

𝐴(𝑊) = 0 (3.57) 

trong đó A là toán tử vi phân và 𝑊(𝑥) là hàm chưa biết của biến 𝑥 ∈ [0,1] thỏa mãn 

một số điều kiện biên cụ thể tại hai đầu 𝑥 =  0, 𝑥 =  1. Gọi 𝑊(𝑥) là được xấp xỉ 

dưới dạng tổ hợp tuyến tính các hàm thử 

𝑊(𝑥) =∑𝑎𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑊𝑗(𝑥) (3.58) 

trong đó 𝑊𝑗(𝑥)  là các hàm thử của 𝑥 và 𝑎𝑗 là các hằng số chưa biết. Áp dụng GCA 

vào (3.57) dẫn đến các phương trình của điều kiện trực giao như sau: 

⟨𝐴(∑𝑎𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑊𝑗(𝑥))𝑊𝑖(𝑥)⟩ = 0, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑁 (3.59) 

trong đó 〈∎〉 là toán tử lấy trung bình thông thường. Hệ N phương trình (3.59) được 

sử dụng để xác định 𝑁 ẩn số 𝑎𝑗, phương trình này thể hiện tính trực giao các hàm 

thử và phần dư.  

Nếu thực hiện thay thế toán tử lấy trung bình thông thường 〈∎〉 trong (3.59) 

bởi toán tử lấy trung bình cục bộ có trọng số, (3.53), thì ta nhận được các phương 

trình của các điều kiện trực giao tương ứng: 

⟨𝐴 (∑ 𝑎𝑗
𝑁
𝑗=1 𝑊𝑗(𝑥))𝑊𝑖(𝑥)|𝑥

1+−2𝑟 , 𝑟⟩ = 0, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑁 (3.60) 

Thay thế (3.53) vào (3.60) đưa đến hệ phương trình đại số cho 𝑁 ẩn số 𝑎𝑗: 



71 

 

  

𝑟1+−2𝑟

𝑟
∫ 𝐴(∑𝑎𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑊𝑗(𝑥))𝑊𝑖(𝑥)𝑑𝑥
𝑟

0

+
1 − 𝑟1+−2𝑟

1 − 𝑟
∫ 𝐴(∑𝑎𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑊𝑗(𝑥))𝑊𝑖(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑟

= 0,  

𝑖 = 1,2, . . . , 𝑁 

(3.61) 

Giải hệ phương trình (3.61) cho ta 

𝑎𝑗 = 𝑎𝑗(𝑟, 𝛼), 𝑗 = 1,2, . . . , 𝑁 (3.62) 

Thay thế (3.62) vào (3.58), người ta nhận được nghiệm xấp xỉ của phương 

trình vi phân (3.57) dưới dạng 

𝑊(𝑥) =∑𝑎𝑗(𝑟, 𝛼)

𝑁

𝑗=1

𝑊𝑗(𝑥) (3.63) 

Từ phương trình (3.63) cho thấy rằng nghiệm xấp xỉ này là một hàm phụ thuộc 

vào giá trị 𝛼 của hàm trọng số và vào giá trị cục bộ 𝑟. Do đó, nghiệm sẽ trở nên hoàn 

toàn xác định khi 𝛼 và 𝑟 đã được chọn. Bằng cách thay đổi các giá trị của 𝛼 và 𝑟, 

GWLA có thể tạo ra một loạt các nghiệm xấp xỉ khác nhau và tại 𝑟 =  0, 𝑟 =  0,5 

hoặc 𝑟 =  1, GWLA đưa ra cùng một lời giải như của GCA. Quan trọng hơn, GWLA 

cho phép nhận được các lời giải chính xác hơn nhiều ứng với một số bài toán cụ thể 

sẽ được trình bày ở phần sau, khi so sánh với các lời giải nhận được từ GCA. Tuy 

nhiên, nhược điểm chính của GWLA là các giá trị của 𝛼 và 𝑟 vẫn chưa được xác định 

và câu hỏi mở là làm thế nào để tìm chúng. Câu hỏi này sẽ được xem xét và thảo luận 

trong phần tiếp theo. 

Áp dụng (3.54) vào (3.60), ta có thể chỉ ra rằng lời giải được xác định như 

trong (3.62) có đặc trưng như sau 

𝑎𝑗(𝛼, 0) = 𝑎𝑗(𝛼, 0.5) = 𝑎𝑗(𝛼, 1) = 𝑎𝑗  ∀𝛼 ∈ [0,1], 𝑗 = 1,2, . . . , 𝑁 (3.64) 

trong đó 𝑎𝑗 là nghiệm nhận được theo GCA, tức là được xác định bởi (3.59). Điều 

này có nghĩa là nghiệm nhận được bởi GWLA trùng với nghiệm nhận được bởi GCA 

ứng với ít nhất ba giá trị của r, tương ứng là r = 0, 0.5 và 1. 

Nếu A là một toán tử tuyến tính, thì hệ (3.60) được đơn giản hóa như sau: 
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∑𝑎𝑗

𝑁

𝑗=1

⟨𝐴 (𝑊𝑗(𝑥))𝑊𝑖(𝑥)|𝑥
𝑓(𝑥), 𝑟⟩ = 0, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑁 (3.65) 

hay 

∑𝑎𝑗

𝑁

𝑗=1

[
𝑟1+−2𝑟

𝑟
∫ 𝐴 (𝑊𝑗(𝑥))𝑊𝑖(𝑥)𝑑𝑥
𝑟

0

+
1 − 𝑟1+−2𝑟

1 − 𝑟
∫ 𝐴 (𝑊𝑗(𝑥))𝑊𝑖(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑟

] = 0,  

𝑖 = 1,2, . . . , 𝑁 

(3.66) 

Trong phần tiếp theo, GWLA sẽ được triển khai để tìm tải trọng tới hạn cho 

các cột đàn hồi với các loại điều kiện biên và các loại mặt cắt khác nhau. 

3.6 Mất ổn định đàn hồi của cột Euler với tiết diện không đổi 

Áp dụng GWLA để phân tích ổn định đàn hồi của cột Euler [40]. Xét một cột 

đàn hồi thẳng, đồng chất, có chiều dài 𝐿 chịu một lực nén dọc trục 𝑃. Cột có một 

chuyển vị ngang được biểu thị bằng 𝑤̅ . Sử dụng lý thuyết dầm Euler-Bernoulli, 

chuyển vị của thanh có tiết diện không đổi được mô tả bằng phương trình vi phân sau 

𝐸𝐼
𝑑4 𝑤̅

𝑑𝑥̅4
+ 𝑃

𝑑2 𝑤̅

𝑑𝑥̅2
= 0 (3.67) 

trong đó E là môđun đàn hồi, I là mô-men quán tính và 𝑥̅ ∈ [0, 𝐿] biểu thị tọa độ theo 

phương dọc trục. Bằng cách sử dụng phép biến đổi 𝑥 =
𝑥̅

𝐿
 và 𝑤 =

𝑤̅

𝐿
, từ phương trình 

(3.67) ta có: 

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
+ 𝑃𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
= 0, 𝑃𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 =

𝑃𝐿2

𝐸𝐼
 (3.68) 

trong đó 𝑃𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 là tải trọng tới hạn không thứ nguyên (chuẩn hóa) của cột có tiết diện 

không đổi. Như vậy, tọa độ 𝑥 được xác định trong khoảng [0, 1]. Sử dụng (3.68), 

phương trình cân bằng của cột có dạng  

𝐴(𝑤) ≡
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
+ 𝑃𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
= 0 (3.69) 

Áp dụng GWLA được xác định bởi các phương trình từ (3.60) đến (3.69) đối 

với hàm thử có một tham số, ta nhận được 

⟨(
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
+ 𝑃𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)𝑤|𝑥1+𝛼−2𝛼𝑥 , 𝑟⟩ = 0 (3.70) 

Phương trình (3.70) dẫn đến tải trọng tới hạn xấp xỉ được xác định bởi GWLA 
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𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟) = −

⟨
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
𝑤|𝑥1+𝛼−2𝛼𝑥 , 𝑟⟩

⟨
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
𝑤|𝑥1+𝛼−2𝛼𝑥 , 𝑟⟩

 (3.71) 

Hoặc ở dạng tường minh 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟) = −

𝑟1+𝛼−2𝛼𝑟

𝑟
∫

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
𝑤𝑑𝑥

𝑟

0
+

1−𝑟1+𝛼−2𝛼𝑟

1−𝑟
∫

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
𝑤𝑑𝑥

1

1

𝑟1+𝛼−2𝛼𝑟

𝑟
∫

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
𝑤𝑑𝑥

𝑟

0
+

1−𝑟1+𝛼−2𝛼𝑟

1−𝑟
∫

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
𝑤𝑑𝑥

1

1

 (3.72) 

Phương trình (3.72) chỉ ra rằng tải trọng tới hạn được xác định bởi GWLA là 

một hàm của tham số 𝛼 và của giá trị cục bộ 𝑟. Lưu ý rằng khi 𝛼 =  0 phương trình 

(3.72) sẽ dẫn đến tải trọng tới hạn như được xác định bởi GCA. 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(0, 𝑟) = −

∫
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
𝑤𝑑𝑥

1

0

∫
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
𝑤𝑑𝑥

1

0

𝑃𝐺𝐶𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (3.73) 

Từ phương trình (3.72) và phương trình (3.48), ta cũng có thể chỉ ra rằng 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟)  bằng với 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 tại 𝑟 = 0, 0,5 và 1, ∀0 ≤ 𝛼 ≤ 1, 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 0) = −

1

1
∫

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
𝑤𝑑𝑥

1

0

1

1
∫

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
𝑤𝑑𝑥

1

0

= 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 0.5)

= −

0.51

0.5
∫

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
𝑤𝑑𝑥

0.5

0
+

1−0.51

1−0.5
∫

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
𝑤𝑑𝑥

1

0.5

0.51

0.5
∫

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
𝑤𝑑𝑥

0.5

0
+

1−0.51

1−0.5
∫

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
𝑤𝑑𝑥

1

0.5

= 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 1) = −

11−𝛼

1
∫

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
𝑤𝑑𝑥

1

0

11−𝛼

1
∫

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
𝑤𝑑𝑥

1

0

= 𝑃𝐺𝐶𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

(3.74) 

Phương trình (3.74) biểu thị rằng 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟) có ít nhất một cực trị cục bộ 

trong mỗi khoảng [0, 0.5] và [0.5, 1]. Để tìm tải trọng tới hạn nhỏ nhất, cực tiểu cục 

bộ của 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟) trong khoảng [0, 1], 𝑚𝑖𝑛𝑟∈[0,1]𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟) thường được ưu tiên 

chọn làm điều kiện để xác định giá trị của 𝑟. Do đó, tải trọng tới hạn cục bộ được xác 

định bởi GWLA ứng với một giá trị  được định nghĩa như sau: 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼) = min

𝑟∈[0,1]
𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟) (3.75) 

Vấn đề xác định giá trị thích hợp 𝛼 cần được tiếp tục khảo sát. Ở đây, để giải 

quyết bài toán, tác giả sử dụng hướng tiếp cận toàn cục - cục bộ, mà lần đầu tiên được 

đề xuất trong [10], để xác định các hệ số tuyến tính hóa của phương pháp tuyến tính 
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hóa tương đương ngẫu nhiên. Trong bài báo đó, theo hướng tiếp cận toàn cục - cục 

bộ, các hệ số tuyến tính hóa cục bộ được tìm từ tiêu chí sai số bình phương bình quân 

trong một miền cục bộ. Sau đó, các hệ số tuyến tính hóa sẽ nhận được như là các giá 

trị trung bình toàn cục của tất cả các hệ số tuyến tính hóa cục bộ. Áp dụng hướng tiếp 

cận toàn cục - cục bộ vào bài toán ổn định, các nghiên cứu cho thấy rằng tải trọng tới 

hạn cuối cùng được xác định bởi GWLA nhận được như là giá trị trung bình toàn cục 

theo 𝛼, của tất cả các tải trọng tới hạn cục bộ 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼)  

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = ∫ 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼)𝑑𝛼
1

0

 (3.76) 

Do đó, thuật toán số để giải bài toán tải trọng tới hạn của cột đàn hồi với tiết 

diện không đổi được mô tả bằng phương trình (3.67) bằng việc sử dụng phương pháp 

Galerkin với phép lấy trung bình cục bộ có trọng số, GWLA, như sau: Đầu tiên, xác 

định hàm 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟); sau đó với mọi giá trị của 𝛼 ∈ [0,1], ta tìm tải trọng tới hạn 

cục bộ, 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼) từ phương trình (3.75); tải trọng tới hạn cuối cùng nhận được từ 

phương trình (3.76). 

Để giảm khối lượng tính toán, tác giả đề xuất phương pháp Galerkin đơn 

giản hóa với phép lấy trung bình cục bộ có trọng số (simplified Galerkin method 

with weighted local averaging - viết tắt là SGWLA) sau đây. Các cực trị cục bộ của 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟) trong khoảng [0; 1] có thể được xấp xỉ bằng các giá trị của 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟) 

tương ứng với các điểm trung tâm của mỗi khoảng [0;0,5] và [0,5;1]. Do đó, từ 

phương trình (3.75), 𝑃𝑆𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝛼) được xác định như sau: 

𝑃𝑆𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝑚𝑖𝑛(𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 0,25), 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 0,75)) (3,77) 

Ngoài ra, ta cũng có thể xấp xỉ tích phân trong phương trình (3.76) bằng cách 

định trị 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼) tại 𝛼 = 0,5 

𝑃𝑆𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = ∫ 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼) 𝑑𝛼
1

0

≈ 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(0,5) (3.78) 

Vì vậy, tải trọng tới hạn nhận được từ SGWLA, 𝑃𝑆𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  là 

𝑃𝑆𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝑚𝑖𝑛(𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(0,5; 0,25), 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(0,5; 0,75)) (3.79) 

trong đó: 
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𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(0,5; 0,25)

= −

0,251,25

0,25
∫

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
𝑤𝑑𝑥

0,25

0
+

1−0,251,25

1−0,25
∫

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
𝑤𝑑𝑥

1

0,25

0,251,25

0,25
∫

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
𝑤𝑑𝑥

0,25

0
+

1−0,251,25

1−0,25
∫

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
𝑤𝑑𝑥

1

0,25

 
(3.80) 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(0,5; 0,75)

= −

0,750,75

0,75
∫

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
𝑤𝑑𝑥

0,75

0
+

1−0,750,75

1−0,75
∫

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
𝑤𝑑𝑥

1

0,75

0,750,75

0,75
∫

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
𝑤𝑑𝑥

0,75

0
+

1−0,750,75

1−0,75
∫

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
𝑤𝑑𝑥

1

0,75

 
(3.81) 

Do đó, thuật toán số để xác định tải trọng tới hạn của một cột đàn hồi với tiết 

diện không đổi, bằng việc sử dụng phương pháp Galerkin đơn giản hóa với phép lấy 

trung bình cục bộ có trọng số (SGWLA), là như sau: Đầu tiên, xác định 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(0,5;  0,25), và 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(0,5;  0,75) như trong phương trình (3.80) và (3.81) một 

cách tương ứng. Sau đó, tải trọng tới hạn nhận được bởi phương pháp SGWLA từ 

phương trình (3.79). 

Bảng 3.6. Các bài toán ổn định với điều kiện biên khác nhau và các hàm thử 

Loại cột Điều kiện biên Hàm thử 

Hai đầu liên kết bản 

lề (P-P) 

𝑤(0) = 0; 
𝑑2𝑤(0)

𝑑𝑥2
= 0 

𝑤(1) = 0; 
𝑑2𝑤(1)

𝑑𝑥2
= 0 

 

𝑥4 − 2𝑥3 + 𝑥 

Một đầu ngàm, một 

đầu bản lề (C-P) 

𝑤(0) = 0; 
𝑑𝑤(0)

𝑑𝑥
= 0 

𝑤(1) = 0; 
𝑑2𝑤(1)

𝑑𝑥2
= 0 

 

2𝑥4 − 5𝑥3 + 3𝑥2 

Hai đầu liên kết 

ngàm (C-C) 

𝑤(0) = 0; 
𝑑𝑤(0)

𝑑𝑥
= 0 

𝑤(1) = 0; 
𝑑𝑤(1)

𝑑𝑥
= 0 

 

𝑥4 − 2𝑥3 + 𝑥2 

Một đầu ngàm, một 

đầu tự do (C-F) 

𝑤(0) = 0; 
𝑑𝑤(0)

𝑑𝑥
= 0 

𝑑2𝑤(1)

𝑑𝑥2
= 0; 

𝑑3𝑤(1)

𝑑𝑥3
+ 𝑃

𝑑𝑤(1)

𝑑𝑥
= 0 

0.5𝑥5 − 𝑥4 + 4𝑥3 − 11𝑥2 

Để kiểm tra độ chính xác của GWLA và SGWLA, chúng ta áp dụng các thuật 

toán số để xác định các tải trọng tới hạn ứng với bốn trường hợp điều kiện biên khác 

nhau. Với mỗi trường hợp, tồn tại một hàm thử thích hợp tương ứng 𝑤(𝑥), mà có 
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dạng gốc là 𝑤(𝑥) = ∑ 𝐶𝑖𝑥
𝑖𝑛=4

𝑖=0 , trong đó 𝐶𝑖 nhận được từ các điều kiện biên. Bốn 

trường hợp với các điều kiện biên tương ứng của cột và các hàm thử tương ứng được 

tóm tắt trong Bảng 3.6. Chú ý rằng trong Bảng 3.6, với trường hợp một đầu ngàm và 

một đầu tự do, điều kiện biên tại đầu tự do (𝑥 = 1) là phức tạp vì nó phụ thuộc vào 

tải trọng tới hạn đã được chuẩn hóa mà vẫn còn chưa biết. Do đó, ở đây, một đa thức 

bậc năm đơn giản được chọn để thỏa mãn ba điều kiện biên của cột dạng ngàm – tự 

do, 𝑤(0) = 0, 
𝑑𝑤(0)

𝑑𝑥
= 0, và 

𝑑2𝑤(𝑙)

𝑑2𝑥
= 0. Việc chọn các hàm thử thỏa mãn chỉ một 

phần thay vì tất cả điều kiện biên là một hướng tiếp cận chung trong phương pháp 

Galerkin. 

 

 

Hình 3.2. Tải trọng tới hạn đã được chuẩn hóa, 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟) bởi GWLA, dưới dạng 

một hàm của r với 𝑟 ∈ [0,1] và ba giá trị của α: 0, 0,5 và 1 so sánh với giá trị chính 

xác, 𝑃𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, cho cột có tiết diện không đổi: a) P-P, b) C-P, c) C-C và d) C-F. 

Từ Hình 3.2 chỉ ra đồ thị của tải trọng tới hạn 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟), xác định bởi 

GWLA của các cột với tiết diện không đổi ứng với bốn trường hợp điều kiện biên 

khác nhau: hai đầu bản lề (P-P), ngàm-bản lề (C-P), ngàm-ngàm (C-C) và ngàm-tự 

(a) 
(b) 

(c) (d) 
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do (C-F), biến thiên theo 𝑟 với 𝑟 ∈ [0,1] và theo ba giá trị của α là 0, 0,5 và 1, và 

cùng so sánh với với giá trị chính xác, 𝑃𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  

 Ở đây, ta có thể thấy rằng giá trị 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟) luôn có giá trị nhỏ nhất trong 

khoảng [0,1], và giá trị nhỏ nhất của 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟) trong khoảng [0,1], hay cũng là 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼), được xác định theo phương trình (3.75), và nó giảm khi 𝛼 tăng. Đặc tính 

này được thể hiện rõ ràng hơn trong Hình 3.3, trong đó chỉ ra rằng 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼) ứng với 

mỗi trường hợp, sẽ giảm dần và đi qua 𝑃𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 khi 𝛼 tăng từ 0 đến 1. Chú ý rằng khi 

𝛼 = 0, 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼 = 0) bằng với 𝑃𝐺𝐶𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ; vì vậy, 𝑃𝐺𝐶𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  là một trường đặc biệt của 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼). Ngoài ra, các cực trị cục bộ của 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟) trong [0, 1] xảy ra tại các 

điểm gần với 𝑟 = 0,25 và 𝑟 = 0,75, như được được chỉ ra trong Hình 3.2. Do đó, sẽ 

là hợp lý khi cho rằng 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼)  có thể được xấp xỉ bằng 𝑚𝑖𝑛(𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟 =

0,25); 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟 = 0,75)). 

 

Hình 3.3. Tải trọng tới hạn cục bộ đã được chuẩn hóa, nhận được bởi GWLA phụ 

thuộc vào α, 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼), với 𝑟 ∈ [0,1], giá trị trung bình toàn cục của 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼), 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, và tải trọng tới hạn đã chuẩn hóa bằng GCA, 𝑃𝐺𝐶𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, so với giá trị chính xác, 

𝑃𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, với cột có tiết diện không đổi: a) P-P, b) C-P, c) C-C và d) C-F. 

(c) (d) 

(a) (b) 
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Bảng 3.7. Tải trọng tới hạn đã chuẩn hóa nhận được bởi GWLA và SGWLA, GCA 

và nghiệm chính xác cho bốn loại cột khác nhau có tiết diện không đổi. 

Loại cột 𝑃𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 %E 𝑃𝑆𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  %E 𝑃𝐺𝐶𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 %E 

P-P 9,8696  9,7054 1,6640 9,7011 1,7074 9,8823 0,1289 

C-P 20,1907  20,1444 0,2293 20,1247 0,3271 21,0000 4,0081 

C-C 39,4784  39,9657 1,2344 39,8185 0,8614 42,0000 6,3872 

C-F 2,4674  2,5248 2,3263 2,5881 4,8900 3,0725 24,5230 

Cuối cùng, như được chỉ ra trong Hình 3.3, giá trị trung bình toàn cục của 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼), 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, có thể được xấp xỉ bằng 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼 = 0,5). Bảng 3.7 tóm tắt các tải 

trọng tới hạn đã chuẩn hóa cho tất cả bốn loại cột, nhận được từ GWLA, như được 

xác định trong phương trình (3.76); hay nhận được SGWLA, như được xác định trong 

phương trình (3.79), và so sánh chúng với các giá trị tương ứng nhận được bởi GCA 

và các giá trị chính xác nhận được từ [130].Từ Bảng 3.7 có thể thấy rằng các nghiệm 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 và 𝑃𝑆𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  rất gần với các nghiệm chính xác, với sai số tương ứng nhỏ hơn 3% 

và 5% cho cả bốn loại cột. Các nghiệm 𝑃𝐺𝐶𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 có các sai số lớn hơn đối với cột dạng 

C-P, C-C và C-F (tương ứng là khoảng 4%, 6% và 24%), nhưng sai số là rất nhỏ đối 

với cột P-P (gần 0,1%). 

3.7 Mất ổn định đàn hồi của cột Euler với tiết diện thay đổi 

3.7.1 Chuyển đổi cột có tiết diện thay đổi thành cột tương đương  

Đối với các cột có tiết diện thay đổi, mô-men quán tính 𝐼(𝑥) không phải là 

hằng số mà là một hàm của vị trí tiết diện dọc theo chiều dài của cột. Do đó, nếu 

không có tải trọng phân bố dọc trục, phương trình chi phối hệ trở thành 

𝑑2 

𝑑𝑥̅2
(𝐸𝐼(𝑥̅)

𝑑2 𝑤̅

𝑑𝑥̅2
) + 𝑃

𝑑2 𝑤̅

𝑑𝑥̅2
= 0 (3.82) 

Đặt 𝐼(𝑥̅) = 𝐼0𝐺(𝑥̅), trong đó 𝐼0  là mô-men quán tính của cột tại 𝑥 = 0 và 

𝐺(𝑥̅) là một hàm tùy ý xác định trên khoảng [0, 𝐿] và 𝐺(𝑥̅) > 0 ∀𝑥̅ ∈ [0, 𝐿]. Do đó, 

phương trình (3.82) có thể được viết lại thành 

𝐸𝐼0
𝑑2 

𝑑𝑥̅2
(𝐺(𝑥̅)

𝑑2 𝑤̅

𝑑𝑥̅2
) + 𝑃

𝑑2 𝑤̅

𝑑𝑥̅2
= 0 (3.83) 

Thay 𝑥 = 𝑥̅ 𝐿⁄  và 𝑤 = 𝑤̅ 𝐿⁄  ta được, 

𝑑2

𝑑𝑥2
(𝐺(𝐿𝑥)

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
) + 𝑃𝑣𝑎𝑟

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
= 0,  𝑃𝑣𝑎𝑟 =

𝑃𝐿2

𝐸𝐼0
 (3.84) 
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trong đó  𝑃𝑣𝑎𝑟 là tải trọng tới hạn không thứ nguyên (chuẩn hóa) của cột có tiết diện 

thay đổi. Trong phần trước, việc áp dụng phương pháp WLA mới được phát triển vào 

phương pháp Galerkin đã có hiệu quả trong việc tìm tải trọng tới hạn cho các cột có 

tiết diện không đổi. Trong phần này, tác giả đề xuất thay thế một cột có tiết diện thay 

đổi bằng một cột tương đương (theo nghĩa tối ưu) có tiết diện không đổi. Với mục 

đích này, WLA mới được phát triển được tích hợp với phương pháp bình phương tối 

thiểu để thực hiện việc thay thế tương đương một hàm bởi một hàm khác. Vì vậy, sự 

thay thế được đưa ra là 

𝐺(𝐿𝑥)
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
= 𝑘𝑣𝑎𝑟

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
 (3.85) 

trong đó hệ số tương đương 𝑘𝑣𝑎𝑟 được xác định từ phương pháp bình phương tối 

thiểu kèm với WLA, tức là từ điều kiện 

⟨(𝐺(𝐿𝑥)
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
− 𝑘𝑣𝑎𝑟

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

|𝑥1+𝛼−2𝛼𝑥 , 𝑟⟩ = 0 (3.86) 

Cần lưu ý rằng WLA đã được đề xuất, được sử dụng trong phương trình (3.86) 

để minh họa về ưu điểm của nó. Lấy đạo hàm của phương trình (3.86) theo 𝑘𝑣𝑎𝑟 và 

cho bằng 0, ta nhận được 

𝑘𝑣𝑎𝑟(𝑟) =
⟨𝐺(𝐿𝑥) (

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

|𝑥1+𝛼−2𝛼𝑥 , 𝑟⟩

⟨(
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

|𝑥1+𝛼−2𝛼𝑥 , 𝑟⟩

 (3.87) 

Ở đây, hệ số tương đương cục bộ 𝑘𝑣𝑎𝑟(𝑟) là một hàm của giá trị cục bộ 𝑟 ∈

[0,1] và hệ số tương đương mong muốn sẽ được chọn bằng giá trị nhỏ nhất của 

𝑘𝑣𝑎𝑟(𝑟),  

𝑘𝑣𝑎𝑟 = min
𝑟∈[0,1]

⟨𝐺(𝐿𝑥) (
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

|𝑥1+𝛼−2𝛼𝑥 , 𝑟⟩

⟨(
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

|𝑥1+𝛼−2𝛼𝑥 , 𝑟⟩

 (3.88) 

Trong phương trình (3.87), hai giá trị của tham số 𝛼 sẽ được chọn: 𝛼 = 0, 

tương ứng với phương pháp bình phương tối thiểu thông thường, và trung điểm của 

𝛼 ∈ [0,1], khi α = 0,5, tương ứng với phương pháp bình phương tối thiểu với WLA: 

𝑘𝐶𝐴
𝑣𝑎𝑟 =

〈(𝐺(𝐿𝑥)
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

〉

〈(
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

〉
 (3.89) 
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𝑘𝑊𝐿𝐴
𝑣𝑎𝑟 = min

𝑟∈[0,1]

⟨𝐺(𝐿𝑥) (
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

|𝑥1.5−𝑥 , 𝑟⟩

⟨(
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

|𝑥1.5−𝑥 , 𝑟⟩

 (3.90) 

Sử dụng phương trình (3.85), phương trình chi phối cho các cột có tiết diện 

thay đổi mà được xác định trong phương trình (3.84) được thay thế bằng phương trình 

chi phối hệ sau đây cho các cột có tiết diện không đổi 

𝑑2

𝑑𝑥2
(𝑘𝑣𝑎𝑟

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
) + 𝑃𝑣𝑎𝑟

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
= 0 (3.91) 

Vì 𝑘𝑣𝑎𝑟 > 0, phương trình (3.91) được viết lại là 

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
+
𝑃𝑣𝑎𝑟

𝑘𝑣𝑎𝑟
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
= 0 (3.92) 

Bằng cách so sánh phương trình (3.92) với phương trình (3.68), ta có thể nhận 

được tải trọng tới hạn đã chuẩn hóa của cột có tiết diện thay đổi, 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑣𝑎𝑟 , từ cột tương 

ứng có tiết diện không đổi, 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, với cùng các điều kiện biên nhận được bởi GWLA 

qua mối quan hệ sau 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑣𝑎𝑟 = 𝑘𝑣𝑎𝑟𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (3.93) 

trong đó 𝑘𝑣𝑎𝑟được cho bởi phương trình (3.89) và phương trình (3.90) tương ứng. 

Trong phần tiếp theo tác giả sẽ xem xét hiệu quả của phương pháp bình phương tối 

thiểu với WLA và GWLA trong việc thu được tải trọng tới hạn của cột với tiết diện 

thay đổi. 

3.7.2 Áp dụng với bài toán mất ổn định đàn hồi có tiết diện thay đổi 

Trong phần này, chúng ta sẽ xem xét các lớp các bài toán cột có mô-men quán 

tính được cho bởi hàm số mũ và hàm lũy thừa. Đối với các cột có mô-men quán tính 

theo hàm mũ, ta có 

𝐺(𝐿𝑥) = 𝑒−𝑎𝐿𝑥 (3.94) 

trong đó 𝑎 là một hằng số dương tùy ý. Phương trình chi phối cho các cột có mô-men 

quán tính dạng hàm mũ được mô tả như sau bằng cách sử dụng phương trình (3.84) 

và phương trình (3.94) ta có 

𝑑2

𝑑𝑥2
(𝑒−𝑎𝐿𝑥

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
) + 𝑃𝑒𝑥𝑝

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
= 0,  𝑃𝑒𝑥𝑝 =

𝑃𝐿2

𝐸𝐼0
 (3.95) 



81 

 

  

trong đó  𝑃𝑒𝑥𝑝 là tải trọng tới hạn không thứ nguyên của cột có tiết diện biến thiên 

theo hàm mũ. Tải trọng tới hạn được chuẩn hóa có thể nhận được bằng cách sử dụng 

quan hệ như được mô tả trong phương trình (3.93) với 𝑘𝑣𝑎𝑟 = 𝑘𝐶𝐴
𝑒𝑥𝑝

 và 𝑘𝑣𝑎𝑟 = 𝑘𝑊𝐿𝐴
𝑒𝑥𝑝

, 

một cách tương ứng 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑒𝑥𝑝,𝐶𝐴

= 𝑘𝐶𝐴
𝑒𝑥𝑝
𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (3.96) 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑒𝑥𝑝,𝑊𝐿𝐴

= 𝑘𝑊𝐿𝐴
𝑒𝑥𝑝

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (3.97) 

trong đó, 𝑘𝐶𝐴
𝑒𝑥𝑝

 và 𝑘𝑊𝐿𝐴
𝑒𝑥𝑝

 là hệ số tương đương, được xác định bằng việc thay phương 

trình (3.94) vào phương trình (3.89), (3.90) với 𝛼 = 0 và 𝛼 = 0,5 tương ứng. 

𝑘𝐶𝐴
𝑒𝑥𝑝

=
〈𝑒−𝑎𝐿𝑥 (

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

〉

〈(
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

〉
 (3.98) 

𝑘𝑊𝐿𝐴
𝑒𝑥𝑝

= 𝑚𝑖𝑛
𝑟∈[0,1]

⟨𝑒−𝑎𝐿𝑥 (
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

|𝑥1.5−𝑥 , 𝑟⟩

⟨(
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

|𝑥1.5−𝑥 , 𝑟⟩

 (3.99) 

Bảng 3.8. Các hệ số tương đương cho cột có mô-men quán tính theo hàm mũ 

Loại cột aL 𝑘𝐶𝐴
𝑒𝑥𝑝

 𝑘𝑊𝐿𝐴
𝑒𝑥𝑝

 

P-P 

0 1 1 

0,1 0,9514 0,9501 

0,5 0,7823 0,7767 

1 0,6174 0,6084 

C-P 

0 1 1 

0,1 0,9596 0,9512 

0,5 0,8210 0,7840 

1 0,6891 0,6260 

C-C 

0 1 1 

0,1 0,9519  0,9428 

0,5 0,7916  0,7527 

1 0,6469  0,5821 

C-F 

0 1 1 

0,1 0,9739  0,9694 

0,5 0,8798  0,8595 

1 0,7816  0,7456 

Để so sánh, tải trọng tới hạn đã được chuẩn hóa cho các cột có mô-men quán 

tính hàm mũ nhận được bởi GCA như sau: 
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𝑃𝐺𝐶𝐴
𝑒𝑥𝑝

= −
〈
𝑑2

𝑑𝑥2
(𝑒−𝑎𝐿𝑥

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)𝑤〉

〈
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
𝑤〉

 (3.100) 

Từ Bảng 3.8 thể hiện hệ số tương đương cho bốn loại cột có mô-men quán tính 

theo hàm số mũ. Tải trọng tới hạn đã chuẩn hóa nhận được bằng phương trình (3.96) 

và phương trình (3.97) đối với bốn bài toán cột có mô-men quán tính theo hàm số mũ 

được trình bày trong Bảng 3.8, được so sánh với các các giá trị tương tương ứng nhận 

được bởi GCA, và các giá trị chính xác nhận được từ [130]. Đối với mỗi loại cột, có 

4 giá trị 𝑎𝐿, nằm trong khoảng từ 0 đến 1. Lưu ý rằng khi 𝑎𝐿 =  0, cột là đồng nhất 

và tải trọng tới hạn là phù hợp với tải trọng nhận được từ Mục 3.6.  

Bảng 3.9. Tải trọng tới hạn đã chuẩn hóa, nhận được bởi GWLA, GCA và nghiệm 

chính xác với bốn loại cột có mô-men quán tính theo hàm số mũ 

Loại 

cột 

aL 𝑝𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡
𝑒𝑥𝑝

 

[130] 

𝑝𝐺𝐶𝐴
𝑒𝑥𝑝

 

(3.100) 

%E 𝑝𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑒𝑥𝑝,𝐶𝐴

 

(3.96) 

%E 𝑝𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑒𝑥𝑝,𝑊𝐿𝐴

 

(3.97) 

%E 

P-P 

0 9,8696 9,8823 0,1289 9,7054 1,6639 9,7054 1,6639 

0,1 9,3800 9,4020 0,2349  9,2337 1,5597 9,2210 1,6951 

0,5 7,6340   7,7308 1,2676 7,5923 0,5462 7,5386 1,2497 

1 5,8270 6,1017 4,7139 5,9925 2,8402 5,9043 1,3266 

C-P 

0 20,1907 21,0000 4,0081 20,1444 0,2293 20,1444 0,2294 

0,1 19,2000 20,1519 4,9577 19,3269 0,6609 19,1603 0,2068 

0,5 15,6400 17,2408 10,2355 16,5210 5,6330 15,7930 0,9783 

1 11,9900 14,4716 20,6976 13,8517 15,5271 12,6102 5,1726 

C-C 

0 39,4784 42,0000 6,3872 39,9657 1,2344 39,9657 1,2343 

0,1 37,5500 39,9778 6,4655 38,0322 1,2842 37,6781 0,3411 

0,5 30,6000 33,2473 8,6514 31,5969 3,2578 30,0830 1,6895 

1 23,4900 27,1709 15,6700 25,7867 9,7773 23,2644 0,9604 

C-F 

0 2,4674 3,0725 24,5230 2,5248 2,3263 2,5248 2,3263 

0,1 2,3943 2,1381 10,6993 2,4588 2,7014 2,4476 2,2268 

0,5 2,1104 -0,6757 132,0193 2,2212 5,2558 2,1702 2,8320 

1 1,7824 -2,7134 252,2319 1,9731 10,7036 1,8825 5,6155 

Đối với các cột có mô-men quán tính được cho bởi hàm lũy thừa, ta có 

𝐺(𝐿𝑥) = (1 − 𝑏𝐿𝑥)𝑎 (3.101) 

trong đó, 𝑏 và 𝑎 là hằng số dương tùy ý, phương trình cân bằng của cột có dạng 

𝑑2

𝑑𝑥2
((1 − 𝑏𝐿𝑥)𝑎

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
) + 𝑃𝑝𝑜𝑤

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
= 0 (3.102) 

trong đó 𝑃𝑝𝑜𝑤 là tải trọng tới hạn không thứ nguyên của cột với mô-men quán tính 

được cho bởi hàm lũy thừa. Tải trọng tới hạn đã chuẩn hóa có thể nhận được bằng 
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cách sử dụng quan hệ được mô tả trong phương trình (3.93) ứng với 𝑘𝑣𝑎𝑟 = 𝑘𝐶𝐴
𝑝𝑜𝑤

và 

𝑘𝑣𝑎𝑟 = 𝑘𝑊𝐿𝐴
𝑝𝑜𝑤

 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑝𝑜𝑤,𝐶𝐴

= 𝑘𝐶𝐴
𝑝𝑜𝑤

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (3.103) 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑝𝑜𝑤,𝑊𝐿𝐴

= 𝑘𝑊𝐿𝐴
𝑝𝑜𝑤

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (3.104) 

trong đó, 𝑘𝐶𝐴
𝑝𝑜𝑤

 và 𝑘𝑊𝐿𝐴
𝑝𝑜𝑤

 là hệ số tương đương xác định bằng việc thay phương trình 

(3.101) vào phương trình (3.89), (3.90) với 𝛼 = 0 và 𝛼 = 0.5 tương ứng. 

𝑘𝐶𝐴
𝑝𝑜𝑤

=
〈(1 − 𝑏𝐿𝑥)𝑎 (

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

〉

〈(
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

〉
 (3.105) 

𝑘𝑊𝐿𝐴
𝑝𝑜𝑤

= 𝑚𝑖𝑛
𝑟∈[0,1]

⟨(1 − 𝑏𝐿𝑥)𝑎 (
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

|𝑥1.5−𝑥 , 𝑟⟩

⟨(
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)
2

|𝑥1.5−𝑥 , 𝑟⟩

 (3.106) 

Bảng 3.10. Hệ số tương đương của cột 

có mô-men quán tính thay đổi (a = 1) 

Bảng 3.11. Hệ số tương đương của cột 

có mô-men quán tính thay đổi (a = 2) 

Loại cột bL 𝑘𝐶𝐴
𝑝𝑜𝑤

 𝑘𝑊𝐿𝐴
𝑝𝑜𝑤

 

P-P 

0 1 1 

0,1 0,9500 0,9486 

0,3 0,8500 0,8459  

0,5 0,7500 0,7432 

C-P 

0 1 1 

0,1 0,9581 0,9496  

0,3 0,8744 0,8487  

0,5 0,7907 0,7479  

C-C 

0 1 1 

0,1 0,9498 0,9405  

0,3 0,8493 0,8216  

0,5 0,7488 0,7027  

C-F 

0 1 1 

0,1 0,9734 0,9687  

0,3 0,9201 0,9062  

0,5 0,8669 0,8436  
 

Loại cột bL 𝑘𝐶𝐴
𝑝𝑜𝑤

 𝑘𝑊𝐿𝐴
𝑝𝑜𝑤

 

P-P 

0 1 1 

0,1 0,9029 0,9003 

0,3 0,7257 0,7186 

0,5 0,5714 0,5607 

C-P 

0 1 1 

0,1 0,9189 0,9024 

0,3 0,7725 0,7265 

0,5 0,6471 0,5764 

C-C 

0 1 1 

0,1 0,9033 0,8857 

0,3 0,7330 0,6845 

0,5 0,5933 0,5199 

C-F 

0 1 1 

0,1 0,9479 0,9388 

0,3 0,8504 0,8248 

0,5 0,7620 0,7217 
 

Để so sánh, tải trọng tới hạn chuẩn hóa nhận được bởi GCA đối với cột có mô-

men quán tính dạng hàm lũy thừa là 

𝑃𝐺𝐶𝐴
𝑝𝑜𝑤

= −
〈
𝑑2

𝑑𝑥2
((1 − 𝑏𝐿𝑥)𝑎

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)𝑤〉

〈
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
𝑤〉

 (3.107) 
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Bảng 3.12. Tải trọng tới hạn đã chuẩn hóa nhận được bởi GWLA, GCA và nghiệm 

chính xác với bốn loại cột có mô-men quán tính thay đổi tuyến tính (a = 1) 

Loại 

cột 

bL 𝑃𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡
𝑝𝑜𝑤

 

[130] 

𝑃𝐺𝐶𝐴
𝑝𝑜𝑤

 

(3.107) 

%E 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑝𝑜𝑤,𝐶𝐴

 

(3.103) 

%E 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑝𝑜𝑤,𝑊𝐿𝐴

 

(3.104) 

%E 

P-P 

0 9,8696 9,8823 0,1289 9,7054 1,6639 9,7054 1,6639 

0,1 9,3720 9,3882 0,1729 9,2201 1,6205 9,2069 1,7613 

0,3 8,3430   8,4000 0,6828 8,2496 1,1196 8,2099 1,5954 

0,5 7,2560 7,4117 2,1462 7,2791 0,3177 7,2130 0,5932 

C-P 

0 20,1907 21,0000 4,0081 20,1444 0,2293 20,1444 0,2294 

0,1 19,1700 20,1250 4,9817 19,3010 0,6831 19,1287 0,2153 

0,3 17,0300 18,3750 7,8978 17,6143 3,4308 17,0972 0,3944 

0,5 14,7400 16,6250  12,7883 15,9274 8,0554 15,0656 2,2089 

C-C 

0 39,4784 42,0000 6,3872 39,9657 1,2344 39,9657 1,2343 

0,1 37,4800 39,9000 6,4568 37,9578 1,2749 37,5889 0,2907 

0,3 33,2700 35,7000 7,3039 33,9421 2,0201 32,8354 1,3062 

0,5 28,7000 31,5000 9,7561 29,9259 4,2715 28,0819 2,1537 

C-F 

0 2,4674 3,0725 24,5230 2,5248 2,3263 2,5248 2,3263 

0,1 2,3932 2,0835 12,9424 2,4576 2,6926 2,4458 2,1968 

0,3 2,2350 0,1054 95,2830 2,3231 3,9438 2,2879 2,3668 

0,5 2,0623 -1,8726  190,8021 2,1887 6,1302 2,1300 3,2814 

Bảng 3.13. Tải trọng tới hạn đã chuẩn hóa nhận được bởi GWLA, GCA và nghiệm 

chính xác với bốn loại cột có mô-men quán tính thay đổi bậc hai (a = 2) 

Loại 

cột 

bL 𝑃𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡
𝑝𝑜𝑤

 

[130] 

𝑃𝐺𝐶𝐴
𝑝𝑜𝑤

 

(3.107) 

%E 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑝𝑜𝑤,𝐶𝐴

 

(3.103) 

%E 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑝𝑜𝑤,𝑊𝐿𝐴

 

(3.104) 

%E 

P-P 

0 9,8696 9,8823 0,1289 9,7054 1,6639 9,7054 1,6639 

0,1 8,8930 8,9223  0,3297 8,7626 1,4661 8,7373 1,7509 

0,3 7,0050 7,1717  2,3801 7,0433 0,5469 6,9739 0,4438 

0,5 5,1980 5,6470 8,6381 5,5460 6,6941 5,4413 4,6812 

C-P 

0 20,1907 21,0000 4,0081 20,1444 0,2293 20,1444 0,2294 

0,1 18,1900 19,3050 6,1297 18,5107 1,7630 18,1779 0,6652 

0,3 14,2900 16,4250 13,6809 15,5612 8,8954 14,6345 2,4108 

0,5 10,5300 13,6250 29,3922 13,0356 23,7953 11,6112 10,2681 

C-C 

0 39,4784 42,0000 6,3872 39,9657 1,2344 39,9657 1,2343 

0,1 35,5600 37,9600 6,7492 36,1026 1,5259 35,3956 0,4623 

0,3 27,9100 30,8400 10,4980 29,2949 4,9619 27,3545 1,9903 

0,5 20,4800 25,0000 22,0703 23,7109 15,7757 20,7798 1,4637 

C-F 

0 2,4674 3,0725 24,5230 2,5248 2,3263 2,5248 2,3263 

0,1 2,3190 1,2076 47,9254 2,3933 3,2022 2,3703 2,2114 

0,3 2,0120 -1,8431 191,6067 2,1471 6,7155 2,0824 3,4967 

0,5 1,6830 -3,9885 336,9893 1,9238 14,3061 1,8222 8,2724 

Từ Bảng 3.10 và Bảng 3.11 tóm tắt các hệ số tương đương cho ba loại cột có 

mô-men quán tính thay đổi tuyến tính (a = 1) và bậc hai (a = 2). Tải trọng tới hạn đã 

chuẩn hóa nhận được bằng phương trình (3.103) và phương trình (3.104) đối với bốn 

loại cột có mô-men quán tính thay đổi tuyến tính và bậc hai được trình bày trong 

Bảng 3.12 và Bảng 3.13 có so sánh với các giá trị tương ứng nhận được bởi GCA và 

các giá trị chính xác nhận được từ [130]. Đối với mỗi loại cột, có 4 giá trị của 𝑏𝐿, 
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nằm trong khoảng từ 0 đến 0,5. Lưu ý rằng khi 𝑏𝐿 =  0, cột là đồng nhất và tải trọng 

tới hạn trùng với giá trị nhận được từ mục 3.6. 

3.8 Thảo luận về kết quả phát triển tính chất trực giao dựa vào kỹ thuật WLA 

Có thể nhận thấy việc phát triển tính chất trực giao thông qua triển khai kỹ 

thuật WLA vào phương pháp Galerkin và phương pháp bình phương tối thiểu cải 

thiện đáng kể độ chính xác của các lời giải xấp xỉ bậc nhất cho bài toán xác định tải 

trọng tới hạn của các cột với cả các tiết diện không đổi và thay đổi. Từ Bảng 3.7, các 

nghiệm nhận được bởi GWLA chính xác hơn nhiều so với lời giải nhận được bởi 

GCA đối với ba trong số bốn loại cột có tiết diện không đổi.  

Ngoài ra, các nghiệm nhận được bởi GWLA có kết quả tốt với các sai số nhỏ 

(trong khoảng từ 0,2% đến 2,3%), trong khi đó, sai số của các nghiệm nhận được bởi 

GCA phân bố từ 0,1% đến 24,5%. Đối với các cột có tiết diện thay đổi, WLA đề xuất 

được áp dụng vào phương pháp bình phương tối thiểu để chuyển cột có tiết diện thay 

đổi thành cột tương đương với tiết diện không đổi. GWLA đã thể hiện sự vượt trội 

của nó so với GCA trong việc xác định tải trọng tới hạn, đặc biệt là đối với các cột 

có mô-men quán tính biến thiên rất lớn, mà điều này không hiển nhiên có được khi 

sử dụng phương pháp bình phương tối thiểu thông thường, nhưng điều này là chắc 

chắn khi sử dụng phương pháp bình phương tối thiểu với WLA để biến cột có tiết 

diện thay đổi thành cột tương đương có tiết diện không đổi. Từ Bảng 3.9, Bảng 3.12 

Bảng 3.13 sai số của tải trọng tới hạn đã chuẩn hóa nhận được bằng phương pháp 

GWLA, 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑣𝑎𝑟,𝑊𝐿𝐴

, nằm trong khoảng 10%, trong khi đó sai số của 𝑃𝐺𝐶𝐴
𝑣𝑎𝑟 có thể lên tới 

hơn 300% đối với trường hợp mô-men quán tính biến đổi phi tuyến bậc cao. 

Giá trị tính toán cho các cột có tiết diện không đổi nhận được bởi SGWLA có 

sai số phần trăm nhỏ. Mặt khác, chỉ các giá trị 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(0,5;  0,25)  và 

𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(0,5;  0,75) là cần cho SGWLA, trong khi đó, GWLA định trị  𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼, 𝑟)  

với mọi giá trị của 𝛼 và 𝑟 ∈ [0, 1]. Do đó, thuật toán SGWLA không chỉ cải thiện 

nghiệm nhận được bởi GCA mà còn giảm đáng kể thời gian tính toán cần thiết với 

GWLA nguyên gốc. 

Mặc dù GWLA có hiệu quả, nó vẫn cần có những nghiên cứu toàn diện hơn 

nữa đối với các lớp bài toán lớn hơn, chẳng hạn như nghiên cứu các hàm trọng số 

khác nhau, 𝑟𝑓(𝑟) và các lựa chọn khác nhau của tham số 𝛼 và 𝑟. Như đã thảo luận ở 

trên, có thể thấy từ  
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Hình 3.3 rằng 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼)  giảm dần và đi qua 𝑃𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 khi α tăng từ 0 đến 1. Do 

đó, có khả năng tồn tại một giá trị 𝛼 để 𝑃𝐺𝑊𝐿𝐴
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝛼) bằng với 𝑃𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Trong nghiên cứu 

tiếp theo, tác giả sẽ khảo sát đặc điểm thú vị này để cải thiện hơn nữa việc lựa chọn 

giá trị thích hợp của 𝛼. Ngoài ra, mặc dù việc sử dụng một giá trị không đổi 𝛼 làm 

giảm khối lượng tính toán, các nghiệm nhận được bởi GWLA trở nên kém chính xác 

hơn do tiết diện của cột thay đổi nhanh hơn. Do đó, sẽ là hợp lý hơn, nhưng phức tạp 

hơn khi đề xuất 𝛼 có thể là một hàm của tốc độ thay đổi của tiết diện của cột trong 

các nghiên cứu tiếp theo trong tương lai. Cuối cùng, nghiên cứu này đóng vai trò là 

nền tảng cơ bản cho việc phát triển các phép xấp xỉ giải tích bậc cao hơn bằng cách 

sử dụng GWLA và cho việc khảo sát tốc độ hội tụ của nó khi so sánh với của GCA. 

Ưu điểm của phương pháp WLA đề xuất được minh họa thông qua phát triển 

tính chất trực giao bằng việc ứng dụng vào phương pháp Galerkin, mà dẫn đến một 

phương pháp Galerkin sử dụng trung bình cục bộ có trọng số (GWLA). Việc áp dụng 

GWLA vào bài toán ổn định đàn hồi của các cột chỉ ra rằng ý tưởng mới này có thể 

cải thiện đáng kể độ chính xác của nghiệm xấp xỉ bậc nhất của phương pháp Galerkin 

với tính chất trực giao thông thường.  

Để giải quyết bài toán chọn một hàm trọng số cụ thể trong số lớp các hàm 

trọng số một tham số, một hướng tiếp cận cục bộ - toàn cục được triển khai. Các xấp 

xỉ tiếp theo mà dẫn đến phương pháp GWLA đơn giản hóa (SGWLA) đã được thực 

hiện để giảm khối lượng tính toán trong khi vẫn duy trì độ chính xác của các lời giải 

nhận được từ GWLA. Ngoài ra, hiệu quả của WLA được minh họa bằng sự kết hợp 

của của nó với phương pháp bình phương tối thiểu để đưa cột có tiết diện thay đổi 

thành cột tương đương với tiết diện không đổi. Các tính toán bằng số cho thấy rằng 

tải trọng tới hạn xấp xỉ nhận được bởi GWLA và SGWLA mới được phát triển là tốt 

hơn những giá trị tương ứng nhận được bằng phương pháp Galerkin mà sử sử dụng 

phép lấy trung bình thông thường (GCA).  

Các thuật toán số mới này có thể đưa ra một công cụ thay thế mới và hiệu quả 

để tính toán kỹ thuật trong việc thiết kế các hệ kết cấu với các tiết diện thay đổi. Tuy 

nhiên, cần phải tiến hành các nghiên cứu toàn diện hơn nữa để tìm ra các hàm trọng 

số thích hợp mà có thể đưa ra các nghiệm xấp xỉ tốt nhất cho các lớp bài toán lớn 

hơn. Đặc biệt, WLA được đề xuất có thể được kiểm chứng đối với các cột có các điều 

kiện biên khác và cũng được mở rộng cho các bài toán mất ổn định của các kết cấu 
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phức tạp hơn như cột, tấm và vỏ phi tuyến trong đó việc sử dụng dạng giải tích của 

phương pháp Galerkin thường bị giới hạn bởi các phép xấp xỉ bậc nhất. 

3.9 Kết luận chương 3 

1. Trong 3.2 của chương 3, tác giả đã áp dụng tiêu chuẩn tuyến tính hóa đối 

ngẫu có trọng số của tuyến tính hóa tương đương cho các bài toán  ổn định Euler. Có 

thể thấy rằng kỹ thuật được đề xuất có thể đưa ra các nghiệm xấp xỉ chính xác hơn so 

với các nghiệm thu được từ phương pháp Galerkin tương ứng. Điều cốt yếu của 

phương pháp này là xác định tiêu chuẩn tương đương qua đó tìm ra các hệ số tuyến 

tính hóa cho một hệ phi tuyến đã cho. Độ chính xác của các hệ số tuyến tính hóa có 

thể được cải thiện bằng cách sử dụng phương pháp đối ngẫu kết hợp hai thay thế đi 

và về trong tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số. Việc đưa ra trọng số 𝑝 làm cho tiêu chuẩn 

sai số trung bình bình phương đối ngẫu có trọng số linh hoạt hơn so với tiêu tiêu 

chuẩn sai số thông thường và đối ngẫu không trọng số (𝑝 = 1/2). Kết quả này được 

công bố trong bài báo số 2 là sự phát triển tiếp tục bài báo số 1 cho trường hợp dầm 

có một đầu ngàm và một đầu bản lề. Qua tính toán thử nghiệm với 7 hàm thử cho 

thấy các giá trị trọng số tính theo công thức (3.42) đều cho nghiệm có sai số tương 

ứng nhỏ hơn sai số của nghiệm thu được bằng phương pháp Galerkin. Với bài toán 

đã xét giá trị trọng số 𝑝1 là giá trị cần tìm. Kết quả tính toán này mở ra hướng nghiên 

cứu áp dụng tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số cho các bài toán ổn định khác. 

2.  Tính chất trực giao thông qua phép lấy trung bình đóng một vai trò quan 

trọng trong nhiều lĩnh vực khoa học và kỹ thuật đặc biệt là đối với phương pháp 

Galerkin. Việc phát triển tính chất trực giao thông qua các phép lấy trung bình khác 

nhau dẫn đến các nghiệm xấp xỉ khác nhau. Điều đó ngụ ý một câu hỏi mở về phép 

lấy trung bình thích hợp nào sẽ được sử dụng cho một bài toán nhất định để đưa ra 

nghiệm chính xác nhất. Trong chương này, tác giả đã phát triển tính chất trực giao để 

thay thế cho phương pháp lấy trung bình thông thường (CA) bằng phép lấy trung bình 

cục bộ có trọng số (WLA) tại một giá trị cục bộ 𝑟 được giới thiệu trong nghiên cứu 

này với một hàm trọng số là 𝑟𝑓(𝑟). 

4. Một lớp đa thức trọng số một tham số bậc nhất, 𝑟1+𝛼−2𝛼𝑟, được trình bày và 

phân tích chi tiết. Một đặc điểm đáng chú ý của các hàm trọng số này là WLA tương 

ứng trùng với CA tại 3 điểm, đó là 𝑟 = 0, 𝑟 = 0,5 và 𝑟 = 1. 
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5. Việc áp dụng phương pháp lấy trung bình có trọng số được đề xuất vào 

phương pháp Galerkin dẫn đến GWLA. Hướng tiếp cận tổng thể-cục bộ được triển 

khai để giải bài toán chọn một hàm trọng số cụ thể trong lớp các hàm trọng số một 

tham số. Các phép tính gần đúng dẫn đến SGWLA đã được thực hiện để cải thiện tốc 

độ tính toán trong khi vẫn duy trì độ chính xác của các lời giải nhận được bởi GWLA. 

6. Để giải quyết bài toán ổn định với các cột có tiết diện thay đổi, tác giả đã đề 

xuất WLA để áp dụng vào phương pháp bình phương tối thiểu và chuyển cột có tiết 

diện thay đổi thành cột tương đương với tiết diện không đổi. Kết quả này mở ra một 

hướng nghiên cứu có thể áp dụng trong nhiều bài toán kỹ thuật trong thực tế. 

7. Ứng dụng của GWLA và SGWLA để xác định tải trọng tới hạn của các cột 

với các điều kiện biên và mặt cắt khác nhau được trình bày trong chương này. Các 

tính toán bằng số cho thấy rằng GWLA và SGWLA đưa ra những cải thiện đáng kể 

về độ chính xác của tải trọng tới hạn xấp xỉ so với kết quả nhận được bởi GCA đối 

với các cột được xem xét. 

Kết quả trong chương này được công bố trên công trình nghiên cứu đã công 

bố số [1], [2], [5]. 
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CHƯƠNG 4. PHÁT TRIỂN TÍNH CHẤT TRỰC GIAO ÁP DỤNG 

TRONG PHÂN TÍCH BÀI TOÁN DAO ĐỘNG PHI TUYẾN 

4.1 Giới thiệu 

Chương này phát triển tính chất trực giao thông qua tuyến tính hóa tương 

đương đối ngẫu với một trọng số cho các hệ động lực tiền định phi tuyến. Bài toán 

thay thế tương đương của một hàm phi tuyến bằng một hàm tuyến tính được hiệu 

chỉnh ngắn gọn bằng cách sử dụng phương pháp đối ngẫu bao gồm hai bước thay thế 

lượt đi và lượt về. Việc lựa chọn thêm một trọng số kết nối hai hàm mục tiêu được 

khảo sát bằng cách sử dụng phân tích bán giải tích. Tuyến tính hóa tương đương đối 

ngẫu với trọng số đã được chọn để phân tích tần số của dao động tự do phi tuyến, và 

một số trường hợp cụ thể được nghiên cứu sau đó được thực hiện để xác minh độ 

chính xác và ảnh hưởng của tính phi tuyến đến hiệu quả của kỹ thuật được đề xuất.  

Nội dung của chương tập trung vào việc phát triển tuyến tính hóa tương đương 

đối ngẫu (dual equivalent linearization - DEL) với một trọng số cho các hệ động lực 

tiền định phi tuyến. Hơn nữa, việc lựa chọn một trọng số kết nối hai hàm mục tiêu là 

mục tiêu chính. Chương này được cấu trúc như sau: Mục 4.2 trình bày công thức của 

DEL, các tính chất cơ bản của nó và việc lựa chọn trọng số được đề xuất bằng cách 

sử dụng khảo sát bán giải tích. Mục 4.3 bao gồm việc áp dụng qui trình tuyến tính 

hóa tương đương đối ngẫu với trọng số đã chọn để phân tích tần số của dao động tự 

do phi tuyến, và một số trường hợp điển hình sau đó được khảo sát. Các nghiệm xấp 

xỉ mà DEL đề xuất đưa ra được so sánh với các nghiệm chính xác cũng như của một 

số phương pháp phân tích gần đúng khác để xác minh độ chính xác và ảnh hưởng của 

tính phi tuyến tính đến hiệu quả của phương pháp đề xuất. Kết luận của chương 4 

được đưa ra trong Mục 4.4. 

4.2 Tuyến tính hóa đối ngẫu áp dụng cho các hệ dao động tiền định phi tuyến 

4.2.1 Tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số 

Từ những phân tích ở mục 2.4.2 của Chương 2, chi tiết hơn, các đặc tính chính 

của WDC có thể được rút ra từ những quan sát đáng chú ý sau: 

(a) Sự thay thế kép (lượt đi, lượt về) có thể được xem xét từ hai lượt thay thế, 

sự thay thế hai chiều như được mô tả trong công thức (2.57) và hai sự thay thế một 
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chiều tương ứng với trường hợp 𝑝 = 0. Tiêu chuẩn thứ hai có thể được biểu thị dưới 

dạng tiêu chuẩn bình phương trung bình thông thường [92] 

⟨𝑒𝑐𝑓
2 ⟩ = ⟨(𝐴 − 𝑘𝑐𝐵)

2⟩ → 𝑚𝑖𝑛
𝑘𝑐

 (4.1) 

⟨𝑒𝑐𝑟
2 ⟩ = ⟨(𝑘𝑐𝐵 − 𝜆𝑐𝐴)

2⟩ → 𝑚𝑖𝑛
𝜆𝑐

 (4.2) 

Từ (4.1), (4.2) ta được hệ số tuyến tính hóa tương đương và hệ số trả về tương 

ứng là 

𝑘𝑐 =
⟨𝐴𝐵⟩

⟨𝐵2⟩
 (4.3) 

𝜆𝑐 = 𝑘𝑐
⟨𝐴𝐵⟩

⟨𝐴2⟩
=

⟨𝐴𝐵⟩2

⟨𝐴2⟩⟨𝐵2⟩
= 𝑟2 (4.4) 

Thay thế (4.3), (4.4) vào (4.1), (4.2) để cho ra các giá trị tối thiểu của sai số 

lượt đi và lượt về trung bình bình phương thông thường 

𝑚𝑖𝑛
𝑘𝑐
⟨𝑒𝑐𝑓
2 ⟩ = ⟨(𝐴 − 𝑘𝑐𝐵)

2⟩ = ⟨𝐴2 − 2𝑘𝑐𝐴𝐵 + 𝑘𝑐
2𝐵2⟩

= ⟨𝐴2⟩ − 2
⟨𝐴𝐵⟩

⟨𝐵2⟩
⟨𝐴𝐵⟩ +

⟨𝐴𝐵⟩2

⟨𝐵2⟩2
⟨𝐵2⟩ = ⟨𝐴2⟩ −

⟨𝐴𝐵⟩2

⟨𝐵2⟩

= (1 − 𝑟2)⟨𝐴2⟩ 

(4.5) 

𝑚𝑖𝑛
𝜆𝑐
⟨𝑒𝑐𝑟
2 ⟩ = ⟨(𝑘𝑐𝐵 − 𝜆𝑐𝐴)

2⟩ = 𝑟2(1 − 𝑟2)⟨𝐴2⟩ (4.6) 

Sai số bình phương trung bình tối thiểu (4.5), (4.6) một lần nữa tiết lộ vai trò 

quan trọng của hệ số tương quan bình phương 𝑟2 trong các thay thế một chiều. Đặc 

biệt, việc thay thế A bằng 𝑘𝑐𝐵 là một sự phù hợp chính xác khi 𝑟2 = 1 khi đó 𝑘𝑐 =

𝐴/𝐵 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, và 𝑚𝑖𝑛
𝑘𝑐
⟨𝑒𝑐𝑓
2 ⟩ = 𝑚𝑖𝑛

𝜆𝑐
⟨𝑒𝑐𝑟
2 ⟩ = 0. Ngược lại, điều tệ nhất là khi 𝑟2 = 0 

tức là 𝑘𝑐 = ⟨𝐴𝐵⟩/⟨𝐵2⟩ = 0, thì 𝑚𝑖𝑛
𝑘𝑐
⟨𝑒𝑐𝑓
2 ⟩ trở thành lớn nhất, 𝑚𝑖𝑛

𝑘
⟨𝑒𝑓
2⟩ = ⟨𝐴2⟩, và 

𝑚𝑖𝑛
𝜆𝑐
⟨𝑒𝑐𝑟
2 ⟩ = 0. 

(b) Các đặc điểm trên cũng đúng với phép thay thế hai chiều (2.57). Sai số 

bình phương trung bình tối thiểu của phép thay thế hai chiều thu được bằng cách thay 

thế (2.60), (2.61) vào (2.57) ta được 
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𝑚𝑖𝑛
𝑘,𝜆

⟨𝑒𝑑𝑓
2 ⟩ = 𝑚𝑖𝑛

𝑘,𝜆
⟨(𝐴 − 𝑘𝑑𝐵)

2⟩ = ⟨𝐴2⟩ − 2𝑘𝑑⟨𝐴𝐵⟩ + 𝑘𝑑
2⟨𝐵2⟩

= ⟨𝐴2⟩ − 2
(1 − 𝑝)⟨𝐴𝐵⟩2

(1 − 𝑟2𝑝)⟨𝐵2⟩
+
(1 − 𝑝)2⟨𝐴𝐵⟩2

(1 − 𝑟2𝑝)2⟨𝐵2⟩

= (1 − 𝑟2)
(1 − 2𝑟2𝑝 + 𝑟2𝑝2)

(1 − 𝑟2𝑝)2
⟨𝐴2⟩ 

𝑚𝑖𝑛
𝑘,𝜆

⟨𝑒𝑑𝑟
2 ⟩ = 𝑚𝑖𝑛

𝑘,𝜆
⟨(𝑘𝑑𝐵 − 𝜆𝑑𝐴)

2⟩ = 𝑟2(1 − 𝑟2) (
1 − 𝑝

1 − 𝑟2𝑝
)
2

⟨𝐴2⟩ 

(4.7) 

Rõ ràng khi mức phi tuyến yếu nhất với 𝑟2 = 1, 𝑘𝑤𝑑 = 𝐴/𝐵 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜆𝑤𝑑 =

1, thì 𝑚𝑖𝑛
𝑘,𝜆

𝑒𝑤𝑑
2 = 𝑚𝑖𝑛

𝑘,𝜆
⟨𝑒𝑑𝑓
2 ⟩ = 𝑚𝑖𝑛

𝑘,𝜆
⟨𝑒𝑑𝑟
2 ⟩ = 0, ∀𝑝. Ngược lại, khi 𝑟2 = 0 ta có 𝑘𝑤𝑑 =

𝜆𝑤𝑑 = 0, thì 𝑚𝑖𝑛
𝑘,𝜆

⟨𝑒𝑑𝑓
2 ⟩ trở thành lớn nhất và 𝑚𝑖𝑛

𝑘,𝜆
⟨𝑒𝑑𝑟
2 ⟩ = 0. Trường hợp khi 𝑝 = 1, 

thì 𝑚𝑖𝑛
𝑘,𝜆

⟨𝑒𝑑𝑓
2 ⟩ = ⟨𝐴2⟩,𝑚𝑖𝑛

𝑘,𝜆
⟨𝑒𝑑𝑟
2 ⟩ = 0. Do đó, sử dụng các điều kiện (2.58), (2.64), các 

đặc điểm của trọng số p được chọn như sau 

0 ≤ 𝑝 ≤ 1, 𝑟2𝑝 ≠ 1 

𝑝 → 1 khi 𝑟2 → 0 
(4.8) 

(c) So sánh (4.3), (4.4) với (2.60), (2.61), và để ý (2.58), (2.62), thì chúng ta 

có mối quan hệ của các hệ số tuyến tính hóa tương đương được đưa ra bởi các thay 

thế một chiều và hai chiều tương ứng là 

0 ≤
𝑘𝑑
𝑘𝑐
=
𝜆𝑑
𝜆𝑐
=

1 − 𝑝

1 − 𝑟2𝑝
≤ 1 (4.9) 

Các tỉ lệ từ phương trình (4.9) đóng vai trò là hệ số mở rộng trong đó hệ số 

tuyến tính hóa đối ngẫu được giới hạn bởi hệ số tuyến tính hóa kinh điển. 

4.2.2 Chọn trọng số cho hệ động lực học tiền định 

Vấn đề quan trọng bây giờ là làm thế nào để chọn trọng số, vì sự thay thế kép 

của 𝐴 thay bằng 𝑘𝐵 về cơ bản phụ thuộc vào hệ số này. Để xây dựng trọng số 𝑝, tác 

giả sẽ khảo sát chi tiết giá trị tối thiểu của tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số (2.57) được 

viết lại ở dạng không thứ nguyên. Vì mục đích này, tác giả giới thiệu sai số đối ngẫu 

bình phương trung bình (hay sự sai khác của thay thế đối ngẫu) giữa các hàm phi 

tuyến gốc và hàm phi tuyến đối ngẫu trả về là A và 𝜆𝑑𝐴 khi sử dụng (2.61) 

⟨𝐴2⟩ − ⟨(𝜆𝑑𝐴)
2⟩ = (1 − 𝜆𝑑

2)⟨𝐴2⟩ = [1 −
𝑟4(1 − 𝑝)2

(1 − 𝑝𝑟2)2
] ⟨𝐴2⟩ (4.10) 

Chia (2.57) cho (4.10) và từ (4.7) ta được 
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𝑚𝑖𝑛
𝑘,𝜆

〈𝑒𝑤𝑑
2 〉

(1 − 𝜆𝑑
2)⟨𝐴2⟩

= (1 − 𝑝)
𝑚𝑖𝑛
𝑘,𝜆

⟨𝑒𝑑𝑓
2 ⟩

(1 − 𝜆𝑑
2)⟨𝐴2⟩

+ 𝑝
𝑚𝑖𝑛
𝑘,𝜆

⟨𝑒𝑑𝑟
2 ⟩

(1 − 𝜆𝑑
2)⟨𝐴2⟩

 (4.11) 

Chúng ta quan tâm đến trọng số p thỏa mãn điều kiện cân bằng cho hai số hạng 

của (4.11), cụ thể là 

(1 − 𝑝)
𝑚𝑖𝑛
𝑘,𝜆

⟨𝑒𝑑𝑓
2 ⟩

(1 − 𝜆𝑑
2)⟨𝐴2⟩

= 𝑝
𝑚𝑖𝑛
𝑘,𝜆

⟨𝑒𝑑𝑟
2 ⟩

(1 − 𝜆𝑑
2)⟨𝐴2⟩

 (4.12) 

Điều kiện cân bằng (4.12) sẽ thỏa mãn nếu  

1 − 𝑝 =
𝑚𝑖𝑛
𝑘,𝜆

⟨𝑒𝑑𝑟
2 ⟩

(1 − 𝜆𝑑
2)⟨𝐴2⟩

, 𝑝 =
𝑚𝑖𝑛
𝑘,𝜆

⟨𝑒𝑑𝑓
2 ⟩

(1 − 𝜆𝑑
2)⟨𝐴2⟩

 (4.13) 

Thay thế (4.7) và (4.10) vào (4.13) ta có, 

1 − 𝑝 =
𝑟2(1 − 𝑟2)(1 − 𝑝)2

(1 − 𝑟2𝑝)2 − 𝑟4(1 − 𝑝)2
, 

𝑝 =
(1 − 𝑟2)(1 − 2𝑟2𝑝 + 𝑟2𝑝2)

(1 − 𝑟2𝑝)2 − 𝑟4(1 − 𝑝)2
 

(4.14) 

Hệ (4.14) là vẫn phức tạp và sẽ không được xem xét trong khuôn khổ luận án, 

thay vì đó, tác giả xem xét xấp xỉ bậc nhất của nó bằng cách cho 𝑝 = 0 trong vế phải 

của (4.14). ta có 

1 − 𝑝 =
𝑟2(1 − 𝑟2)

(1 − 𝑟4)
=

𝑟2

1 + 𝑟2
, 𝑝 =

1

1 + 𝑟2
 (4.15) 

Phương trình (4.15) chỉ biểu thị một đường cong của 𝑝 phụ thuộc vào 𝑟 và tác 

giả sẽ tạo ra một họ từ (4.15). Lưu ý rằng: 

(1 − 𝑝)  +  𝑝 = 1 (4.16) 

Phương trình này là một trường hợp cụ thể của phương trình sau, 

(1 − 𝑝)𝑛

1𝑛
+
𝑝𝑛

𝑅𝑛
= 1, 𝑛, 𝑅 > 0 (4.17) 

Phương trình (4.17) đại diện cho một siêu elip, còn được gọi là đường cong 

Lamé. Nó là phương trình tổng quát của một hình elip, giúp ta có thể thu được hình 

tròn, hình elip, hình vuông hoặc hình chữ nhật, tùy thuộc vào giá trị số mũ 𝑛 và bán 

kính 𝑅. Do 0 ≤ 𝑝 ≤ 1, phương trình (4.17) là một đường cong phẳng bậc 𝑛 trong góc 

phần tư thứ nhất của siêu elip. Bán kính thứ nhất là 1 và bán kính thứ hai là 𝑅, và một 

số đặc điểm sau của đường cong này cụ thể như sau: 
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(i) Khi 𝑛 = 𝑅 = 1, ta thu được trường hợp tuyến tính (4.16).  

(ii) 0 < 𝑅 =
𝑝

√1−(1−𝑝)𝑛
𝑛 < 1, khi 𝑛 > 1, thì 1 là bán chính và 𝑅 là bán kính 

phụ của siêu elip  

(iii) 1 < 𝑅 =
𝑝

√1−(1−𝑝)𝑛
𝑛 , khi 0 < 𝑛 < 1, thì 1 là bán kinh phụ và là 𝑅 bán kính 

chính của siêu hình elip.  

So sánh sự giống nhau của (4.16) và (4.17), ta có thể tạo ra (4.15) để thu được 

phương trình sau cho một họ của trọng số 𝑝 

(1 − 𝑝)𝑛 =
𝑟2

1 + 𝑟2
,
𝑝𝑛

𝑅𝑛
=

1

1 + 𝑟2
 (4.18) 

Giải hệ phương trình (4.18) thu được p and R tương ứng 

𝑝𝑛 = 1 − √
𝑟2

1 + 𝑟2

𝑛

, 𝑅𝑛 = √1 + 𝑟2
𝑛

− √𝑟2
𝑛

 (4.19) 

 

Hình 4.1. Đồ thị của họ đường cong 𝑝𝑛và 1 − 𝑝𝑛 với 𝑟2 

Đồ thị của họ đường cong 𝑝𝑛 được thể hiện trong Hình 4.1. Ta có thể quan sát 

được rằng 𝑝𝑛 là một hàm giảm của 𝑟2 với mọi 𝑛 > 0, và họ đường cong của 𝑝𝑛 thỏa 

mãn yêu cầu của trọng số từ phương trình (4.8). Thay thế (4.19) vào (2.60) và (2.61) 

ta được các biểu thức tường minh cho các hệ số trả về và hệ số tuyến tính hóa tương 

đương  
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𝜆𝑑 =
𝑟2√

𝑟2

1+𝑟2

𝑛

1 − 𝑟2 (1 − √
𝑟2

1+𝑟2

𝑛
)

=
𝑟2 √𝑟2

𝑛

(1 − 𝑟2)√1 + 𝑟2
𝑛

+ 𝑟2 √𝑟2
𝑛  (4.20) 

𝑘𝑑 =
√𝑟2
𝑛

(1 − 𝑟2)√1 + 𝑟2
𝑛

+ 𝑟2 √𝑟2
𝑛

⟨𝐴𝐵⟩

⟨𝐵2⟩
 (4.21) 

Theo những sau quan sát thu được từ hình Hình 4.1: 

 - Với 𝑛 ≤ 1, thì 𝑝𝑛 ≥ 1/2, ∀𝑟2, và 𝑝𝑛 → 1 khi 𝑛 → 0. Giá trị nhỏ nhất của hệ 

số trọng số tương đối 𝑝 = 𝑝𝑛 với 𝑛 = 1 là 1/2 tại 𝑟2 = 1. Rõ ràng là 𝑛 ≤ 1 dẫn đến 

trọng số quá cao trong các trường hợp phi tuyến nhỏ và vừa. 

 - Với 𝑛 > 1, tất cả các đường cong tương ứng 𝑝𝑛 là cong vào trong. Nếu 𝑛 

lớn, bán kính nhỏ 𝑅 là tăng lên theo tỉ lệ thuận những độ cong của đường cong thì 

nhỏ dần. Một cách giải thích khác là độ dốc của đường cong là thay đổi chậm với giá 

trị lớn của 𝑛 và 𝑟2, nhanh hơn với giá trị nhỏ của 𝑛 và 𝑟2.  

 - Với trường hợp 𝑛 = 2 ta có 

𝑝2 = 1 − √
𝑟2

1 + 𝑟2
 (4.22) 

Hệ số tuyến tính hóa tương đương tương ứng sẽ là  

𝑘𝑑 =
𝑟

(1 − 𝑟2)√1 + 𝑟2 + 𝑟3

⟨𝐴𝐵⟩

⟨𝐵2⟩
 (4.23) 

Từ Hình 4.1, vị trí của đường cong 𝑝2 cho thấy vai trò trung gian của nó trong 

họ của các trọng số, có nghĩa là tốc độ thay đổi của của 𝑝 = 𝑝2 tương ứng với 𝑟2 là 

không quá nhanh và cũng không quá chậm. Bên cạnh đó, cũng rất rõ ràng là phương 

trình (4.17) với 𝑛 = 2 cũng đại diện là một elip thông thường. Đây chính là trọng số 

được ưu tiên xem xét lựa chọn. 

Vì vậy, bằng việc phân tích bán giải tích, một trọng số khả thi được chọn bởi 

(4.22). Trong phần sau, DEL với hệ số tuyến tính hóa tương đương tương ứng được 

đưa ra bởi (4.23) sẽ được sử dụng để phân tích một số dao động tự do phi tuyến và 

để kiểm tra độ chính xác của nó. 
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4.3 Áp dụng tuyến tính hóa đối ngẫu trong phân tích dao động tự do phi tuyến 

4.3.1 Qui trình tuyến tính hóa đối ngẫu 

Hãy xem xét một dao động tự do bảo toàn phi tuyến tổng quát cho bởi phương 

trình vi phân 

𝑥̈ + 𝑔(𝑥) = 0 (4.24) 

trong đó 𝑔(𝑥) là một hàm phi tuyến. Với một biên độ ban đầu 𝑎, các điều kiện đầu 

được giả thiết như sau:  

 𝑥(0) = 𝑎, 𝑥̇(0) = 0 (4.25) 

Chuyển động của dao động tự do phi tuyến (4.24) được giả sử là tuần hoàn 

  𝑥(𝑡) = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜔 𝑡 (4.26) 

trong đó 𝜔 là tần số dao động phi tuyến. Bài toán bây giờ là xác định 𝜔 như một hàm 

của biên độ dao động 𝑎 and các tham số khác của hệ. 

 Đối với các hàm phi tuyến lẻ, chu kỳ chính xác và tần số chính xác của dao 

động (4.24) có thể được xác định bằng các phương trình sau, tương ứng, [75], [76] 

𝑇𝑒 = 4∫
𝑑𝑥

√2∫ 𝑔(𝑢)𝑑𝑢
𝑎

𝑥

𝑎

0

 
(4.27) 

𝜔𝑒 =
2𝜋

𝑇𝑒
= 𝜋 [2∫ (2∫ 𝑔(𝑢)𝑑𝑢

𝑎

𝑥

)

−1/2

𝑑𝑥
𝑎

0

]

−1

 (4.28) 

Đối với các hàm phi tuyến tùy ý, thông thường áp dụng một phương pháp để 

tính toán gần đúng tần số riêng của hệ đó. Ở đây tác giả đề xuất sử dụng DEL. Bằng 

cách thiết lập 𝐴 = 𝑔(𝑥), 𝐵 = 𝑥, phương trình tuyến tính hóa tương đương với phương 

trình phi tuyến (4.24) được thay thế như sau 

   𝑥̈ + 𝑘𝑑𝑥 = 0 (4.29) 

trong đó 𝑘𝑑 là hệ số tuyến tính hóa tương đương. Với điều kiện đầu (4.25), đáp  ứng 

chuyển vị của phương trình (4.29) là dạng của (4.26). Vì vậy, tần số xấp xỉ là  

 𝜔𝑎𝑝𝑝 = √𝑘𝑑 (4.30) 

Thay thế (4.23) vào (4.30) ta được tần số xấp xỉ 
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𝜔𝑑2 = √
𝑟

(1 − 𝑟2)√1 + 𝑟2 + 𝑟3

⟨𝑥𝑔⟩

⟨𝑥2⟩
 (4.31) 

trong đó giá trị trung bình (2.46) bây giờ là được tính toán cho một chu kỳ dao động 

𝑇 = 2𝜋/𝜔  

〈∎〉 =
1

𝑇
∫ (∎)𝑑𝑥
𝑇

0

 (4.32) 

Theo đó, ta có 

⟨𝐵2⟩ = ⟨𝑥2⟩ =
1

2𝜋/𝜔
∫ 𝑎2 𝑐𝑜𝑠2𝜔 𝑡𝑑𝑡
2𝜋/𝜔

0

=
𝑎2

2𝜋
∫ 𝑐𝑜𝑠2 𝑢 𝑑𝑢
2𝜋

0

=
𝑎2

2
 

(4.33) 

Các khảo sát sau đây sẽ được thực hiện để xác minh tính chính xác của DEL. 

Sai số tương đối giữa tần số xấp xỉ và tần số chính xác được đánh giá bằng tỷ lệ phần 

trăm 

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟(%) =
𝜔𝑒−𝜔𝑎𝑝𝑝

𝜔𝑒
100%  (4.34) 

4.3.2 Bài toán 1: Dao động với lực phục hồi bậc phân số 

Dao động này thuộc lớp bài toán dao động phi tuyến thuần túy. Với hệ động 

lực này, phương trình chi phối hệ có dạng 

 𝑥̈ + 𝑐2𝑥|𝑥|𝑛−1 = 0 (4.35) 

trong đó 𝑐 > 0, 𝑛 > 1. Với điều kiện ban đầu (4.25), tần số dao động tự do chính xác 

của hệ dao động này được cho bởi [43] 

𝜔𝑒 = 𝑐
𝜋√2|𝑎|𝑛−1(𝑛 + 1)

2

𝛤 (
3+𝑛

2(𝑛+1)
)

𝛤 (
1

𝑛+1
) 𝛤 (

1

2
)
 (4.36) 

trong đó 𝛤  là hàm Euler Gamma 

 𝛤(𝑧) = ∫ 𝑢𝑧−1
∞

0
𝑒−𝑢𝑑𝑢 (4.37) 

Áp dụng DEL với 𝐴 = 𝑔(𝑥) = 𝑐𝑥|𝑥|𝑛−1, 𝐵 = 𝑥, ta tính toán 

⟨𝐵2⟩ = ⟨𝑥2⟩ =
𝑎2

2
, ⟨𝐴𝐵⟩ = ⟨𝑐2𝑥2|𝑥|𝑛−1⟩ =

𝑐2𝑎𝑛+1

2𝜋
∫ |𝑐𝑜𝑠 𝑢|𝑛+1𝑑𝑢
2𝜋

0
 

(4.38) 
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⟨𝐴2⟩ = ⟨(𝑐2𝑥|𝑥|𝑛−1)2⟩ =
𝑐4𝑎2𝑛

2𝜋
∫ |𝑐𝑜𝑠 𝑢|2𝑛𝑑𝑢
2𝜋

0

, 𝑟2

=
1

𝜋
[∫ |𝑐𝑜𝑠 𝑢|𝑛+1𝑑𝑢

2𝜋

0

]

2

/∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑛 𝑢 𝑑𝑢
2𝜋

0

 

Và tần số dao động xấp xỉ khi sử dụng (4.31) là 

𝜔𝑑2 = 𝑐√
𝑟

(1 − 𝑟2)√1 + 𝑟2 + 𝑟3

𝑎𝑛−1

𝜋
∫ |𝑐𝑜𝑠 𝑢|𝑛+1𝑑𝑢
2𝜋

0

 (4.39) 

Để kiểm chứng độ chính xác của DEL, tần số chính xác được cho bởi phương 

trình (4.36) được sử dụng. Hơn nữa, tác giả cũng so sánh một số tần số thu được bởi 

các phương pháp xấp xỉ khác như 𝜔𝑐 từ tiêu chuẩn kinh điển, 𝜔𝑎𝑤 từ tiêu chuẩn trung 

bình có trọng số [99], 𝜔𝑎𝑠 phương pháp dựa trên tiệm cận [91]. Những tần số xấp xỉ 

này được tính theo các công thức tương ứng sau: 

𝜔𝑐 = √𝑘𝑐 = √
⟨𝐴𝐵⟩

⟨𝐵2⟩
=
𝑐√𝑎𝑛−1

√𝜋
√∫ |𝑐𝑜𝑠 𝑢|𝑛+1𝑑𝑢

2𝜋

0

 (4.40) 

𝜔𝑎𝑤 = 𝑐𝑎
𝑛−1

2 √∫ 8𝑢𝑒−2𝑢 𝑐𝑜𝑠2 𝑢 |𝑐𝑜𝑠 𝑢|𝑛−1𝑑𝑢
2𝜋

0

 (4.41) 

𝜔𝑎𝑠 = √
𝑔(𝛼𝑎)

𝛼𝑎
= √𝑐|𝛼𝑎|𝑛−1, 𝛼 = √3/4 (4.42) 

 

Hình 4.2. Tần số xấp xỉ và sai số với các giá trị n khác nhau 
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Với các giá trị khác nhau của số mũ 𝑛 trong các phương trình (4.36), (4.39) - 

(4.42), phân tích định tính các tần số chính xác và xấp xỉ được thực hiện trong Hình 

4.2a, và sai số của chúng được thể hiện trong Hình 4.2b trong khi phân tích định 

lượng tương ứng được trình bày trong Bảng 4.1. Tuy nhiên phương trình (4.38) thì 

𝑟2 không phụ thuộc vào 𝑎 và 𝑐 mà chỉ phụ thuộc vào số mũ 𝑛. Cũng như ta có thể 

thấy trong Bảng 4.1 giá trị của 𝑟2 giảm tỷ lệ thuận khi 𝑛 tăng, cụ thể là đối với biến 

thiên lớn của 𝑛, từ 1 đến 10, giá trị của 𝑟2 thay đổi trong một khoảng rộng từ 1 đến 

0.628. Do đó, 𝑟2 đại diện cho tính phi tuyến tính xuất phát từ bậc của đa thức 𝑔(𝑥) =

𝑐𝑥|𝑥|𝑛−1. Cần lưu ý rằng các tần số xấp xỉ được đưa ra bởi các phương trình (4.40), 

(4.41), (4.42) chỉ phụ thuộc vào 𝑛, trong khi đó tần số xấp xỉ trong (4.39) phụ thuộc 

vào 𝑛 và 𝑟2. 

Bảng 4.1. Sai số của các tần số xấp xỉ 

n e c 
error 

(%) 
as [91] 

error 

(%) 
aw [99] 

error 

(%) 
d2 

error 

(%) 
r2 

1,0 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 

1,5 0,955 0,957 0,21 0,965 1,05 0,952 -0,25 0,954 -0,06 0,987 

2,0 0,915 0,921 0,73 0,931 1,74 0,912 -0,25 0,914 -0,11 0,961 

2,5 0,879 0,892 1,42 0,898 2,12 0,878 -0,09 0,878 -0,10 0,930 

3,0 0,847 0,866 2,22 0,866 2,22 0,849 0,16 0,847 -0,02 0,900 

3,5 0,818 0,844 3,09 0,835 2,07 0,822 0,46 0,819 0,12 0,871 

4,0 0,792 0,824 3,99 0,806 1,71 0,799 0,80 0,795 0,30 0,843 

4,5 0,769 0,806 4,92 0,777 1,15 0,778 1,16 0,773 0,51 0,818 

5,0 0,747 0,791 5,86 0,750 0,42 0,758 1,53 0,752 0,75 0,794 

5,5 0,727 0,776 6,79 0,724 -0,45 0,741 1,91 0,734 1,01 0,771 

6,0 0,708 0,763 7,72 0,698 -1,45 0,724 2,28 0,717 1,28 0,751 

6,5 0,691 0,751 8,65 0,673 -2,56 0,709 2,66 0,702 1,56 0,732 

7,0 0,675 0,740 9,56 0,650 -3,77 0,695 3,02 0,687 1,85 0,714 

7,5 0,660 0,729 10,46 0,627 -5,06 0,682 3,39 0,674 2,14 0,697 

8,0 0,646 0,719 11,35 0,604 -6,43 0,670 3,74 0,662 2,43 0,682 

8,5 0,633 0,710 12,22 0,583 -7,86 0,659 4,09 0,650 2,72 0,667 

9,0 0,620 0,702 13,08 0,563 -9,33 0,648 4,42 0,639 3,01 0,653 

9,5 0,609 0,693 13,93 0,543 -10,85 0,638 4,76 0,629 3,31 0,640 

10,0 0,598 0,686 14,76 0,523 -12,41 0,628 5,08 0,619 3,59 0,628 

Như Hình 4.2a, đường cong của 𝜔𝑑2 là gần nhất và đường cong của 𝜔𝑐 là xa 

nhất với đường cong của 𝜔𝑒, cả hai đều nằm cao hơn với đường cong của nghiệm 

chính xác. Điều này có nghĩa là 𝜔𝑑2 được điều chỉnh tốt với hệ số tỉ lệ được cho bởi 
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(4.9) khi so sánh với 𝜔𝑐. Đường cong 𝜔𝑎𝑤 là rất gần với đường cong 𝜔𝑑2 trong khi 

đường cong 𝜔𝑎𝑠 thu được giá trị quá cao và quá thấp.  

Từ Hình 4.2b thể hiện đường cong sai số của các tần số xấp xỉ với tần số chính 

xác. Nhìn chung, 𝜔𝑑2 cho ta sai số tuyệt đối tối đa là thấp nhất, theo sau đó là 𝜔𝑎𝑤, 

𝜔𝑎𝑠, và cuối cùng là 𝜔𝑐; từ Bảng 4.1 các sai số tương ứng là 3,59%, 5,08%, 12,41%, 

và 14,76% với 𝑛 = 10. 

4.3.3 Bài toán 2: Dao động điều hòa Duffing 

Dao động này cũng thuộc lớp các dao động phi tuyến thuần túy trong đó lực 

phục hồi là một hàm hữu tỉ không chính tắc. Phương trình chi phối hệ là: 

𝑥̈ +
𝑥3

1 + 𝑥2
= 0 (4.43) 

Với điều kiện bạn đầu (4.25), tần số dao động tự do chính xác của dao động 

này từ tài liệu [44] là 

𝜔𝑒 =
2𝜋

4∫ √
𝑎2 𝑐𝑜𝑠2𝑢

𝑎2 𝑐𝑜𝑠2𝑢+𝑙𝑛[1−
𝑎2 𝑐𝑜𝑠2𝑢

1+𝑎2
]
𝑑𝑢

𝜋/2

0

 

(4.44) 

Áp dụng DEL with 𝐴 = 𝑔(𝑥) =
𝑥3

1+𝑥2
, 𝐵 = 𝑥, ta thu được tần số xấp xỉ từ 

phương trình (4.31) là 

𝜔𝑑2 = √
𝑟

(1 − 𝑟2)√1 + 𝑟2 + 𝑟3

𝑎2

𝜋
∫

𝑐𝑜𝑠4 𝑢

1 + 𝑎2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢
𝑑𝑢

2𝜋

0

 (4.45) 

Ta có các giá trị bình phương trung bình và hệ số tương quan bình phương 

được tính theo  (2.46), (2.62) and (4.33) tương ứng là 

⟨𝐵2⟩ = ⟨𝑥2⟩ =
𝑎2

2
, ⟨𝐴𝐵⟩ = ⟨

𝑥4

1 + 𝑥2
⟩ =

1

2𝜋
∫

𝑎4 𝑐𝑜𝑠4 𝑢

1 + 𝑎2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢
𝑑𝑢

2𝜋

0

 

⟨𝐴2⟩ = ⟨
𝑥6

(1 + 𝑥2)2
⟩ =

1

2𝜋
∫

𝑎6 𝑐𝑜𝑠6 𝑢

(1 + 𝑎2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢)2
𝑑𝑢

2𝜋

0

=
2

(𝑎2 + 1)3/2
+

5𝑎2

2(𝑎2 + 1)3/2
+
𝑎2

2
− 2 

(4.46) 

𝑟2 = [
1

2𝜋
∫

𝑎4 𝑐𝑜𝑠4 𝑢

1 + 𝑎2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢
𝑑𝑢

2𝜋

0

]

2

[
𝑎2

2
(

2

(𝑎2 + 1)3/2
+

5𝑎2

2(𝑎2 + 1)3/2
+
𝑎2

2
− 2)] 
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Để xác nhận độ chính xác của DEL, tần số dao động chính xác từ phương trình 

(4.44) sẽ sử dụng để so sánh. Tương tự như phần trước, một số tần số dao động thu 

được từ một số phương pháp gần đúng để so sánh như  𝜔𝑐 từ tiêu chuẩn kinh điển, 

𝜔𝑎𝑤 từ tiêu chuẩn trung bình trọng số [89], 𝜔𝑎𝑠 thu được từ phương pháp dựa trên 

tiệm cận [91], 𝜔ℎ𝑏 từ phương pháp cân bằng điều hòa bậc thấp nhất [105], and 𝜔𝑃𝐸𝑀 

phương pháp tham số mở rộng [103]. Các tần số trên cụ thể như sau: 

𝜔𝑐 = √
⟨𝐴𝐵⟩

⟨𝐵2⟩
=
1

𝜋
∫

𝑎2 𝑐𝑜𝑠4 𝑢

1 + 𝑎2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢
𝑑𝑢

2𝜋

0

 (4.47) 

𝜔ℎ𝑏 = 𝜔𝑃𝐸𝑀 = √
0,75𝑎2

1 + 0,75𝑎2
 (4.48) 

𝜔𝑎𝑤 = 𝜔𝑎𝑠 = √
0,72𝑎2

1 + 0,72𝑎2
 (4.49) 

Với các giá trị thay đổi của biên độ ban đầu 𝑎, các phân tích định tính về sai 

số của các tần số xấp xỉ so với tần số chính xác được thể hiện trong Hình 4.3, đồng 

thời phân tích định lượng tương ứng được trình bày trong Bảng 4.2. Từ phương trình 

(4.46). Chú ý từ phương trình (4.46) 𝑟2 phụ thuộc vào 𝑎. Từ Bảng 4.2 ta thấy 𝑟2 tăng 

khi 𝑎 tăng, cụ thể là với một thay đổi lớn của 𝑎, từ 0,01 đến 10, giá trị của 𝑟2 cũng 

chỉ thay đổi nhỏ từ 0,9 đến 0,999. Điều này chỉ ra rằng tính phi tuyến của hệ tỉ lệ 

nghịch với biên độ ban đầu 𝑎. 

 

Hình 4.3. Các tần số xấp xỉ và sai số với các giá trị của 𝑎 khác nhau 
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Từ Hình 4.3a, các tần số xấp xỉ đều rất gần với tần số dao động chính xác. 

Đường cong 𝜔𝑑2 là gần nhất và đường cong của 𝜔𝑃𝐸𝑀,ℎ𝑏 là xa nhất so với 𝜔𝑒. Hình 

4.3b thể hiện đường cong sai số của các tần số xấp xỉ so với tần số chính xác. Nhìn 

chung, 𝜔𝑑2 có giá trị tối đa của sai số tuyệt đối là nhỏ nhất, sau đó là 𝜔𝑎𝑤 and 𝜔𝑎𝑠, 

𝜔𝑐, cuối cùng là 𝜔𝑃𝐸𝑀 và 𝜔ℎ𝑏, với sai số tương ứng là 0,17%, 1,64%, 2,22%, and 

2,81% trong khoảng của 𝑟2=[0,9; 0,976]. 

Bảng 4.2. Sai số của các tần số xấp xỉ 

a e c 
error 

(%) 

hb=PEM 

[105], [103] 

error 

(%) 

aw=as 

[89], [91] 

error 

(%) 
d2 

error 

(%) 
r2 

0,01 0,0093 0,0095 2,22 0,0095 2,22 0,0093 0,15 0,0093 -0,02 0,900 

0,05 0,0423 0,0433 2,21 0,0433 2,23 0,0424 0,16 0,0423 -0,02 0,900 

0,1 0,0844 0,0862 2,20 0,0863 2,24 0,0845 0,19 0,0844 -0,02 0,901 

0,5 0,3874 0,3942 1,77 0,3974 2,58 0,3906 0,83 0,3870 -0,09 0,916 

1,0 0,6368 0,6436 1,07 0,6547 2,81 0,6470 1,60 0,6357 -0,17 0,943 

2,0 0,8476 0,8507 0,36 0,8660 2,17 0,8615 1,64 0,8463 -0,16 0,976 

3,0 0,9196 0,9209 0,14 0,9333 1,49 0,9308 1,21 0,9186 -0,10 0,988 

4,0 0,9509 0,9515 0,07 0,9608 1,04 0,9592 0,88 0,9502 -0,07 0,994 

5,0 0,9670 0,9673 0,03 0,9744 0,76 0,9733 0,66 0,9665 -0,05 0,996 

6,0 0,9763 0,9765 0,02 0,9820 0,58 0,9813 0,51 0,9760 -0,03 0,997 

7,0 0,9822 0,9823 0,01 0,9867 0,45 0,9861 0,40 0,9820 -0,02 0,998 

8,0 0,9861 0,9862 0,01 0,9897 0,37 0,9893 0,32 0,9860 -0,02 0,999 

9,0 0,9889 0,9890 0,01 0,9919 0,30 0,9915 0,27 0,9888 -0,01 0,999 

10,0 0,9909 0,9910 0,00 0,9934 0,25 0,9931 0,22 0,9908 -0,01 0,999 

 

4.3.4 Bài toán 3: Dao động phi tuyến có khả năng mở rộng hữu hạn 

Từ nghiên cứu trong [99] khảo sát dao động phi tuyến có khả năng mở rộng 

hữu hạn tạo thành cơ sở của một chuỗi polyme thực, một phân tử DNA hoặc một chất 

lỏng phi Newton. Phương trình chuyển động của dao động với một hàm hữu tỉ chính 

tắc có dạng là 

𝑥̈ +
𝑥

1 − 𝑥2
= 0 (4.50) 

Với điều kiện đầu (4.25) với 0 < 𝑎 < 1, tần số dao động tự do chính xác được 

tham chiếu từ [45]  

𝜔𝑒(𝑎) =
𝜋

2
[∫

𝑑𝑢

√𝑙𝑛((1 − 𝑢2)/(1 − 𝑎2))

𝑎

0

]

−1

 (4.51) 
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Áp dụng DEL với 𝐴 =
𝑥

1−𝑥2
, 𝐵 = 𝑥, thu được tần số xấp xỉ từ (4.31) 

𝜔𝑑2 = √
𝑟

(1 − 𝑟2)√1 + 𝑟2 + 𝑟3

1

𝜋
∫

𝑐𝑜𝑠2 𝑢

1 − 𝑎2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢
𝑑𝑢

2𝜋

0

 (4.52) 

Trong đó các giá trị bình phương trung bình và hệ số tương quan bình phương 

được tính toán theo các phương trình tương ứng là (2.46), (2.62) và (4.33). 

⟨𝐵2⟩ = ⟨𝑥2⟩ = 𝑎2/2, ⟨𝐴2⟩ = ⟨
𝑥2

(1 − 𝑥2)2
⟩ =

𝑎2

2(1 − 𝑎2)3/2
 

⟨𝐴𝐵⟩ = ⟨
𝑥2

1 − 𝑥2
⟩ =

1

2𝜋
∫

𝑎2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢

1 − 𝑎2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢
𝑑𝑢

2𝜋

0

, 

𝑟2 =
(1 − 𝑎2)3/2

𝜋2
[∫

𝑐𝑜𝑠2 𝑢

1 − 𝑎2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢
𝑑𝑢

2𝜋

0

]

2

 

(4.53) 

Để xác nhận độ chính xác của DEL, tần số chính xác cho bởi phương trình 

(4.51) sẽ so sánh với các tần số thu được từ các phương pháp gần đúng khác như 𝜔𝑐 

từ tiêu chuẩn kinh điển, 𝜔𝑙ℎ𝑏 từ phương pháp cân bằng điều hòa tuyến tính [99], và 

𝜔𝑎𝑠 từ phương pháp dựa trên tiệm cận [91] cụ thể như sau:  

𝜔𝑐 = √
⟨𝐴𝐵⟩

⟨𝐵2⟩
= √

1

𝜋
∫

𝑐𝑜𝑠2 𝑢

1 − 𝑎2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢
𝑑𝑢

2𝜋

0

 (4.54) 

𝜔𝑙ℎ𝑏 = √80 − 46𝑎
2 + √4096 − 4352𝑎2 + 1236𝑎4

144 − 188𝑎2 + 55𝑎4
 (4.55) 

𝜔𝑎𝑠 = √
𝑔(𝛼𝑎)

𝛼𝑎
=

1

√1 − (𝛼𝑎)2
, 𝛼 = √3/4 (4.56) 

Với các giả trị khác nhau của biên độ ban đầu 𝑎, phân tích định phân tích định 

tính về sai số của tần số xấp xỉ so với tần số chính xác được thực hiện trong Hình 4.4, 

và phân tích định lượng tương ứng được trình bày trong Bảng 4.3. chú ý rằng là 

phương trình (4.53) với 𝑟2 phụ thuộc vào 𝑎. Ta có thể thấy từ Bảng 4.3  thì 𝑟2 giảm 

khi 𝑎 tăng, cụ thể là với một thay đổi nhỏ của 𝑎 từ 0,1 đến 0,99, giá trị của 𝑟2 có một 

thay đổi lớn từ 1 đến 0,433. Điều này có nghĩa là tính phi tuyến của lực phục hồi hữu 

tỉ chính xác này tỷ lệ với biên độ ban đầu, trái với Bài toán 2 liên quan đến lực phục 

hữu tỉ không chính tắc. 
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Từ Hình 4.4a, đường cong của 𝜔𝑑2 là gần nhất và đường cong của 𝜔𝑎𝑠 là xa 

nhất với 𝜔𝑒. Hình 4.4b thể hiện đường cong sai số của các tần số xấp xỉ so sánh với 

tần số chính xác. Có thể thấy, 𝜔𝑑2 cho sau số tối đa tuyệt đối là nhỏ nhất, sau đó theo 

thứ tự là 𝜔𝑙𝑏ℎ, 𝜔𝑐, và 𝜔𝑎𝑠, với sai số tương ứng là 5,22%, 16,75%, 27,3%, và 29,83% 

tại 𝑟2 = 0,433. 

 

Hình 4.4. Các tần số xấp xỉ và sai số với các giá trị của 𝑎 khác nhau 

Bảng 4.3. Sai số của các tần số xấp xỉ 

a e c 
error 

(%) 

as 

[91] 

error 

(%) 

lbh 

[99] 

error 

(%) 
d2 

error 

(%) 
r2 

0,1 1,004 1,004 0,00 1,004 0,00 1,004 0,00 1,004 0,00 1,000 

0,2 1,015 1,015 0,00 1,015 0,00 1,015 0,00 1,015 0,00 1,000 

0,3 1,036 1,036 0,01 1,036 -0,02 1,036 0,00 1,036 0,00 0,999 

0,4 1,067 1,067 0,04 1,066 -0,06 1,067 0,00 1,067 0,00 0,998 

0,5 1,111 1,112 0,10 1,109 -0,18 1,111 0,00 1,111 -0,01 0,995 

0,6 1,176 1,179 0,25 1,170 -0,44 1,175 -0,01 1,175 -0,01 0,988 

0,7 1,271 1,278 0,59 1,257 -1,05 1,270 -0,04 1,271 0,00 0,972 

0,8 1,423 1,443 1,42 1,387 -2,56 1,420 -0,21 1,424 0,06 0,937 

0,825 1,477 1,504 1,80 1,429 -3,24 1,472 -0,32 1,479 0,11 0,923 

0,850 1,541 1,577 2,32 1,477 -4,14 1,533 -0,50 1,544 0,17 0,904 

0,875 1,619 1,668 3,03 1,533 -5,36 1,606 -0,80 1,624 0,27 0,879 

0,900 1,718 1,788 4,06 1,596 -7,08 1,695 -1,31 1,725 0,43 0,846 

0,950 2,036 2,209 8,54 1,759 -13,58 1,950 -4,18 2,061 1,26 0,725 

0,990 2,769 3,525 27,30 1,943 -29,83 2,305 -16,75 2,913 5,22 0,433 
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4.3.5 Bài toán 4: Dao động kiểu Duffing 

Dao động kiểu Duffing đại diện cho một loạt các bài toán dao động phi tuyến 

với các hàm phục hồi là hàm lẻ. Phương trình dao động có dạng 

 𝑥̈ + 𝜔0
2𝑥 + 𝛾𝑥2𝑛+1 = 0, 𝑛 = 1,2,3, . .. (4.57) 

Với điều kiện đầu (4.25), tần số chính xác của dạng dao động này được tính 

toán bởi phương trình (4.28) 

𝜔𝑒 = 𝜋 [2∫ (2∫ 𝜔0
2𝑢 + 𝛾𝑢2𝑛+1𝑑𝑢

𝑎

𝑥

)

−1/2

𝑑𝑥
𝑎

0

]

−1

 (4.58) 

Áp dụng DEL với 𝐴 = 𝑥2𝑛+1, 𝐵 = 𝑥, tần số xấp xỉ thu được từ (4.31) là 

𝜔𝑑2 = √𝜔0
2 +

𝑟

(1 − 𝑟2)√1 + 𝑟2 + 𝑟3

𝛾𝑎2𝑛

22𝑛+1
𝐶2𝑛+2
𝑛+1  (4.59) 

trong đó các giá trị bình phương trung bình và hệ số tương quan bình phương được 

tính toán bởi công thức tương ứng (2.46), (2.62) and (4.33) như sau 

⟨𝐵2⟩ = ⟨𝑥2⟩ = 𝑎2/2; ⟨𝐴2⟩ = 𝛾2⟨𝑥4𝑛+2⟩ =
𝛾2𝑎4𝑛+2

24𝑛+2
𝐶4𝑛+2
2𝑛+1 

⟨𝐴𝐵⟩ = ⟨𝛾𝑥2𝑛+2⟩ =
𝛾𝑎2𝑛+2

22𝑛+2
𝐶2𝑛+2
𝑛+1 ; 

𝑟2 =
[𝐶2𝑛+2

𝑛+1 ]2

2[𝐶4𝑛+2
2𝑛+1]

 

(4.60) 

Trong phương trình (4.60), công thức chung sau đây được sử dụng 

∫ 𝑐𝑜𝑠𝑚 𝑢𝑑𝑢
2𝜋

0

= {

2𝜋

2𝑚
𝐶𝑚
𝑚/2

=
2𝜋

2𝑚
(
𝑚
𝑚/2) =

2𝜋

2𝑚
𝑚!

(𝑚/2)! (𝑚/2)!
,𝑚 𝑐ℎẵ𝑛

0,𝑚 𝑙ẻ

 

(4.61) 

 trong đó 𝐶𝑚
𝑚/2

 là hệ số 

Để xác nhận độ chính xác của DEL, tần số chính xác cho bởi phương trình 

(4.51) sẽ so sánh với các tần số thu được từ các phương pháp gần đúng khác như 𝜔𝑐 

từ tiêu chuẩn kinh điển, 𝜔𝑎𝑤 từ tiêu chuẩn trung bình trọng số [99], và 𝜔𝑎𝑠 từ phương 

pháp dựa trên tiệm cận [91] cụ thể như sau: 
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𝜔𝑐 = √𝜔0
2 +

⟨𝐴𝐵⟩

⟨𝐵2⟩
= √𝜔0

2 + 𝛾
22𝑛𝐶2𝑛+2

𝑛+1

𝐶4𝑛+2
2𝑛+1  (4.62) 

𝜔𝑎𝑤 = √𝜔0
2 + 𝛾

∫ 𝑎2𝑛+2𝑠2𝜔𝑡𝑒−𝑠𝜔𝑡 𝑐𝑜𝑠2𝑛+2𝜔 𝑡𝑑𝑡
∞

0

∫ 𝑎2𝑠2𝜔𝑡𝑒−𝑠𝜔𝑡 𝑐𝑜𝑠2𝜔 𝑡𝑑𝑡
∞

0

, 𝑠 = 2 (4.63) 

𝜔𝑎𝑠 = √
𝑓(𝛼𝑎)

𝛼𝑎
= √

𝜔0
2 + (𝛼𝑎)2𝑛+1

𝛼𝑎
, 𝛼 = √3/4 (4.64) 

 

  

Hình 4.5. Các tần số xấp xỉ và sai số với 𝑛 = 1,𝜔0 = 1 và giá trị 𝑎, 𝛾 khác nhau  

  

Hình 4.6. Các tần số xấp xỉ và sai số với 𝑛 = 2, 𝜔0 = 1 và giá trị 𝑎, 𝛾 khác nhau 
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Với các giá trị khác nhau của biên độ ban đầu 𝑎, tác giả phân tích định tính về 

sai số của tần số xấp xỉ so với tần số chính xác thể hiện trong Hình 4.5, Hình 4.6, 

Hình 4.7 và phân tích định lượng tương ứng được trình bày trong Bảng 4.4, Bảng 4.5, 

Bảng 4.6. Với phương trình (4.60) thì 𝑟2 không phụ thuộc vào 𝑎 và 𝛾 những chỉ phụ 

thuộc vào mũ 𝑛, điều này tương tự với Bài toán 1 liên quan đến hàm phục hồi dạng 

đa thức. 

Bảng 4.4. Các sai số của các tần số xấp xỉ với n=1 

 

a  e c 
error 

(%) 

as 

[91] 

error 

(%) 

aw 

[99] 

error 

(%) 
d2 

error 

(%) 
r2 

0,1 0,1 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 0,900 

1 0,1 1,037 1,037 0,01 1,037 0,01 1,035 -0,13 1,035 -0,14 0,900 

10 0,1 2,867 2,915 1,70 2,915 1,70 2,864 -0,11 2,859 -0,26 0,900 

100 0,1 26,80 27,400 2,21 27,400 2,21 26,900 0,15 26,800 -0,02 0,900 

sai số lớn nhất 2,21  2,21  0,15  -0,26  

a  e c 
error 

(%) 

as 

[91] 

error 

(%) 

aw 

[99] 

error 

(%) 
d2 

error 

(%) 
r2 

0,1 1,0 1,004 1,004 0,00 1,004 0,00 1,004 -0,01 1,004 -0,02 0,900 

1 1,0 1,318 1,323 0,39 1,323 0,39 1,311 -0,48 1,311 -0,55 0,900 

10 1,0 8,534 8,718 2,16 8,718 2,16 8,544 0,12 8,529 -0,05 0,900 

100 1,0 84,70 86,60 2,22 86,600 2,22 84,900 0,15 84,700 -0,02 0,900 

sai số lớn nhất 2,22  2,22  -0,48  -0,55  

a  e c 
error 

(%) 

as 

[91] 

error 

(%) 

aw 

[99] 

error 

(%) 
d2 

error 

(%) 
r2 

0,1 10 1,037 1,037 0,01 1,037 0,01 1,035 -0,13 1,035 -0,14 0,900 

1 10 2,867 2,915 1,70 2,915 1,70 2,864 -0,11 2,859 -0,26 0,900 

10 10 26,811 27,404 2,21 27,404 2,21 26,851 0,15 26,805 -0,02 0,900 

100 10 267,90 273,90 2,22 273,90 2,22 268,30 0,16 267,90 -0,02 0,900 

sai số lớn nhất 2,22  2,22  0,16  -0,26  

a  e c 
error 

(%) 

as 

[91] 

error 

(%) 

aw 

[99] 

error 

(%) 
d2 

error 

(%) 
r2 

0,1 100 1,318 1,323 0,39 1,323 0,39 1,311 -0,48 1,311 -0,55 0,900 

1 100 8,534 8,718 2,16 8,718 2,16 8,544 0,12 8,529 -0,05 0,900 

10 100 84,727 86,608 2,22 86,608 2,22 84,859 0,15 84,711 -0,02 0,900 

100 100 847,20 866,00 2,22 866,00 2,22 848,50 0,16 847,10 -0,02 0,900 

sai số lớn nhất 2,22  2,22  -0,48  -0,55  
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Bảng 4.5. Các sai số của các tần số xấp xỉ với n=2 

a  e c 
error 

(%) 

as 

[91] 

error 

(%) 

aw 

[99] 

error 

(%) 
d2 

error 

(%) 
r2 

0,1 0,1 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 0,794 

1 0,1 1,031 1,031 0,02 1,028 -0,28 1,028 -0,22 1,028 -0,26 0,794 

10 0,1 23,641 25,020 5,83 23,738 0,41 24,000 1,52 23,816 0,74 0,794 

100 0,1 2361,7 2500,0 5,86 2371,7 0,42 2397,9 1,53 2379,5 0,75 0,794 

sai số lớn nhất 5,86  0,42  1,53  0,75  

a  e c 
error 

(%) 

as 

[91] 

error 

(%) 

aw 

[99] 

error 

(%) 
d2 

error 

(%) 
r2 

0,1 1,0 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 0,794 

1 1,0 1,265 1,275 0,79 1,250 -1,16 1,255 -0,77 1,251 -1,05 0,794 

10 1,0 74,691 79,063 5,85 75,007 0,42 75,835 1,53 75,253 0,75 0,794 

100 1,0 7468,3 7905,7 5,86 7500,0 0,42 7582,9 1,53 7524,6 0,75 0,794 

sai số lớn nhất 5,86  -1,16  1,53  0,75  

a  e c 
error 

(%) 

as 

[91] 

error 

(%) 

aw 

[99] 

error 

(%) 
d2 

error 

(%) 
r2 

0,1 10 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 0,794 

1 10 2,584 2,693 4,22 2,574 -0,38 2,598 0,56 2,581 -0,10 0,794 

10 10 236,172 250,002 5,86 237,173 0,42 239,794 1,53 237,950 0,75 0,794 

100 10 23617,0 25000,0 5,86 23717,1 0,42 23979,2 1,53 23794,8 0,75 0,794 

sai số lớn nhất 5,86  0,42  1,53  0,75  

a  e c 
error 

(%) 

as 

[91] 

error 

(%) 

aw 

[99] 

error 

(%) 
d2 

error 

(%) 
r2 

0,1 100 1,003 1,003 0,00 1,003 -0,03 1,003 -0,02 1,003 -0,03 0,794 

1 100 7,543 7,969 5,65 7,566 0,32 7,649 1,41 7,591 0,64 0,794 

10 100 746,835 790,570 5,86 750,001 0,42 758,288 1,53 752,459 0,75 0,794 

100 100 74683,4 79056,9 5,86 75000,0 0,42 75828,8 1,53 75245,9 0,75 0,794 

sai số lớn nhất 5,86  0,42  1,53  0,75  

Từ Bảng 4.4, Bảng 4.5, Bảng 4.6 ta thấy 𝑟2 giảm khi n tăng, cụ thể 𝑟2 = 0,9 

khi 𝑛 = 1, 𝑟2 = 0,794 khi 𝑛 = 2, 𝑟2 = 0,714 khi 𝑛 = 3. Mặt khác, chúng ta thấy từ 

các công thức của tần số chính xác và xấp xỉ mà chúng cũng phụ thuộc vào 𝑎 và 𝛾. 

Do đó, ở đây chúng ta giải quyết việc đánh giá sai số tần suất liên quan đến 𝑎 và 𝛾.  
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Hình 4.7. Các tần số xấp xỉ và sai số với 𝑛 = 3,𝜔0 = 1 và giá trị 𝑎, 𝛾 khác nhau 

Bảng 4.6. Các sai số của các tần số xấp xỉ với n=3 

a c e c 
error 

(%) 

as 

[91] 

error 

(%) 

aw 

[99] 

error 

(%) 
d2 

error 

(%) 
r2 

0,1 0,1 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 0,714 

1 0,1 1,027 1,027 0,02 1,021 -0,57 1,024 -0,28 1,023 -0,33 0,714 

10 0,1 213,4 233,9 9,56 205,4 -3,77 219,9 3,02 217,4 1,85 0,714 

100 0,1 213446 233854 9,56 205396 -3,77 219901 3,02 217389 1,85 0,714 

sai số lớn nhất 9,56  -3,77  3,02  1,85  

a c e c 
error 

(%) 

as 

[91] 

error 

(%) 

aw 

[99] 

error 

(%) 
d2 

error 

(%) 
r2 

0,1 1,0 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 0,714 

1 1,0 1,231 1,244 1,07 1,192 -3,10 1,218 -1,02 1,213 -1,39 0,714 

10 1,0 675,0 739,5 9,56 649,5 -3,77 695,4 3,02 687,4 1,85 0,714 

100 1,0 674977 739510 9,56 649519 -3,77 695388 3,02 687443 1,85 0,714 

sai số lớn nhất 9,56  -3,77  3,02  1,85  

a c e c 
error 

(%) 

as 

[91] 

error 

(%) 

aw 

[99] 

error 

(%) 
d2 

error 

(%) 
r2 

0,1 10 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 0,714 

1 10 2,388 2,543 6,51 2,284 -4,33 2,416 1,16 2,393 0,21 0,714 

10 10 2134,5 2338,5 9,56 2054,0 -3,77 2199,0 3,02 2173,9 1,85 0,714 

100 10 2134465 2338536 9,56 2053960 -3,77 2199009 3,02 2173886 1,85 0,714 

sai số lớn nhất 9,56  -4,33  3,02  1,85  

a c e c 
error 

(%) 

as 

[91] 

error 

(%) 

aw 

[99] 

error 

(%) 
d2 

error 

(%) 
r2 

0,1 100 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 0,714 

1 100 3,205 3,455 7,80 3,072 -4,15 3,267 1,92 3,233 0,87 0,714 

10 100 3018,6 3307,2 9,56 2904,7 -3,77 3109,9 3,02 3074,3 1,85 0,714 

100 100 3018589 3307189 9,56 2904738 -3,77 3109868 3,02 3074339 1,85 0,714 

sai số lớn nhất 9,56  -4,15  3,02  1,85  
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Theo Hình 4.5a với trường hợp 𝑛 = 1, sai số của 𝜔𝑑2 đạt tới giá trị lớn nhất 

trong khoảng 𝑎 ∈ [0,5], và giảm tới giá trị rất nhỏ khi 𝑎 tăng, điều này cũng đúng với 

bất kỳ 𝛾 thay đổi từ giá trị nhỏ đến lớn ví dụ từ 𝛾 = 0,1 đến 𝛾 = 100. Dường như là 

𝜔𝑑2 tiệm cận dưới tần số chính xác. Những sai số này vẫn giữ nguyên đặc điểm khi 

𝑛 thay đổi như Hình 4.6a với 𝑛 = 2, và Hình 4.7a với 𝑛 = 3. Khi 𝑛 tăng, thì giá trị 

của 𝑟2 là nhỏ hơn, và sai số tối đa tuyệt đối nhỏ nhất của 𝜔𝑑2 có xu hướng tăng ví dụ 

0,6% với 𝑛 = 1, 𝑟2 = 0,9 ; 1,07% với 𝑛 = 2, 𝑟2 = 0,794 ; 1,4% với 𝑛 = 3, 𝑟2 =

0,714. Trong so sánh với các tần số xấp xỉ khác như trong Hình 4.5b, Hình 4.6b, 

Hình 4.7b, giá trị có được từ tiêu chuẩn kinh điển 𝜔𝑐 có cùng tính chất với 𝜔𝑑2 nhưng  

có sai số tối đa lớn hơn nhiều, đặc biệt trong trường hợp 𝑛 lớn hơn. Với 𝑛 = 1, 𝜔𝑐 

trùng với 𝜔𝑎𝑠 có được từ phương pháp dựa trên tiệm cận, cũng giống như với kết quả 

thu được từ phương pháp cân bằng điều hòa bậc nhất hay phương pháp nhiễu loạn 

đồng vị bậc nhất [91] 

 𝜔𝑐 = 𝜔𝑎𝑠 = √1 +
3

4
𝛾𝑎2 (4.65) 

Tương tự với 𝜔𝑐 , 𝜔𝑎𝑠  có sai số lớn hơn khi 𝑟2  nhỏ hơn ngoại trừ trường 

hợp 𝑛 = 2. Tần số xấp xỉ 𝜔𝑎𝑤 từ tiêu chuẩn trung bình trọng số có  một sự biến động 

trong khoảng 𝑎 ∈ [0,2] và sau đó xu hướng đến một giá trị hằng số. Tóm lại, xấp xỉ 

tốt nhất chính là kết quả của của 𝜔𝑑2, sau đó theo thứ tự là 𝜔𝑎𝑤, 𝜔𝑎𝑠, và 𝜔𝑐. 

  



110 

 

  

4.4 Kết luận chương 4 

1. Chương này đã phát triển tính chất trực giao thể hiện qua một số tính chất cơ 

bản của tuyến tính hóa tương đương đối ngẫu được xác định, cho thấy sự giống và 

khác nhau giữa các quá trình thay thế một chiều và hai chiều. Theo đó, nó cũng cho 

thấy trọng số có quan hệ mật thiết với hệ số tương quan bình phương. 

2. Dựa trên cách tiếp cận đối ngẫu, các quá trình thay thế lượt đi và lượt về có 

thể được xem xét dưới hai dạng: Dạng thứ nhất là các quá trình thay thế một chiều, 

được biểu diễn bằng hai bài toán tối ưu hóa đơn mục tiêu. Thứ hai là quá trình thay 

thế hai chiều được biểu thị bằng tổng trọng số của hai hàm mục tiêu đơn được đề cập 

ở trên. Trong tất cả các quá trình thay thế này, hệ số tương quan bình phương, là 

thước đo mức độ phi tuyến giữa số hạng phi tuyến ban đầu và số hạng tuyến tính 

tương đương, xuất hiện tự nhiên trong biểu thức của hệ số tuyến tính hóa tương đương 

và sai số thay thế tối ưu. 

3. Một họ các trọng số được đề xuất dựa trên phân tích bán giải tích về sự đóng 

góp của các sai số thay thế lượt đi và lượt về tối ưu vào tổng của chúng. Hơn nữa, 

một trọng số được mô tả bằng phương trình của một hình elip được chọn từ họ này. 

4. Quy trình tuyến tính hóa đối ngẫu với trọng số đã chọn được xây dựng cho 

một lớp các hệ dao động tiền định phi tuyến. Áp dụng cho một số hệ điển hình, cho 

thấy rằng trọng số đã chọn là một lựa chọn phù hợp để phân tích tần số dao động tự 

do của các hệ tiền định phi tuyến được xem xét. Bên cạnh đó, việc đánh giá mức độ 

sai số dựa trên hệ số tương quan bình phương cho thấy sự ảnh hưởng rõ ràng của tính 

phi tuyến đối với các nghiệm xấp xỉ hiện tại. 

5. Có thể thấy phương pháp được đề xuất có một tiềm năng lớn và nó cần được 

khám phá cho các lớp rộng hơn của hệ động lực tiền định phi tuyến. Đặc biệt, việc 

lựa chọn trọng số được đề xuất có thể được mở rộng và nghiên cứu thêm cho các bài 

toán khác về tối ưu hóa đa mục tiêu 

6. Kết quả phát triển tính chất trực giao thông qua phương pháp tuyến tính hóa 

đối ngẫu được đề xuất đem đến sai số tối đa tuyệt đối là thấp nhất trong số các tần số 

xấp xỉ thu được từ một số phương pháp phân tích khác khi xem xét với các mức độ 

phi tuyến khá lớn. Sai số tối đa tuyệt đối của nó chỉ khoảng 5%, có thể chấp nhận 

được trong thiết kế kỹ thuật sơ bộ. 

Kết quả nghiên cứu của chương 4 được công bố trên công trình nghiên cứu số [6].  
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KẾT LUẬN VÀ HƯỚNG NGHIÊN CỨU TIẾP THEO 

1. Kết luận và đóng góp mới về khoa học của luận án 

- Luận án đã phát triển tính chất trực giao trong phương pháp gần đúng thông 

qua tuyến tính hóa đối ngẫu có trọng số kết hợp với đề xuất các dạng cụ thể của trọng 

số 𝑝 đưa ra các nghiệm xấp xỉ có sai số tốt hơn phương pháp Galerkin áp dụng các 

bài toán ổn định đồng thời phát triển trọng số 𝑝 linh hoạt hơn so với tiêu chuẩn sai số 

thông thường và đối ngẫu không trọng số (𝑝=1/2). 

- Luận án đã phát triển tính chất trực giao bằng cách xây dựng một trung bình 

cục bộ có trọng số mới (WLA) áp dụng vào phương pháp Galerkin đề xuất phương 

pháp Galerkin sử dụng trung bình cục bộ có trọng số (GWLA) cải thiện đáng kể độ 

chính xác của nghiệm xấp xỉ bậc nhất của phương pháp Galerkin. 

- Luận án trình bày hướng tiếp cận cục bộ - toàn cục để giải quyết bài toán 

chọn một hàm trọng số một tham số và đề xuất phương pháp GWLA đơn giản hóa 

(SGWLA) giảm khối lượng tính toán nhưng vẫn duy trì độ chính xác của các lời giải 

nhận được từ GWLA. 

- Luận án kết hợp WLA với phương pháp bình phương tối thiểu để đưa cột có 

tiết diện thay đổi thành cột tương đương với tiết diện không đổi và các thuật toán số 

mới này có thể đưa ra một công cụ thay thế mới và hiệu quả cho tính toán kỹ thuật 

trong việc thiết kế các hệ kết cấu với các tiết diện thay đổi. 

- Luận án đã chỉ ra rằng hệ số tương quan bình phương, là thước đo mức độ 

phi tuyến giữa số hạng phi tuyến ban đầu và số hạng tuyến tính tương đương, xuất 

hiện tự nhiên trong biểu thức của hệ số tuyến tính hóa tương đương và sai số thay thế 

tối ưu. 

- Tác giả đã đề xuất một họ các trọng số (dưới dạng phương trình một elip) 

dựa trên phân tích bán giải tích về sự đóng góp của các sai số thay thế lượt đi và lượt 

về tối ưu vào tổng của chúng trong phân tích hệ động lực học tiền định phi tuyến. 

- Tác giả đã xây dựng quy trình tuyến tính hóa đối ngẫu có trọng số cho một 

lớp các hệ động lực học tiền định phi tuyến. Đồng thời, tác giả đã chọn trọng số phù 

hợp và áp dụng có hiệu quả trong phân tích tần số dao động tự do của một số hệ tiền 

định phi tuyến điển hình. 



112 

 

  

- Luận án đã cho thấy sai số tối đa tuyệt đối của tần số xấp xỉ từ phương pháp 

đề xuất so với các phương pháp xấp xỉ khác khoảng 5% và sai số này được chấp nhận 

trong thiết kế kỹ thuật sơ bộ. 

 

2. Hướng nghiên cứu tiếp theo 

- Kết quả phát triển tính trực giao và đưa ra một trọng số phù hợp đã mở ra 

hướng nghiên cứu áp dụng tiêu chuẩn đối ngẫu có trọng số cho các bài toán ổn định 

khác. 

- Kết quả phát triển tính trực giao thông qua WLA được đề xuất có thể được 

kiểm chứng đối với các cột có các điều kiện biên khác, các tiết diện thay đổi phức tạp 

hơn và cũng được mở rộng cho các bài toán mất ổn định của các kết cấu phức tạp hơn 

như cột, tấm và vỏ phi tuyến trong đó việc sử dụng dạng giải tích của phương pháp 

Galerkin thường bị giới hạn bởi các phép xấp xỉ bậc nhất. 

- Với WLA áp dụng vào phương pháp bình phương tối thiểu và chuyển cột có 

tiết diện thay đổi thành cột tương đương với tiết diện không đổi. Kết quả này mở ra 

một hướng nghiên cứu có thể áp dụng trong nhiều bài toán kỹ thuật trong thực tế. 

- Phương pháp DEL cải tiến với trọng số 𝑝2 được chọn có một tiềm năng lớn 

và nó cần được khám phá cho các lớp rộng hơn của hệ động lực học tiền định phi 

tuyến và có thể xem xét áp dụng cho các lớp bài toán của hệ dao động phi tuyến 

cưỡng bức và các hệ dao động khác. Đặc biệt, việc lựa chọn hệ số trọng số được đề 

xuất có thể được mở rộng và nghiên cứu thêm cho các bài toán khác của tối ưu hóa 

đa mục tiêu. 

  



113 

 

  

DANH MỤC CÔNG TRÌNH ĐÃ CÔNG BỐ CỦA TÁC GIẢ 

1. Trần Tuấn Long, Nguyễn Đông Anh, Nguyễn Xuân Thành, "Weighting dual 

technique of equivalent linearization method for Euler stability problem," in Hội nghị 
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