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LOT CAM POAN
T6i xin cam doan day 1a cong trinh nghién cuu cua riéng toi dudi sy
huéng dan va giup d& dinh hudng truc tiép tir GS. TSKH. Nguyén Dong Anh
va PGS. TS. Nguy&n Xuan Thanh. Céc sé liéu va két qua duoc trinh bay trong
luan an 1a trung thuc va chua ting duoc ai céng bd & bat ky cong trinh nao
khac.

Nghién cuu sinh

Tran Tuan Long
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LO1 CAM ON
Luan 4n dugc hoan thanh dudi su huong dan khoa hoc cua GS. TSKH
Nguyén Péng Anh va PGS. TS. Nguyén Xuan Thanh. Téc gia xin duoc gui
161 cam on, biét on chan thanh va sau sic dén cac Thay huéng dan, nhitng nguoi
da tan tdm chi bao, dinh hudng va gitp d& tdi trong sudt qua trinh hoc tap,

nghién ciu va hoan thanh luan an nay.

Téc gia xin dugc guri 101 cam on chan thanh dén GS. Issac Elishakoff vi
nhitng kién thirc khoa hoc va hd trg tac gia trong quéa trinh hoc tap va hoan

thanh luan an.

Trong qué trinh hoc tap, nghién ctru va thuc hién luan an, tac gia da nhan
duoc rat nhiéu sy gitp dd, tao diéu kién cia Hoc vién Khoa hoc va Cong nghg,
Vién Co hoc, Vién han 1am Khoa hoc va Céng nghé Viét Nam. T6i xin dugc

bay to su biét on chan thanh vé su giup d3, tao diéu kién nay.

Téi xin dugc cam on cac ddng nghiép Nguyén Tay Anh, Nguyén Ngoc
Linh, Nguyén Cao Thang, Pham Manh Thang da hd tro va cting tham gia dong

gop, hd tro toi trong quéa trinh nghién ciru va thuc hién luan an.

T6i xin dugc bay t6 su cam on dén Ban giam hiéu va dong nghiép tai
Truong Cao ding Xay dung Cong trinh d6 thi, Trung tim Dao tao nghé Xay
dung Viét Dic d3 tao diéu kién cho toi trong qua trinh hoc tap va hoan thién

luan an.

Tbi xin duoc cam on gia dinh, ngudi than va ban bé da ludn hé trg, dong

vién toi trong suét thoi gian hoc tap, nghién ciru va hoan thanh luan an.

Tac gia

Tran Tuan Long
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1
MO PAU
1. Ly do lwa chon dé tai

Trong linh vuc xay dung va tinh toan két ciu, 6n dinh la tinh chét quan trong
cuia cong trinh thé hién qua kha nang gitr dwoc vi tri ban dau hoac giir duoc dang can
bang ban dau trong trang thai bién dang tuong ang vai cac tai trong tac dung. Cac bai
toan 6n dinh két cau duoc bit dau tir nghién cieu thuc nghiém do Piter Musschenbroek
cdng bd nam 1729, dng da di dén két luan rang luc téi han ty 1& nghich véi binh
phuong chiéu dai thanh. Sau d6 bang phan tich toan hoc Leonhard Euler ciing nhan
dugc két qua nhu vay. Bugc chuyén caia cong trinh tir trang thai on dinh sang trang
thai khong on dinh goi 1a méat 6n dinh. Gigi han ban dau hay trang thai dau tién cua
buéc chuyén dé goi la trang thdi téi hgn cua cong trinh. Tai trong twong ng Vi
trang thai téi han goi 1 tdi trong téi han. Vi khai niém vé on dinh ciing can phan
biét hai truong hop 12 mét 6n dinh vé vi tri va mat 6n dinh vé dang can bang & trang
thai bién dang.

Hién twong mat 6n dinh vé dang can bang & trang thai bién dang xay ra khi tai
trong con nho twong ung voi dang bién dang ban dau cia vat thé nhung budc phai
chuyén sang dang bién dang méi khac. Trong nhiing tinh huéng nay, dang bién dang
ban dau khong thé hién su can bang giita cac ngoai luc va noi luc ma chi cé thé thuc
hién dugc twong Gng véi dang bién dang mai, n6 khac véi dang bién dang ban dau
vé tinh chat hozc khi giam tai trong. Hién tuong thir hai 1a mat 6n dinh vé mit vj tri,
diém khac véi mat on dinh vé dang can bang 1a dbi twong nghién ciu la tuyét doi
ctrng va sy can bang chi xét véi ngoai lec so vai mat on dinh vé mat vi tri 1a xét ca
ngoai luc va noi luc.

Trong hau hét cac két cau hoic cac ciu kién, su mat on dinh c6 lién quan dén
xu hudng thay ddi vé tinh chat va chuyén tir trang thai chiu luc ndy sang trang thai
chiu luc khac. Vi du, mot cot dai, manh det chiu luc doc truc, ¢ trang thai téi han sé
di tir trang thai chiu nén thuan tay sang trang thai nén va udn két hop. Bé giai quyét
cac bai toan on dinh cua hé két ciu, chiing ta dua bai toan ban dau vé bai toan tri riéng
va c6 nhiéu phuong phap duoc dé xuat nhu: phuong phap cb dién hay phuwong phap
phan nhanh, phwong phap can bang va phuong phap tinh.
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Trong phan tich va tinh toan bai toan 6n dinh, véi thanh tiét dién khong dbi da
duoc nhiéu tac gia nghién ctu, ndi dung nghién ciru kha day du. Tuy nhién bai toan
6n dinh vai thanh c6 tiét dién thay doi 1a mot bai toan kho giai quyét, chwa duoc quan
tam nhiéu mic du duoc 4p dung rong réi trong xay dung cong trinh vi ¢6 nhirng vu
diém vé mat kinh té va ki thuat (nhu thanh c6 tiét dién thay d6i dang bac thang, thanh
c6 mit cit bién ddi lién tuc, thanh c4 tiét dién thay doi theo mot ham sé...).

Ciing gidng nhu hién twong mat on dinh thi hién tuong dao dong ciing 1a mot
trong hién tuong xay ra phé bién trong tu nhién. N6 xuat hién trong cac linh virc nhu
vat Iy, hda hoc, sinh hoc, kinh té va ki thuat. Céac bai toan quan trong hay gap trong
cac linh vuc nay 12 bai toan dao dong ngau nhién phi tuyén cua cac hé dong luc. Trong
thuc té, nhitng hé dao dong ngau nhién phi tuyén la cac két cau xay dung, nha cao
tang hay nhitng cdy cau diy ving chiu tac dong cua tai trong gi6 hay kich dong dong
dat, cac cong trinh cang sdng, cang bién hay nhiing gian khoan chiu tac dong cua cac
tai trong song hay ciing c6 thé 1a dao dong cua cac may trong cac nha may xi nghiép
trong qua trinh hoat dong cua chidng. Nhiéu md hinh toan hoc dugc dé xuat dé giai
quyét cac bai toan nay. Cac phuong trinh chi phéi trong hé dong luc phi tuyén thuong
& mot trong hai dang: phuong trinh phi tuyén yéu va phuong trinh phi tuyén manh.
Trong nhiing thap Ky gan day, phuong trinh phi tuyén yéu dugc quan tam nghién ctu
va phat trién voi nhiéu phuong phap giai khac nhau. C6 thé ké dén mat trong nhitng
phuong phap pho bién nhat 1a phuong phép tuyén tinh hoa twong duong (PPTTHTD)
hay phuong phap tuyén tinh hda thong ké [1].

Vé co ban, dao dong c6 thé chia thanh dao dong tuyén tinh va dao dong phi
tuyén. Thuc té, hau hét tat ca cac dao dong cua cac hé ky thuat déu 1a phi tuyén, dao
dong tuyén tinh chi 1a su 1y twong héa mot hién tugng dao dong ma ching ta gap.
Mot hién tugng dao d¢ong phi tuyén thudong duoc md ta vé mat toan hoc bai mot hoac
mot s& phwong trinh vi phan thuong hodc dao ham riéng phi tuyén. Khdng gidng nhu
bai toan dao dong tuyén tinh, khi ma nghiém chinh xac cua bai toan c6 thé dé dang
tim duoc, bai toan dao dong phi tuyén da phan khéng cé nghiém chinh xéac. Chi mét
16p rat nhé cia bai toan dao dong phi tuyén 1a cé 1 giai chinh xac. Cac phuong phap
s6 dugc xem 1a mot cong cu hiéu qua dé phan tich dap tng cua céc bai toan dao dong
phi tuyén. Tuy nhién, mot nhuoc diém thuong thiy cua cac phuong phap sé d6 1a méi

quan hé bién d¢ - tan sb cua dao dong, dic trung quan trong nhat cua bai toan dao
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dong phi tuyén, thuong khong thé tim duoc néu sir dung cac phuong phéap sb. Do vay,
viéc dé xuét cac phuong phap gan dang cho ching ta mot cdng cu hitu hiéu dé co thé
quan sat dugc day di mot hién tuong dao dong phi tuyén.

Trong linh vic phan tich sé, phwong phap Galerkin 1a mét 16p cac phuong
phap dé chuyén d6i mot bai toan toan tir lién tuc (chang han nhu mot phuong trinh vi
phan) dén mot bai toan roi rac. V& nguyén tic, d6 1a trong duong vai viéc ap dung
phuong phap bién ddi cac tham sé véi mot ham khdng gian, bang cach chuyén doi
cac phuong trinh thanh mét cdng thirc dang yéu (weak). Thong thuong cong thire do
sau d6 ap dung mot so rang budc trong ham khong gian dé mo ta khéng gian véi mot
tap hitu han cac ham co ban. Cach tiép can nay thuong dwoc gan véi nha toan hoc
Nga - Boris Galerkin nhung phuong phap nay duoc phat hién bai nha todn hoc nguoi
Thuy Si Walther Ritz, nguoi ma Galerkin dé cap. Thong thuong khi dé cap dén mot
phuong phap Galerkin, ngudi ta ciing dat tén cing véi phuong phap xap xi dién hinh
duogc str dung, chang han nhu phuong phap Bubnov-Galerkin (sau tén lvan Bubnov),
phuong phap Petrov-Galerkin (sau Georgii I. Petrov hodc phuong phap Ritz-Galerkin
(sau tén Walther Ritz). Céc vi du vé phuong phap Galerkin 1a: Phuong phéap sb du
trong s6, mot phuong phap phod bién tinh todn ma tran d6 cang tong thé trong phuong
phap phan tt hitu han; Phuong phap phan tir bién dé giai phuong trinh tich phan;
Phuong phap khong gian con Krylov. Phuong phap Bubnov-Galerkin Ia mét trong
nhitng phuong phép gan dung pho bién nhat va sir dung chung trong nhiéu linh vuc
ctia co hoc ung dung va c6 thé duoc st dung cac hé bao toan va khéng bao toan, hé
tuyén tinh va phi tuyén. Y tudng nay duoc ro rang dé nghi dau tién vao nam 1913 boi
Bubnov [2], trong khi bai bao dau tién ciing véi nhitng vi du chi tiét duoc viét vao
nim 1915 bai Galerkin [3]. Nam 1937 Duncan [4] 14 nguoi dau tién cong bd viéc
xem xét toan dién ciia phuong phap trong tai liéu n6i vé phuong phap nay. Trong boi
canh nay, phuong phap Bubnov-Galerkin ciing dugc biét dén nhu mot phuong phap
s6 dur trong s6 [5]. Mot trong nhitng ing dung cia phuong phap Galerkin 1a phéan tich
cac bai toan dao dong phi tuyén bing cach chuyén dbi cac phuong trinh dao ham
riéng phi tuyén thanh cac phuong trinh vi phan thong thuong.

Mic du phuong phap nay cé thé dugc str dung cho ca hai hé tuyén tinh va phi
tuyén, su chinh xac cua phuong phap giam khi cac phi tuyén tré nén lén hon.

Elishakoff [6] két n6i phuong phap Bubnov-Galerkin voi phuong phap tuyén tinh hoa
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tuong duong. Trong s cac phwong phap giai tich gan dung c6 thé ké dén do 1a
phuong phap tuyén tinh hoéa twong dwong (the Equivalent Linearization method -
ELM) [7], day 12 mot cach tiép can rat don gian nhung dem lai hiéu qua trong phan
tich cac bai toan dao dong phi tuyén. Mic du vay, khi xem xét cac phwong phap giai
tich gan dting khac, phuong phép tuyén tinh hoa twong duong vai cach 13y trung binh
cb dién van ton tai yéu diém d6 1a khi tinh phi tuyén cia bai toan ting 1én thi két qua
ctia phuong phap nay thudng khdng chinh xac, c6 nhiéu truong hop sai sé khong thé
chap nhan dugc. Dé khic phuc nhugc diém nay, ndm 2015, Anh [8] di dé xuit mot
phuong phap 1ay trung binh mai thay thé cach str dung gia tri trung binh ¢ dién bang
trung binh c6 trong sé. Cach tiép can nay da khic phuc dugc phan nao nhuogc diém
ctia phuong phap tuyén tinh hoa twong duong véi phép lay trung binh co dién. [9].

Ddi véi cac khao sét giai tich, nhiéu nd luc dd duge dua ra dé cai thién do
chinh xac cua nghiém gan ding bac nhét cua phuwong phap Galerkin, vi 10i giai nay
thuong nhan duoc ¢ dang tuong minh va/hoac dang don gian. Khi d6, mot cau hoi
xuat hién 1a liéu ta cd thé cai thién do chinh xéac cua cac nghiém xap xi ctia phuong
phap Galerkin khi thyc hién quy trinh Galerkin va cac ham thi hay khong. Pac diém
co ban cta phuong phap Galerkin 1a dya trén tinh truc giao cia phan dw véi mdi
ham thir; tuy nhién, tinh truc giao lai phu thudc vao toan tir lay trung binh téac
dong 1én phan dw. Do d6, dé c6 duoc cac nghiém xap xi khac bang cach sir dung
cling mot quy trinh Galerkin va cac ham thir, ta c6 thé sira doi toan tir lay trung binh.
Dé khao sat van dé nay, ta co thé sir dung hudng tiép can déi ngau duoc trinh bay va
phét trién gan day trong [10], [11].

Dua trén khai niém vé ddi ngau nay, Anh. [10] dé xuat xem xét & muc do toan
cuc dbi vai tiéu chuan sai s6 binh phuong trung binh cuc bd ciia phwong phap tuyén
tinh hoa twong duwong ngiu nhién. Phan tich bang sé ciia mot s6 hé phi tuyén dién
hinh chiu kich thich cua én tring cho thiy do chinh x4c cua tiéu chuan dé xuét nay
duoc cai thién dang ké so véi tiéu chi sai so binh phwong binh quén c6 dién. Mot s6
biéu thirc xap xi cua ty sé diéu chinh téi wu cua thiét bi TMD duoc gan véi mot két
cau tuyén tinh c6 ¢ can da dugc dé xuat [11] bang cach si dung phuong phép tuyén
tinh hoa twong duong duoc cai tién theo tiéu chuan doi ngau. Tiéu chuan d6i ngiu co

trong sd ctia phuong phap tuyén tinh hoa twong duong ciing duoc Linh [12] 4p dung
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dé phan tich mdé-men dap tng bac 2 cua dao dong phi tuyén chiu kich thich ngau
nhién.

Nham cai tién d chinh xac cia nghiém xap xi bac nhat cua phuong phap
Galerkin ciing nhu phét trién tinh chét truc giao. Ung dung vao mét sb bai toan
dién hinh vé 6n dinh dan hoi cia cot va tinh toan véi tiét dién khong doi va tiét
dién thay ddi 1a mot bai toan can duoc quan tdm. Téc gia nhan thiy viéc cai tién
tinh truc giao théng qua phat trién phuong phép tuyén tinh hoa déi ngau voi mot
trong sé cho cac hé déng tién dinh phi tuyén bang phuong phap thay thé twong
duong caa mot ham phi tuyén bang mot ham tuyén tinh sir dung phuong phap d6i
ngau véi hai phép thay thé luot di va luot vé s& ¢d hiéu qua trong viéc giam duoc sai
s6 S0 Voi cac phuong phap khac. Ngoai ra, tic gia xem xét thém hudng nghién ctu
lya chon thém mat trong sé két ndi hai ham muc tiéu duoc khao st va ap dung dé
phan tich tan sb ciia dao ddng twr do phi tuyén, gan véi mot sé nghién ciu dién
hinh dé c6 thé xac minh d6 chinh xac va anh hudng cua phi tuyén tinh dén hiéu qua
cua k¥ thuat dugc dé xuat.

Véi nhitng phan tich o trén, tac gia da lya chon dé tai: “Nghién ciru phat trién
tinh chit trwe giao dp dung trong phan tich on dinh va dao dpng phi tuyén” dé 1lam
dé tai nghién cuu.

2. Muc tiéu cia luan éan

Phét trién tinh chat truc giao cia phuong phap sé du trong s6 (cu thé 1a phuong
phap Galerkin) véi trung binh thong thuong va ap dung tiéu chuan déi ngau co trong
s6 ciia phuong phap tuyén tinh hoa twong duong cho bai todn 6n dinh dan hdi.

Giai quyét bai toan chon mot ham trong sb cu thé trong sé 16p cac ham trong
s6 mot tham s va phat trién tinh chét truc giao bang cach dé xuat xay dung mot trung
binh cuc bo ¢6 trong sé méi tng dung vao phuong phap Galerkin va két hop voi
phuong phap binh phuong tdi thiéu khao sat bai toan 6n dinh véi thanh co tiét dién
khong doi va co tiét dién thay doi.

Dé xuit mot cong cu tinh toan thay thé mai va hiéu qua dé tinh toan k§ thuat
trong viéc thiét ké cac hé két cau véi cac tiét dién thay doi

Xay dung qui trinh, phat trién tinh chat truc giao théng qua phuong phap tuyén

tinh hoa d6i ngau mot trong sé cho cac hé dong tién dinh phi tuyén va ap dung dé
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phan tich tin sé cua dao dong tu do phi tuyén mét sb truong hop dién hinh va so sénh
két qua mot sé phuong phap gan ding dé danh gia hiéu qua cua phuong phap dé xuat.
3. Poi twong va pham vi nghién cieu

Luan &n nghién ciru tinh chat truc giao trong cac phuong phap gan ding va tap
trung vao phwong phap Galerkin 4p dung trong phan tich bai toan 6n dinh dan
héi, tinh toan, phan tich véi cac truong hop co ban va xem xét dén tai trong téi han
ctia cac truong hop cu thé dong thoi so sanh dénh gia tinh hiéu qua cia cac phuong
phap gan ding dugc cai thién tir phwong phap Galerkin. Phat trién tinh chat truc giao
bang cach tng dung phuong phap Galerkin voi phép lay trung binh cuc b c6 trong
s6 (Galerkin method with weighted local averaging - GWLA) va phuong phap
Galerkin don gian hda véi phép lay trung binh cuc bo c6 trong sb (simplified Galerkin
method with weighted local averaging - SGWLA) dé xac dinh tai trong téi han cua
cot Véi cac dicu kién bién khac nhau trong hai truong hop tiét dién khong doi va tiét
dién thay do6i dé chirng minh sy hiéu quéa cta phuong phap tinh toan thay thé.

Luan &n nghién ctru va phan tich bai toan dao dong tw do phi tuyén, phat trién
tinh chat truc giao, xay dyng qui trinh tuyén tinh hoa va tinh toan tan sé dao déng
tw do mot s6 dao dong phi tuyén co ban nhu: dao dong phi tuyén véi luc phuc hoi
bac phan sb, dao dong Duffing, dao dong phi tuyén c6 kha ning mo rong hiru han,
dao dong phi tuyén kiéu Duffing va danh gia hiéu qua cua phuong phap dé xuat.

Luan &n tap trung phat trién tinh truc giao ap dung vao phwong phap tuyén
tinh héa twong dwong ddi ngau va phwong phap trung binh cuc bd c6 trong sé.
Trong phuong phap ndy, ngoai viéc sir dung nhiéu ham thir khac nhau dé danh gia do
chinh xac, xay dyung va chon cac trong s, thi véi phuong phap phuong phap WLA,
GWLA luan an tiép can theo huéng st dung mot ham ther nhung cai thién do chinh
X&c so Vi cac phuong phap khac ciing str dung ham thi tuong tu.

4. Phwong phap nghién ctru

Luan 4n str dung phuong phap nghién ctru 1y thuyét, nghién ciru tai lidu tong
hop va phan tich cac nghién ctru ¢ trong nudc va ngoai nudc.

Luan an sir dung phuong phép giai tich, phwong phap hinh hoc giai tich dé
phan tich tinh chat tryc giao, dic diém co ban cia tiéu chuan d6i ngau, tiéu chuan d6i
ngau co trong sd va dé xuit, xdy dung tiéu chuan trung binh cuc bd ¢o trong s méi

gan v&i ham trong sb trong phuong phéap dé xuét.
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Lu4n an két hop phuong phép s6 sir dung cac cau 1énh c6 sin trong MATLAB,
1ap trinh trong Mathematica dé khao sat cac bai toan 6n dinh va dao dong phi tuyén.
5. B6 cuc ciaa luan an

Luén &n gébm phan mé dau, 04 chuong, phan két luan, danh muc cac cong trinh
d3 cong bo cua tac gia lién quan dén luan an, tai liéu tham khao. Trong d6 ndi dung
chinh cua cac chuong nhu sau:

Phan m& dau néu 18n tinh cip thiét cua dé tai nghién cau, muc dich, noi dung,
d6i twong, pham vi va phwong phap nghién ctru caa luan é&n.

Chuong 1: “Téng quan Vé cdc phwong phdp gidi bai toan én dinh dan hoi
va dao déng phi tuyén hé mét bdc tw do”. Trinh bay ciac mo hinh 6n dinh, c4c bai
toan 6n dinh dan hoi, bai toan dao dong phi tuyén maot bac tu do va mot sé hé dao
dong phi tuyén thuong gap dong thoi tong quan vé cac phuong phap giai bai toan 6n
dinh va dao dong phi tuyén, cac phuong phép tinh toan gan ding phuong phép s du
trong sb, Galerkin va phan tich tinh chét tryc giao trong cac phuong phéap nay.

Chuong 2: “Phwong phdp tuyén tinh héa twong dwong”, trinh bay cic
phuong phép tuyén tinh hoa twong dwong va phan tich wu nhuoc diém cua cac phuong
phap, ¥ tuang tuyén tinh hoa ddi ngau co trong s6 cho bai toan 6n dinh va bai toan
dao dong phi tuyén lam co s¢ phat trién tinh chét truc giao ap dung trong chuong 3,
chuong 4.

Chuong 3: “Phét trién tinh chdt treec giao ap dung trong phan tich bai toan
én dinh”. Phét trién tinh chat truc giao thdng qua tiéu chuan déi ngau cé trong sb
(WDC) va bang phép lay trung binh cuc b cd trong s6 (WLA) tai mot gié tri cuc bo
r Vi mot ham cuc bo 12 v/, Ap dung tuyén tinh hoa d6i ngau co trong s6, GWLA,
SGWLA, chon ham trong sd, khao sét sé véi cac bai toan 6n dinh dan hoi tiét dién
khong d6i, tiét dién thay doi va két luan vé hiéu qua cia ki thuat duoc dé xuat.

Chuong 4: “Phét trién tinh chdt treec giao ap dung trong phan tich bai toan
dao d@éng phi tuyén”. Xay dung co so |y thuyét, phét trién tinh chét truc giao, xay
dung qui trinh tuyén tinh hda va khao sat s6 véi cac bai toan dao dong tién dinh phi
tuyén va két luan vé hiéu qua caa ky thuat tinh toan dwoc dé xuat.

Két luan va dong gop méi cia luan an va hudng nghién ciu tiép theo.

Danh sach céc cong trinh d3 cong bd ¢6 lién quan dén noi dung luan &n

CA4c tai liéu trich dan trong luan an trinh bay trong phan tai liéu tham khao.
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CHUONG 1. TONG QUAN VE PHUONG PHAP GIAI BAI TOAN ON
PINH PAN HOI VA DAO PONG PHI TUYEN HE MQT BAC TU DO

1.1 On dinh dan hoi

Tinh chat 6n dinh caia cong trinh sé& thay d6i khi ting gia tri cua cac tai trong
tac dung trén cdng trinh va tinh chat d6 c6 thé mat di thi lac d6 cdng trinh khong con
kha ning chiu tai trong va dugc goi la “khéng én dinh”. Vi tri cia cdng trinh hoac
dang cn biang ban dau trong trang thai bién dang ctua cong trinh s& & hai kha ning 6n
dinh hoac khong 6n dinh

Vi tri cua cong trinh hay dang can bang ban dau trong trang thai bién dang
cong trinh dugc goi la én dinh dudi tac dung cua tai trong trong truong hop cong
trinh c6 mot do 1éch rat nho ra khoi vi tri can bang ban dau hoic dang can bang ban
dau do mot nguyén nhan bat ky khac véi tai trong da c6 (con duoc goi la nhidu) va
khi loai bo nguyén nhan do di thi cong trinh s& c6 khuynh huéng quay tro vé trang
thai ban dau. Vi cac nguyén nhan gy ra cho cong trinh cac bién dang dan hoi hay
dan déo, cong trinh s& phuc hdi trang thai ban dau hoan toan hoac khéng hoan toan.

Nguoc lai khi vi tri cua cong trinh hay dang can bing ban dau trong trang thai
bién dang cuia cong trinh duoc goi la khdng én dinh dudi tac dung cua tai trong lic
nay c6 mot do léch rat nho khoi vi tri can bang ban dau hoic dang can bang ban dau
do nguyén nhan bt ky khéc véi tai trong da co va sau khi khong con nguyén nhan dé
thi cdng trinh s& khong tro lai trang thai ban dau. Bac biét, trong trudng hop nay do
léch cua cong trinh khéng co khuynh hudéng giam dan ma co thé tiép tuc thay doi ting
cho dén khi cong trinh dat dén mat vi tri méi hodc dang can biang méi.

Hién twong mat 6n dinh vé vi tri xay ra khi ca cong trinh dugc xem la tuyét
d6i cang, n6 khéng gitr duoc vi tri ban dau ma budc phai chuyén sang vi tri khac.
Hién twrong 6n dinh va mat 6n dinh vé vi tri duoc minh hoa trong Hinh 1.1. [13] théng
qua cac vi tri khac nhau caa vién bi. C6 thé thay vién bi van can bang & ca ba vi tri,
song ¢6 sy khac nhau co ban gitra ba trudng hop do khi co mot tac nhan bat ky dua
vién bi léch khoi vi tri can bang ban dau vai dich chuyén vé cung bé rdi tha ra. Vi tri
A duoc goi la can bing 6n dinh (véi thé nang hon bi 14 cyc tiéu tai vi tri nay), vi tri B
duoc goi la can bang khdng 6n dinh (véi thé ning cua bi 1a cuc dai), vi tri C 1a vi tri
duogc goi la can bang phiém dinh (v&i thé nang cua hon bi la khong doi). Trong trudng

hop nay, trang thai can bang 6n dinh & mic nhé néu tong thé nang 1a tdi thiéu. Cach
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tiép can nay hoan toan trong dwong vai cach tiép can dong hoc (dugc Whittaker dua
ra trong [14]) d6i vé6i cac hé bao toan, va né duoc biét ¢én nhu 13 phuong phap ning
luong, dinh nghia vé su 6n dinh ndy can duoc chi y dic biét va no sé 1a ciing la mot

phuong phap dugc xem xét chi tiét trong bai toan 6n dinh.

o

Hinh 1.1. Pdc diém cua cdc vi tri can bang tinh
Céc bai toan mat 6n dinh cua ciu kién da dugc nghién ciu trong nhiéu thé ky

gan day. Tuy nhién viéc xem xét van dé mat 6n dinh thong qua cac phan tich ly thuyét
ctia cac cu kién nhu vay (cot dai) méi chi dugc thuc hién khoang hai trim nim trudce.

Khi xem xét trang thai can bang cua hé ta can phai xét tgi trang thai can bang
d6 1a trang thai can bang 6n dinh hay 14 trang thai khong 6n dinh. Trong lich sir cdng
trinh bi phé& hoai do mét 6n dinh duoc théng ké kha nhiéu va trong su phat trién cua
cdng nghé xay dung di ghi nhan khéng it tai nan nghiém trong xay ra ¢ nhiéu nudc
(ké ca cac nude phét trién) vi nguy@n nhan thiét ké nhung khdng xem xét va tinh dén
day du cac phan tng dong cling nhu tinh dén sy mat 6n dinh. C6 nhiéu vat liéu da
duogc str dung trong nhitng két cau hién dai nhu két cdu nha cao tang nhu thép va cac
hop kim véi cudng d6 cao. Cac vat liéu tong hop str dung cho céc silo, bé chua, céc
cau vuot s6ng, vo tau thuy va than may bay dan dén phai sir dung cac cau kién thanh,
thanh thanh mong, tam va vé méng chiu nén va hinh dang cua cac cau kién nay tat
yéu dan dén hién twong mat on dinh dan hdi tré thanh nhirng bai toan duoc dac biét
can quan tdm. Trong tai liéu [15] cho thiy nhiéu cong trinh bi sap d6 do mét 6n dinh:
cau duong sat & Kevda — Nga nam 1875, dan cau Quebéc & Canada, nam 1907, cau
Tacoma & M§ bi pha huy thang 11/1940 do bj mat 6n dinh vi tc dung cua gid.

Phan tich ly thuyét dau tién 1a do Leonhard Euler. Mot s6 nghién ciu tiép theo
trong thé ky 18 va 19 co lién quan dén cac nghién ciru ly thuyét va thuc nghiém vé

cac bai toan 6n dinh 13 Fr. Engesser, Bresse, G.H. Bryan, Considére, W. Fairbairn,
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A.G Greenhill, F. Jasinski, Lagrange, va M. Lévy. Mot tai liéu tong quan gia tri vé
c4c bai toan 6n dinh duoc dwa ra bi Hoff (1956) [16] va Timoshenko (1953) [17].

C4c bai toan vé 6n dinh cua céac két cau da dugc nghién cau bang nhiéu phuong
phap, ching han nhu phuong phap ning lwong [18], phwong phap 13p bién phan [19],
[20], phwong phap nhidu loan dong luan [21], [22] va phuong phap cau phuong vi
phan [23]. Mot phuong phap méi dé phan tich uén va mat én dinh cua cac tim nano
hinh chit nhat duoc ké don gian da dugc dé xuat boi Mousavi va cong su [24]. Mot
bai trinh bay day du vé dang manh caa phuong trinh chi phdi hé va cac diéu kién bién
duoc thiét 1ap dya trén chudi v han cac phuong trinh cau thanh phi cuc bo cai tién.
Bén kinh hoi tu cho chudi duoc tinh toan dé dam bao cac phan tich 1a hop 18 va dang
tin cay. Nghién citu vé mét 6n dinh cua cac cot 1a trong thm nghién ciru cua nhiéu nha
nghién ctu va tro nén c6 hé théng hon trong sudt nhitng thap ky qua. Cac phuong
phap giai bai toan 6n dinh dugc trinh bay trong [13] gdm cac nhdm phuong phap
chinh la Phuong phap tinh hoc, Phuong phap dong luc hoc, Phuong phap nang luong.

Véi nhom phuong phép tinh hoc ban chat 1a tao cho hé mét dang can bang
léch khoi dang c&n bang ban dau, sau d6 tim tri sé luc téi han, xac dinh tir phuwong
trinh dic trung (hay con goi 1a phuong trinh can bang on dinh). Dé giai cac phuong
trinh nay ching ta s& sir dung phuong phap thiét 1ap va giai phuong trinh vi phan,
phuong phap luc, phuong phap chuyén vi hoic phuong phap hén hop, phuwong phap
thong s6 ban dau, phuong phap day xich, phwong phap sai phan hitu han, phuong
phép nghiém ding dan, phwong phap giai dang dan tai tung thoi diém va phuong
phap Bubnov-Galerkin. Nhuge diém khi dp dung phuong phép tinh hoc dé tim
nghiém chinh xéac cho céc bai toan 6n dinh thuong gip nhiéu khé khan, va cé thé
khong thé thuc hién duoc.

Vé6i nhom phuong phap dong luc hoc, cach giai quyét dua trén viéc thiét lap
va giai phuong trinh dao dong riéng cua hé, sau do6 tim lyc téi han biang cach xem xét
tinh chat nghiém cua chuyén dong: trong truong hop dao dong cua hé co bién do ting
khong ngirng theo thai gian ldc nay dang can bang ban dau la khéng 6n dinh; trong
truong hop nguoc lai, néu hé ludén dao dong bé quanh vi tri can bang ban dau hoic
tat dan thi IGc nay d6 1a on dinh.

V6i nhém phuong phép ning luong, cach tiép can caa phuong phap 1a gia thiét

truéc dang bién dang cua hé ¢ trang thai léch khoi dang can bang ban dau. Sau do,
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thiét 1ap biéu thirc thé ning bién dang va cong cua ngoai luc dé c6 phuong trinh diéu
kién t&i han cua hé va tim gié tri caa luc t6i han bang céch ap dung cac phuong phap
nang lugng sau: nguyén ly Lejeune-Dirichlet, phuong phap Rayleigh-Ritz, phuong
phap Timoshenko. Ta nhan thiy véi gia thiét bién dang cua hé nén két qua luc téi han
tim duoc thuong 1a gan dung va cho két qua Ién hon gia trj cua luc téi han chinh xac.
Do d6 mirc d6 chinh xéac cua két qua theo cac phuong phap ning lwong phu thudc
vao kha ning phan doan bién dang ctia hé & trang thai Iéch: ham chuyén vi duoc chon
cang gan véi duong dan hdi thuc cua thanh thi két qua cang chinh xac. Véi céch tiép
can nay thi ham chuyén vi chon truéc thoa man cang nhiéu diéu kién bién hinh hoc
va tinh hoc cang tét nhung it nhat phai thoa man diéu kién bién tinh hoc.

Céch tiép can cua ba loai phuong phéap (phuong phép tinh; phwong phap dong;
phuong phéap ning luong) la khac nhau nhung cho ciing mot két qua ddi véi hé bao
toan. Tuy nhién, ddi véi hé khong bao toan thi cac phwong phép tinh va cac phuong
phap ning lwong dan dén két qua khdng chinh xéc, Iic nay ta phai sir dung cac phurong
phap dong luc hoc.

Viéc xac dinh kha ning chiu tai thuc té cia mot cau kién doi hoi phai phan tich
d6 6n dinh chi tiét v& mat ly thuyét va tinh toan. Cac khia canh khac nhau cua Iy
thuyét chung vé on dinh dan hoi véi nhiéu bai todn cu thé co thé duoc tim thay trong
nhiéu séch va tai liéu tong quan [13], [25], [26], [27], [28], [29], [30], [31].

1.2 M hinh mat on dinh

Khi cac nguyén nhan tac dung tinh véi do 16n ma tai d6 mat 6n dinh xay ra,
két cAu dan hoi dat dén trang thai can bang ma khac biét rd rét véi trang thai can bang
trude d6 mot cach dot ngot. Khi diéu nay xay ra, chiing ta noi rang két cau dan hoi da
bi “0an” hay “léch” (buckled). Vi c6 nhitng cach khac nhau dé c6 thé dat duoc dang
can bang méi, viéc mat 6n dinh, cong, mat 6n dinh c6 thé duoc phan loai bang cach
str dung céc tinh tur thich hop thay cho tir “buckled - instability, buckling - unstable,”.

Loai mat 6n dinh dau tién duoc nghién ctru va duoc chl ¥ nhiéu 1a mat 6n dinh
loai 1 hay c6 dién hoic phan nhanh. Pic trung cta loai mat on dinh nay la khi tai
trong vuot qua gia tri toi han cua no, két cau di tir trang thai can bang 6n dinh dén
trang thai can bang rat gan vai khdng on dinh. Nhu da trinh bay & rat nhiéu tai liéu,
on dinh caa céc cot thang dai chiu lec doc truc, cc tim mong chiu tai trong doc tam,

va cé4c vanh tru I cac vi du dién hinh cua cac dang mat 6n dinh nay (Hinh 1.2).
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Mat 6n dinh loai 2 (snapthrough buckling) la hién tuong dugc dic trung boi
mét budc nhay ¢ thé nhin thdy va dot ngot tir trang thai can bang dén mot trang thai
can bang khac c6 chuyén vi 16n hon chuyén vi & trang thai can bang dau tién (cac

trang thai can bang khong lién k&). Céc vi du thuong gap thudc loai nay. (Hinh 1.3)

;
X

Tai trong N
ton han< & %
2224

[

-1 H /

a) Tém b) Thanh

Hinh 1.2. Mdt én dinh logi 1

A C
q
Téi trong
td1 han = S
0 Vom thoai
\_/ Chuyén vi
B

Hinh 1.3. Mdt 6n dinh logi 2
Mot loai mat 6n dinh khac ma Libove [32] goi 1a sy mat 6n dinh chuyén vi

hitu han. DI véi mot sb két cau, su mat dé cing sau khi mét 6n dinh qua lén dén
muc trang thai can bang mat 6n dinh chi cé thé duoc duy tri bang cach tro vé mic tai
trong trude d6. Céc vi du dién hinh cua loai nay 1a cac vo hinh tru mong dudi su nén
doc truc va mat 6n dinh hoan toan, hinh cau, vo mong dudi ap luc déu tir bén ngoai.
(Hinh 1.4), Trong Hinh 1.4a, N, biéu thi tai trong doc truc tac dung trén mdi chiéu
dai don vi, trong Hinh 1.4b, g biéu thi 4p luc déu bén ngoai, V, thé tich ban dau cua
hinh cAu va AV thé tich thay dbi trong qué trinh gia tai. Dang mat 6n dinh nay duoc
dit tén nhu vay vi véi mot chuyén vi hitu han trong luc chiu tai tua tinh ¢6 thé budc
trang thai chuyén tir mot dang can bang can bang 6n dinh dén mét trang thai can bang

méat on dinh khong lién ké trudce khi dat dén tai trong téi han co dién, P.,.



13

Tai trong
té1 han
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0 > a) Hinh try b) Hinh cu
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Hinh 1.4. Mdt én dinh nhiéu loan hizu han
Nhitng thao luan & trén cho thay rang c6 mot s6 diém tuong dong gitra mat on

dinh chuyén vi hitu han va mat 6n dinh loai 2. Cha ¥ rang, d6i voi nhiéu hé thi can
phai str dung ly thuyét phi tuyén dé danh gia cac diéu kién toi han va/hoic giai thich
hién tuong mat 6n dinh.

Phan tiép theo minh hoa cac kiéu mat 6n dinh gom dang phan nhanh 6n dinh
hay mat 6n dinh loai 1 (Hinh 1.2), mét on dinh loai 2 (Hinh 1.3) va phan nhanh khdng
6n dinh (Hinh 1.4). Khi nghién ciru cac bai toan 6n dinh, ta phai luén xem xét cac dac
trung cua tai trong.

Cho dén nay, cac loai mat 6n dinh khac nhau cuia hé bao toan duéi tac dung
tua tinh cua cac nguyén nhan ngoai da duoc nghién ctu. Mot s6 nghién ctu khac
cling da dé cap dén bai toan on dinh cia hé khong bao toan. Ngoai ra, bai toan mat
6n dinh dudi tac dung dong ciing da duoc dé cap. Mot 16p 16n cac bai toan nhu vay,
trong d6 tai trong thay doi dang sin theo thoi gian, da duoc nghién ciru bai Bolotin
[33]. Cac nghién ctru trén dugc gidi han trong cac hé bao toan véi cac co hé don gian.
Mot s6 nghién ciru ciing xét anh huang cua cac khuyét tat hinh hoc va tai trong léch
tam dén phan ung caa hé. Béi véi mot s6 mé hinh, ca hai ly thuyét chuyén vi nho
(tuyén tinh) va chuyén vi 16n (phi tuyén) duoc st dung dé so sénh. Trong [13] mot
goc léch nho ban dau 6, va viéc st dung phan tich 6 16n trén hé khiém khuyét vé
hinh hoc. Két qua 1a thé hién rd trong Hinh 1.5a. Tuy nhién, c6 thé thay ring céc
khiém khuyét hinh hoc nho cd thé gy ra viéc giam dang ké tai trong nhu Hinh 1.5b
hoac Hinh 1.5c.

On dinh cua két cAu sau phan nhanh duoc nghién ctu 1an dau tién boi Koiter

[34] va cac cOng thire sau do da duoc dua ra bai Sewell [35] va Thompson [36]. Pope
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va Thompson [35] cho thiy diém phan nhanh co thé xac dinh chinh xac (voi hé dan

hoi phire tap) bang mot dang phan tich bién dang hitu han cua Rayleigh-Ritz.

Piém phan nhéanh

P

Khéng hoan haové [
hinh hoc \ -
> 0
b) Diém phan nhanh
\
/ |
Khéng hoan hao vé
hinh hoc
> 0
c)

Diém phan nhanh

Khoéng
6n dinh

\

|
I
I

|

Khéng hoan hao vé hinh hoc

> O

Hinh 1.5. Puwong cong chuyén vi — tdi trong véi dang mat én dinh phan nhdnh
Trong tinh toan, phan tich bac nhat 1a phan tich trong d6 tat ca cac phuong

trinh can bang va dong hoc duoc viét véi hinh dang ban dau hoac khong bi bién dang
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cua két cAu. Phan tich bac hai 1a phan tich trong d6 cic phuwong trinh cin bang va
d6ng hoc duoc viét ddi véi dang hinh hoc hién tai hoic bién dang cua két ciu. Bai vi
tat ca cac két cau bién dang dudi tai trong, phuong phap phan tich ¢ tinh dén bién
dang két cau trong cong thirc cua no sé thé hién bién dang thuc té caa két ciu. Tuy
nhién, do tinh don gian cia nd, phan tich cap mot thuong dugc thuc hién thay cho
phan tich cap hai. Mac du két qua khdng chinh xac so véi phan tich bac hai, nhung
du chinh xé&c cho muc dich thiét ké néu do vdng hoic bién dang cua két cau la nho.

Phan tich 6n dinh 12 mot loai phan tich bac hai, trong d6 hé dang xem xét chiu
lyc nén [37], [38], [30]. Néu luc hoic (ng suat du 16n, hién tugng goi 1a mat 6n dinh
hodc dang léch c6 thé xay ra. Khi mat 6n dinh hoic dat téi tai téi han, hé két cau mat
d6 cung, thay ddi dang bién dang va mat kha ning chiu tai tac dung. Bai toan tinh
toan tai trong tGi han nay duoc goi la bai toan tri riéng. Tai trong téi han cua hé va
dang mét on dinh duoc lay & dang gia tri riéng thap nhat va ham riéng twong ng cua
phuong trinh.

Céc cau kién thang diing c6 chiéu dai 16n hon dang ké so véi kich thudc tiét
dién cua chung thudng dugc goi 1a cot. Cac bo phan két cau nay thuong chiu luc nén
doc truc va 1a cac bo phan chiu tai quan trong trong két ciu. Do d6, su hiéu biét vé
ing Xt cua ching 1a rat quan trong ddi véi su an toan téng thé cua mot két cau. Cac
cot thudng c6 thé 12 ngan, trung binh va dai, ty thudc vao ty & chiéu dai caa ching
véi cac kich thudce tiét dién va duge xac dinh theo tiéu chuan két cau. Cot cd thé bi
hong do 16i vat liéu hodc do mét 6n dinh hoic léch. O cac cot dai, hién twong mat on
dinh cd thé xay ra khi vat liéu van con dan hoi ¢ tat ca cac thd cua mit cat ngang.

Tai trong doc truc t6i da ma mot cot ¢ thé chiu duoc khi né sap bi mat 6n
duoc goi 14 tai trong téi han hoic tai trong mat 6n dinh. Mic du hai thuat ngit nay
dugc sir dung thay thé cho nhau, nhung c¢6 mot sy khac biét giita hai thuat ngir nay
[39]. Tai trong téi han 12 tai trong dat dwoc vé mat ly thuyét ddi vai két cau 1y tuong,
trong khi tai trong mat 6n dinh 12 tai trong thuc té thu dugc ddi véi két cau thuc. Mot
cot thang chiu tac dung ctia mét luc doc truc nho P van thiang va chi bi dich chuyén
doc truc. Dang thang cua trang thai can bing dan hoi ndy 12 6n dinh vi d6 léch do mot
lyc nho tao ra s& bién mat khi lyc bén bi loai bo. Néu tang dan lyc doc tryc P, thi s&
dat duoc diéu kién khi mét luc ngang nho s& tao ra mot chuyén vi va s& khong bién

mat khi bo luc ngang. Pidu nay xay ra vi cot & vi tri thang can bang tra nén khong on
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dinh. Luc doc truc nho nhat ma tai dé xay ra duoc goi 14 tai trong téi han. Gia trj lec
doc truc nay tai d6 mot cot c6 thé duy tri trang thai can bang & vj tri thing ciing nhu

& vi tri hoi 1éch duoc goi 1a diém phan nhanh (xem hinh Hinh 1.5).

1.3 C4c bai toan 6n dinh dan hoi

Cot 1a nhitng cu kién co ban duoc st dung nhiéu nhat, do d6 ¢ rat nhiéu
nghién ctru c6 lién quan dén tinh 6n dinh dan hoi cua cot véi cac dic trung khac nhau
vé hinh dang, vat liéu, va vé cac ung xu tinh va dong cua ching. Nghién ctru dau tién
vé 6n dinh dan hodi dugc thuc hién boi Leonhard Euler. Ong d3 dua ra phuong trinh
can bang va tai trong mat on dinh cia mot cot dan hoi chiu nén [40]. Cac nghiém
chinh xé&c vé mat 6n dinh cua céc cu kién bao gom nhiéu trudng hop khac nhau vé
cot, dam, vom, dam bo, ban va vo ¢ tiét dién thay doi, véi luc doc bién thién va céc
diéu kién bién khac nhau duoc trinh bay trong cuén sach caa Wang CM, Wang CY
va Reddy [41].

1.3.1 Thanh hai dau lién két ban 1é (P-P)

Xét bai toan Euler [15] véi thanh chiu tai trong nhu Hinh 1.6 a, véi gia thiét
mit cat ngang khong doi va duoc 1am tir vat liéu dong nhat va: hai dau ban 1& (1 gdi
tua ¢ dinh va 1 gbi twa di dong); thanh thang va chiu luc P doc truc thanh; vat lidu
tuan theo dinh luat Hooke; Luc t6i han trong truong hop P — P nay

m2El EI
P =—7—=98696; (1.2)

) lP b) lpl\/lo ) XMP
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Hinh 1.6. C4c bai toan 6n dinh Euler
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Gia tri cua P trong phuong trinh (1.1) duoc goi 1a lyc Euler, 1a gia tri nho nhat
ma c6 thé gitr dugc trang thai can bang (neutral equilibrium) caa cot ma cot van thang,
va khi vuot qua gia tri ndy cot chuyén tir trang thai 6n dinh sang trang thai mat 6n
dinh. Va luc Euler duoc goi 12 lwc téi han cua cot trong bai toan on dinh (Pe).

1.3.2 Thanh hai dau lién két ngam (C-C)
Cho thanh chiu lyc nhu Hinh 1.6b, xuat hién mé-men uén M, & hai dau,

Vai luc tai han trong truong hop nay la [15]:

)
T (1/2)?
Tir phuong trinh (1.2), cho thay rang luc téi han cua bat ky truong hop lién két

(1.2)

nao c6 thé thu duogc tir mot cot Euler twong dwong. Chiéu dai cua cot Euler tuong
duong duogc goi la chiéu dai hiéu qua caa thanh.
1.3.3 Thanh mér ddu lién két ngam va mér ddu tuw do (C-F)

Cho thanh chju lec mot dau ngam va moét dau tu do nhu Hinh 1.6¢, c6 mot
chuyén vi 8 & dau tu do va mot md-men P§ tai dau ngam. Chiéu cao hiéu qua tuong
duong cua cot Euler 1a 21 , va luc téi han cua thanh mot ¢au ngam, mot dau ty do la:

b - m2El
(212

1.3.4 Thanh mgt dau ngam va mét dau lién két ban 1é (C-P)

(1.3)

Cho cot chiu lyc nhu Hinh 1.6d, voi mé-men M, tai dau ngam va luc cat co
d6 16n M, /1 tai mdi dau caa thanh. Gia tri luc téi han trudng hop thanh mot dau
ngam mot dau ban 1& (C-P) cho bai phuong trinh:

P — ﬂ
(0,712
1.4 Bai toan dao dong phi tuyén

(1.4)

Hau hét cac bai toan thyc té trong k¥ thuat ciing nhu nhiing hién tuong trong
cudc sdng vé co ban 1a phi tuyén va ching duoc mo ta bang cac phuong trinh phi
tuyén. Thong thuong ta don gian hoa cac hién tuong phi tuyén thanh céc hién twong
tuyén tinh dé 1am dé& hiéu hon va dé giai thich hon. Nhung dé nghién ctu siu hon,
c4c hién tuong phi tuyén nén duoc coi la cac bai toan phi tuyén. Vi vay, viéc nghién

ctru c4c bai todn phi tuyén rat quan trong khong chi trong tat ca cac linh vuc vat ly
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ma con trong ky thuat va cac nganh khac. Bac biét, viéc phan tich dao dong dua trén
cac md hinh toan hoc phi tuyén doi hoi cac phuwong phap ph hop.
1.4.1 Phan logi dao déng phi tuyén
Trong co hoc ky thuat, dao dong phi tuyén dugc phan loai theo mot sb céach
khac nhau gom c6 céc loai dao dong sau: dao dong tu do, dao dong cudng birc, dao
dong khdng can, dao dong khong can, dao dong c6 can, dao dong tién dinh, dao dong
ngau nhién, dao dong cua hé mot bac ty do, dao dong cua hé nhiéu bac tu do, dao
dong cua hé v6 han bac tu do (hé lién tuc).
1.4.2 Hé co hoc mét bdc tw do phi tuyén
Xét chuyén dong cua hé co hoc mot bac ty do nhu Hinh 1.7 duoc mé ta boi

phuong trinh
mx + byX + kyex + gpe(x, %) = u(t) (1.5)

trong d6 x, x va ¥ lan luot 1a dich chuyén, van tc va gia téc ciia dao dong, m 12 khoi
luong, b, 12 hé s6 can cua luc can tuyén tinh, k. 1a hé sé do ciing cua luc dan hoi
tuyén tinh, g, (x, %) 12 ham cia cac lyc can va dan hoi phi tuyén, u(t) 1a kich dong
ngoai. Dat 2h = by /m, wy = \Jky/m , g(x, %) = gpe(x, X)/m, f(t) = u(t)/m,
phuong trinh (1.5) biéu dién dudi dang phwong trinh vi phan bac hai la

¥+ 2hx + wix + g(x, x) = f(t) (1.6)
trong d6 w, 1a tan sé dao dong tu do caa hé tuyén tinh khi g(x, x) = 0.

e —l0

pt

(@) (@)
7

Hinh 1.7. Hé co hoc 1 bdc ti do phi tuyén
1.4.3 Mgt sé hé dao dgng phi tuyén thuong gap

1.4.3.1 Hé dao dong Lutes Sarkani
Bai toan chuyén dong cuia mot vat ¢ ma sat, van toc v cua xe trén dudng nhu

mo hinh Hinh 1.8 ¢4 thé dugc md ta boi phuong trinh vi phan bac nhat
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mv + G(v) = u(t) (1.7)
:——-v(t)
m = 1)
G(v)
e D 0

Hinh 1.8. Md hinh hé mét bdc ti do chuyén déng cd ma sat
Xét truong hop G (v) 1a ham phi tuyén phu thudc van tée va huéng cua van

téc, phuong trinh (1.7) duoc biéu dién dudi dang
v+ylvl®sgn(v) = f(t) (1.8)
Phuong trinh (1.8) con duoc goi l1a dao dong Lutes Sarkani [1] véiavay la
nhitng s6 thuc duong, £(t) 1a kich dong bén ngoai (ham diéu hda vai bai toan tién
dinh hoic véi bai toan ngau nhién 1a qua trinh 6n tring Gauss c6 mat do pho S, =
const, khi d6 dao dong Lutes Sarkani dai dién cho mét I6p hé ngau nhién phi tuyén.
1.4.3.2 Hé dao dong Van der pol
H¢ dao dong Van der pol [42] dugc md ta bai phuong trinh sau
¥ — (a—yx®)x + wix = f(t) (1.9)
trong d6 a, ¥, w, 1a nhitng sé thuc duong, £(¢) 1a kich dong bén ngoai (ham diéu hoa
hozc 1a qué trinh dn trang dn trang Gauss Vai cuong do don vi)
1.4.3.3 Hé dao déng c6 can phi tuyén bdc ba
Hé dao dong cd thanh phan can phi tuyén bac ba c6 phuong trinh sau:
¥+ 2h(x +yx3) + wix = f(t) (1.10)
trong d6 h,y, w, 1a nhitng s6 thuc duong, £(t) 1a kich dong bén ngoai (ham diéu hoa

hodc qua trinh dn trang on trang Gauss trung binh khong. Hé nay khdng c6 nghiém

chinh xac.
1.4.3.4 H¢ dao déng dan hoi phi tuyén theo qui luds mi

Hé dao dong dan hoi phi tuyén theo qui luat mii dugc mo ta baoi
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¥+ 2hx + wix +yx® = f(t) (1.11)
trong d6 h, ¥, w,, 0, a 1a cac s thuc duong, thanh phan luc dan hdi phi tuyén yx@ 1a
ham l¢, f(t) 1a kich dong bén ngoai (ham diéu hoa hoic la qué trinh on trang 6n tring
Gauss.

1.4.3.5 Hé dao dong Duffing

H¢ dao dong Duffing [42] dugc mo ta bai phuong trinh
X+ 2hx + c1x + c3x3 = f(¢) (1.12)

trong d6 h, ¢, 0 1a cac sb thuc duong, £(t) 1a kich dong bén ngoai (ham diéu hoa
hoac 1a qué trinh 6n trang on trang Gauss.

Khi c; > 0, dao dong Duffing c6 mot diém can bang, duong cong thé ning
U(x) cia hé c6 dang giéng don dbi xang qua x = 0. Khi c; < 0 dao dong c6 hai
diém can bang, duong cong thé ning U (x) twong tng c6 dang giéng doi dbi xing
qua x = 0 va dat cyc tiéu tai x = +x, = +,/ks/k, nhu mé ta & Hinh 1.9

U(x) tuw)

a) Dang giéng don, ¢ >0 b) Dang giéng doi, <0

Hinh 1.9. Ham thé ndng dang giéng don va giéng doi
1.4.3.6 Hé dao dong Atlik-Utku
H¢ dao dong Atlik-Utku dugc md ta bdi phuong trinh

¥+ 2hx +yx® = f(t) (1.13)

trong d6 h,y 1a cac hing sé duong, f(t) 1a kich dong bén ngoai (ham diéu hoa hoic

la qua trinh on trang on tring Gauss.
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1.4.3.7 Dao dong véi luc phuc hoi bdc phan sé

Dao d6ng nay thudc 16p bai toan dao dong phi tuyén thuan tay [43]. Vai hé

dong luc nay, phuong trinh chi phdi hé c6 dang

¥+ c?x|x|™1=0;¢c>0,n>1. (1.14)

1.4.3.8 Dao déng diéu hoa Duffing

Dao dong nay ciing thudc 16p cac dao dong tu do phi tuyén trong d6 luc phuc
hoi 12 mot ham hitu ti chua toi gian [44]. Phuong trinh chi phdi hé la:

x3

! 1.15
T (1.15)

3

1.4.3.9 Dao dong phi tuyén c6 kha ndang mé réng hiru han

Phuong trinh dao dong véi luc phuc hoi 1a mot ham hitu ti toi gian [45] la
X
1—x?

=0 (1.16)

1.4.3.10 Dao dgng kiéu Duffing

Dao dong kiéu Duffing dai dién cho mot 16p cac bai toan dao dong phi tuyén

Vi cac ham phuc hoi dang ham Ié. Phuong trinh ¢ dang
¥+ wix +yx"tl =0,n=1.23,.. (1.17)

Trong pham vi cua luan &n, tac gia lya chon cac dao dong tu do dé khao sat
tan s6 dao dong riéng va dé xac minh d6 chinh xac va anh huong cua tinh phi tuyén

tinh dén hiéu qua cua phuong phap dé xuat duoc trinh bay trong Chuong 4.

1.5 Mt s6 phwong phap gin ding giai phwong trinh vi phan

1.5.1 Phwong phdp bién phan Rayleigh — Ritz
Trong co hoc két cau, phiém ham dugc sir dung phd bién nhat 14 thé niang
(potential energy), phiém ham nay thuong thé hién dudi dang tich phan. Khi nhic
dén phuong phap bién phan, chiing ta tim kiém céc gi4 tri caa bac tu do lam cho céc
phiém ham nay durng hoic téi thiéu. Cac phiém ham cung cap mét ki thuat manh mé
dé tao ra cac xap xi phan tir hitu han (finite element — FE).
CA thé tranh viéc phai giai cac phwong trinh vi phan bang cach ap dung phuong

phap Rayleigh-Ritz cho mot phiém ham, chiang han nhu I, ma mé ta mé hinh toan
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hoc. Két qua 1a mot mé hinh thay thé c6 sb luong hitu han bac ty do va dugc mo ta
boi cac phuong trinh dai s6 thay vi phuong trinh vi phan. Mot nghiém Rayleigh-Ritz
hiém khi chinh x4c nhung n6 s& chinh xac hon khi ¢6 nhiéu bac ty do dwoc st dung.

Xét mot chat ran dan hoi, xac dinh dich chuyén va tng suit duoc tao ra boi tai
trong. N6i chung, mot diém c6 céc thanh phan chuyén vi u, v va w. Mot nghiém
Rayleigh-Ritz bit dau véi cac trudong xap xi cho cac thanh phan nay. Mai truong 1a
maot chudi, hay duoc goi 1a ham cua toa dd, f; = f; (x,y, z) nhan véi bién d6 a; co

gia tri chua duoc xac dinh, a; ¢d thé duoc goi 1a toa d6 tdng quét, bac tu do téng quat.

l m n
u=2alfi; V= Z afi;w= z a;fi (1.18)
i=1 i=l+1 i=m+1

Mdi ham f; = f; (x,y,z) phai dugc chap nhan; nghia 1, mdi f; phai dép @ng
cac diéu Kién tuong thich va cac diéu kién bién thiét yéu. Co thé f; bat ky khong thoa
man cac diéu kién bién thir yéu, nhung lam nhu vay s& mang lai mot xap xi chinh xéc
hon cho mét s6 lugng bac ty do nhat dinh. Thong thudng, nhung khong nhat thiét, f;
1a da thuc, tu dong dap Gmg cac diéu kién tuong thich.

Ham I, 1a mot ham sé cua D; hay I, = I,(Dy, D,, ..., D). Ap dung nguyén
ly thé nang dung ta co:

oll,
oD,

oll,

oty dD 1.19
aDZ ( . )

dHP =0Vé’ldnp = dD1+ dD2+"'+ n
aD,

Bac tu do cua bai todn la n bién do a;. 1, tré thanh mot ham caa bac tu do a;,
gidng nhu I, 12 mot ham cua céc bac ty do D; trong phuong trinh (1.19). Theo
nguyeén ly thé nang dirng, hé can bang duoc xac dinh bgi n cac phuong trinh dai 6
Sau:

o,
aai

=0 v6ii=12..,n (1.20)

Sau d6, giai phuong trinh (1.19) véi céc gia tri cua a;, truong chuyén vi caa
(1.18) duogc xac dinh. Pao ham trudng chuyén vi thu duoc bién dang va thong qua
méi quan hé bién dang-tng suit ta c6 trudng ng suét tuong Gng.

Viéc giai bai toan trai qua hai budc, dau tién l1a thiét lap mot ho cac ham thu

cua nghiém c6 thé chap nhan duoc. Budc hai 1a &p dung mét tiéu chuan (¢ déy 1a tiéu
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chuan thé nang dirng ddi véi I1,) dé chon dang tét nhat cua ho cac ham. Khi cac tiéu
chuan dugc &p dung thi d6 chinh 1a cac phuong phap sé du trong s6

Céc tng dung chinh xac cta nguyén ly nang luong dung véi hé lién tuc doi
hoi sir dung cac tinh toan cua céc bién thé. Céch tiép can véi bai toan tim céc dang
can bang cua két cau c6 hai diém han ché. Thi nhat, cac phép tinh bién phan duoc sir
dung 1a qua phirc tap dé giai quyét bai toan thong thuong. Ther hai, chi c6 cac phuong
trinh vi phan va khong thu dugc nghiém chinh xac cua caa né. Tuy vay, cé mot
phuong phap ma dua vao nguyén ly thé nang c6 thé duoc &p dung xap xi; goi la
phuong phap Rayleigh-Ritz [15], khong c6 hai nhugc diém noi trén. Trong phuong
phap nay, nguoi ta gia dinh mot hinh dang pht hop véi su bién dang caa hé va do do
lam giam no tr mot hé vo han bac tu do thanh mot hé hé hiru han bac tu do. Nguyén
ly thé nang dirng sau d6 truc tiép dan dén cac hé can bang, va chi tinh toan cac vi
phan thuong trong qua trinh tinh toan.

Mot vi du xac dinh luc toi han caa thanh mot dau ngam, mot dau ty do nhu
Hinh 1.6¢. Bai toan tim lyc ti han [15] 1a két qua twong dwong tim hinh dang cua
chuyén vi ma can bang van xay ra va bai toan nay duoc giai quyét tir diéu kién tong
thé ning cua dang bién dang dau tién. Puong cong bién dang duogc gia thiét dudi
dang dathtcy = A + Bx + Cx?, hai hang s6 cua biéu thirc nay duoc tinh toan tir
cac diéu kién bién tai ¢dau ngam cua thanh, ta c6 luc téi han 1a

_ 3EI (1.21)
lZ
So sanh vai nghiém chinh xac luc Euler 12 m2El/412, ta thay sai s6 & 21,6%

Luc nén doc chinh xac s& co dugc néu mot chudi vo han chuyén vi duoc gia

thiét. Mot nghiém tt hon v6i phuong trinh (1.21) véi s6 tham s6 tang tir 1 1én 2 trong

ham chuyén vi gia thiét (ham thir). Véiy = Cx2+ Dx3, ta 6 lyuc téi han sé 1a
2 El

2,4859 = — = Py = 24859

Gia tri nay sai s6 voi gid tri chinh xac cua Euler 1a hon 1%, ching ta thay su

gia ting dang ké vé& d6 chinh xac dat duoc bang cach ting sb luong cac sé hang trong
ham chuyén vi gia thiét. N6i chung, dang chuyén vi s& phirc tap hon khi thém nhiéu

s6 hang dé c6 dugc mot két qua rat chinh xac.
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1.5.2 Phwong phdp sé dw trong sé

Biéu thirc toan hoc ciia mot bai toan vat Iy cé dang, trong mién V:
Du—f=0 (1.22)

Vi du: véi mot trang thai truyén nhiét déu trong vat liéu dang huéng khong co
su phat sinh nhiét bén trong, D la toan tir vi phan, u la nhiét 46 T, va f = 0. Bai toan
biéu dién trong dang manh béi phuong trinh (1.22) va diéu kién bién xap xi, don gian
la phuong trinh vi phan thoa man tai moi diém bén trong va diéu kién bién tai mdi
diém & bién. Mot ham xap xi i sé khdng thoa man tai moi diém cua phuong trinh
(1.22). Vi vay sé du R = R(x) trong mién V:

R=Di—f (1.23)

L4y i 14 t6 hop tuyén tinh cta cac ham don gian, dién hinh i 1a mot da thuc n
s6 hang trong d6 s6 hang thtr i 1a nhan véi bac tu do téng quat a;. Véi n gia tri cia
a; duoc chon dé R 1a nho. Theo phuong phap sé du trong sd, gia trj cia a; thoa man

biéu thuc cua phuong trinh chi phdi trong dang yéu caa chiing
[W,RAV =0 véii=1,2,...,n (1.24)

trong d6 mdi W; = W;(x) la mot ham trong sb. Trong phuong phap sé du trong s6
Galerkin, mdi W; la truc giao véi a; tuong ng trong . Cac phuong phap s6 du
trong sé khac s& duoc thao luan chi tiét & muc sau.
1.5.3 Swkhdc nhau gi#a cdc phwong phdp sé dw trong sé

Pé giai thich ngan gon phuong phap s6 du trong s (weighted residual methods
- WRM), chting ta giai thich dinh nghia “sé du, phan du — residual” bao gdm phan
du trén bién. V&i phuong phap Galerkin, bién phan du khong dugc thé hién rd béi vi
tich phan ting phan lién quan dén diéu kién bién ty nhién. Gia st rang, nghiém xap
Xi 1 12 mot ham toa d6 x va bac tu do tong quat n. {a} = [a, a, ... a,]”, nhiing gia

tri s6 nay da duoc xac dinh. Ta c6

R = R({a},x) = Dii — f (phan du trong mién V) (1.25)

Rs = Ry({a}, x) = Dgii — g (phan du trén bién S cua V) (1.26)
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trong d6 Dg 13 mot toan tir vi phan. Chuang ta tim kiém phan du nhé nhat theo mot vai
dinh nghia, trong khi cac phuong trinh du dé giai vai n gia tri cua a;. Trong s6 cac
phuong phap s6 du trong sd, phuong phap Galerkin 1a phwong phap duoc biét dén
nhiéu nhat.

Trong phuong phép “dn dinh diém” — (collocation or point collocation), phan

du duoc dat gia tri 0 tai n vi tri x;

R({a},x) =0 Vé&i i=1,2, ..., j-1 (1.27)

Ri({a},x;) =0 voii=j, j+1, ..., n (1.28)

Khi j < n, cac diéu kién khac trén bién S Ia khong xuat hién. Su phan bo cac
diém sip xép gan nhu déu hoic c6 thé day dic trong mot mién quan trong nhat.
Trong phuong phap “mién con”, hoic goi la “dn dinh mién con”, tich phan cua

phan du trén n phan vi phan cia V va S 1a dugc cho bang 0.

j R({a}, x)dV; = 0,v6i i=1,2, ..., j-1 (1.29)

fRS({a}, x)dS; = 0,v6ii=j,j+1, ..,n (1.30)

Trong phuong phap “bink phwong nhé nhat”, con goi la “binh phwong nhé
nhat lién tuc”, cac a; dugc chon dé tbi thiéu mot ham I

ol =0,voii=1, 2 1.31
Bai_ ,voii=1,2,..,n (1.31)

Vi ham I duoc hinh thanh bai tich phan caa binh phuong phan du
I= f [R({a}, )12V + & f [Rs({a}, )]2dS (132)

Trong d6 a. la mot hé sb tiry ¥ ma thoa man dé thu dugc thi nguy@n thuan nhat,
va ciing thoa man nhu mét sé phat (penalty number). Cac gia tri o cang 16n phan anh
muc do quan trong R Véi R.

Trong “binh phuong dn dinh nhé nhat”, ciing goi la “bink phirong diém nho
nhat” va “dn dinh virot qud - overdetermined collocation”. Tir (1.31), nhung I duoc

m6 ta nhu 1a téng ciia binh phwong phan du tai m diém, véim > n:
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j-1 n
I'= ;[R({a}, x)I? + a;ms({a}, x)]? (1.33)

Phuong trinh (1.33) thu dugc n phuong trinh véi n hé sé a;, tham chi khi
m > n. Néum = n phuong phap tré vé phuong phap 4n dinh diém don gian.

Nhdn xét: tinh chat chung cta phwong phap Galerkin va phuong phap sb du
trong s6 MWR khac dugc mo ta bang phuong trinh

j W,Rpdl = 0 (1.34)

trong d6 R dai dién cho R (va ciing cho Rg) vaT dai dién cho VV (va ciing cho S).
Tinh truc giao thé hién trong cong thac (1.34) va cac phwong phap sé dw trong sé
khac nhau trong viéc dinh nghia ham W,;. Trong phuong phap Galerkin W; =
d1i/da;. Trong “phwong phap dn dinh” va “phirong phap mién phy”, W; la delta don
vi hay cac ham buéc ma khac khong tai cac diém chic chin hay chinh xac trén mién
con. Trong “phwong phdap binh phwong nhé nhat” W; = 0R/da;. Phuong trinh (1.34)
chi ra rang phan du Ry, trong sb bai thira s6 W;, c6 mot gia tri trung binh khdng trén
mién I'. Thu dugc mot nghiém tir phuong trinh (1.34) twong tu voi thu duoc nghiém
tir biéu thire bién phan 617 = 0 trong mot bai toan ma ham I7 kha dung.

Tat ca phuong phap s6 du trong s thu duoc mot phuong trinh dai s6 dang
[Al{a} = {c}, dé giai cac a; trong ham xap xi . Thiét lap cac phuong trinh la tuyén
tinh néu D 1a toan tir tuyén tinh. Trong phuong phap Bubnov-Galerkin va tat ca cac
phuong phap binh phuong nhé nhat, ma tran hé sé [A] 1a dbi xang. Phuong phap sap
xép, mién con, va Bubnov-Galerkin cé thé tao ra mot ma tran [A] bat d6i xang. Trir
khi @ nghiém chinh xac, mot ham @ da cho s€ khac nhau véi su lua chon khac nhau
cua cac diém sap xép, mién con, hay o trong phuong trinh (1.32), (1.33) .

Trong phuong phap binh phwong nho nhat ¢6 khuynh huéng tao ra mét tinh
trang xau cia ma tran A, va mac du cho phép “diéu chinh” boi hé s6 «, nghiém ciing
c6 thé anh huong kha 16n boi phan du thir yéu. Béi vi trong sé 1a W; = 0R/da;, ca
hai R va W; chira dao ham cung bac. Vi vay, trong phuong phap binh phuong nho
nhét lién tuc, tich phan tirng phan khong thé giam bac cua vi phan trong cac tich phan.

Vay néu dao ham bac 2m xuat hién trong R, hinh thanh cong thiac FE yéu cau i thé
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hién cac phan tir lién tuc cia dao ham bac 2m — 1. Bac caa phan tir lién tuc c6 thé

giam tir viéc xay dung lai cdng thirc khi thiét 1ap cac phuong trinh vi phan bac nhat.

Ve e
P
— —> > —> —> > X, u
A E —
o q=cx

Ao, €—> A(o, + doy)

—»dx<—

Hinh 1.10. Thanh dan hoi tiét dién khong d6i chiu tai trong doc truc P va lyc
thay d6i tuyén tinh doc truc q = cx, ¢ la hang sd
Bai toan nhu Hinh 1.10 [46] véi két qua thé hién trong tir Bang 1.1, truong
hop dac biét P = 0 va gia tri don vi cua 4, E, ¢ va L. C6 thé néi rang mot ham 4 da

cho, két qua khac nhau khi chon diém sap xép va cac mién con khac nhau.

Bang 1.1. Két qud tinh todn vi dy Hinh 1.10
S6 lugng vavi  Nghiém Phuong  Phuong phap Phuong phap  Phuong

tri chinh phap an  miénphuva an dinh diém phap
xac  dinhdiém binh phwong binh phuong  Galerkin
t6i thicu t6i thiéu
utaix=L;/2 02292  0,1250 0,1875 0,2500 0,2292
u tai x=L; 0,3333  0,1667 0,2500 0,3333 0,3333
u tai x=0 0,5000  0,3333 0,5000 0,6667 0,5833
u' tai x=L;/2 03750  0,1667 0,2500 0,3333 0,3333
u’ tai x=L; 0 0 0 0 0,0833

Phuong phap Galerkin thé hién tinh truc giao cac ham trong sé W; véi cac hé
s6 a;, dugc biét dén la phuong phap Bubnov — Galerkin (dwoc goi chung la phuong
phap Galerkin). Co mot bién thé ciia phwong phap Galerkin duoc goi la phuong phap
Petrov-Galerkin, trong d6 mot vai hoic tat ca cua W; la duoc chon khac nhau khi truc
giao véi a;, didu nay cho mot két qua khac véi két qua thu dugc tir mot ham (néu ham
nay ton tai). Phuong phap Petrov-Galerkin thuong dugc ding trong co hoc chat long.

Néu mét ham co thé duoc xay dung ma thu duoc tir phuong trinh vi phan chinh
cua bai toan, thi phwong phap Galerkin va phwong phap Rayleigh-Ritz thu dwec
cling mét két qua khi ca hai sir dung cing mét ham xap xi %i. D& dang thay tir vi
du cho ¢ Hinh 1.10 va mot so sanh vé két qua trén véi két qua xap xi duoc cho trong

[46], phuong phap Galerkin phi hop véi két qua bai toan thu duoc bang phuong phap
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Rayleigh-Ritz. Phuong phap Galerkin 1a mot trong nhiéu phwong phap sé du trong
s, tat ca cac phuong phap nay nham chon cac tham sb trong ham tha xap xi dé thu
duoc két qua gan dung tét nhat.
1.5.4 Phwong phdp Galerkin va tinh truc giao ciia phan dw phwong trinh
véi cac ham thar

Str dung phuong phap gan dung Rayleigh — Ritz trong phan tich 6n dinh. Mot
k§ thuat trong tu thu dugc nghiém xap xi 1a phuong phap Galerkin. Khac biét chinh
giita hai phuong phap nay 1a phwong phap Galerkin giai quyét truc tiép tir phwong
trinh vi phan trong khi phwong phap Rayleigh-Ritz tip trung vao nang lwong

cua hé [15]. V&i yéu cau tong thé nang thanh hai dau ban 1€ c6 gi4 tri tdi thiéu, ta co

l
[ 1y + py") Gy)ax + @1y @yTh = 0 (1.35)

S6 hang dau tién trong biéu thirc nay chira vé trai ciia phuong trinh vi phan
nhan véi dich chuyén nho tiy y ciia ham chuyén vi. S6 hang thir hai chira cac diéu
Kién bién cua thanh.

C6 thé xap xi chuyén vi caa cot bang mét loat gom n ham doc 1ap g;(x) nhan

Vvé6i hé s khong xac dinh (a;).

n

Yapp = algl(x) + a9, (x) + -t angn(x) = z aigi(x) (136)

i=1
Véi mdi ham g;(x) thoa man diéu kién bién hinh hoc va tu nhién, thi sé hang
thi hai trong phuong trinh (1.35) bién mét khi thay y bang y,,,. D¢ 1am cho sé hang
thir nhat trong phuong trinh (1.35) bang véi 0, cac hé s6 a; s& dugc chon Ma Y,
thoa mén phuong trinh vi phan. Thuc hién thay thé, trong d6 tao ra vé trai cia phuong

trinh vi phan khi thay thé y bang Q va duoc dinh ngha:
d* d?
_ 1.37
Q=El—— +P— (1.37)

Va thay thé hang loat ham xap xi chuyén vi cua cot bang ¢

¢= Z a;g;(x) (1.38)
i=1

T phuong trinh (1.35) nghiém xap Xi y,p, €6 dang:
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l
| 0w Gpax =0 (1.39
0
Tir 6 ¢ 1a ham cua n tham sé a;,
_ 09 d¢ ¢
6= ia, éa, + 3a, da, + -+ Ja, day,
= g:(x)da; + g,(x)da, + -+ gy,(x)da, (1.40)

n
= Z gi(x)da;
i=1

Tur mbi quan hé nay, phuong trinh (1.39) 6 thé dugc viét lai

l n
(xX)8a; dx = 0 1.41
LQ(@;g(x) a; dx (1.41)

Gia sir rang n ham g; (x) st dung Vi xap xi v 1a doc 1ap véi nhau, phuong
trinh (1.41) c6 thé gidng nhau véi mdi sé hang bang khong trong n sé6 hang cua

phuong trinh déu bang khéng. Nhu vay

l
J Q(d)g;(x)6a; dx = 0, véii=1,2,..,n
0

Doa; latuyy

l
j Qg(x)dx =0, v6ii=1,2,..,n (1.42)
0

Cac méi quan hé dugc cho boi phuong trinh (1.42) duoc goi 1a phuong trinh
Galerkin. Di voi mot bai toan nhat dinh bat ky ham chuyén vi gia dinh ma phu hop
Vi cac diéu kién bién va phuong trinh Galerkin s& 12 mot nghiém gan ding cta bai
toan. Phuong trinh nay thé hién tinh truc giao giita n ham thir va phan du. Néu c6
n s6 hang trong ham chuyén vi gia dinh, s& c6 n phuong trinh cho boi (1.42). Trong
mot bai toan can bang cac phuong trinh n ¢6 thé duoc giai quyét cho n hé s6 chua
biét trong cac ham chuyén vi gia dinh. Trong maot bai toan ubn doc tuyén tinh cac
phuong trinh n s& 1a thuan nhét, va luc téi han c6 dugc bang céch thiét lap cac dinh
thirc ciia chiing bang khéng.

Dé minh hoa viéc sir dung phuong phap Galerkin dé tinh lyuc téi han caa thanh
mot dau ngdm mot dau ban 18 nhu Hinh 1.6d. Budc dau tién 1a chon mot hinh dang
chuyén vi thoa mén cac diéu kién bién. Mot ham nhu vay thuong co thé thu duoc

bang céch lay liy thira hang loat va uwéc luong nhiéu hang sé tly y nhat ¢ thé tir cac
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diéu kién bién. Ta thu duoc duong cong bién dang phu hop vai thanh mot dau ngam
mét dau ban I& theo phuong trinh (1.43). HAm nay thoa man tat ca diéu kién bién cua
thanh mot dau ngam, mot dau ban 1& va s& dugc sir dung nhur mot ham dé xap xi voi

duong bién dang cua thanh nay.
y = A(x® — 31x3 + 2x*) (1.43)

Budc hai trong phuong phap Galerkin 1a thiét lap trang thai can bang bang
cach cho ham gia thiét thoa man phwong trinh (1.42). Néu ¢ duoc cho bai biéu thirc
trong (1.43) thi Q(¢) phu hop véi (1.37) ta co

Q(¢) = A[48EI + P(24x* — 18lx)] (1.44)

Tu phuong trinh (1.38) ta co
g(x) = xI3 — 31x3 + 2x*
Thay thé hai biéu thirc nay vao (1.42) ta co:
!
jA[48EI (xI3 — 31x3 + 2x*%)

0 (1.45)
+ P(2413x3 — 72x°1 + 48x° — 181*x? + 541%x*

—36lx%)]dx =0

Tich phan xac dinh nay cho ta

L (36EIC 12PN\ o 21K ”
— — = = .
5 35 cr l2 ( )

Bang 1.2. Tong hop két qud thanh C-P theo phirong phéap Galerkin

o Dang W (E1=1) Gia tri luc téi han Sai s6 (%)
Pole PGalerkin Pote — PGalerkin
1 3x?(l —x) M /4l 21,0000 4,2595
2 3x3(L —x) M /4l 32,8000 62,8434
3 x?(L—=x)(3l —2x) M/4 © 22,4211 11,3147
4 3x*(l—x) M /4l § 47,1429 134,052
5 x*(71® = 9xI* - 2x*) M /10 8 21,8042 8,25201
6 3x*(Bl = 2x)(l —x) M /4 33,1189 64,4274
7 x3(713 —9x1? — 2x3) M /10 34,5291 71,4279
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Khi so sanh vai gia trj chinh xéac cua luc toi han Euler tir két qua cua (1.4) 1a
20,1906E1/1% voi sai s6 4,0087962%. Tinh toan twong tu VGi cac ham thoa man

diéu kién bién trong Bang 1.2.

Nhu vay, phuong phap Galerkin thudc vao hudng tiép can sé du cé trong sd,
trong khi phuong phap Rayleigh-Ritz d6 1a dya trén hudng tiép can kiéu bién phan
[47]. Huéng tiép can s du c6 trong sb va mdi quan hé caa né véi huéng tiép can
bién phan, co thé tham khao céc phan tich tong quan chi tiét caa Finlayson va Scriven
[48], va Leipholz [49]. Barati va Zenkour [50] da nghién ctru thg xtr dao dong tu do
ctia Vo composite dang nano xdp duoc gia cudng bang cac phién nho graphene. Lép
V6 gia cudng duoc md hinh héa théng qua ly thuyét bién dang cit bac nhat va phuong
phap Galerkin duoc trién khai dé nhan duoc cac tan s6 dao dong riéng. Sofiyev [51]
thiét 1ap phuong trinh chuyén dong cua dao dong dong tu do phi tuyén caa cac vo tru
tryc hudng cd vat liu co tinh bién thién (FGM) ma c6 xét dén cac (ng suat cat bang

viéc str dung ly thuyét vé phi tuyén.

Déi véi khia canh tinh toan s6, dau tién ta cha y dén sy hoi tu cia phuong phap
[52], [53]. M6t phuong phap nut bién Galerkin da duoc Li va Zhu [54] dé xuat dé
giai cAc bai toan gi tri bién. P c6 cac phan tich 1y thuyét va hi tu ciia phuwong phap
nay. Ding va cong su. [55] da khao sat su hoi tu caa phuong phap Galerkin dbi véi
phan ung dong cua mot dam dan hoi nam trén nén phi tuyén véi can nhét, khi chiu
tai trong tap trung di dong. Su phu thudc cia do hoi tu cua phuong phap Galerkin vao
cac diéu kién bién, chiéu dai nhip va cac tham sb cua hé khac di dugc nghién cau.
Nhiéu nghién ciru khac nhau vé phuong phap Galerkin da dugc phét trién dé ting toc
d6 hoi tu cua cac nghiém xap xap xi. Néu phuong trinh chi phdi hé duge cho trudc,
d6 chinh x&c cua phuong phap Galerkin dugc xac dinh bai quy trinh Galerkin da dung
va boi cac ham thir dugc chon. Gan day, Elishakoff va cong su [56] chi ra rang, dbi
v6i mot dam don gian c6 tiét dién giat cp, chiu tai trong phan b déu, viéc trién khai
can than phuong phap Galerkin s& hoi tu dén nghiém chinh xac, trong khi d6 viéc
trién khai Galerkin don thuan thi khong hoi tu vé nghiém chinh xéac. Téc gia Issac
Elishakoff va Damien Boutur [57] trinh bay mot sé tré ngai cua phuong phap
Galerkin lién quan dén 6n dinh ciia cot ¢ tiét dién thay d6i dang bac thang véi mo

men quén tinh thay d6i duoc biéu dién dudi dang ham tdng quat c6 ké dén su xuat
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hién cac dao ham cua ham Delta Dirac trong phuong trinh chi phéi hé. Trong [57]
cling c6 nhic dén céc cac nghién ciru vé phuong phap Galerkin va di véi cac dam
cd tiét dién thay doi nhiéu budc, mot s6 nghiém dong va ki thuat tinh toan trinh bay
trong bai bao cua Failla [58], Skrinar [59], va Cheng va cong su [60]. M6t s6 cong
trinh nghién ctu vé ap dung phuong phap Galerkin cu thé 1a: Bert va cong su [61] so
sanh hiéu qua cua cac k¥ thuat tinh toan khac nhau, Elishakoff va Zingales [62] da
minh hoa su hoi tu ctia phuong phap Galerkin cho nghiém chinh xac bang céach tinh
t6ng cac chudi vo han. Lal va Yu [63] di ap dung phuong phap Galerkin cho cac bai
toan dong, Laura va Cortinez [64] xu 1y cac lily thira khéng nguyén trong cac ham
thir va téi wu hoa lién quan cua tri riéng, Meirovitch va Kwak [65] va Prasad va
Krishna Murthy [66] phuong phap phan tir hitu han Galerkin cho céc bai toan dao
dong va Flax [67] udc tinh tan sé tu nhién caa dam va tim co tiét dién thay doi.

Trong cong trinh da cong bo s [3], s6 [4] ctia nhom tac gia dé xuat mot phuong
phap phan tir hitu han thoi gian bac cao duwa trén cong thic bién thién xac dinh tuong
duong voi dang phuong trinh chi phdi manh thong thudng trong dong luc hoc két cau
cling 12 mot dang phwong trinh diéu chinh trong phuong phap s6 du trong so, trong
dé ham trong sb phu thudc vao thoi gian.

Vi dy, dbi véi két cau trong bai toan mot chiéu, toan tir lay trung binh thong
thudng duoc sir dung chinh 12 phép tich phan trén toan toan bo chiéu dai két cau. Vi
ly do nay, phép lay trung binh théng thudng co thé duoc coi la phép lay trung binh
toan cuc. Khi sir dung hudng tiép can dbi ngau, c6 thé thay vi st dung toan tir lay
trung binh toan cuc, thi ta ¢ thé xem xét toan tu lay trung binh cuc b va tich hop n6
vao phuong phap Galerkin. Dya trén khai niém vé doi ngau nay, Anh va cong su [10]
dé xuat xem xét & mirc d6 todn cuc ddi vai tiéu chi sai s6 binh phwong binh quan cuc
bo cia phuong phép tuyén tinh héa twong duong ngiu nhién. Phan tich bang sé cua
mét sé hé phi tuyén dién hinh chiu kich thich caa 6n tring cho thay do chinh xac cua
tiéu chi dé xuat nay duoc cai thién dang ké so vai tiéu chi sai s6 binh phuong binh
quan co dién. Mot sb biéu thuc xap xi cua ty sé diéu chinh tbi vu cua thiét bi TMD
dugc gan véi mot két cau tuyén tinh co c6 can da dugce dé xuat [11] bang céch st
dung phuong phap tuyén tinh hoa twong duwong duoc cai tién theo tiéu chuan doi
ngau. Phuong phap tuyén tinh héa twong dwong va tiéu chuan ddi ngau co trong sd

dugc trinh bay & Chuong 2.
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1.6 Két luan chwong 1

1. Chuong 1 trinh bay cac mé hinh mét 6n dinh va Iy giai vé tai trong t&i han
cling nhu dudng cong gitra chuyén vi va tai trong dang mat 6n dinh phan nhanh déng
thoi cac phuong phap giai bai toan 6n dinh dd duoc biét dén nhu: a) Phuong phap
tinh hoc; b) Phwong phap dong luc hoc; ¢) Phuong phép ning luong. TOm tat cac bai
toan 6n dinh dan hdi va bai toan dao dong dao dong mot bac tu do phi tuyén va mot
s6 hé dao dong phi tuyén thuong gap.

2. Chuong nay trinh bay tdng quan vé cac phuong phap giai cac bai toan 6n
dinh dan hoi va nghiém chinh xac cua cac bai toan nay dong thoi ciing chi ra tinh chat
chung cua cac phuong phap gan dung cu thé 1a Rayleigh-Ritz, cac phuwong phap sb
du trong s6 (MWR) va su khac nhau cua cac phuong phap va dac biét 1a tong quan
cac nghién ciru &p dung gan dung bang phuong phap Galerkin — 1 phuong phap gan
dung kha hiéu qua va don gian trong tinh toan va thé hién qua tinh tryc giao gitra
phan du voi ham thir va tac gia nhan thay c6 thé stra d6i toan tir 1y trung binh chinh
la tinh chat tryc giao va co thé cai thién d6 chinh xac cia nghiém gan dung.

3. V&i mot sb nghién cau trude day vé bai toan 6n dinh véi tiét dién thay doi
cling 1a mot d6i twong dé tac gia nghién ciru va dé& xuat mot cong cu tinh toan hiéu
qua hon va két qua caa chuong nay dé 1am co s so sanh véi viéc phuong phap tuyén
tinh hoa d6i ngau co trong sé duoc trinh bay & Chuong 2 va phét trién tinh chat truc
giao dé xuat & Chuong 3 Vi c4c bai toan 6n dinh dé xac dinh luc téi han dong thoi
phat trién tinh chat tric giao théng qua céch tiép can maéi cua tiéu chuan déi ngau co
trong s6 cua tuyén tinh hoa twong duwong cho hé dao dong phi tuyén dé xac dinh tan

s6 dao dong tu do s& dugc trinh bay & Chuong 4.
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CHUONG 2. PHUONG PHAP TUYEN TiNH HOA TUONG DUONG

2.1 Giéi thiéu

Trong nhiéu linh vuc khoa hoc va ky thuat, kinh té va logictics, thudng can
giai quyét cac bai toan tdi vu hda da muc tiéu (multi-objective optimization - MOO)
trong do viéc ra quyét dinh theo nhiéu tiéu chi can dugc thuc hién véi su hién dién
dé)ng thoi cia hai hodc nhiéu muc tiéu. Cac két qua duoc dé cép dén nhat c6 thé duoc
tim thdy bang cach st dung céc triét Iy khac nhau. Trong sb cac phuong phap MOO
[68], [69], phuong phap tong co trong sb tiép tuc 1 mot trong nhitng phuong phap
don gian nhat va duoc str dung rong rii nhat dé chuyén do6i bai toan ban dau véi da
muc tiéu thanh bai toan t6i uu héa don muc tiéu, con duoc goi 1a phuong phap tiép
can theo ty 18. Trong phuong phap tong c6 trong s6 [70], mot tap hop cac muc tiéu
duogc chia ty I¢ thanh mot muc tiéu duy nhét béng cach nhan tirng muc ti€éu v1 mot
trong sb twong ddi lién quan dén ting thudc tinh. P c6 nhiéu cach tiép can khac nhau
dé xac dinh trong s, duoc thé hién trong cac téng quan toan dién [71], [72], [73],
[74]. Tir d6, can luu  tir mot cude thao luan quan trong do Marler va Arora [71] cung
cAp: “Gid tri ciia mét trong s6 cé ¥ nghia khéng chi so véi cdc trong s6 khdc ma con
lién quan dén ham muc tiéu twong vmg cia né. Pdy la mét y twéng phan bién, mdc
du no thuong bi bo qua ™.

Mit khac, cac bai toan MOO ludn gin 1ién véi cac mo hinh cu thé trong cac
linh vuc noi trén, chiing thudong dugc mo ta boi cac hé dong hoc. Thuc té 1a cac hé
dong hoc phi tuyén 1 van dé chinh can quan tdm vi tinh phi tuyén vén c6 trong hau
hét cac hé thuc. Tuy nhién, khong nhiéu hé dong luc hoc phi tuyén c6 10i giai chinh
xéc [75], [76] . Do dd, trude tién ngudi ta nén ap dung mot phuong phap dé wdc tinh
hay x4p xi cac dap tmg. Trong s6 cac phuwong phap phan tich gan diing, tuyén tinh
hoéa twong duong 1a mot trong nhiing cach tiép can don gian nhat dé thyc hién diéu
nay. Su khoi ddu ctia phuong phap c6 lién quan dén nghién ctru cua Kryloff va
Bogoliubov trong [75], trong d6 hé phi tuyén mot bac tu do duoc thay thé bang mot
hé tuyén tinh v&i hé sb tuyén tinh hoa twong duong phu thudc vao bién d6 cua dap
mg. Y tuéng hidu qua nay sau d6 da duoc tong quéat héa thanh cong cho truong hop
ctia hé phi tuyén ngiu nhién bai Caughey [7] ngudi di dé& xuit binh phuong trung

binh cua sai so thay thé. Pé xuat nay di dan dén mot bai toan to6i wu hoa don muc
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tiéu, toan cuc duoc diéu chinh béi y tudng thay thé trong duong, trong dé sai s trung
binh binh phuong chinh x4c 14 ham don muc tiéu duy nhat va hé sé tuyén tinh hoa
tuong duong 1a cac bién quyét dinh. Dya trén cac loi thé toan hoc ctia tuyén tinh hoa
trong duong, mot loat cac tiéu chuan di dugc phat trién véi cac ki thuat méi va cai
tién, sang tao. Vai nam mot lan, ¢6 nhirng ban tom tit toan dién vé nhirng thanh tyu
m&i trong viée tuyén tinh hoa twong duong ngiu nhién, ddng chu ¥ trong sb d6 13 cac
danh gia cta Spanos [77], Roberts [78], Socha and Soong [79], Socha [80], [81],
Falsone and Ricciardi [82], Elishakoff [5], Proppe va cong su [83], Crandall [84],
Elishakoff and Crandall [85].

C6 thé thy rang su tién trién cta tuyén tinh hoa twong dwong ngau nhién manh
hon nhiéu so véi tuyén tinh hoa twong duong tién dinh. Trén thyc té, trong ciing
khoang thoi gian, chi c6 mot s6 phat trién déang chi ¥ vé tuyén tinh hoa twong duong
tién dinh, chang han nhu céc tiéu chuan duoc dé xuat boi Adelberg and Denman [86],
Sinha and Srinivasan [87], Agrwal and Denman [88], Anh va cong su [89],
Chattopadhyay and Chakraborty [90], Beléndez et al. [91]. C4c (mg dung cua tuyén
tinh hoa tuong duwong cho ca truong hop phi tuyén tién dinh va ngiu nhién da dugc
chira ré“mg céc tiéu chuan d6 co két qua tdt véi do chinh xac nhat dinh va mot sd mire
phi tuyén. Tuy nhién, viéc tap trung vao do chinh xac va anh hudng cua tinh phi tuyén
dén hiéu qua cua cac tiéu chuin van chua duoc nghién ctru k§. Bén canh do, céc tiéu
chuan c¢6 xu huéng bi gidi han chi c6 mot ham don muc tiéu.

Mot cach hiéu méi vé ¥ tudng thay thé twong duong trong viée xir 1y truc tiép
mot dai lugng dic trung cua tinh phi tuyén gan day da duoc trinh bay trong [8], [10],
[92], [93], [94], [95], [96], [97], [98]. P 1a tinh ddi ngdu cua cic qua trinh thay thé
tuong duong. That vay, cach tiép can ddi ngiu goi ¥ rang viéc thay thé hé phi tuyén
ban dau bﬁng mot hé tuyén tinh twrong duong, con dugc goi la sy thay thé luot di, can
dugc xem xét cung voi sy thay thé lugt vé tir hé tuyén tinh trong duwong sang hé phi
tuyén ban dau. K¥ thuat két hop tuyén tinh hoa tuong duong nay duoc goi 1a tuyén
tinh hoa twong duong d6i ngiu. Phuong phap tiép can dbi ngau 1an dau tién dugc Anh
[92], [95], dé xuat, va sau d6 dugc Anh va cong su phat trién. thanh mot s tiéu chuan
d6i ngau , [8], [10], [93], [94], [96], [97], [98] 4p dung trong tuyén tinh hoa twong
duong ngiu nhién. Viéc hién thuc héa céc tibu chuan nay, co thé dugc coi 1a mot

dang tong quat, 13 tiéu chuan dbi ngau co trong sb (the weighted dual criterion - WDC)
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[96], [97]. Theo cach tiép can vo6 hudng hda MOO, WDC sir dung tong cé trong sd
dé két hop hai ham muc tiéu cia cac sai s6 thay thé binh phuong trung binh luot di
va luot vé thanh mot ham muc tiéu té hop vo huéng. Ngoai ra, can chi ra rang hé sb
trong quan binh phuong dd duoc biét dén trong toan hoc, xuat hién ti nhién trong
céc cong thie ciia WDC, c6 thé duge st dung dé danh gia tinh phi tuyén cta phan tir
phi tuyén gdc d6i véi phan tir tuyén tinh hda twong duong.

Trong nhiing nim gan ddy, mot xu huéng manh mé véi mdi quan tam rat 16n
dén céac vat liéu va két cAu moi. Diéu nay dan dén viéc nghién curu nhiéu hé dong luc
hoc phtre tap trong d6 viéc phan tich tan sb ciia dao dong tu do phi tuyén 1a can thiét.
C6 rat nhiéu phuong phap giai tich xap xi duoc phat trién va sir dung dé giai quyét
bai toan nay. Chattopadhyay va Chakraborty dé xuat tinh gia tri binh phuong trung
binh cua sai sd thay thé don gian trong gidi han [0, 2] thay vi [0, 2rr/Q] nhu thong
thuong [90]. Beléndez va cong sy da xdy dung mot cong thie thuc nghiém xap xi
cho chu ky cia dao dong phi tuyén bao toan bang cach két hop tuyén tinh hoa cua
phuong trinh chi phdi hé véi su mo rong phén tich tiém can cta chu ky chinh xac d6i
v6i bién do nho [91]. Mot ki thuat tuyén tinh héa twong duong véi trung binh ¢
trong s6 di duoc dé xuat trong [89] dé phan tich mot sd hé dao dong phi tuyén. Tiéu
chuan trung binh c6 trong s6 sau d6 di dugc Hiéu va cong su 4p dung thanh cong cho
nhiéu loai hé phi tuyén. [99], [100], [101], [102]. Bén canh d6, mot sé phat trién gan
day vé k¥ thuat tiém can va nhitng phat trién méi lién quan dén phén tich tan sd c6
thé duoc tim thay trong c4c khao sat ctia Bayat va cong su [103], hodc chuyén khao
ctia Cveticanin [43]. Piéu d6 chi ra rang cac phwong phap tiém can nang cao khong
chi hiru ich cho cac phuong trinh phi tuyén yéu ma con cho cac phwong trinh phi
tuyén manh. Dién hinh, c6 thé ké dén phuong phap nhidu loan dong vi (the homotopy
perturbation method - HPM) dugc dé xuat boi He [104], trong d6 tan sb xap xi duoc
suy ra tir mot phuong trinh dong dang duoc xdy dung boi tong €6 trong sb ciia toan
tir vi phan va ham phén tich, va trong s6 chuan hoa con dugc goi 1a tham sé tuong
dong duoc sir dung 1am tham s6 mé rong cta tan so xap xi. Phuong phap cin bang
diéu hoa (the harmonic balance method - HBM) 1a mét quy trinh khac dé xac dinh
tan sd x4p xi clia cac nghiém tudn hoan bang cach sir dung biéu dién chudi Fourier
dugc thu gon, ching han nhu cong trinh ctia Mickens [105]. Mot budc tién cua

phuong phap nay bang cach ap dat tuyén tinh héa clia phwong trinh chi phdi hé dé
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tranh viéc giai cac hé phuong trinh c6 tinh phi tuyén rat phirc tap da duoc thuc hién
bdi Lim and Wu [44], Febbo [45].

Chuong nay trinh bay cac phuong phap tuyén tinh hoa twong duong cho hé
mot bac tu do trong muc 2.2 vdi cac hé ) tuyén tinh hoa ta c6 céac cac phién ban khac
nhau dua trén tiéu chuan kinh dién, tiéu chuén cuc tiéu sai s thé nang, tiéu chuan
tuyén tinh hoa twong duwong c6 diéu chinh, tiéu chuan tuyén tinh héa timg phan. Sy
phat trién cua tiéu chuan dbi ngiu va tng dung ctia né duoc trinh bay trong 2.3. Sy
hinh thanh va ¥ tuéng cua tiéu chuin dbi ngau cé trong sb va cac tinh chit ciia nd
dugc trinh bay chi tiét trong 2.4. Két luan ciia Chuong 2 trinh bay trong 2.5
2.2 Phwong phép tuyén tinh hda twong dwong cho hé mét bac tw do

Hé mot bac tu do duge xem 1a trudong hop riéng caa hé nhiéu bac tu do. Tuy
nhién treong hop hé mot bac ty do lai rat quan trong va rat duoc quan tdm nghién
ctru. Xét dao dong ciia hé mot bac tu chiu kich dong ngau nhién 6n trang c6 phuong

trinh nhu sau:
¥+ 2hx + wix + glx, %) = f(t) (2.1)

trong d6 ham f(t) 1a mot kich dong ngoai ngau nhién on tring Gaussian c6 trung
binh khéng, ham phi tuyén g(x, x) phu thudc vao hai dbi s6 1a toa do cua vi tri x va

van téc x, ¢ thé géom nhiéu thanh phan biéu dién dudi dang

M N
g0 ) = Y gD+ ) g0 i) 2.2)
i=1 j=1

V6i g;(x, %) 12 ham 1¢ caa x dai dién cho thanh phan luc can phi tuyén the i,
g;(x, %) laham I¢ cua x dai dién cho thanh phan luc dan hoi phi tuyén thi ;.

Pap tng cua hé phi tuyén (2.1) con goi 1a nghiém xap xi, gia tri trung binh
binh phuong caa dich chuyén va van toc dugc xac dinh theo phuong trinh Fokker —

Planck — Kolgomorov (FPK) la

2

o
(x?) = 5
2(2h + b)z(w0 + k) 2.3)
-2 _ O-
&) =+ b

Vi hé phi tuyén (2.1) duoc thay thé bang mot hé tuyén tinh nén c6 thé ap dung
nguyén ly chdng chat cho viéc thay thé ham phi tuyén (2.2) nhu sau [106]
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gi(xlx) — le.C, gj(x, x) — k]x

M M
Zgi(x,fc) — bx = Z b;x
i=1 i=1 (2.4)

N N
Egj(x,fc) — kx = Z k;x
=1 =1

Phuong trinh tuyén tinh hoa twong duong cta phuong trinh phi tuyén (2.1) c6

dang don gian hon nhu sau:

¥+ (2h+ b)x + (wi + k)x = f(¢t) (2.5)
trong d6 b va k con dugc goi 1a cac hé s6 can va hé sé do cang tuyén tinh hoa tuong
duong, con b; va k; goi la cac hé s6 tuyen tinh hoa thanh phan twong Gng. Hai hé so
b, k dugc tim tir tiéu chuan tuyén tinh héa. Cu thé trong truong hop nay ta co tiéu
chuan sau day

e; = E[(g(x, x) — bx — kx)?] - min (2.6)

Tiéu chuan (2.6) duoc goi la tiéu chuan sai s6 binh phuong trung binh di voi
hé mot bac te do. N6 dan dén hé hai phuong trinh vai an s6 b, k

de;  Odey

1 _ g 1 2.7
b~ B 0 @7
Giai hé (2.6), (2.7) vai cha ¥ rang E[x, x] = 0 ta duoc
Elxg] E[xg]
_ k= 2.8
PR TR &9

Tur phuong trinh tuyén tinh héa, cac qué trinh x va x 1a cac qua trinh chuan.
Do d6 cac mb-men bac Ié déu bang khéng, cac mo-men E[xg] va E[xg] déu biéu dién
qua dugc cac moé-men bac hai cua x va x. Hé (2.8) lap thanh mot hé hai phuong trinh
nhung lai ¢6 bdn an bao gom b, k, E[%?], E[x?]. Dé dong kin hé nay ta can tsi hai
phuong trinh nita. Dua vao ma tran caa phd dau ra ap dung cho hé mét bac tu do, ta
c6 hai phuong trinh sau day dé dong kin hé (2.8).

. s Sp(w)dw
E([X ]) = _f (Zh + b)zwz + ((1)2 — wg — k)Z

(2.9)
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+oo w?Ss(w)dw
w 2h+ b)2w? + (w? — Wi — k)?

E([#2]) = f (2.10)

trong d6 Sy (w) 1a ham mat do pho cia kich dong ngoai £(t). Véi kich dong on trang
ta c6 S;(w) = S, = const. Phuong trinh vi phan bac hai (2.1) c6 thé dugc chuyén
d6i vé hé phuong trinh trang thai bao gom hai phwong trinh vi phan bac nhat.

dx = xdt
{da’c = —(2h% + w3x + g(x, x))dt + 0&(t) (2.11)
goi la dang phuong trinh vi phan ngau nhién Ito. Ham mat d6 xac suit cua dap
tng cua phuong trinh Ito (2.11) c6 thé xac dinh bang phuong trinh FPK dirng
(Phuong trinh FPK dugc dat tén theo Fokker (1914), Planck (1917), Kolgomorov

(1931) [107] c6 dang la

n n ,
-2, T @) + %JZE,;—% [, COpG)] = 0 .12
véi cac hé s dich chuyén va hé sé khuyéch tan twong ung 1a (n=2)
a, = x,a; = —(2hx + wix + g(x, %)) = 0 213)
Ky =0,K;; = 0?

Vi hé (2.11) c6 cac thanh phan luc dan hoi, luc can va kich dong khong phu
thugc tryuc tiép vao thoi gian, nén ham mat d6 xac suat caa dap tng ¢ trang thai binh
6n thoa man diéu kién ding. Do vay, ham mat do xac suat dung p(x, %) cua hé
phuong trinh (2.11) duoc xac dinh bang phuong trinh FPK dirng (2.12) va (2.13).

Khi d3 tim duoc ham mat do xéc suat p(x, x) cua dich chuyén va van téc thi
cac dac trung xé&c suat khac cua ching hoan toan cé thé xac dinh dugc nhu cac mo-
men, ham twong quan hay mat do ph.

Déi véi truong hop hé ¢ n bac ti do thi phwong trinh Ito (2.11) s& bao gém
2n phuong trinh vi phan bac nhat va sb chiéu cua ham mat d6 xac suét twong tng 1a
2n, Viéc giai phuong trinh FPK dirng (2.12) trd nén khé khan. Ngay ca ddi voi truong
hop hé c6 mot bac tu do nhu (2.11) thi khong phai Iuc nao cling thu dugc ham mat
d6 xéc suat hai chiéu, cu thé 1a khi ham g(x, %) chira thanh phan can phi tuyén. Miac
di ¢6 nhiéu han ché song phwong trinh FPK van déng mét vai trd rat quan trong trong
ly thuyét dao dong ngau nhién vi c6 thé cung cap ham mat do xac suat chinh xac. Do
d6, két qua thu duoc tir phuong phap nay dugc thuong sir dung dé 1am co sé dbi chiéu

vé6i két qua cua cac phuong phap xap xi khac.
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Viéc xap xi tuyén tinh cho thay hiéu qua khi cac dic trung xac suit cua dap
ung duoc gidi han ¢ viéc phan tich cac m6é men, dac biét 1a mé men bac hai vi cac
mo men bac cao cia qua trinh Gauss dugc biéu dién qua mé men bac hai. Ngoai ra,
nho sy don gian hda ndy nén cac cac tidu chuan tuyén tinh hoa thudng duoc biéu dién
du6i dang trung binh binh phuong theo d6 két hop véi cac cong thirc nghiém trong
(2.3) sé& thu duoc cac phuong trinh dai s6 dé xac dinh duoc céc hé sb can va hé sé do
ctng tuyén tinh twong duong. Vi nhirng li do nay, phuong phép tuyén tinh hoa twong
duong ngau nhién con cd tén goi & tuyén tinh hoa twong duong Gauss.

C6 thé noi rang, muc tiéu cua nhitng cai tién va phat trién déi véi phuong phap
tuyén tinh hoa tuong duong 13 xac dinh cac hé sé tuyén tinh hoa, theo mot nghia xac
Suit nao do, dé co thé thu dugc trung binh binh phwong hay phuong sai xap xi gan
vé6i nghiém chinh xac nhat. Sau ddy s& gioi thiéu tiéu chuan kinh dién va mét sé tiéu
chuan tuyén tinh hoa duoc dé xuat ciia phuong phéap nay.

2.2.1 Dua trén tiéu chudn kinh dién

Xuat phat tir sai s6 phuong trinh cta (2.1) va (2.5) la

e(x,x) = g(x,x) — bx — kx (2.14)

C6 thé thiy ¥ nghia vat ly cua cach thay thé nay la cac hé (2.1) va (2.5) tuong
duong vé luc. Sai s6 phuong trinh (2.14) dugc biéu dién bang sai so cia phép thay
thé ham phi tuyén bang ham tuyén tinh twong duong. Tiéu chuan kinh dién [7] dé
nghi xac dinh cac hé sb tuyén tinh hoa b, k bang diéu kién cyc tiéu hoa trung binh

binh phuong cta (2.14) theo b va k. Biéu dién cua tiéu chuan kinh dién 1a

Ska(b, k) = (e*(x, %)) = ((g(x, %) — bx — kx)?) — min (2.15)

Piéu kién cyc tiéu trong (2.15) dan toi

0Ska(b,k) 0 0Ska(b,k) _ 0
db - ok

Pé don gian cac dap tng x, x dugc gia thiét 1a doc lap (xx) = 0, giai hé

(2.16)

phuong trinh (2.16) thu dugc

_ {x.g(x, %)) _ {x.g(x, X))
ey T

Truong hop ham phi tuyén g(x, x) khong c6 dang giai tich, vi du nhu d6i voi

(2.17)

c4c hé tré, thi co thé lay tich phan truc tiép cac md-men lién két nay theo ham mat do



41

x4c suat gia thiét. Khi thay cac hé s tuyén tinh héa trong (2.17) vao cong thic (2.3),
thu dugc phuong trinh phi tuyén dai s6 cia cac dap tng xap xi. Spanos [77] ¢6 nhan
x6ét 1a “két qud xdc dinh bang tiéu chudn kinh dién thirong nhé hon két qua xdc dinh
bang phirong phép FPK hay phirong phdp mé phéng Monte Carlo khodng 20%”.

Dua trén nhan xét nay, co thé thay rang hé sé tuyén tinh hda xac dinh bang
tiéu chuan kinh dién qua Ion dan toi sai sb 1on cua hé tuyén tinh twong duong. No6i
mot cach khac, néu mot tiéu chuan tuyén tinh hda nao khac cd thé tao ra hé sé tuyén
tinh hda nhé hon so véi cua tiéu chuan kinh dién thi s& c6 kha ning thu dwoc két qua
chinh xac hon. Diéu ndy mé ra viéc mé rong va phat trién tinh truc giao hay néi cach
khéc 12 cai tién trung binh binh phuong tir tiéu chuan kinh dién s& c6 nhitng két qua
t6t hon so voi két qua tir tiéu chuan kinh dién.

2.2.2 Dua trén tiéu chudn cuc tiéu sai sé thé nang
Elishakoff va Zhang [108] da dé xuat tiéu chuan tuyén tinh hda duwa trén thé

nang tich trit trong phan tir dan hoi phi tuyén

X

U(x) = jg(a) da (2.18)

0

Trong truong hop nay, ham phi tuyén trong phuong trinh (2.1) cé dang
g(x, %) = g(x). Hé so tuyén tinh hoa k tir phuong trinh (2.5) duoc xac dinh tir diéu
Kién cuc tiéu trung binh binh phuong sai s6 cua thé nang U(x) cua phan tir phi tuyén

va kx?/2 1a thé ning ctia phan tir tuyén tinh trong duong,
1 2
([U(x) = Ekxz] ) > min (2.19)
Tt tiéu chuan (2.19) ta co
_2(x?U(x) _ 2(x*U(x))
O 3(xt) 3(x2)?
Tir phuong trinh (2.20) khi &p dung véi mot s6 hé dan hoi phi tuyén cho két

(2.20)

qua tuong doi tot. Tuy vay, vai cac hé co can phi tuyén thi khdng cho két qua tot.
2.2.3 Duwa trén tiéu chudn tuyén tinh héa twong dwong cé diéu chinh
Téc gia Anh va Di Paola [109] d3 &p dung céach tiép can tuyén tinh héa twong
duong Gauss co diéu chinh dua trén nhan dinh su thay thé hé phi tuyén goc bang mot
hé tuyén tinh cho thay rang n6 da lam giam mirc d phi tuyén, dé thu dugc nghiém

chinh xac hon ta xem xét mirc d6 phi tuyén giam nhu thé ndo. Tir d6, Anh va Di Paola
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d3 cai tién bang viéc thay céac sé hang phi tuyén ban dau bai cac sé hang phi tuyén c6
bac cao hon trude khi thuc hién viéc tuyén tinh hoa.
Gia sir ham phi tuyén trong phuong trinh (2.1) ¢ dang g(x, x) = g(x), cac
budéc thay thé tir tieu chuan tuyén tinh hoa twong dwong Gauss c¢6 diéu chinh nhu sau

g(x) — kig(x) %x) — k,g(x) — kx (2.21)

trong d6 cac hé sb k,, k, va hé sé tuyén tinh hda k dugc xac dinh theo tir sai s6 trung
binh binh phuong nho nhat
((g(x) — k1 g*(x)/x)*) — min
1

2 .
(k1 (g2 () /x)g(x) — kpg(x))") — min (2.22)

2

((kyg(x) — kx)?) — mkin

Tur (2.22) thu duoc céc két qua

_ (g2 () /x)
“ = e 229
(g )/x)
e = by =0 (2.24)
= (g () /x)(g® (x) /x){xg(x)) (2.25)

(g*(x)/x2)g? (x)Kx?)

Phuong trinh (2.21) dugc goi 1a tiéu chuan tuyén tinh hoa diéu chinh mét budc,

tiéu chuan nay cho két qua tét vai mot sé dao dong phi tuyén trong [109], [6]. Sau do
Elishakoff va cac cong sy [6] da phat trién tiéu chuan cua hai tac gia Anh va Di Paola

va phat trién tir diéu chinh mot buéc sang diéu chinh hai budc nhu sau:

8(x) — kig(x) = — — kag(x) [T] — k3g(0) = — (2.26)

— kug(x) — kx
trong d6 cac hé s ky, ky, ks, ka4, k duoc xac dinh theo sai s6 trung binh binh phuong
nho nhat. Sau do6, cac tac gia 4p dung cac budc tuyén tinh hoa theo (2.26) cho dao
dong Lutes and Sarkani thu duoc két qua tét hon véi sai s6 khoang 14.56% so voi
25.82% cua tiéu chuan tuyén tinh hoa diéu chinh mot budc (2.21) ¢ trudng hop tinh
phi tuyén khé 16n, tuy nhién khi &p dung cho mét sé dao dong khéc thi két qua khdng

t6t hon so véi tiéu chuan tuyén tinh héa diéu chinh mot budéc.
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2.2.4 Duwa trén tiéu chudn tuyén tinh héa tirng phan
Pé gi6i thiéu vé tiéu chuan tuyén tinh hoa ting phan do Elishakoff va Cai
[110] @& xuat, xét trudng hop ham phi tuyén caa dao dong (2.5) c¢d dang g(x, x) =
g, (x, %) + g, (x). Cac tac gia chi thay thanh phan phi tuyén dai dién cho luc can bang
thanh phan tuyén tinh, g, (x, x) = bx, dan téi phuong trinh

¥+ (2h + b)x + g,(x) = 0é(t) (2.27)
Phuong trinh (2.27) ¢6 ham mat do xac suat chinh xac theo cong thirc
4h
p(x,x) = C.exp [—FH(x,J'c)]

X
sfi 1 (2.28)
= C.exp | 7% +Ea)0x +]g(u)du
0
Hé sb tuyén tinh hoa b duoc xac dinh tir diéu kién sai s6 nho nhat
b _ (xgl(x! .X'))
(x2)

Tiéu chuan cua Elishakoff va Cai duoc biét dén nhu mot trudng hop riéng cua

(2.29)

phuong phép tuyén tinh hoa twong duong, da cai thién do chinh xac cua nghiém xap
Xi S0 Véi tiéu chuan kinh dién. Tuy nhién, tiéu chuan nay khdng &p dung dugc cho hé
phi tuyén nhiéu bac ty do vi hé dan hoi phi tuyén chi c6 nghiém giai tich chinh xéac
cuia ham mat do xac suat mot chiéu va hai chiéu thu duogc tir phwong trinh FPK.
2.3 Tiéu chuan @6i ngiu ciia phwong phap tuyén tinh héa twong dwong

Khi xem xét ly thuyét vé dao dong ngau nhién, cach tiép can tuyén tinh hoa
tuong duong ngau nhién thay thé hé phi tuyén bang hé tuyén tinh twong duong la
cach tiép can phd bién vi cach thay thé nay van duy tri cac tinh chat quan trong cua
hé phi tuyén gdc. Phuong phép nay da duoc nhiéu cong trinh danh gia [84], [85], va
duoc tom tat tir mot s6 chuyén khao ciia Roberts va Spanos [42] va Socha [111]. Khi
khao sat sy hiéu qua va tinh linh hoat ctia phwong phép tuyén tinh héa ngau nhién,
Elishakoff va Crandall da nhan xét ring phuong phap nay cho phép thu duoc gia thiét
vé phan g cia hé khi khdng c6 cac nghiém chinh xac, nguoc lai vai ki thuat nhiéu
loan, viéc thuc hién n6 khong doi hoi d6 nho cua tham sb, mat khéc, khdng giong nhur
m6 phong Monte Carlo, no khong lién quan dén khéi lugng tinh toan 16n. Mic du do

chinh xéc c6 thé khéng duoc cao, nhung diéu nay duoc khic phuc bang thuc té 12 ban
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than su kich thich ngau nhién khéng can phai biét chinh xac [85]. Canor et al. [112]
cling da ¢ nhan xét: Tur viéc thuc hién dé dang va nhanh chéng, nén tuyén tinh hoa
tuong duong di tré thanh mot phuong phap gan ding rat phd bién dé phan tich céc
hé phi tuyén véi mac do phi tuyén lén.

Nhiéu nha nghién ciru di sir dung phuong phép tuyén tinh hoa twong duong
trong cac cong trinh cong b cua minh vi du nhu mét cach tiép can phan tich dwa trén
tuyén tinh hoa twong dwong dugc phét trién trong [113], [114] dé phan tich cac may
thu niang luong phi tuyén duéi cac kich thich ngau nhién, hé dao dong phi tuyén cua
may bay duoc nghién ctu trong [115], [116], mot cach tiép can dya trén phuong phap
tuyén tinh héa twong duong duoc dé xuat trong [117] dé xac dinh nghiém phan tich
gan dung dé toi vu héa H,, cua bo hap thu rung dong ba yéu té duoc gan vao két cau
so cap dugc giam chan. Jalali da dé xuat trong [118] mot phuong phap tuyén tinh hoa
tuong duwong cac lyc phuc hdi phi tuyén trong d6 cac nghién ctru bang sé cho thay
phuong phap duge dé xuat 1a hiéu qua trong viéc phan tich cac hé kich dong phi tuyén
yéu. Silva-Gonzlez va cong su [119] &p dung phuong phéap tuyén tinh twong dwong
ngau nhién khao sat cac hé két cau phi tuyén khong dan hoi duéi tac dong dia chan.
Su va cac cong su [120] dua trén phuong phap tuyén tinh héa trong duong di phat
trién mot quy trinh hiéu qua ap dung véi cac hé phi tuyén chiu céc kich thich ngau
nhién tai cac vi tri khac nhau. Khi nghién ctu bic xa nhiét cua cac vé tinh nho véi
md hinh mot nit tc gia da ap dung phuong phép tuyén tinh hoa trong duwong dé khao
sat [121]. Trong [122] st dung md hinh phan phdi hdn hop Gaussian phat trién
phuong phép tuyén tinh hoa twong dwong dé phan tich dao dong ngau nhién phi tuyén.

Piéu cdt yéu cia phuwong phap tuyén tinh héa twong duong 1a 1am thé nao dé
tim ra c4c hé s tuyén tinh hda cho mét hé phi tuyén da cho. Trong tai liéu [7], mot
s6 tiéu chuan cua tuyén tinh hoa twong duong da duoc dé xuat dé xac dinh cac hé sé
tuyén tinh héa trong d6 phién ban gdc 1a tiéu chuan thong thuong gidp giam thiéu
binh phuong trung binh ciia sai s6 phuong trinh. Mac di ¢6 nhitng wu diém da noi &
trén, nhung nhuge diém chinh cua tiéu chuan nay 1a do chinh xac cua né giam khi do
phi tuyén ngay cang ting, trong nhiéu trudng hop, nd dan dén cac sai s6 khdng thé
chap nhan dugc. Do d6, cac tiéu chuan tuyén tinh hoa tuong dwong khac nhau da
duoc phét trién dé cai thién do chinh xac caa mot nghiém gan ding, xem vi du [1]
[84], [111], [123].
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Gan day, mot tiéu chuan déi ngiu di duoc dé& xuét trong [92], [93] trong d6
cac hé s tuyén tinh héa duoc xac dinh tir su thay thé dbi ngau lién quan dén viéc
thay thé lugt di va luot vé. Ap dung tiéu chuan déi ngau cho ba hé phi tuyén 1a hé
dao dong Duffing, Van der Pol va Lutes Sarkani da cho thay do chinh xac dwoc cai
thién cua cac nghiém gan dung cho cac trudng hop trong d6 muc do phi tuyén & muc
trung gian [93], [124]. M6t ly do c6 thé thuc té 12 viéc thay thé chuyén tiép va tra lai
s& c0 cac vai trd khac nhau trong viéc diéu chinh sai sb thay thé thay vi 1a giéng nhau.
Trong [94], [125], mét tiéu chuan ddi ngau co trong s6 duoc nghién ciu bing céch
xem tham sé trong s6 1a ham tuyén tinh tirng phan cia hé sé tuong quan binh phuong
dugc xac dinh bang phuong phap ndi suy cua binh phuong téi thiéu tir cac nghiém
chinh xac ¢6 sian ciia mot s6 dao dong phuc hoi phi tuyén. Han ché chinh cua trong
s6 tuyén tinh tirng phan 1a nd chi dai dién cho mét 16p dao dong phi tuyén gidi han.
Do d6, trong bai bao [126] da phat trién mot dang tinh vi hon cua tham s trong sé.
Tinh don gian va chinh xac cua tiéu chuan sai sé ddi ngau co trong sb duoc dé xuat
sau d6 duoc kiém tra trén mot s6 hé dao dong ngau nhién véi phuc hoi phi tuyén hosc
giam chan phi tuyén. Nguoi ta nhan duoc rang do chinh xéac tuong (ng c6 thé duoc
cai thién dang ké cho mot pham vi phi tuyén 16n caa cac hé dao dong duoc khao sat.
2.4 Tiéu chuan tuyén tinh héa d@éi ngau cé trong so

2.4.1 Y twéng co ban cia tiéu chudn déi ngdu

Anh [92] nghién ctu sy thay thé d6i ngau tir hé tuyén tinh hoa tré vé hé phi
tuyén ban dau ddi véi tiéu chuan kinh dién va &p dung cho dao dong ngau nhién
Duffing, sau d6 tac gia di dé xuit mot tiéu chuan thay thé tuong dwong ddi ngau.
Trong phan nay sé& dugc trinh bay lai cach thic xay dyng tiéu chuan cia Anh véi muc
dich lam co s& cho noi dung cua phan tiép theo. Trudc hét, ta xem xét § tudng vé

céch tiép can dbi ngau thong qua dao dong Duffing duoc mo ta béi phuong trinh
¥+ 2hx + wix +yx3 = f(t) (2.30)

trong d6 h 1a hé sb can, w, 1a tin s6 dao dong riéng, y 1a hé sé d6 ciing cua luc dan

hoi phi tuyén, £(t) 1a kich dong ngoai. Ap dung phuong phap tuyén tinh hoa tuwong

duong, khi thay thé lyc dan hoi phi tuyén bang luc dan hoi tuyén tinh, yx3 — kx, ta

c6 hé da duoc tuyén tinh hoa
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¥+ 2hx + wix + kx = f(¢t) (2.31)

trong dé k 1a hé sé tuyén tinh hda. Theo tiéu chuan kinh dién, k duoc xéc dinh tir diéu

kién trung binh binh phwong nhé nhat cua sai s6 phwong trinh giita (2.30) va (2.31)
3 _ 2 .
{((yx® = kx)*) — min (2.32)

trong d6 (m) ky hiéu 1a toan tr ky vong. Tur diéu kién cuc tiéu cua (2.32) ¢6
k = y% = 3y(x?) (2.33)
Tiép theo, tac gia thuc hién viéc thay thé tir phuong trinh tuyén tinh hoa twong
duong (2.31) trg vé dang cua hé phi tuyén ban dau, kx — y;x3, véi v, dugc goi l1a
hé s6 tro vé. Ly do y; # ¥ Vi viéc tuyén tinh hoa tir yx® — kx ¢6 thé dan téi sai so,
vi vay viéc thay thé trg lai duoc coi 1a khdng thu dugc nguyén dang ban dau. Hé sé
tré vé y, ciing dugc xéac dinh tir diéu kién trung binh binh phuong nho nhét cua sai

s6 phuong trinh
((kx —y1x%)*) — min (2.34)

Tur diéu kién (2.34) ta c6
V1= k% (2.35)
Thay (2.33) vao (2.35) ta duoc
(x*)? 3
T GaaE) T 5!
Két qua thu dugc cua y, trong (2.36) cho thdy y;, # y trong qua trinh thay thé

(2.36)

tré lai. Tiép theo, dua trén quan diém can bang hai qué trinh thay thé nay, Anh dé

XUit phuong trinh tuyén tinh thay thé twong duwong nhu sau
¥+ 2hx + wix + kgpx = f(t) (2.37)
trong do6 hé sé tuyén tinh hoa k., duoc xac dinh tir (2.33) va (2.36)

ke = %(1 + g) 3y(x2) = 2,4y(x?) (2.38)

Pé kiém tra do chinh xéac cua két qua thu duoc ddi véi dao dong ngau nhién,
tac gia ap dung cho truong hop £(t) 1a kich dong on trang vai cuong do o. Nghiém

chinh x&c va cac nghiém xap xi dya trén cac hé sé tuyén tinh hoa tir (2.33) va (2.38)



47

va cua dao dong Duffing dugc trinh bay trong Bang 2.3 véi w, = 1, 0 = 4h con hé
s6 y thay doi. Két qua tinh toan cho thay sai s6 cua nghiém xap xi ang véi k., giam

di dang ké so vai sai sb khi &p dung tiéu chuan kinh dién.

Bang 2.3. Pdp ing trung binh bink phuwong: wy = 1, h = 0,5, ¢ = /2, y thay doi

Y (x%)cx (g Saiso (%) (xP)py  Saiso (%)
0,1 0,8176 0,8054 1,49 0,8330 1,89

1 0,4679 0,4343 7,19 0,4700 0,44
10 0,1889 0,1667 11,77 0,1840 2,60
100 0,0650 0,0561 13,65 0,0630 3,02

Dua trén su cai thién ndy, tac gia da dé nghi két hop ca hai qué trinh thay thé
néu trén vao trong cling mot tiéu chuan
S =((yx® — kx)?) + pr((kx — Ax%)?) + p((yx® — 1x%)?)

— min
kA

(2.39)

trong d6 p4, p, 1a cac trong sb.

Ba s6 hang trong (2.39) twong tng la sai s6 gitta ham phi tuyén ban dau véi
ham tuyén tinh hoa, sai sb giira ham tuyén tinh héa va ham phi tuyén thu duoc trong
qua trinh thay thé luot vé va sai sb gitra cac ham phi tuyén. M&i s6 hang duoc gan
mét trong s6 phan anh vai trd caa né trong quéa trinh thay thé déi ngau. Tuy nhién,
biéu thirc hién cho cac trong sé nay chua duoc dua ra trong [92] va can nghién cau
thém. Viéc xac dinh ham trong sé 1a mot bai toan dang dugc nhiéu ngudi quan tam
va khao séat. Trong sb trong tiéu chuan tuyén tinh héa dbi ngau déng vai trd quan
trong trong két qua tinh toan xap xi cua bai toan on dinh, cac bai toan dao dong phi
tuyén ngau nhién, dao dong tu do phi tuyén va mot sé bai toan khéc.

2.4.2 Tiéu chudn déi ngdu cé treng sé

Pau tién chlng ta xem xét lai mot cach ngan gon bai toan thay thé trong duong
cho bai toan dong phi tuyén. Goi A va B lan luot 1a cac ham phi tuyén va tuyén tinh.
Cach thay thé twong duong pho bién la thay thé ham phi tuyén A bang mot ham tuyén
tinh kB, trong d6 k duoc goi la hé sé tuyén tinh hoa twong duong. Sir dung phép thay
thé twong duong kép [92], viéc thay thé A bang k4B dugc xem xét trong hai qué trinh
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dugc dinh nghia 1a thay thé luot di va tra vé twong Gng, A duoc goi 1a hé sb tra vé va
chi s6 “d” biéu thi su thay thé kép (dual replacement), hay goi la d6i ngau. Ban chat
cua cach tiép can dbi ngau lién quan dén tinh chit hai chiéu cua hai qué trinh thay
thé. Vi phép thay thé thuan tir hé phi tuyén ban dau bang mot hé tuyén tinh chi 1a mot
phép gan dung, phép thay thé tra vé s& khong tra lai ham phi tuyén chinh xac cho hé
phi tuyén ban dau.

Do d6, nhu da giai thich trong [93], ta cdn can bang si thay thé “thudn” nay
bang cach xem xét sw thay thé “nguoc” ciia hé tuyén tinh twong dwong thu dwoc bang
mét hé phi tuyén khac thuge cung lép véi hé phi tuyén ban dau. Do d6, ¢6 hai sai s6
thay thé twong ung véi hai lan thay thé (2.40).

A - kyB:, eqf = A —kyB
(2.41)
kqyB = A4A:, eaqr = k4yB — 244
trong do, e, Va eg, dinh nghia la céc sai s6 thay thé luot di va luot vé twong Gng.

Pé lam sang to hiéu qua cua thay thé hai chiéu, trudc tién ching ta xem xét
hai vi du minh hoa.

Vi du dau tién trinh bay bai todn tim cac hinh cé dién tich xap xi bang nhau:
Cho hinh tron C duong kinh 2R (Hinh 2.1.a), tim mét hinh vuéng ABCD cd dién tich
Xap xi bang dién tich hinh tron C. Chlng ta s& giai bai toan nay gan dang bang céach
st dung phuong phép thay thé twong duong: Pau tién, hinh tron C dugc thay thé bang
hinh vuéng EFGH véi tiéu chi tuong duong sau: EFGH hinh vudng bao phu toan bo
hinh tron C va c6 dién tich nho nhat. Hinh vuéng EFGH duoc thé hién trong Hinh
2.1.a. Thir hai, tim mot hinh vuéng MNPQ c6 thé thay thé twong dwong bang hinh
tron C vai cung ti€u chi twong duong, tiec 1a hinh tron C bao phu toan bo hinh vudng
MNPQ va c6 dién tich nho nhat.

Hinh vuéng MNPQ duoc thé hién trong Hinh 2.1b. Thay hinh tron C bang
hinh vuéng EFGH dugc coi 1a thay thé thuan trong khi thay hinh vudng MNPQ bang
hinh tron C duoc coi la thay thé 10i. K thuat thay thé hai chiéu két hop cac phép thay
thé luot di va luot vé véi nhau, va goi y rang hinh vudng can tim ABCD c6 canh AB

la trung binh céng caa hai canh EF va MN: AB = (1 — p)EF + pMN véi p la mot
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trong s6, 0 < p < 1. Pé don gian, ching ta hdy ldy p = 1/2 va sau d6 1ay AB =
(EF + MN)/2.

b)

Hinh 2.1. &) Thay thé chiéu di hinh tron C bang hinh vudng EFGH; b) Thay thé
chiéu vé hinh vudng MNPQ bang hinh tron C; ¢) Thay thé doi ngdu hinh tron C
bang hinh vuéng ABCD
Dién tich chinh xé&c cua hinh vuéng ABCD, 1a dugc tim tir phuong trinh:

mR? = ABZ ta c6 canh AB chinh xac 1a: AB, = VR =~ 1,7725R, Nghiém thu duogc
tir thay thé chiéu di tir hinh vudng EFGH ¢ EF = 2R c¢6 sai s6 tuyét d6i 1a (2R —
1,7725R)/(1,7725R) = 12,84%. Nghiém thu dugc tir thay thé hai chiéu I1a hinh
vudng ABCD véi AB = (2R + 2R/N2)/2 ~ 1,7071R Hinh 2.1.c c6 sai s6 tuyét ddi
(1,7725R — 1,7071R)/(1,7725R) = 0,37%.

Vi du tha hai dé cap dén viéc xac dinh tan sé dao dong tu do cua dao dong loai

Duffing duoc diéu chinh boi phuong trinh sau:
¥+yx3=0 (2.42)

trong d6, y 12 do ctng phi tuyén. Tan sb dao dong chinh xac cua dao dong (2.42) 1a
duoc xac dinh tu [75]
a a -1/2 -1 2
r<(3/4
w, =12 f (2 f yu3du> x| =G )aﬁ = 0.8472a,[y (243
0 X \/E

Trong d6 a la gia tri ban dau cua x(t). Str dung phuong phép tuyén tinh héa
tuong duong, ta thay thé (2.42) bing phwong trinh tuyén tinh twong duong
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iF+kx=0 (2.44)
trong d6 hé sb tuyén tinh hoa k 1a dugc chon tir phuong trinh sai sé binh quan tbi
thiéu

((rx” = kex)®y > min (2.45)
Trong (2.45) ky hiéu (m) 1a mot todn tir dugc dinh nghia la gia tri trung binh

cua ham trén mién cua nd. Gia tri trung binh cia mot ham £ (x) trén khoang [a, b] la

Ky vong: ngau nhién

<f>= 1 b . 2.46
f h—a j f(x)dx: tién dinh (2.46)
Giai (2.45) sir dung (2.44) ta co
4 4 4 ,\/Et 3
k. = (x*y (a* cos*(Vkt)) =2y a2 (2.47)

o)~ )/<a2 cos?(Vkt)) 4
Phuong trinh (2.44), (2.47) cho phép thu duoc tan s xap xi cua dao dong phi
tuyén ban dau (2.42)

w, = k. = a\[3y/2 = 0.866a.fy (2.48)

Tiép theo, chiing ta xem xem thay thé luot vé k.x bang y,x* trong d6 y, dugc

tim tir sai s6 binh phuong tdi thiéu

((kex — y1x%)?) > min (2.49)
Y1
(x*)
Y1 = kcm (2.50)
Vatu (2.47) taco
(x*)? (a* cos“(\/Et))2 9
yl = > 3 )/ = ]/ = — (251)
(2 ){(x®) (a? cos?(Vkt))a® cosé(Vkt)) 10
Vi vay, phuong trinh phi tuyén tra vé twong ng
9
X + —yx3 =0 (252)

10
Phuong trinh sau d6 duoc thay thé bang phuong trinh tuyén tinh twong duong

(2.44) véi hé sb tuyén tinh hoa
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9 (x*) 9 3 27
k. =—y——=_"y"aq%2=""yqg? 2.53
107 (x2) 1072% 40" (2:53)

Do d6, str dung ky thuat d6i ngau, ta thu duoc hai hé s tuyén tinh héa k., k.

va phuong trinh tuyén tinh twong duong twong (ng
¥+kx=0 (2.54)
trong do, k thu dugc tir trung binh cong cua (2.47) va (2.53)

1 1,3 27 57
_ 2 _ (2L 4,22 2 2.55
k Z(kc + ko) 2(4+40) va®=gsva (2.55)

Do d6, tan s6 xap xi twong tmg thu duoc bang phép déi ngau la

_ |57
o =vk= |5ya? =08441ay (2.56)

C6 thé thay rang @ tir (2.56) gan hon nhiéu véi tan sé chinh xac w, (2.43) so
VGi w, (2.48) thu dugc béi tuyén tinh hoa tuong duong thong thudng, va sai sb tuyét
d6i tuong tng 14 0,366% va 2,22%. Vi tiéu chuan tuyén tinh hoa twong dwong thong
thuong cho thiy trung binh binh phuong 1a déi tuong c6 thé xem xét diéu chinh dé
cai thién sai s khi tinh toan theo tiéu chuan tuyén tinh héa tuong duong thong so véi
tiéu chuan d6i ngau co trong so.

Hai vi du don gian dugc dua ra & trén cho thdy mét cai nhin sau sic vé tinh
hai mat cua cac qué trinh thay thé luot di va luot vé riéng biét. Bé chirng minh tinh
bd sung Ian nhau cua chdng, tiép theo ching ta s& xem xét su thay thé tuong duong
kép lién quan dén qua trinh hai chiéu [94], [126], [127]. Su thay thé nay cho thiy tong
trong s6 cua cac sai s6 thay thé binh phuong trung binh (2.41) 1a dugc téi thiéu voi
k4 va A,. Vé mit toan hoc, nd dugc biéu dién bai cong thuc sau

ewa = (1 —p){edy) + pled,)

2.57
= (1~ P4 ~ kaB)?) + p((kyB — A4A)?) — min (257
atd
Trong (2.57), p va 1 — p la trong s6 thoa man diéu kién:
0<p<1 (2.58)

Can luu ¥ rang cach thay thé hai chiéu st dung tong cd trong s dé két hop hai
ham muyc tiéu, cu thé 1a sai s6 thay thé binh phuong trung binh luot di va lugt V&,

thanh mét ham muc tiéu tong hop vo huéng. Néu tat ca cac hé sé trongsé p val —p
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déu duong, thi cuc tiéu (2.57) cung cip mot diéu kién du dé tdi wu Pareto, nghia 13
cuc tiéu cua (2.57) ludn 1a Pareto t6i wu [71]. Diéu kién téi thiéu chung &p dung cho
tiéu chuan (2.57) nhu sau

derg  Oepq
ok, ' 0Ay

Véi trong s6 p, hé s tuyén tinh hoa twong dwong k4 and hé sb tra vé A, duoc

0 (2.59)

tinh tir diéu kién téi thiéu (2.59) twong tng I3,

_ 1-p (4B)
kg = 1= prZ (B2) (2.60)
_r*(1-p)
trong do,
_ (ABY?
2 _ AT (2.62)

Tir 72 theo (2.62) chinh xac 1a hé s6 twong quan binh phuwong khong thir
nguyén duoc sir dung dé do tinh phi tuyén giita hai ham A va B [128]. Theo bit dang

thac Cauchy — Schwarz, ta co
0<r¢?<i1 (2.63)

Tinh phi tuyén duoc goi 1a yéu khi 2 - 1, va nguoc lai. Khir? = 1,thi A =
k4B, k, = const, A va B 1a phu thudc tuyén tinh, tinh phi tuyén 1a yéu nhét. khi r? =
0, thi (AB) = 0, A va B 1a khong twong quan, tinh phi tuyén 12 manh nhat. C6 thé
thay rd rang tir (2.60), (2.61) rang hé sé twong quan binh phwong khong thir nguyén
r2 xuat hién tu nhién trong cac cong thic xac dinh hé sé tuyén tinh hoa va hé sb tra
vé twong duong k; va Ay.

Trong tinh toan & trén, ba gia thiét can duoc thoa man
(A%) > 0,(B?) > 0,pr? # 1 (2.64)

Véi ¥ tuang trong muc 2.4.1, viéc xem xét hai qué trinh thay thé mot céach
riéng ré nhu trong (2.32) va (2.34) dan téi d& xuat thir nghiém mot hé sé tuyén tinh
hoa k., nhu biéu dién ¢ (2.38) 1a trung binh dai s6 caa cac ham phi tuyén goc va ham
phi tuyén luot vé khi tuyén tinh héa. Cach xac dinh k., nhu vay c6 thé phi hop véi

bai toan thay thé twong dwong ham phi tuyén A bang mot ham tuyén tinh cua B,
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nhung khong thuc sy phi hop véi phuong phap tuyén tinh hoa trong dwong vn xuat
phét tir sai s6 phuong trinh. Do d6, Anh [126] di dé nghi viéc két hop hai qué trinh
thay thé nay trong cting mot tiéu chuan cyc tiéu trung binh binh phuong (2.39) trong
d6 dam bao cac qua trinh thay thé ciing 1 céc sai s6 phuong trinh. Tuy nhién, viéc
xay dung biéu thic hién cho tiéu chuan dugc dé xuat (2.39) co thé noi 1a kha khé
khin vi cac hé s6 k, A phu thudc vao nhiéu dai luong chua biét la céc trong sb py, p,
va can phai nghién ciru mét cach ¢ hé thdng vé céc qua trinh thay thé déi ngau.
Dua trén cach thay thé twong dwong ddi ngau, va tir Iy luan (2.57) ta c6 thé két

luan mot tiéu chuan dbi ngau co trong sé cu thé nhu sau:

Sq = (1 = p){(A = k4B)?) + p{(k4B — 23A)*) — min (2.65)

kaAgq
trong d6 st dung chi s (.4 )ky hiéu cho hé sb tuyén tinh hoa, hé sé tro vé xac dinh

theo tiéu chuan (2.65), p la trong sé chuan hoa c6 dac diém trong (2.58)
0<p<l1 (2.66)

Tiéu chuan (2.65) cho thiy qua trinh thay thé luot di c6 anh huong 16n hon ddi
VGi S, SO VGi qua trinh thay thé luot vé khi p nam trong khoang [0, 1/2], va nguoc
lai khi p nam trong khoang [1/2, 1]. Khi p = 1/2 thi (2.65) vai tro luot di va luot vé
nhu nhau.

Tiéu chuan (2.65) goi la tiéu chuan doi ngiu co trong so (weighted dual
criterion - WDC), duoc phat biéu 1a trung binh trong sb cta trung binh binh phuong
ctia cac qua trinh thay thé Iuot di va Iuot vé 1a nho nhét theo cac hé so tuyén tinh hoa
k, va hé sb tro vé A, dugc cho boi (2.60), (2.61) va r? dugc dinh nghia va cho boi
(2.62) véi dic diém tir (2.63) va diéu kién can thoa man tir (2.64).

Tiéu chuan ddi ngau cé trong sé6 WDC 1a mét cdng cu hitu hiéu trong viéc tinh
toan va giai quyét I6p mot s6 cac bai toan phi tuyén ngau nhién cai thién duoc sai s6
tir nhitng phuwong phap sb du trong sé ciing nhu cac phuong phép gan ding khac.
Viéc ap dung véi hé dong luc tién dinh phi tuyén ciing 1a mot huéng nghién ciu can
xem xét khi viéc lua chon trong sé ciing nhu hé sé twong quan dé d6 mirc d6 phi
tuyén gitra s6 hang phi tuyén ban dau va sé hang tuyén tinh hoa trong duong ciing 1a

mot van dé can quan tam trong tiéu chuan WDC.
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2.5 Két luan chwong 2

1. Noi dung chuong 2 da trinh bay phuong tuyén tinh héa twong dwong va
nhitng phién ban cua né dong thoi trinh bay ddy da hinh thanh tir y tuéng dén tiéu
chuan d6i ngau va tiéu chuan d6i ngau co trong s cua tuyén tuyén hoa twong duong
dang dugc phét trién, nghién ciu va ap dung trong mot sé linh vuc.

2. Phuong phép tuyén tinh hoa trong dwong 14 1am thé nao dé tim ra cac hé sé
tuyén tinh hda cho maot hé phi tuyén di cho. Muc tiéu cua nhirng cai tién va phat trién
d6i v6i phuong phap tuyén tinh hoa twong duong 1 xac dinh cac hé sb tuyén tinh hoa
dé c6 thé thu dugc trung binh binh phuong hay phuong sai xap xi gan véi nghiém
chinh xé&c nhat.Viéc phat trién tinh chat truc giao trong phép Iy trung binh ap dung
trong tiéu chuan ddi ngau co trong sé cho bai toan 6n dinh s& dugc khao sat chi tiét
trong Chwong 3, dong thoi dé xuat phép lay trung binh trong sé va viéc mé rong, phat
trién tinh truc giao tir phuong phap Galerkin vai trung binh cuc b c6 trong sé.

3. Trong ly thuyét vé dao dong, phuong phap tuyén tinh héa twong duong thay
thé hé phi tuyén bang phuong phéap tuyén tinh tuong dwong 1a phuong phap pho bién
vi N6 bao ton maot s tinh chét can thiét caa hé phi tuyén goc. Do chinh xac cua cac
hé s6 tuyén tinh hda c6 thé duoc cai thién bang cach sir dung phuong phap doi ngau
két hop hai thay thé Iuot di va lugt vé trong mét tiéu chuan déi ngau co trong sd.
Trong Chuong 4, tAc gia s& trinh bay viéc phét trién tinh chat truc giao trong tuyén
tinh hoa twong duong ddi ngau véi mot trong sé cho cac hé dong luc tién dinh phi
tuyén dong thoi khao sat va ap dung tuyén tinh hoa twong dwong d6i ngau véi trong
s6 da chon dé phan tich tan s6 dao dong ty do phi tuyén va mot sé truong hop dién

hinh va danh gia hiéu qua cta phuong phap dé xuat.
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CHUONG 3. PHAT TRIEN TINH CHAT TRUC GIAO AP DUNG
TRONG PHAN TICH BAI TOAN ON DPINH

3.1 Giéi thigu

Tur phan tich va nhitng khéi niém ciing nhu chi tiét vé phuong phap Galerkin
va tinh truc giao trong phuong phap xap xi s6 du trong s6 & Chuong 1 va tiéu chuan
d6i ngiu cd trong sb cua phuong phap tuyén tinh héa twong dwong & Chuong 2,
chuong nay ap dung tiéu chuan dbi ngau cé trong sé cho bai todn 6n dinh dan hdi va
danh gia két qua so sanh vai két qua chinh xéc, két qua tir phuong phap Galerkin.
Phan tiép theo, tac gia dé cap dén viéc phat trién tinh chat tryc giao trong mot phép
ldy trung binh cuc bo c6 trong sb, lién quan dén phuong phap Galerkin. Ung dung
vao mot s6 bai toan dién hinh vé 6n dinh dan hoi cua cot chi ra rang ¥ twong mai nay
cd thé cai thién dang ké d6 chinh xéac cia nghiém xap xi bac nhat cia phuong phap
Galerkin. Trong nhiéu linh vuc ki thuat, sy mat 6n dinh 1a mot van dé quan trong can
duoc xem xét trong thiét ké két cau, dac biét 1a khi két cau manh va trong luong nhe.

Chuong nay duoc t6 chirc nhu sau:

Muc 3.2 Ap dung tiéu chuan d6i ngau cé trong sé cho bai toan 6n dinh dan
hoi, Chon trong sé p dugc trinh bay trong Muc 3.3 va Muyc 3.4 trinh bay phat trién
tinh chit tryc giao thong qua phép lay trung binh cuc bd c6 trong sé. Sau do, su két
hop cua phép lay trung binh cuc bo ¢d trong sé véi phuong phap Galerkin dugc dua
ra trong Muc 3.5. Bo chinh xac cua phuong phap Galerkin véi phép lay trung binh
cuc bd cd trong s6 va nghiém xap xi cia né dugc khao sat trong Muc 3.6 véi tng
dung xac dinh tai trong téi han caa cot Euler dan hoi tiét dién khong ddi va véi cac
diéu kién bién dién hinh khac nhau.

Ngoai ra, viéc p dung phuong phap Galerkin véi phép Iy trung binh cuc bo
cd trong sb ddi véi cac cot ¢ tiét dién thay ddi duoc trinh bay trong Muc 3.7, trong
do6 phat trién tinh chat truc giao trong phurong phap binh phuong téi thiéu dugc trién
khai. Cudi cung, thao luan vé cac két qua phat trién tinh chét truc giao dugc tom tat

trong Muc 3.8, tiép theo 1a phan két luan Chuong 3 trong 3.9.
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3.2 Ap dung tiéu chuin déi ngiu cho bai toan én dinh dan hoi
3.2.1 Thanh hai dau lién két ban 1é don gian (P-P)

3.2.1.1. Phuong phap Galerkin

L) =0, 0<x <! (3.1)
trong d6 £ 1 toan tir vi phan, trén mién u, 12 ham cua bién doc 1ap x, chiu mot sé
diéu kien bién. Chling ta tim nghiém xap xi, u,,, dusi dang

N

gy = D @ fil®) (32)

i=1
Véi f;(x) 1a mot chudi cac ham nhat dinh, mdi ham thoa man tat ca cac diéu
Kién bién, nhung khong c6 diéu kién nao trong sb ching, théa man phuong trinh vi
phan, nhitng khong thoa méan phuong trinh vi phan va a; 1a cac hé sé khong xac dinh.

Thay thé (3.1) vao (3.2) ta c6 phuong trinh sai s6 hodc phan du e(x):

e(x) = L(uap) (3.3)
hay
e(x) =L Z a; f;(x) (3.4)

i=1

Tiép theo, chling ta phai chon cac bac tu do tong quat, a;, sao cho sai sé 1a toi
thiéu. Cubi ciing, chiing ta thuc hién sai so truc giao, trong khoang 0 < x < [, V6i
mét s& ham trong so. Trong phwong phap Galerkin, cac ham trong s6 1a cac ham duoc
st dung trong chudi, f,(x), k = 1,2,...,N. Qua trinh nay dan dén N tich phan,
dugc goi la tich phan Galerkin:

N

jl L Z a; f;(x) | i) |dx = 0; k=1,2,..,N (3.5)

0 i=1

Phuong trinh (3.5) thé hién tinh truc giao giita nghiém xap xi (ham thu) tir
phuong trinh (3.2) va phan du (3.4) Sau khi thuc hién cac thao tac duoc xac dinh,
ching ta c6 mot hé N phuong trinh voi N 4n sb, a;. Nghiém cua hé nay duoc thay thé
trong (3.2) dé dua ra nghiém xap Xi cho bai toan. Ddi véi cac didu kién bién co lién

quan, phuong phap nay khi dwoc phat trién va ap dung ban dau bai Galerkin, doi hoi
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cac ham dugc chon phai thoa man tat ca cac diéu kién bién (day 1a yéu cau trong mot
s6 nghién ctru thé hién trong [13]).
Ap dung phuong phap Galerkin cho bai toan Euler:
L) =Ely"(x) + Py(x)=0; 0<x <! (3.6)
Pé don gian, l1dy EI = 1, ham thir duoc chon 13 £, (x) = x(I — x), thoa man
cac diéu kién bién y(0) = y(1) = 0, hé (3.5) dan dén:

l
j (" (0) + PROO). fu(x)dx = 0 (3.7)

Tir (3.7), thé hién r6 tinh truc giao giita ham thir £, va phan du, ta thu duoc
tai trong xap xi Galerkin véi cac ham f; khac nhau, xem bang Bdng 3.1

Bang 3.1. Luc téi han PS. va sai s6 vai cac ham f; khac nhau

TT Cac ham f; Nghiém Galerkin Sai s6 va6i nghiém Euler (%)
1 x(l—x) 10 1,321180
2 x(l—x)? 14 41,849660
3 x%(l—x) 14 41,849660
4 x?(l—x)? 12 21,585420
5 x(I—x)+x*(—x) 10.5 6,387240
6  x(l—x)+x*(—x)? 9,87097 0,013814

3.2.1.2. Tiéu chudn ddi ngau

Theo phuong trinh (3.6), ta thuc hién thay thé twong duong

y"(x) ~ ks y(x) (3.8)
Str dung dbi ngau cé trong sé tir (2.65) , ta co

Sp=(1—p)((y"®) —kay(@)") + p{llay(x) — Agy" (x))?)

. (3.9)
— min
kg a
Véi két qua tir phurong trinh (2.60), (2.61) va (2.62) ta co:
(1 =p) (y"(x) y(x))
T (200) (310
, () y(x))? (3.11)

re =
("2 )Ny (%))
Thay thé (3.8), (3.10) vao phuong trinh (3.6) cho ta tai trong tgi han PZ*thu
duoc tir tiéu chuan ddi ngau cé trong so:

A =p) ") y())
1—prz  (y*(x))

Pin = —key = (3.12)
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Chon ham y(x) = x(I — x) va thay vao (3.12) va r? duoc dinh nghia va cho
boi (2.62) véi dic diém tir (2.63) va diéu kién can thoa man tir (2.64) ta chon trong

s6 co dang p = (1 — r)t.r¥ dé khao sat, danh gia két qua cho cac luc t6i han twong

ting P4™. Téc gia thyc hién viéc khao sat vai cac gid tri cua t, v va tinh toan két qua

cho trong Bdng 3.2. Ta tim thiy rang trudng hop t = 1, v = 2 cho sai s& nho nhét
(0,016104%), so sanh véi (1,32118%) cua nghiém Galerkin va gia tri cua t and v

tang thi tiéu chuan ddi ngau c6 trong sé tién dén nghiém cua Galerkin.

Bang 3.2. Luc téi han PE™ va sai s6 véi y(x) = x(I — x)

t v r p par Sai s6 v6i PE (%)

1 0 0.087129080 _ 9.84341568 20.265347%
11 0.079537600  9.85802719 -0.117302%
1 2 0.072607600  9.87119382 0,016104%
2 2 0.006326230  9.98940041 1.213787%
2 1 0,006930040  9.98838285 1.203477%
3 1 0.000603808  9.99899315 1.310982%
3 2 0,000551198  9.99908091 1311871%
2 3 0.005775030  9.99032840 1.223190%
1 3 091287092 yheso81300  9.88307270 0,136462%
3 3 0.000503173  9.99916103 1.312683%
4 3 0,000043841  9.99992693 1.320443%
3 4 0.000459332  9.99923415 1.313424%
4 4 4.00212E-05 999993330 1.320508%
5 5 318319E-06  9.99999469 1.321130%
6 6 253183E-07 999999958 1.321179%
10 10 101327E-11 10.00000000 1.321184%

Bang 3.3. Luc téi han P™ va sai s6 véi y(x) khéac nhau

TT y(x) r p PA PE v  P§

0316869 1122346 98696 1.0
2 _ 1 1 1 )

1 X (1= x) 0.68313 16463 1220212 98696 1.1 L+0000
0132994 10,81502 9,8696 1:2

2 x2(l — x)? 053452 0,115814 1097333 9,8696 2:1 12,0000
0465478 7,39818 9,8696 1:0
0163339 9,91905 9,8696 1:0
_ 2(] — ’ ’ ’ ’

3 x(I=0)+x"(l=x) 083666 135060 1002308 98606 1.1 00000
0,000576 9,87096 9,8696 1:0

4 x(l—x)+x%(l—x)> 099942 0,000575 9,87096 9,8696 1:1 9,87097
0,000575 9,87096 9,8696 1:2

Tinh toan twong tu véi cac ham khac nhau cua y(x) dugc cho trong Bang 3.3.

Tur két qua cia bang nay, ta quan sat thay rang ki thuat di ngau cé trong sb caa tuyén

tinh hoa twong duong cho sai s6 nho hon so voi nghiém ciia phuwong phap Galerkin.
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N6 ciing thé hién rang gia tri cua t, v ¢6 thé duoc chon dé cho nghiém xap xi tiép can
gan hon vé&i nghiém chinh xac.
3.2.2 Thanh hai dau lién két ngam (C-C)
Theo [15] ta ¢6 phuong trinh
L(y)=Ely" +Py—M, =0 (3.13)
Diéu kién bién: y = 0khix =0vax=1; y' =0khix =0vax =1
Nghiém chinh x&c cua phuong trinh (3.13) theo [15]

y = %(1 - cosEx)

P l
Tai trong tGi han trong truong hop nay theo cong thirc (1.2)
. Am?El EI
R = —5— =394784 3

3.2.2.1. Phuong phap Galerkin

Tir ¢6ng thuc (3.5), véi EI =1 va chon ham f;, thoéa mén diéu kién bién ta co
l

f (" () + PFo() = Mo). fi(¥)dx = 0 (3.14)
0

Phuong trinh (3.14) thé hién tinh truc giao gitra ham thir £, va phan du, giai
phuong trinh nay ta sé& thu duoc gia tri cua luc tgi han PS twong (ing vé&i cac ham f,.
Cu thé vé&i ham f, = 2M,(1 — x)?x%(31% + Ix — x%)/91? théa man diéu kién bién,
ta co:

PS = 41,3369El/12

3.2.2.2.Tiéu chudn déi ngau

Tuyén tinh hoa twong dwong phuong trinh (3.13) bang cach thay thé
Ely"~ k,yva M, ~ kyy.

Véi EI = 1, sir dung ddi ngiu c6 trong sb tir (2.65), ta o k,, k, duoc tim tir
phuong trinh

Saz = (1 —py) ((J’”(x) - kz)’(x))z)

2 (3.15)
+ P2 ((kZY(x) — Azy”(x)) )y > Ir{rznlr;
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Sa0 = (1 = po) (Mo () — koy(x))”)

+ 9o ((koy () =AMy ())") = min

Véi két qua tir phuong trinh (2.60), (2.61) va (2.62) cé:

_ (0 —p) ") y&))
1—pt  (y2(x)
2 = (y"(x) y(x))?
("2 )Ny?(x)
_ (1 = po) (My(x) y(x))
1-pory  (¥2(x))
7‘02 _ (Mo (x) Y(x))z
(Mo? ()X y? (%))
Trong sé p dugc gia thiét c6 dang:
(A =r?).r?
2

ks

ko

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Tinh tryc giao tir phuong trinh (3.14) ta thiy tinh trwc giao da duoc phat trién
gan Véi trong sé p,, p, thé hién trong phuong trinh (3.15), (3.16). Thay k., k, tir
phuong trinh (3.17), (3.19) vao phuong trinh (3.13) ta sé thu duogc lyc téi han theo

phuong phap tuyén tinh hoa dbi ngau tir phwong trinh
Pccin = ko —k;
Xét ham cac ham sé thoa man diéu kién bién:

_ 2Mo (1= x)*x*(31% + lx — x?)

Yapp 9]2

(3.22)

Ap dung phuong phap tuyén tinh hoa dbi ngau va thay vao phuong trinh (3.22):

P4" = 39,3943 El /(2

3.2.3 Thanh mgt dau lién két ngam, mgt dau tw do (C-F)
Phuong trinh bién dang: EIy" + Py = P§ hay y" + k?y = k%6

Diéu kién bién: Taix = 0,taco6y=0vay =0;taix =, tacoy = 4§

Nghiém chinh xac theo phuong trinh: y = § (1 — oS (
Luc téi han theo (1.3) ta co:

m?El  2,4674 EI
PE = =
cr

(21)? I’

X
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3.2.3.1. Phuong phap Galerkin
Ap dung cong thie (3.5), voi El =1 va chon mét ham £, thoa man diéu kién
bién ta co

l
jkﬁ%w+Pquw—&)ﬁumx=o (3.23)
0

Giai phuong trinh (3.23) ta s& thu duoc gia tri cua luc t&i han PS tuong ing
V6i cac ham fi. Vi du voi ham fi, = =-x2(61* — 4lx + x?) thoa man dieu kién bién

PS = 1,33El/I?

3.2.3.2Tiéu chudn ddi ngau

Tuyén tinh héa twong dwong phuong trinh bién dang bang cach thay thé:
Y"(x) ~ k. y(x) va d ~ ko. y(x)
Véi EI = 1, st dung d6i ngau c6 trong sb tir (2.65), ta o k,, k, duoc tim tir

phuong trinh
Saz = (1= p) (Y () = ko (0))
) (3.24)
+ D2 ((kZJ’(x) - Azy"(x)) ) > ]fcrzlll{;
Sao = (1 = po) ((3(0) — koy(1))°) + po {(koy () — 205(x))")
i (3.25)
ko,Ao
Véi két qua tir phuong trinh (2.60), (2.61) va (2.62) ta co:
(A =p) (' (x) y(x))
ST ) (829
("' () y(x))?
L =—— 3.27
= TN ) (3:27)
~ (1 =po) (6(x) y(x))
T T e 020 (329
2
,  (8(x) y(x)) (3.29)

T == .
(8 (INy*(x))
Trong sé p van dugc gia thiét c6 dang (3.21)
Thay k,, k, tir phwong trinh (3.26), (3.28) vao phuong trinh bién dang & trén

ta s& thu duoc lyc t6i han theo phuong phap tuyén tinh héa dbi ngau tir phuong trinh
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ks
l_ko

Xét ham cac ham sb théa mén diéu kién bién:

an _
Pcr -

(3.30)

)
Yapp = ﬁxz (61* — 4lx + x?)

Ap dung phuong phap tuyén tinh héa dbi ngau va thay y,,,, vao phuong trinh
(3.30) ta co:
Pan = 1,5037 El/[2
3.2.4 Thanh mgt dau lién két ngam, mgt dau lién két ban 1é (C-P)

Theo [15] ta ¢6 phuong trinh

M
L(y) = Ely" + Py — Tox =0 (3.31)

Diéu kién bién: Taix = 0,tac6y =0;taix = [, tacdy =0,y = 0
Nghiém chinh xac tur [15] ¢6 dang:
M, (x _ X
y=— (7 + 1.0245 sin (4.49347)>
Luc téi han theo phuong trinh (1.4), ta c6

m?El 20,1906 EI

PE = =
T (0.71)2 1

3.2.4.1. Phuong phap Galerkin

Ap dung céng thirc (3.5), véi El =1 va chon mét ham f, théa man diéu kién

bién ta co
l MO
j (fk ) + Pf.(x) — Tx) Fo(xX)dx =0 (3.32)
0
Giai phuong trinh (3.32) ta s& thu duoc gia tri cua luc t&i han P& tuong tng
vaGi cac ham f,. Vi du v6i ham f, = 45012962(31 — 2x)(1 — x) théa man diéu kién

bién, ta cé PE = 22,4211E1/I2,

3.2.4.2. Tiéu chudn déi ngau

Tuyén tinh héa twong duwong phuong trinh (3.31) bang cach thay thé:
y"'(xX) ~ kp. y(x) va Mox/1 ~ kg. y(x)
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Véi EI = 1, st dung ddi ngiu c6 trong sb tir (2.65), ta o k,, k, dugc tim tir

phuong trinh

Saz = (1 —p){(y" (@) — k2y(0))”)

, (3.33)
+ P ((kZJ’(x) - Az}’”(x)) ) > 113211,11:
Sao = (1 = po) ((xMo () /1 = koy(x))")
_ (3.34)
+ po{(koy(x) — Ao xMO(x)/l)Z) - m’lﬁ
Véi két qua tir phuong trinh (2.60), (2.61) va (2.62) ta co:
(1 =py) (" (x) y(x))
T 0PQ) (335
o _ "G y())? 336
" ) (3.9
~ (1= po) ((xMy(x) /Dy (x))
T 02() (337
2 = ((xM,y(x) /1) y(x))? (3.38)

(Mo () /1)Ky ? (x))

Trong sb p duoc gia thiét co dang nhu (3.21)

Thay k,, k, ttr phuong trinh (3.35), (3.37) vao phuong trinh (3.31) ta sé€ thu
duogc lyc t6i han theo phuong phap tuyén tinh hoa déi ngau tir phuong trinh

PCC-,l«-n - ko - kz (339)
Xét ham sé thoa man diéu kién bién:
M, (3l
Yavr = 4pr 2™ (?_ zx) (=2

Ap dung phuong phap tuyén tinh héa dbi ngau va thay y,,,, vao (3.39) ta co:

P4" = 21,5968 El/I2 (3.40)

3.3 Chon trong sé p véi bai toan 6n dinh dan hdi

Phan trén, ching ta da khao sat 4 bai toan on dinh dan héi vai trong sé duoc
chon trong bai todn 1 c6 dang p = (1 — ). 77 va van thoa mén cac diéu kién (2.64),
(2.66), va bai toan 2, 3, 4 c6 dang (3.21). Muc nay tac gia sé tiép tuc khao sét &p
dung tuyén tinh hoa d6i ngau co trong sé p cho bai toan (C-P) duoc cho ¢ Hinh 1.6d,

véi luc toi han Euler dugc cho ¢ (1.4).
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3.3.1 Phwong phap Galerkin
Két qua tinh toan luc ti han theo phuong phap Galerkin v6i 7 ham fj(x) duoc
cho trong Bang 1.2. Qua dé, ta nhan thay véi cac ham thi f;(x) khac nhau, sai s
cua luc téi han tinh theo phuong phap Galerkin thay d6i tir 4,2595% dén 134,0520%.
3.3.2 Tiéu chudn déi ngdu
Céc hé s6 tuyén tinh dugc cho tir phuong trinh (3.35) dén (3.38). Véi 12 duoc
dinh nghia va cho bdi (2.62) véi dic diém tir (2.63) va diéu kién can thoa man tir
(2.64) thi trong s6 p = p(r), 1a ham sb phu thudc vao r. Tir (2.57) ta c6 thé quan sat
thay, khi 4 rat gan véi B thi thay thé dau tién s& dong vai tro quyét dinh. Vi vay, tac
gia dé& xuat diéu kién rang buoc caa ham p(r) thoa man véir = 1, p(1) = 0. Biéu

thire don gian cia ham trong s p ¢ dang
p=0-r)nry (3.41)
trong d6 t,u, v 1a cac hang sé nguyén duong. Nhu vay ta xac dinh hé sé tuyén tinh

hoa twong duong theo (2.60) vai r va p Xac dinh tir (2.62) va (3.41).

Ta tién hanh khao sat vai mot s6 ham caa p;(r), i = 1 — 5 nhu sau:

(1 —712).7r? (1—-1r2)2r2 (1—-7r2).7r3
bhr=——F P2~ 5 P33T Pa
2 2 2
3.42
_(@=r?).rt (@ =-r)2r? (3.42)
-T2 BT

Thay k,, k, ttr phuong trinh (3.35), (3.37) vao phuong trinh (3.31) ta s€ thu
duogc lyc t6i han theo phuong phap tuyén tinh héa ddi ngau tir phuong trinh (3.39)

Xét ham sb ham sé théa man diéu kién bién f; (vi du f;) trong Bang 1.2

fz = %xz(Sl —2x)(l —x)

Ap dung phuong phép tuyén tinh hoa d6i ngau va thay f; vao phuong trinh
(3.33) - (3.38) véi cac dang khac nhau cua ham trong sé p; (1) cho trong (3.45) ta co
cac gié tri cia lyc toi han PZ™ tinh theo tiéu chuan ddi ngau co trong s6 dugc cho
trong Bang 3.4 véi p;,, pjo tinh theo cong thuc (3.45) tuwong tng VEi pga, Pao trong
phuong trinh (3.33), (3.34) va k;,, k;, trong phuong trinh (3.35), (3.37) tuong Gng
i = 1 — 5 véi tirng dang cua p; trong (3.45).

Bang 3.4. Luc téi han PE™ va sai sb khi xét ham f; véi cac ham trong sé p; (1)
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i PiziPio kizikio PI"vasaiso (%)  PS vasaisé (%)
1 0,124145;0,10680 -10,6745;10,6586 21,3330 (5,91297)

2 0,056938;0,03302 -11,0621;10,9371 21,9992 (9,22042) 99 4911

3 0,091341;0,08876 -10,8674; 10,7295 21,5968 (7.22262) (11’3147)

4 0,067206; 0,07377 -11,0048; 10,7870 21,7917 (8,19021) ’

5 0,018898; 0,00984 -11,2689;11,0187 22,2876 (10,6512)

Bang 3.5. Luc téi han PE™ va sai s6 véi cac ham f; va cac ham trong sé p; (1)

J fi Pi P4™ va sai so (%) PS. va sai 56 (%)
. 19,8803 (-1.29959)
p, 20,4618 (1,58733)
3M,
1 fi= =) p.  20,2217(0,39551) (241’2050905%
. 20,4509(1,53348) ’
pe  20,8157(3,34441)
p, 31,0252 (54,0319)
p, 31,7871 (57,8144)
3M
2 fi=g - p, 31,6788 (57,2771) (gg’gggg)
p, 32,0766 (59,2520) '
pe 32,4233 (60,9733)
p. 44,5491 (121,174)
p,  456020(126,402)
3M,
R A N p, 455307 (126,048) (‘1‘;’413;2)
p, 459478 (128,119) '
pe 46,5097 (130,908)
20,8242 (3,38678)
—_x2(712 - 21 P1
s = Toigr ™ ¢ * p,  21,4487(6,48699)
— 2x)(1 - x) 21,8042
5 p, 21,0456 (4,48593) (6 2620)
p, 21,2132 (5,31816) '
pe  21,6940(7,70495)
p. 31,4423(56,1026)
p,  32,3490(60,6042)
M, 33,1190
6 fo=oox*Gl-20(-x) ps  319289(58,5186) o 4279
. 32,2642 (60,1832) '
pe  32,8613(63,1479)
p, 33,2967 (65,3092)
so_ g P2 341035 (69:3149)
7 Fr=1oEOPF -0 335610 (66.6215) (3‘1"22%)
+2x°) Da 33,7619 (67,6192) '
ps 34,3975 (70.7747)

Nhu vay theo Bang 1.2, nghiém Galerkin (sb tht tu 3) ¢6 sai s6 1a 11,3147%

trong khi theo Bdng 3.4 sai s6 cua nghiém d6i ngau thap nhat 1a 5,91297% va cao
nhét 1a 10,6512%. Két qua cua sb thu tu 3 trong bang Bang 3.4 chinh 1a két qua tir
phuong trinh (3.40).
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Tinh toan tuong ty, 4p dung tiéu chuén doi ngau c6 trong sb véi cac ham f
V6ij=1,2,4,5,6,7 trong Bang 1.2 ta thu duoc két qua tinh toan lyuc téi han va sai
s6 trong Bdng 3.5. Tlr Bang 3.4 va Bang 3.5 cho thay voi 7 ham thir f; thoa man diéu
kién bién, khi tinh véi tiéu chuan déi ngau cé trong sé cua phuong phap tuyén tinh
hoa trong duong cho sai s6 nho hon so voi két qua tinh toan theo phwong phap cua
Galerkin. Trong 5 gia trj trong sb cua tiéu chuan tuyén tinh héa d6i ngau, gia tri p,
cho két qua luc téi han véi sai s6 nhé nhat trong hau hét cac trueong hop tinh toan.
3.4 Phép lay trung binh cuc b c6 trong sb

Gia tri trung binh dong moét vai tro quan trong trong viéc nghién ctru cac qua
trinh dong. Viéc st dung cac gia tri d6 cho phép bién do6i cac qua trinh bién thién vé
mot sé cac dic tinh khong d6i, ma dé dang hon trong viéc khao sat. Dé phat trién tinh
chat truc giao va mé rong viéc st dung cac gia tri trung binh, ta c6 thé ap dung phuong
phap dbi ngau. Mot trong nhimng vu diém dang ké caa khai niém ddi ngau 1a no xem
xét hai khia canh khéac nhau cia mét bai toan dang quan tim, ma cho phép khao sat
phl hop hon. Mot hudng tiép can dbi ngau cho cac gia tri trung binh cia cac ham da
dugc gidi thiéu trong [129] va s& duoc phat trién trong chuong nay. Khdng mat tinh
tong quat, ta xem xét g(x), la mot ham tién dinh, kha tich véi x € [0,1] va r 1a mot
gia tri cuc bo trong khoang [0,1].

Trung binh sé hoc thong thuong cua g(x) trén khoang [0,1] dugc cho boi:

1
(900} = | g (3.43)

0

Gia tri trung binh cd trong sé quy wdc cia g(x) trong khoang [0, 1] dugc cho boi
1
h(x)g(x)dx
J - J (3.44)
fO h(x)dx

trong d6 h(x) 12 mot ham trong s6. Phuong phap tuyén tinh héa twong dwong véi
phép lay trung binh cuc b ¢é trong sb thong thudng qua viéc sir dung hudng tiép can
d6i ngau duoc &p dung trong [89] dé phan tich mot s6 hé dao dong véi tinh phi tuyén
manh. Téc gia gioi thiéu mot dang khéc cua trong s6 trung binh ciia ham g(x) khoang

[0, 1], v6i muyc dich nay, phuong trinh (3.43) duoc viét lai nhu sau:

(90 = [ g@dx = | gGddx+ | gCdx (3.45)
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r 1

r - T
=- dx + —— d
rfog(x) X+t Tg(x) x
Tir phuong trinh (3.45), nhan thay rang gié tri cuc bo x = r chia trong khoang
[0, 1] trong hai mién cuc bo [0, 7] va [r, 1], vai hai trung binh cuc bo twong Gng 1a

1 T
;fo g(x)dx,

1

. rjr g(x)dx (3.46)
Phép lay trung binh thong thuong, (g(x)), nhan dugc dudi dang to hop tuyén
tinh caa hai phép lay trung binh cuc b véi trong sb bang do dai ciia cac mién cuc bo,
cuthé lar va 1 — r: Bé gidi thiéu mot phép Iy trung binh cd trong sé méi cia g(x)
trong khoang [0, 1], nguoi ta thay trong s6 r bang mét trong sé khac 13, /™, trong

d6 f(r) 1a mot ham lién tuc théa man cac diéu kién sau:

(0 < f(r),vr € [0,1]
()
< (3:47)
1 -1

lim—— < o
-1 1—r

Gia tri trung binh thong thuong cua g(x) trong khoang [0, 1] dugc xac dinh bai
phuong trinh (3.45) s& thu duoc trung binh trong sé cua g(x) sau day tai gié tri cuc
bo r trong khoang [0, 1]

G(r) = (g&)|x"™®,r)
1—1fM
1-r

Pf@)

" (3.48)
=— fog(x)dx+

frlg(x)dx

Sy khéc biét noi bat giira phép lay trung binh c6 trong s6 théng thuong cua
g(x) duge xéac dinh boi (3.44) va phép Iy trung binh cuc bo ¢ trong s6 duoc dé xuat
(weighted local averaging - WLA) cua g(x) dugc xac dinh boi (3.48) la (3.44) dua
dén mot gia tri trung binh khong doi, trong khi d6 (3.48) dwa dén mot dai luong la
ham sb cua r. Theo nghia nay, phép 1ay trung binh cuc bo ¢d trong sb cia g(x) duoc
xac dinh boi (3.48) c6 thé duoc coi 1a mot phép bién doi caa ham g (x) xac dinh trong
khoang [0, 1] thanh m¢dt ham khac G (r) ciing xac dinh trong khoang [0, 1] va dugc
xac dinh boi phuong trinh (3.48).
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159
0 11&.

0.5

—— a=0
—&—0=0.5

a=1

0 0.2 0.4
r r

Hinh 3.1 B thi cua ham sb a) f(r) va b) /™ trong khoang [0, 1] va véi c4c gia tri
khéc nhau cua o =0, 0,5, 1

Phép lay trung binh cuc b c6 trong sé (WLA) ciia mot ham g (x) theo (3.48)
s& duoc sir dung trong luan an nay. Truong hop v/ = 0,5 d dugc xem xét trong
[129]. R rang la toan tir Iy trung binh cuc bd co trong sé duge xac dinh trong (3.48)
la tuyén tinh doi véi ham g(x). Nhan xét sau day nhan duoc tir phép lay trung binh
c6 trong s6 méi theo (3.48).

Nhdn xét 1. Néu ham f () théa man diéu kién:

fa)=1 07 <1 (3.49)

thi trung binh c6 trong sé cua g(x) tai r; bang gia tri trung binh thong thuong cua
g(x). Thuc vay,

G(r) = (g)|x/ @, 1) =

f(rl) f(rl)

fg(x)dx+ fg(x)dx

1

T'il fri 1- 1; 1 (350)
=— (x)dx + f (x)dx
i Jo g 1-— T rig

=f ig(x)dx+f g@)dx = (g(x))
0 i

Tir Nhan xét 1, trong trudng hop cu thé di véi f(x) = 1,vx € [0,1], gia tri
trung binh c6 trong sb cua g(x) tring véi gia tri trung binh thong thuong cua
g(x),vx € [0,1]:
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(g)Ix,7) = (g(x)), Vx € [0,1] (3.51)

Vi van chua c6 1y thuyét chung vé cac ham trong s, chiing ta s& bat dau nghién

ctru véi mot lép da thirc mot tham sé ¢d bac nhat nhu sau:
f)=1+a(l-2r)=1+a—-2ar,0<a<1 (3.52)

<g(x)|x1+a—20ﬂ"r>
rl+a—2ar ]r 1 — plta-2ar (1 (3.53)
=— g(x)dx+—] g(x)dx
r 0 1—-r .

Ham £ () duoc chon & dang trong (3.52), vi n6 bang 1 ung véir = 0,5. Sir
dung Nhan xét 1, ta c6 thé két luan rang mot dic trung quan trong caa phép lay trung
binh cuc bo ¢d trong s6 méi duge xac dinh trong (3.53) 1a né ludn chira gié tri trung
binh thong thuong nhu cac truong hop cu thé cua nd tai 3 diém cuc bo, r = 0,7 =
05var = 1:

G(0) = (g(x)|x**27,0)

_ 010+a jo Cgdx+ %10” jo g s
=Emwm=m@»
6(0.5) = (g(0) |12, 0.5)
051f g(x)dx + :d.sl 0_159(x)dx (3.55)
- [otoax = (g
G(1) = (g |xt*2em, 1)
_ f g()dx + 1__111_a fl (dx 256)

=fmmm=m@»
0

D6 thi ciia ham £ (r) va ham /™ duoc chi ra trong Hinh 3.1 véi cac gia tri
khac nhau cua o. PO thi cia ham f(r) bi giéi han bsi duong thang I, ,

(f) =1,a=0) vaduong thang L,, f(r)=2—-r,a=1 vaf(r)=0,v0<
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a < 1. Trong muc tiép theo, chiing ta s& p dung phép Iy trung binh cuc b c6 trong
s6 vao phuong phap Galerkin.

3.5 Phat trién tinh chat truc giao trong phuwong phap Galerkin véi phép lay
trung binh cuc b c6 trong sb

Trong muc nay, tac gia s& chi ra cach phwong phap Galerkin véi phép lay trung
binh thong thudong chinh la tinh chat tryc giao (the Galerkin method with
conventional averaging, GCA) c6 thé dugc phét trién tinh chat truc giao va mé rong
thanh phuong phap Galerkin v6i phép lay trung binh cuc bo c6 trong s6 (Galerkin
method with weighted local averaging, GWLA) nhu thé ndo. Gia sir ta can giai

phuong trinh vi phan.
AW) =0 (3.57)

trong d6 A 13 toan tir vi phan va W (x) 1a ham chwa biét cua bién x € [0,1] thoéa mén
mot s diéu kién bién cuy thé tai hai ddux = 0, x = 1. Goi W (x) la dugc xap xi

duéi dang to hop tuyén tinh cac ham thir
N

W(x) = z a; W, (x) (3.58)

j=1
trong d6 W;(x) la cac ham thir cua x va a; 1a cac hing so chua biét. Ap dung GCA
vao (3.57) dan dén cac phuong trinh cua diéu kién truc giao nhu sau:

N
A zajwj(x) W) =0i=12...N (3.59)

j=1
trong d6 (m) la todn tir 1ay trung binh thong thuong. Hé N phuong trinh (3.59) duoc
str dung dé xéc dinh N an s a;, phuong trinh nay thé hién tinh truc giao cac ham

thir va phan du.

Néu thuc hién thay thé toan tir liy trung binh thong thuong (m) trong (3.59)
boi toan tir lay trung binh cuc bd cé trong s6, (3.53), thi ta nhan duoc cac phuong

trinh ciia cac diéu kién truc giao twong Gng:
<A( ia Wj(x)) Wi(x)|x1+“‘2“r,r> =0,i=12,...,N (3.60)

Thay thé (3.53) vao (3.60) dua dén h¢ phuong trinh dai s6 cho N 4n sé a;:
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N
T.1+a—20fr

TJ:A Zajo(x) W;(x)dx
=1

1 — 7,.1+0¢—200’ N (361)

1
+—J A Zajo(x) W;(x)dx = 0,
1—r .

j=1

i=12,...,N
Giai hé phuong trinh (3.61) cho ta

a; =a;(r,a),j=12,...,N (3.62)

Thay thé (3.62) vao (3.58), nguoi ta nhan duoc nghiém xap xi cia phuong
trinh vi phén (3.57) dudi dang

N

W(x) = Z a;(r, a) W;(x) (3.63)

=1

Tt phuong trinh (3.63) cho thay rang nghiém xap xi nay 1a mot ham phu thudc
Va0 gia tri & cua ham trong sb va vao gia tri cuc b r. Do d6, nghiém sé tré nén hoan
toan xac dinh khi a va r di dugc chon. Bang cach thay do6i cac gia tri cua a var,
GWLA c6 thé tao ra mot loat cac nghiém xap xi khac nhau vatair = 0,7 = 0,5
hoacr = 1, GWLA dua ra cuing mot loi giai nhu cua GCA. Quan trong hon, GWLA
cho phép nhan duoc cac loi giai chinh xac hon nhiéu wng véi mot sb bai toan cu thé
s& duogc trinh bay ¢ phan sau, khi so sanh véi cac 16i giai nhan duoc tir GCA. Tuy
nhién, nhuoc diém chinh cia GWLA 14 cic gia tri cua a va r van chua duoc xac dinh
va cau hoi ma 1 1am thé nao dé tim chding. Cau hoi nay s& dugc xem xét va thao luan
trong phan tiép theo.

Ap dung (3.54) vao (3.60), ta c6 thé chi ra rang loi giai duoc xac dinh nhu

trong (3.62) c6 dac trung nhu sau

a;(a,0) = a;(a,0.5) = a;(a,1) = q; Va €[0,1],j = 1,2,...,N (3.64)
trong do a; la nghiém nhan duoc theo GCA, tac 1a duoc xéac dinh boi (3.59). biéu
nay c6 nghia 1a nghiém nhan dugc boi GWLA trung véi nghiém nhan dugc baoi GCA

g Vi it nhat ba gia tri cia r, twong tng lar =0, 0.5 va 1.

Néu A 1a mét toan tir tuyén tinh, thi hé (3.60) duoc don gian hoa nhu sau:



72

N
Z a]< W; (x) W(x)|xf(x) r> =0,i=12,...,N (3.65)
j=1
hay
N Pl+a-2ar
Z a; [ j (W] (x)) W, (x)dx
j=1
+ # j " (W) Wi(x)dx] =0, 50
i=12,...,N

Trong phan tiép theo, GWLA s& duoc trién khai dé tim tai trong téi han cho
cac cot dan hoi vai cac loai diéu kién bién va cac loai mat cat khac nhau.
3.6 Mat on dinh dan hdi ciia cot Euler véi tiét dién khong doi
Ap dung GWLA dé phan tich 6n dinh dan hoi cua cot Euler [40]. Xét mot cot
dan hoi thang, dong chat, cd chiéu dai L chiu mot lec nén doc truc P. Cot c6 mot
chuyén vi ngang dugc biéu thi bang w. Sir dung ly thuyét dam Euler-Bernoulli,
chuyén vi cua thanh c6 tiét dién khong d6i duoc md ta bang phuong trinh vi phan sau
EI Cf;v +P Cf;vzv =0 (3.67)

trong d6 E 12 modun dan hoi, | 1a mé-men quan tinh va x € [0, L] biéu thi toa do theo

phuong doc truc. Bang céach str dung phép bién d6i x = %Vé w= %, tir phuong trinh
(3.67) ta co:
d*w d*w PIL?
+ Pconst — 0 Pconst 3.68
dx* dx? EI (3.68)

trong d6 P€°™St 13 tai trong téi han khong thi nguyén (chuan héa) caa cot co tiét dién
khong ddi. Nhu vay, toa d6 x dugc xac dinh trong khoang [0, 1]. St dung (3.68),
phuong trinh c&n bang caa cot ¢ dang
d*w d?*w
A = + peonst =0 3.69
W) dx* dx? (3.69)
Ap dung GWLA duoc xac dinh boi cac phuong trinh tir (3.60) dén (3.69) dbi

voi ham thir c6 mét tham sé, ta nhan duoc

4 2
(el -o

Phuong trinh (3.70) din dén tai trong téi han xap xi dugc xac dinh boi GWLA
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d*w 1+a-2
£V wlxi+a ax’r
dx*

pconst —
Pewia(a,m) = — 2 (3.71)
w x1+a—2ax,.r
dx?
Hoac ¢ dang tuong minh
Flva—2ar . g4 1_pl+a-2ar 4 g4y
) wdx + ) wdx
PEOSt (1) = 0 dx* 1-r L dx? (3.72)
GwLA\&, T r1+“ 2ar .y d2w 1—rlta=2ar 1 42w '
) wdx + ) wdx
r 0 dx? 1-r 1 dx?

Phuong trinh (3.72) chi ra rang tai trong téi han dugc xac dinh bai GWLA la
mot ham cua tham sé a va cua gia tri cuc bo . Luu y rang khi @ = 0 phuong trinh
(3.72) s& dan dén tai trong tGi han nhu duge xac dinh bai GCA.

1d*w
t 0 dx* X t
COTlS _— cons
GWLA(O r) = T idiw Peca (3.73)
—wdx
0 dx?2

Tir phuong trinh (3.72) va phuong trinh (3.48), ta ciing c6 thé chi ra rang

PEOSt (o, ) bang véi PEOMSE tair = 0,0,5val, V0 < a < 1,

1d*w
t I 0 dx* w t
COTlS — cons
GWLA(a 0) 1 ~1d2w = GWLA(a' 05)
- | —wdx
170 dx2
0.51 05dw wdx -0.51 fl d*w wd
=_0.5 1-0.5 05d4' x (374)
0.51 05 wdx 1 0.51 fl d2w wdx )
0.5 1-0.5 05d 2
1% 1dtw wdx
_ const(a 1) 0 dx* _ pconst
= Fewra = 11 @ 1d2w GCA
—de
1 Y0 dx2

Phuong trinh (3.74) biéu thi rang P53t (o, ) ¢6 it nhat mot cuc tri cuc bo
trong mdi khoang [0, 0.5] va [0.5, 1]. Bé tim tai trong téi han nho nhat, cuc tiéu cuc
bo cua P&y (a, ) trong khoang [0, 1], min,.co 11 Péwia (@, 1) thudng duoc uu tién
chon lam diéu kién dé xac dinh gié tri cua r. Do d6, tai trong t&i han cuc bd dugc xac

dinh boéi GWLA ung véi mot gia tri a dugce dinh nghia nhu sau:
Péivia(@) = min PEii(a,m) (3.75)
Van dé xac dinh gié tri thich hop a can duoc tiép tuc khao sat. O day, dé giai

quyét bai toan, tac gia sir dung hudng tiép can toan cuc - cuc bo, ma lan dau tién duoc

dé xuét trong [10], dé xac dinh céc hé s6 tuyén tinh héa cua phuong phap tuyén tinh
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hoa twong dwong ngau nhién. Trong bai bao d6, theo hudng tiép can toan cuc - cuc
bo, cac hé s6 tuyén tinh héa cuc bo duoc tim tir tiéu chi sai s6 binh phuong binh quan
trong mot mién cuc bo. Sau do, cac hé s6 tuyén tinh hoa s& nhan duoc nhu 12 cac gia
tri trung binh toan cuc cua tit ca cac hé sb tuyén tinh hoa cuc bo. Ap dung huéng tiép
can toan cuc - cuc bo vao bai toan on dinh, cac nghién ctru cho thay rang tai trong toi
han cubi cung dugc xac dinh bai GWLA nhin duoc nhu 13 gia tri trung binh toan cuc
theo a, cuia tat ca cac tai trong t6i han cuc bo PSSt (ar)

peps = [ Pati@da .70

0

Do d6, thuat toan sb dé giai bai toan tai trong ti han caa cot dan hoi vai tiét
dién khong doi dugc mé ta bang phuong trinh (3.67) bang viéc str dung phuong phap
Galerkin vai phép Iy trung binh cuc bo cd trong s6, GWLA, nhu sau: Dau tién, xac
dinh ham P&k (a, r); sau d6 véi moi gid tri cua a € [0,1], ta tim tai trong tGi han
cuc bo, PSSt (a) tir phuong trinh (3.75); tai trong t6i han cudi ciing nhan duoc tir
phuong trinh (3.76).

Pé giam khéi lugng tinh toan, tac gia dé xuat phwong phap Galerkin don
gian hoa véi phép lay trung binh cuc bé cé trong sé (simplified Galerkin method
with weighted local averaging - viét tit 13 SGWLA) sau ddy. Cac cuc tri cuc bo cua

P&aTst (@, ) trong khoang [0; 1] ¢6 thé duoc xap xi bang cac gia tri cua PSSt (a, 1)
tuong (tng Vé6i cac diém trung tdm cua mdi khoang [0:0,5] va [0,5;1]. Do do, tir

phuong trinh (3.75), PE&iE4 (@) duge xé4c dinh nhu sau:

P&t = min(PEORSE (a, 0,25), PESRS (@, 0,75)) (3,77)

Ngoai ra, ta cling c6 thé Xap xi tich phan trong phuong trinh (3.76) bang céch

dinh tri Pk () tai @ = 0,5
Pswia = f 1 Péwis(a) da ~ P&y (0,5) (3.78)
0
Vi vy, tai trong téi han nhan dugc tir SGWLA, P& 1a
P&giia = min(P&ik (0,5;0,25), ik (0,5;0,75)) (3.79)

trong do:
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PEOTSE(0,5;0,25)

0,25%2% ¢0,25 d*w 1-0,25%25 1 d*w
- wdx + — wdx
025 fO dx* 1-0,25 f0,25 dx* (3'80)
0,25125 0,25 d w 1-0,25125 -1 d2w
[ wdx + wdx
0,25 “0 dx? 1-0,25 70,25 dx?2

Péw14(0,5;0,75)

wdx (3.81)

0,75%75 fo ,75 d4 wdx 4+ 1-0,75%75 fl d*w

075 “0 1-0,75 70,75 dx*

0,75975 0,75 d w 1-0,75975 ~1  d2w
Jy wdx + [ wdx

0,75 -0 1-0,75 70,75 dx2

Do d6, thuét toan s dé xac dinh tai trong toi han caa mot cot dan hoi vai tiét

dién khong d6i, bang viéc sir dung phuong phap Galerkin don gian hoa véi phép lay

trung binh cuc bd cd trong s6 (SGWLA), 1a nhu sau: Pau tién, xac dinh

PEImst(0,5; 0,25), va

PEOTSE(0,5; 0,75) nhu trong phuong trinh (3.80) va (3.81) mot

cach tuong trng. Sau do, tai trong tdi han nhan dugc boi phuong phap SGWLA tur

phuong trinh (3.79).

Bang 3.6. CAc bai toan on dinh véi diéu kién bién khac nhau va cac ham thi

Loai cot bieu kién bién Ham thir
d?w(0)
o w(0) =0; ———=0
Hai dau lién ket ban dz‘fj}“(l) x4 — 2% + x
& (P-P 1) = 0; =0
(P-P) w() =0; =
dw(0
. w(0) = 0; di ) _
Mot dau ngam, mot 2 4 3 2
N A ¥ 1 —
dAu ban 13 (C-P) w(1) = 0; XD 2xT S 3
dx?
dw(0
‘ , w(0) = 0; % =0
Hai dau lién ket
3 d 1 4 _ 3 2
ngam (C-C) w(1) = 0; dw(1) =0 roa A
dx
©0) = 0: dw(0) _ 0
Mot dau ngam, mot WA= T T
dau ty do (C-F) ) o aiw) | pawy _ o 05% 0 H A S
) dxz2 7 dx3 dx

Pé kiém tra do chinh x&c cia GWLA va SGWLA, chling ta 4p dung cac thuat

toan sb dé xac dinh cac tai trong téi han tng véi bén truang hop diéu kién bién khéc

nhau. V&i mdi trudng hop, ton tai mot ham thir thich hop twong tng w(x), ma c6
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dang géc la w(x) = X5k Cixt, trong d6 C; nhan duogc tir cac diéu kién bién. Bon
truong hop Véi cac diéu Kién bién trong tng cua cot va cac ham thir twong tng duoc
tom tit trong Bang 3.6. Chu y rang trong Bang 3.6, voi trudng hop mot dau ngam va
mét dau ty do, diéu kién bién tai dau ty do (x = 1) 1a phirc tap vi n6 phu thugc vao
tai trong téi han da dugc chuan hdéa ma van con chua biét. Do d6, ¢ day, mot da thuc
bac ndm don gian dugc chon dé thda man ba diéu kién bién cua cot dang ngam — tu

2
do, w(0) = 0, 29 _ ¢ va ddfil) = 0. Viéc chon cac ham thir théa man chi mét

phan thay vi tat ca diéu kién bién 1a mot huéng tiép can chung trong phwong phap

Galerkin.
9.9 ;
@ e e . - 2
(b)
9.85
215}
98t
219
975 J
plast] pla,r)
205
9.7
9.65 ‘ —e—p(0.) | & 20 N A —e—p(0,7)
—®—p(0.5,) —8—p(0.5,r)
9.6 : &—p(1,1) . 195 £ A—p(1,1)
Pexact —Pexact
9.55
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r r
PR S S - S S S <R 3.4
42 L & -3 L
(c) Z 1 (d) ..
—&—p(0,r) 3.2 ; =
415 ——p(0.5,) | e Y it |
Ap(1.n) 3
M pexacl
2.8
405 |
p(a,r) play,n)
40
2.4
395
22 —e—p(0,)
4 —e—p(0.5,r)
39t " 1 2H—*—p(1,)
A —Pexact
385 1.8
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r r

Hinh 3.2. Tai trong t&i han da dugc chuan hoa, PSSRt (a, ) boi GWLA, dudi dang
mot ham cua r vai r € [0,1] va ba gia tri cta a: 0, 0,5 va 1 so sanh vai gia tri chinh
Xac, PSSt cho cot ¢o tiét dién khong doi: a) P-P, b) C-P, ¢) C-C va d) C-F.

Tir Hinh 3.2 chi ra d6 thi cua tai trong t6i han PS9St(a, 1), xac dinh boi
GWLA cuia cac cot vai tiét dién khong d6i tng véi bon truong hop diéu kién bién

khac nhau: hai dau ban 1& (P-P), ngam-ban I& (C-P), ngam-ngam (C-C) va ngam-tu
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do (C-F), bién thién theo r véi r € [0,1] va theo ba gi4 tri cua o 14 0, 0,5 va 1, va
cling so sanh véi véi gid tri chinh xéac, PE2SE.
O day, ta co thé thay rang gia tri PSORSt(a, ) ludn c6 gié tri nho nhat trong
khoang [0,1], va gia tri nho nhat cua PSSt (a, r) trong khoang [0,1], hay ciing 1a
PETSE(a), duge xéac dinh theo phuong trinh (3.75), va n6 giam khi a ting. Dac tinh
nay duoc thé hién rd rang hon trong Hinh 3.3, trong d6 chi ra rang PSRt (a) ung véi
mdi truong hop, s& giam dan va di qua PSSt khi « tang tir 0 dén 1. Cha v rang khi
a =0, PSSt (a = 0) bang véi PEARSE: vi vay, PSRt 1a mot truong dac biét cua
PEOTSE(ar). Ngoali ra, c&c cuc tri cuc bo cua PGk (a, r) trong [0, 1] xay ra tai cac
diém gan véi r = 0,25 var = 0,75, nhu duoc duoc chi ra trong Hinh 3.2. Do do, sé&
la hop ly khi cho ring PE3si(a) c6 thé dugc xap xi bang min(PEyst(a,r =

0,25); PEYSt (@, 7 = 0,75)).

(a),\_._g_._g.g..r.., e+ ——+——»

985 (b)
98
205
975
p(a.r) p(a,r)
9.7 - * - » oy » - » -
200 [—e—p
065 k| ~®*Paca | GeA
Powal@ Powia(®
96 [ [ Poma *—Pewma
—_—p
Pexact l | exact
055 19.5 . . . J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X o
HN—e—o—o—0—o 90— 06— 9 3.2
>—0 — 0 — 0 —0 — 90— —0 —0 —o—9¢
(c) — (d) . :
4151 .
b~ Powal@
41} ! *—Pswia 2.8
peXﬂC{
405 . 2.6
p(a,r) p(a,n)
40 2.4
395 221|—*—Pgca
~~Pgwal@
39 & 2 —=—Pgp4
: — Pexact
38.5 ) » 1.8
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Hinh 3.3. Tai trong t6i han cuc bo dd duoc chuan héa, nhan duoc bdi GWLA phu
thuoc vao o, Pk (a), véir € [0,1], gia tri trung binh toan cuc cua PEGSE(a),
PEATst v tai trong t6i han da chuan hoa bang GCA, PE2RSt, so véi gid tri chinh Xac,
POnSt i oot c6 tiét dien khong ddi: a) P-P, b) C-P, c) C-C va d) C-F.
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Bang 3.7. Tdi trong téi han da chudan héa nhédn diwoc béi GWLA va SGWLA, GCA
va nghiém chinh xac cho bon logi cét khac nhau c6 tiét dién khdng doi.

Conicot Pirgsr  Pawis  WE  Pdiia  WE PG UE

P-P 9,8696 9,7054 1,6640 9,7011 1,7074 19,8823 0,1289
C-P 20,1907 20,1444 10,2293 20,1247 0,3271 21,0000 4,0081
C-C 39,4784 39,9657 1,2344 39,8185 0,8614 42,0000 6,3872
C-F 24674 25248 2,3263 25881 4,8900 3,0725 24,5230

Cubi cung, nhu duoc chi ra trong Hinh 3.3, gié tri trung binh toan cuc cua
PSSt (@), PEORSE, 6 thé duogc xap xi bang PSSOt (a = 0,5). Bang 3.7 tom tét cac tai
trong téi han da chuan hoéa cho tat ca bon loai cot, nhan duoc tr GWLA, nhu dugc
xac dinh trong phuong trinh (3.76); hay nhan dugc SGWLA, nhu dugc xac dinh trong
phuong trinh (3.79), va so sanh ching véi cac gia tri twong tng nhan dugc boi GCA
Vva céc gia tri chinh xé4c nhan duoc tir [130].Tir Bang 3.7 ¢6 thé thiy rang cac nghiém
PEanst va PSSRt rat gan vai cac nghiém chinh xéc, vai sai sé tuong (g nho hon 3%
va 5% cho ca bon loai cot. Cac nghiém PE2%St ¢6 cac sai s6 16n hon di voi cot dang
C-P, C-C va C-F (twong ung la khoang 4%, 6% va 24%), nhung sai s6 | rat nho doi
véi cot P-P (gan 0,1%).

3.7 Mit on dinh dan hdi cia cot Euler véi tiét dién thay doi
3.7.1 Chuyén déi cét cé tiét dign thay doi thanh cét twong dwong

Déi vai cac cot co tiét dién thay d6i, md-men quan tinh I(x) khéng phai 1a
hang s ma 1a mot ham cua vj tri tiét dién doc theo chiéu dai caa cot. Do do, néu
khong c6 tai trong phan b doc truc, phuong trinh chi phdi hé tré thanh

d? ( . d? w) d*w
— | EI(x) +P =0 (3.82)

dx? dx? dx?

bat I1(x) = 1,G(x), trong do I, la md-men quan tinh cua cot tai x = 0 va

G (%) la mot ham tuy y xac dinh trén khoang [0, L] va G(x) > 0 Vx € [0, L]. Do @9,
phuong trinh (3.82) c6 thé duoc viét lai thanh

d? d*w d*w
Eloﬁ G(X)W +Pdf2 =0 (383)

Thay x = x/L vaw = w/L ta duoc,
d2

) S\ 4 prar YW _ o prar _ L 3.84
dx? X dx? * dx? - EI, (3.84)
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trong d6 P¥*" 14 tai trong téi han khong thir nguyén (chuan hda) caa cot co tiét dién
thay d6i. Trong phan trudc, viéc ap dung phuong phap WLA méi duoc phét trién vao
phuong phap Galerkin da c6 hiéu qua trong viéc tim tai trong t&i han cho céac cot co
tiét dién khong doi. Trong phan nay, tac gia dé xuat thay thé mot cot co tiét dién thay
d6i bang mot cot trong duong (theo nghia tdi wu) c6 tiét dién khong doi. Vi muc
dich nady, WLA méi dugc phét trién duoc tich hop véi phuong phap binh phuong toi
thiéu dé thuc hién viéc thay thé twong dwong mot ham bai mot ham khac. Vi vay, su
thay thé dugc dua ra 1a

G(Lx) ccl:Tv;/ = kv ZZTV; (3.85)
trong d6 hé s tuong dwong k¥ duge xac dinh tir phuong phap binh phuong toi

thiéu kém vai WLA, tac 13 tir diéu kién

dx?

2
<(G(Lx) 227“2" _ fvar dz—w)

xlta-zax r> =0 (3.86)

Can luu ¥ rang WLA d3 duoc dé xuat, duoc sir dung trong phuong trinh (3.86)
dé minh hoa vé vu diém cua no. Ly dao ham caa phuong trinh (3.86) theo k7% va

cho bing 0, ta nhan duoc

X

1+a—2ax’ T'>

<G(Lx) (‘;TW)2
(CNE

O day, hé s6 twong duong cuc bd k¥ (r) 12 mot ham cua gia tri cuc bo r €

kver (r) = (3.87)

1+a—2ax’ T'>

[0,1] va hé sb twong duong mong mudn s& duoc chon bang gia tri nho nhat caa
kvar(r)’

azw\?
(6o (5%)
kv = min 5 (3.88)
r€[0,1] <(dZ_W) xlta—2ax T'>
dx? ’

Trong phuong trinh (3.87), hai gia tri ciia tham sé a s& dugc chon: a = 0,

1+a—2ax’ T‘)

tuong ung véi phuong phap binh phuong téi thiéu thong thuong, va trung diém cua

a € [0,1], khi o= 0,5, twong ung véi phuong phéap binh phuong téi thiéu véi WLA:
d?w 2
((G(Lx) ﬁ) )
azw)?
(&)

var _—
CA —

(3.89)
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2
<G(Lx) (ZZT‘Z) xl's‘x,r>
ki, = min (3.90)

rel0,1] azw\? _
<( ) x1.5 x’.r.>
dx?

Str dung phuong trinh (3.85), phuong trinh chi phdi cho céc cot c6 tiét dién

thay d6i ma duoc xac dinh trong phuong trinh (3.84) duoc thay thé bang phuong trinh

chi phdi hé sau day cho cac cot co tiét dién khong doi

d? d*w d*w
E kvarw + Pvarw = 0 (391)
Vi k74" > 0, phuong trinh (3.91) duogc viét lai 1a
d*w PY d?w
dx4 + kvar dxz

Bang cach so sanh phwong trinh (3.92) véi phuong trinh (3.68), ta ¢ thé nhan

=0 (3.92)

duoc tai trong t6i han da chuan hoa cua cot 6 tiét dien thay doi, PE4, 4, tir cot tuong
g c0 tiét dién khong doi, PEGRSE, véi cling cac diéu kién bién nhan dugc boi GWLA
qua méi quan hé sau

Pewia = k¥ PGy (3.93)

trong d6 k"% duogc cho bai phuong trinh (3.89) va phuong trinh (3.90) tuwong Gng.
Trong phan tiép theo tac gia s& xem xét hiéu qua ctua phuong phap binh phuong toi
thiéu véi WLA va GWLA trong viéc thu duoc tai trong toi han caa cot véi tiét dién
thay doi.
3.7.2 Ap dung véi bai toan mdt on dinh dan héi cé tiét dién thay doi
Trong phan ndy, chiing ta s& xem xét cac 15p cac bai toan cot cd mo-men quéan
tinh dugc cho bai ham sé mil va ham Iy thira. D4 voi cac cot cé mb-men quan tinh

theo ham m1, ta co
G(Lx) = e oLx (3.94)

trong d6 a 1a mot hang s6 duong tity y. Phuong trinh chi phéi cho céc cot c6 md-men
quan tinh dang ham mii dugc mo ta nhu sau bang cach sir dung phuong trinh (3.84)
va phuong trinh (3.94) ta co

d? d*w

2 2
= | p-ax + pexpd_w = (0 Pexr — E (3.95)
dx? dx? dx? ’ El,



81

trong d6 P€*P 13 tai trong téi han khong tha nguyén caa cot co tiét dien bién thién
theo ham mii. Tai trong téi han duoc chuan héa co thé nhan duoc bing cach sir dung
quan hé nhu dugc mo ta trong phuong trinh (3.93) Vi k7" = k.’ va k¥ =k},

Mot cach tuong ung

exp,CA _ j,exp pconst

Pewia = kca Pewia (3.96)
expWLA __ j,exp pconst

PGWLA - kWLAPGWLA (397)

trong d6, ke’ va ki, T, 12 h¢ s6 tuong duong, dugc x4c dinh bang viéc thay phuong

trinh (3.94) vao phuong trinh (3.89), (3.90) véi a = 0 va a = 0,5 twong Gng.
(e-aix (dZ_w)Z)

dx?

ol = 2 (3.98)
(%))
<e—aLx (dZ_W)Z x1.5—x’r>
kP = min s (3.99)
WLA — refo,1] <(dZ_W)2 x15-% r> .
dx? ’

Bang 3.8. CAc hé sé tiwong dwong cho cot ¢6 md-men qudn tinh theo ham mii

Loai cot aL | 6XP 1 E*P

CA WLA

0 1 1
p.p 0,1 0,9514 0,9501
) 0,5 0,7823 0,7767
1 0,6174 0,6084

0 1 1
cp 0,1 0,9596 0,9512
05 0,8210 0,7840
1 0,6891 0,6260

0 1 1
oc 0,1 0,9519 0,9428
0,5 0,7916 0,7527
1 0,6469 0,5821

0 1 1
C.F 0,1 0,9739 0,9694
) 0,5 0,8798 0,8595
1 0,7816 0,7456

Dé so sanh, tai trong téi han da dugc chuan héa cho cac cot c6 md-men quan

tinh ham ma nhan duoc béi GCA nhu sau:
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az d?w
<_2 e—(JLLx_2 W)
Pexp — dx ( dx ) (3100)

GCA dZw

C=wW)

Tur Bang 3.8 thé hién hé s tuong duong cho bdn loai cot ¢ md-men quan tinh
theo ham sé mii. Tai trong t6i han da chuan héa nhin duoc bang phuong trinh (3.96)
va phuong trinh (3.97) ddi vai bdn bai toan cot cd mo-men quén tinh theo ham sé mii
duoc trinh bay trong Bang 3.8, duoc so sanh vai cac cac gia tri teong tuong tng nhan
duoc bai GCA, va cac gia tri chinh xac nhan dwgc tir [130]. Ddi véi mai loai cot, c6
4 gié tri aL, nam trong khoang tir 0 dén 1. Luu y rang khi aL = 0, cot 1a ddng nhat

va tai trong tai han la phu hop véi tai trong nhan duoc tir Muc 3.6.

Bang 3.9. Tdi trong téi han da chudan héa, nhdn dwrgc béi GWLA, GCA va nghiém
chinh xac véi bén logi cét c6 mo-men quan tinh theo ham sé mii

Loai al  pit.  Paca %E pobCA BE  pexb LA %E
cot [130]  (3.100) (3.96) (3.97)
0 98696  9,8823 01289  9,7054  1,6639 9,7054  1,6639
pp 01 93800 94020 02349 92337 15597 92210  1,6951
B 0,5 7,6340 7,7308 1,2676 7,5923 0,5462 7,5386 1,2497
1 58270  6,1017 47139 59925 28402 50043 13266
0 20,1907 21,0000 4,0081 20,1444 0,2293 20,1444 0,2294
cp 01 192000 20,1519 49577 193269 06609 191603 0,068

0,5 15,6400 17,2408 10,2355 16,5210 5,6330 15,7930 0,9783
1 11,9900 14,4716 20,6976 13,8517 155271 12,6102 51726

0 39,4784 42,0000 6,3872 39,9657 1,2344 39,9657 1,2343

C-C 0,1 37,5500 39,9778 6,4655 38,0322 1,2842 37,6781 0,3411
. 0,5 30,6000 33,2473 8,6514 31,5969 3,2578 30,0830 1,6895

1 23,4900 27,1709 15,6700 25,7867 9,7773 23,2644 0,9604

0 2,4674 3,0725 24,5230 2,5248 2,3263 2,5248 2,3263

C-E 0,1 2,3943 2,1381 10,6993 2,4588 2,7014 2,4476 2,2268
) 0,5 2,1104 -0,6757 132,0193 2,2212 5,2558 2,1702 2,8320

1 1,7824 -2,7134 252,2319 19731 10,7036 1,8825 5,6155

Déi vai cac cot c6 mb-men quén tinh dugc cho boi ham liy thira, ta c6
G(Lx) = (1 — bLx)* (3.101)

trong d6, b va a 1a hang s6 duong tiy y, phuwong trinh can bang cua cot ¢6 dang

2

dx?

2 2
(1 = bL)e ) 4 prow L _ (3.102)
dx? dx? '

trong d6 PP°% Ia tai trong téi han khong thir nguyén cua cot véi md-men quéan tinh

dugc cho boi ham lily thira. Tai trong toi han da chuan héa c6 thé nhan duoc bang
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cach st dung quan hé dugc md ta trong phuong trinh (3.93) tng voi k7% = kk,"va

kvar = kPOW

WLA
,CA
Piwia " = kia' P&Wih (3.103)
) A
F GpV(IJ/VLVAWL = KiyiaPéwin (3.104)

trong do, k23" va kb>" 1a hé sb twong duong xac dinh bang viéc thay phuong trinh

(3.101) vao phuong trinh (3.89), (3.90) v6i @ = 0 va @ = 0.5 tuong ung.

(1 = bLx)A (%“2”)2)

b = 2 (3.105)
(&)
2
<(1 — bLx)* (dz—vzv) x157%, r>
pow . dx
ki, .= min —= (3.106)
relo,1] d?*w 1.5—x
(W) X oT

Bang 3.10. Hé s6 twong duong cua ¢t Bang 3.11. H¢ s6 twong dwong cua cot
€6 md-men quan tinh thay doi (a = 1) c6 md-men quan tinh thay doi (a = 2)

Loaicot  bL k27" k7% Loaicot bl Kk2oY Kbov

0 1 1 0 1 1
p-p 0,1 0,9500 0,9486 p-p 0,1 0,9029 0,9003
B 0,3 0,8500 0,8459 ) 0,3 0,7257 0,7186
0,5 0,7500 0,7432 0,5 05714 0,5607

0 1 1 0 1 1
C-p 0,1 0,9581 0,9496 C-p 0,1 0,9189 0,9024
B 0,3 0,8744 0,8487 ) 0,3 0,7725 0,7265
05 0,7907 0,7479 0,5 0,6471 0,5764

0 1 1 0 1 1
C-C 01 0,9498 0,9405 C-C 0,1 0,9033 0,8857
B 0,3 0,8493 0,8216 ) 0,3 0,7330 0,6845
05 0,7488 0,7027 0,5 0,5933 0,5199

0 1 1 0 1 1
C-F 0,1 0,9734 0,9687 C-F 0,1 0,9479 0,9388
B 0,3 0,9201 0,9062 ) 0,3 0,8504 0,8248
05 0,8669 0,8436 0,5 0,7620 0,7217

Dé so séanh, tai trong toi han chuan héa nhan dugc bai GCA dbi véi cot cd mo-
men quén tinh dang ham ldy thra la
2 (1 — a d’w
PpOW — dx? ((1 bLX) dxz) W> (3 107)

GCA dZw
( o w)
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Bang 3.12. Tdi trong téi han da chuan hda nhdn dwoc béi GWLA, GCA va nghiém
chinh x&c véi bon logi ¢t 6 mo-men qudn tinh thay doi tuyén tinh (a = 1)

Loai bL  pR2Y. PR %E phowcA  %E  ppowWl4 o
cot [130]  (3.107) (3.103) (3.104)
0 9,8696  9,8823 0,1289  9,7054  1,6639 9,7054  1,6639
p-p 01 93720 93882 01729 92201 16205 92069 17613
i 03 83430 84000 06828 82496 1119 82099 15054
05 72560 74117 21462 72791 03177 72130 05932
0 20,1907 21,0000 40081 20,1444  0,2293 201444  0,2294
C-p 01 191700 20,1250 49817 193010  0,6831 191287 02153
i 03 170300 183750 78078 176143 34308 170972 03944
05 147400 16,6250 12,7883 159274 80554 150656 2,2089
0 39,4784 42,0000 63872 399657 12344 309657  1,2343
c.c Ol 374800 399000 64568 379578 12749 375889  0,2907
i 03 332700 357000 73039 339421 20201 328354 13062
05 287000 315000 97561 299259 42715 280819 21537
0 2,4674 30725 245230 25248 2,3263 25248 23263
C-F 0,1 23932 20835 129424 24576 26926 24458 21968
i 03 22350 01054 952830 23231 39438 22879 23668
05 20623 -18726 1908021 21887 61302 21300 32814

Bang 3.13. Tdi trong téi han da chuan hda nhdn dwoc béi GWLA, GCA va nghiém

chinh xac véi bon logi cét c6 mo-men qudn tinh thay déi bdc hai (a = 2)

Loai bL  pP°%. PR %E phowcA  WE  ppowWl4 - oE
cot [130]  (3.107) (3.103) (3.104)
0 9,8696  9,8823 01289 97054  1,6639 9,7054  1,6639
p-p 01 88930 89223 03297 87626 14661 87373 17509
i 03 70050 71717 23801 70433 05469 69739 04438
05 51980 56470 86381 55460 66941 54413 46812
0 20,1907 21,0000 40081 201444 02293 201444 02294
C-p 01 181900 19,3050 61297 185107 17630 181779 06652
i 03 142900 164250 136809 155612 88954 146345 24108
05 105300 136250 203922 130356 237953 116112 10,2681
0 39,4784 42,0000 63872 309657 12344 309657 12343
c.c Ol 35600 379600 67492 361026 15259 353956 04623
i 03 279100 308400 104980 292949 49619 273545 19903
05 204800 250000 220703 237109 157757 207798 14637
0 2,4674 30725 245230 25248 2,3263 25248 23263
cp Ot 23190 12076 479254 23933 32022 23703 22114
i 03 20120  -18431 1916067 21471 67155 20824 34967
05 16830 -39885 3369803 10238 14,3061 18222 82724

Tur Bang 3.10 va Bang 3.11 tom tat cac hé sé twong duong cho ba loai cot co

md-men quan tinh thay di tuyén tinh (a = 1) va bac hai (a = 2). Tai trong téi han da

chuan héa nhan dugc bang phuong trinh (3.103) va phuong trinh (3.104) d6i véi bon

loai cot c6 mO-men quén tinh thay ddi tuyén tinh va bac hai duoc trinh bay trong

Bang 3.12 va Bang 3.13 cd so sanh vai céc gid tri twong tng nhan dugc baoi GCA va

cac gia tri chinh x4c nhan duoc tir [130]. B6i véi mbi loai cot, co 4 gié tri cua bL,
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nam trong khoang tir 0 dén 0,5. Luu y rang khi bL = 0, cot 1a dong nhat va tai trong
tai han trung vai gia tri nhan duoc tir muc 3.6.
3.8 Thao luan vé két qua phat trién tinh chat truc giao dua vao ky thuat WLA

C6 thé nhan thay viéc phét trién tinh chat truc giao thdng qua trién khai ky
thuat WLA vao phuong phap Galerkin va phuong phap binh phuong tdi thiéu cai
thién dang ké do chinh xac cua cac loi giai xap xi bac nhét cho bai toan xac dinh tai
trong téi han cua cac cot véi ca céc tiét dién khong doi va thay doi. Tir Bang 3.7, cac
nghiém nhan duoc bdi GWLA chinh x4c hon nhiéu so véi loi giai nhan dugc bai
GCA d6i véi ba trong s6 bon loai cot co tiét dién khong doi.

Ngoai ra, cac nghiém nhan duoc bai GWLA c6 két qua tét vai cac sai s6 nho
(trong khoang tir 0,2% dén 2,3%), trong khi d6, sai s6 cua cac nghiém nhan duoc bai
GCA phan bé tir 0,1% dén 24,5%. Di véi cac cot cd tiét dién thay doi, WLA dé xuat
duoc ap dung vao phuong phap binh phuong tdi thiéu dé chuyén cot co tiét dien thay
d6i thanh cot twong dwong véi tiét dién khong d6i. GWLA da thé hién sy vuot troi
ctia nd so véi GCA trong viéc xac dinh tai trong téi han, dac biét 1a ddi vai cac cot
c6 mb-men quén tinh bién thién rat 16n, ma diéu nay khong hién nhién c6 dugc khi
st dung phuong phap binh phuong téi thiéu thong thuong, nhung diéu nay 1a chic
chan khi sir dung phuong phap binh phuong t6i thiéu voi WLA dé bién cot co tiét
dién thay doi thanh cot tuong duong c6 tiét dién khong doi. Tir Bang 3.9, Bang 3.12
Bang 3.13 sai s cua tai trong téi han di chuan hoa nhan duoc bang phuong phap
GWLA, PZgr 4, nam trong khoang 10%, trong khi d6 sai s6 cua PE%; ¢6 thé 1én toi
hon 300% d6i véi truong hop mé-men quan tinh bién doi phi tuyén bac cao.

Gia tri tinh toan cho cac cot co tiét dién khong doi nhan dugc boi SGWLA c¢é
sai s0 phan traim nho. Mat khéc, chi cac gia tri PSGRSE(0,5; 0,25) va
PEArst(0,5; 0,75) la can cho SGWLA, trong khi d6, GWLA dinh tri PSS (a, 1)
vGi moi gid tri cuia a var € [0,1]. Do do, thuat toan SGWLA khéng chi cai thién
nghiém nhan duoc boi GCA ma con giam dang ké thoi gian tinh toan can thiét véi

GWLA nguyén gdc.

Mic di GWLA c¢6 hiéu qua, nd van can c6 nhiing nghién ciu toan dién hon
nita d6i v&i cac 16p bai toan 16n hon, chiang han nhu nghién ctu cc ham trong sb
khac nhau, 7™ va cac lva chon khac nhau cua tham sb a va r. Nhu da thao luan &

trén, co thé thay tir
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Hinh 3.3 rang PSSt () giam dan va di qua PERSE khi o ting tir 0 dén 1. Do
d6, c6 kha ning ton tai mot gia tri a dé PSRt (a) bang vai PSOTSE. Trong nghién ciru
tiép theo, tac gia s& khao sat dic diém thl vi nay dé cai thién hon nita viéc lya chon
gia tri thich hop cta a. Ngoai ra, mac di viéc st dung maot gia tri khong doi o lam
giam khéi luong tinh toan, cac nghiém nhan duoc bai GWLA tré nén kém chinh xac
hon do tiét dién caia cot thay doi nhanh hon. Do d6, sé& la hop 1y hon, nhung phuc tap
hon khi d& xuat  cd thé 1a mot ham cua tdc do thay do6i cua tiét dién cua cot trong
cac nghién ctu tiép theo trong twong lai. Cudi cling, nghién ciru nay dong vai trd 1a
nén tang co ban cho viéc phat trién cac phép xap xi giai tich bac cao hon bang cach
str dung GWLA va cho viéc khao sat téc do hoi tu ciia né khi so sanh véi caa GCA.

Uu diém cua phuong phap WLA dé xuat dugc minh hoa thdng qua phét trién
tinh chat tryc giao bang viéc ng dung vao phuong phap Galerkin, ma dan dén mot
phuong phap Galerkin sir dung trung binh cuc b c6 trong sé (GWLA). Viéc &p dung
GWLA vao bai toan 6n dinh dan hoi caa cac cot chi ra rang y twong mai nay co thé
cai thién dang ké do chinh xac caa nghiém xap xi bac nhat cua phuong phap Galerkin
véi tinh chat tryc giao thong thuong.

Dé giai quyét bai toan chon mot ham trong sé cu thé trong sb 16p cac ham
trong s6 mot tham sb, mot hudng tiép can cuc bo - toan cuc duoc trién khai. Cac xap
Xi tiép theo ma dan dén phuong phap GWLA don gian héa (SGWLA) di duoc thuc
hién dé giam khoi luong tinh toan trong khi van duy tri do chinh xéac cua cac 1oi giai
nhan duoc tir GWLA. Ngoai ra, hiéu qua cia WLA dugc minh hoa bang su két hop
cua cta né voi phuong phap binh phuong téi thiéu dé dua cot cd tiét dién thay doi
thanh cot twong duong vai tiét dién khong doi. Cac tinh toan bang sé cho thay rang
tai trong téi han xap xi nhan duoc bai GWLA va SGWLA méi duoc phat trién 13 tot
hon nhiing gi4 tri trong tng nhin duoc bang phuong phap Galerkin ma sir st dung
phép ly trung binh thong thuong (GCA).

Céc thuit toan sb mai nay c6 thé dwa ra mot cong cu thay thé méi va hiéu qua
dé tinh toan ky thuat trong viéc thiét ké cac hé két cau voi cac tiét dién thay doi. Tuy
nhién, can phai tién hanh céc nghién ctu toan dién hon nita dé tim ra cac ham trong
s6 thich hop ma c6 thé dua ra cac nghiém xap xi tot nhat cho cac 1op bai toan Ién
hon. Dic biét, WLA duoc dé xuat ¢ thé dugc kiém ching ddi vai cac cot co cac diéu

kién bién khac va ciing dugc mé rong cho céac bai toan mat 6n dinh cua céc két cau
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phtic tap hon nhu cot, tim va vo phi tuyén trong do6 viéc str dung dang giai tich cua
phuong phap Galerkin thudng bi gisi han bai cac phép xap xi bac nhat.
3.9 Két luan chwong 3

1. Trong 3.2 caa chuong 3, tac gia da &p dung tiéu chuan tuyén tinh hoa dbi
ngau c6 trong sb cua tuyén tinh hoa twong duong cho cac bai toan 6n dinh Euler. C6
thé thay rang k¥ thuat duoc dé xuat c6 thé dua ra cac nghiém xap xi chinh xac hon so
v6i cac nghiém thu dugc tir phuong phap Galerkin twong ung. Diéu cdt yéu cua
phuong phap nay 1 xac dinh tiéu chuan twong duong qua d6 tim ra cac hé s tuyén
tinh héa cho mét hé phi tuyén da cho. Do chinh xac cua cac hé sb tuyén tinh hoa co
thé duoc cai thién bang cach str dung phuong phap dbi ngau két hop hai thay thé di
va vé trong tiéu chuan dbi ngau cé trong s6. Viéc dua ra trong s p 1am cho tiéu chuan
sai s6 trung binh binh phwong ddi ngiu cé trong s linh hoat hon so véi tiéu tiéu
chuan sai s6 thong thuong va doi ngau khong trong s (p = 1/2). Két qua nay duoc
cdng bd trong bai béo sé 2 1a su phat trién tiép tuc bai béo sé 1 cho truong hop dam
c6 mot dau ngam va mot dau ban 1. Qua tinh toan ther nghiém véi 7 ham thir cho
thdy cac gia tri trong sé tinh theo cong thic (3.42) déu cho nghiém c6 sai s6 twong
tng nho hon sai s6 cua nghiém thu duoc bang phuong phap Galerkin. Vi bai toan
da xét gia tri trong s6 p 12 gia tri can tim. Két qua tinh toan nay mé ra huéng nghién
ctru ap dung tiéu chuan ddi ngiu cé trong sé cho cac bai toan 6n dinh khéc.

2. Tinh chat tryc giao thong qua phép liy trung binh déng mét vai trd quan
trong trong nhiéu linh vuc khoa hoc va k¥ thuat dic biét 1a ddi véi phuong phap
Galerkin. Viéc phat trién tinh chat truc giao thong qua céc phép lay trung binh khac
nhau dan dén cac nghiém xap xi khac nhau. Diéu d6 ngu y mot cau hoi ma vé phép
lay trung binh thich hop nao s& duoc sir dung cho mot bai toan nhat dinh dé dua ra
nghiém chinh xéc nhat. Trong chuong nay, tac gia di phat trién tinh chat truc giao dé
thay thé cho phuong phap lay trung binh thong thuong (CA) bang phép lay trung binh
cuc bo c6 trong sé (WLA) tai mot gié tri cuc bd r duoc gisi thiéu trong nghién ciu
nay véi mot ham trong sb 1a /™,

4. Mot 16p da thire trong s6 mot tham s bac nhat, 17297 quoc trinh bay va
phan tich chi tiét. Mot dic diém dang cha y ctia cac ham trong sé nay 1a WLA tuong

ng tring véi CA tai 3 diém, d6lar = 0,7 = 0,5var = 1.
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5. Viéc &p dung phuong phép 14y trung binh c6 trong sé duoc dé xuat vao
phuong phap Galerkin ddn dén GWLA. Huéng tiép can tong thé-cuc bo duoc trién
khai dé giai bai toan chon mot ham trong sé cu thé trong 16p cac ham trong sé mot
tham s6. Céc phép tinh gan ding dan dén SGWLA da duoc thuc hién dé cai thién toc
do tinh toan trong khi van duy tri do chinh xac ca cac 15i giai nhan duoc bdi GWLA.

6. Dé giai quyét bai toan on dinh véi céc cot co tiét dién thay doi, tac gia da dé
xuat WLA dé &p dung vao phuong phap binh phuong t6i thiéu va chuyén cot co tiét
dién thay doi thanh cot twong duong véi tiét dién khong ddi. Két qua nay mo ra mot
huéng nghién cau o thé ap dung trong nhiéu bai toan Ky thuat trong thyc té.

7. Ung dung cia GWLA va SGWLA dé xéac dinh tai trong t&i han cua cac cot
V6i cac diéu kién bién va mat cat khac nhau dugc trinh bay trong chuong nay. Cac
tinh toan bang sé cho thay ring GWLA va SGWLA dua ra nhitng cai thién dang ké
vé do chinh x4c cua tai trong ti han xap xi so véi két qua nhan dugc bai GCA ddi
VGi Cac cot duoc xem Xeét.

Két qua trong chuong nay dugc cong bo trén cong trinh nghién ctru da cong
bé s [1], [2], [5].
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CHUONG 4. PHAT TRIEN TINH CHAT TRUC GIAO AP DUNG
TRONG PHAN TiCH BAI TOAN DAO PONG PHI TUYEN

4.1 Giéi thiéu

Chuong nay phat trién tinh chét tryc giao thong qua tuyén tinh hoa tuwong
duong ddi ngau véi mot trong sd cho cac hé dong luc tién dinh phi tuyén. Bai toan
thay thé twong duong ctia mot ham phi tuyén bang mot ham tuyén tinh duoc hiéu
chinh ngén gon bang cach sir dung phuong phap ddi ngiu bao gdm hai budc thay thé
luot di va luot vé. Viéc lya chon thém mot trong s6 két ndi hai ham muc tiéu duoc
khao sat bang cach str dung phén tich ban giai tich. Tuyén tinh hoa twong dwong d6i
ngau véi trong sd di duge chon dé phan tich tan s6 ctia dao dong tu do phi tuyén, va
mot sb truong hop cu thé duoc nghién ctru sau do duoc thyc hién dé xac minh d6
chinh x4c va anh hudng cua tinh phi tuyén dén hiéu qua cia k¥ thuat duoc dé xuat.

Noi dung ctia chuong tap trung vao viéc phat trién tuyén tinh hoa twong duong
d6i ngau (dual equivalent linearization - DEL) véi mét trong sb cho céc hé dong hec
tién dinh phi tuyén. Hon nita, viéc lya chon mét trong sé két néi hai ham muc tiéu 1a
muc tiéu chinh. Chuong nay duoc cau tric nhu sau: Muc 4.2 trinh bay céng thac caa
DEL, céc tinh chat co ban caa nd va viéc lya chon trong sé dugc dé xuat bang cach
sir dung khao sat ban giai tich. Muc 4.3 bao gom viéc ap dung qui trinh tuyén tinh
hoa twong dwong d6i ngau vai trong sé da chon dé phan tich tan sb cua dao dong tu
do phi tuyén, va mot sb truong hop dién hinh sau d6 duogc khao sat. Cac nghiém xap
xi ma DEL dé xuat dua ra duoc so sanh véi cac nghiém chinh x4c ciing nhu ciia mot
s6 phuong phap phan tich gan dung khac dé xac minh d6 chinh xac va anh huéng cua
tinh phi tuyén tinh dén hiéu qua cta phuong phap dé xuat. Két luan caa chuong 4
dugc dua ra trong Muc 4.4.
4.2 Tuyén tinh héa d6i ngiu ap dung cho céc hé dao déng tién dinh phi tuyén

4.2.1 Tiéu chudn déi ngdu co treng sé

Tir nhitng phan tich & muc 2.4.2 caa Chuong 2, chi tiét hon, cac dic tinh chinh
cua WDC c¢6 thé duoc rit ra tir nhirng quan sat dang chu ¥ sau:

(a) Sy thay thé kép (luot di, luot V&) co thé dugc xem xét tir hai luot thay thé,

sir thay thé hai chiéu nhu dugc md ta trong cong thic (2.57) va hai sy thay thé mot
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chiéu twong wng vai trudng hop p = 0. Tiéu chuan thir hai ¢6 thé duoc biéu thi dudi

dang tiéu chuan binh phuong trung binh thong thudng [92]

(er) = (4 = kcB)?) - min (4.1)

(&) = ((kcB = 2:A)?) ~ min 4.2)

Tir (4.1), (4.2) ta dugc hé s6 tuyén tinh hoa trong dwong va hé sb tra vé tuong

ung la
AB
2
Ao = (4B) _ _{AB) r? (4.4)

(42 (A7)
Thay thé (4.3), (4.4) vao (4.1), (4.2) dé cho ra cac gia tri tdi thiéu cua sai s6
luot di va luot vé trung binh binh phuong thong thudng
%in(eczf) = ((4 — k.B)?) = (A? — 2k.AB + k2B?)

B (AB) (AB)? B (AB)? A5
= (42) — 2<B—2>(AB) + By (B?) = (A4?%) — ) (4.5)
= (1—r%)(4%)

min(ed) = (kB ~ 2A)?) = r*(1 ~ r?)(A?) (4.6)

Sai s6 binh phuong trung binh téi thiéu (4.5), (4.6) mét lan nixa tiét 16 vai tro
quan trong cua hé sé twong quan binh phwong r? trong cac thay thé mot chiéu. Pac
biét, viéc thay thé A bang k.B 1a mot su phu hop chinh xac khi r? = 1 khi d6 k. =

A/B = const, va n}cin(eczf) = rr/zlin(egr) = 0. Nguoc lai, diéu té nhat 1a khi 2 = 0
tic la k., = (AB)/(B?) = 0, thi n’l{in<eczf) tré thanh Ion nhit, mkin<e]§) = (A?), va
n}in(eczr) = 0.

(b) Cac dic diém trén ciing dang véi phép thay thé hai chiéu (2.57). Sai sb
binh phuong trung binh t6i thiéu caa phép thay thé hai chiéu thu dugc bang cach thay
thé (2.60), (2.61) vao (2.57) ta duoc
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rgan(egf) = min((A — kqB)?) = (A?) — 2k4(AB) + k5(B?)

(1-p)AB)* (1 —p)*(4B)*

(1-7r2p)(B?) (1 —r?p)?(B?)

(1-2r%p +r?p?)
(1—-7r2p)?

= (4%) -2

4.7)

=1-r% (4%)

2
U2\ — i _ 2\ _ 201 _ 42 2
min(ed,) = min((kaB — 2247 = (1= 1%) (7=75) (4)
R& rang khi mac phi tuyén yéu nhat véir?2 = 1 kg = A/B = const, d,,q =
1, thi Tﬁ,ane‘i’d = r;(l’an(eflf) = n&n(eér) = 0,Vp. Nguoc lai, khir?2 = 0taco k4 =
Awg = 0, thi rgclan(eﬁf) trg thanh 16n nhat va nl’cti)ln(efir) = 0. Truong hop khip = 1,
thi r%n(efif) = (4?%), r%n(eﬁr) = 0. Do d6, sir dung cac diéu kién (2.58), (2.64), cac
dic diém cua trong s6 p dugc chon nhu sau
0<p<1rp=+1
p—>1khir2 -0

(c) So sanh (4.3), (4.4) vdi (2.60), (2.61), va déy (2.58), (2.62), thi ching ta

c6 mbi quan hé cua cac hé sb tuyén tinh hoa twong duong dugc dua ra boi cac thay

(4.8)

thé mot chiéu va hai chiéu twong tng 1a

kqg 24 1-p
0<——=—=——"<1 4.9
k. A, 1-—r?p

C4c ti lé tir phuong trinh (4.9) dong vai trd 1a hé s6 mé rong trong d6 hé s6

tuyén tinh hoa dbi ngau duoc gisi han bai hé s6 tuyén tinh hoa kinh dién.
4.2.2 Chon treng sé cho hé dgng luc hoc tién dinh

Van dé quan trong bay gio la 1am thé nao dé chon trong s6, vi su thay thé kép
cua A thay bang kB vé co ban phu thudc vao hé sb nay. Dé xay dung trong so p, tac
gia s& khao sét chi tiét gia tri tdi thiéu cua tiéu chuan ddi ngau c6 trong s (2.57) duoc
viét lai & dang khong tha nguyén. Vi muc dich nay, tac gia gioi thiéu sai s6 d6i ngau
binh phuong trung binh (hay su sai khac cua thay thé déi ngau) gitra cac ham phi
tuyén goc va ham phi tuyén déi ngau tra vé 13 A va 1,4 khi sir dung (2.61)
r*(1—p)?
(1—pr?)?
Chia (2.57) cho (4.10) va tir (4.7) ta duoc

(4%) = ((2aA)?) = (1 — 23)(4%) = [1 - ] (4%) (4.10)
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r;(u;ln(e‘f,d) min(es;) rg{zﬁn(eér)
a-me - TP P a - By

Chung ta quan tim dén trong sb p théa man diéu kién can bing cho hai s6 hang
cua (4.11), cu thé 1a

(4.11)

. 2 . 2
minfed;)  min{ed) w12
A-Pa" o ~ P eva :
(1 —23)(4%) (1 —23)(4%)
Diéu kién can bang (4.12) s& thoa man néu
. 2 . 2
min(ed,) min{edy) 13
(1 —23)(A%) (1 —23)(A%)
Thay thé (4.7) va (4.10) vao (4.13) ta co,
) r2(1—-r?)(1 - p)?
—_ p ] ;
1—12%2p)2 —r4(1 —p)?
( P) P (4.14)

A =rH(A-2r’p +1%p?)
T A-rp)? -t -p)?
Hé (4.14) 12 van phuc tap va sé khong dugc xem xét trong khudn kho luan an,

thay vi do, tic gia xem xét xap xi bac nhat ciia n6 bang cach cho p = 0 trong vé phai

cua (4.14). taco

r2(1—1r?%) r? 1
(1—-r% T1+r2P T 1

1-p= (4.15)

Phuong trinh (4.15) chi biéu thi mét duong cong cua p phu thudc vao r va tac

gia s& tao ra mot ho tir (4.15). Luu y rang:

Phuong trinh nay 1a mot trudng hop cu thé cia phwong trinh sau,

1 —p)" n
a-p" 1np) + % = 1,n,R >0 (4.17)

Phuong trinh (4.17) dai dién cho mot si€u elip, con dugc goi la duong cong
Lamé. N6 1a phuong trinh tdng quat cia mot hinh elip, gilp ta c6 thé thu duoc hinh
tron, hinh elip, hinh vudng hozc hinh chi nhat, tiy thudc vao gié tri sé6 mii n va béan
kinh R. Do 0 < p < 1, phuong trinh (4.17) 12 mét dudng cong phang bac n trong goc
phan tu thir nhat cua siéu elip. Ban kinh thi nhat 1a 1 va ban kinh thi hai 12 R, va mot

s6 dic diém sau ciia duong cong nay cu thé nhu sau:
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(i) Khin = R = 1, ta thu duoc trudong hop tuyén tinh (4.16).

. _ p . N N / , N N 7 .
(i)0<R= G < 1, khin > 1, thi 1 la ban chinh va R la ban kinh
phu cua siéu elip
i _ p - N N 7 - N by 7 ’e
(i1 <R = G khi 0 < n < 1,thi 1 laban kinh phuvala R ban kinh

chinh cua siéu hinh elip.
So sanh sy gidng nhau cua (4.16) va (4.17), ta co thé tao ra (4.15) dé thu duogc
phuong trinh sau cho mot ho cua trong sb p
r2  p" 1
l—pr=—e P = 4.18
(1=p) 1+r2’R* 14712 (4.18)
Giai h¢ phuong trinh (4.18) thu dugc p and R tuwong ng

R,="1+71r2— W (4.19)

-r-2
1472’

Hinh 4.1. P6 thj cia ho dwong cong p,,va 1 — p,, Véi 12
P thi ciia ho dudng cong p,, duoc thé hién trong Hinh 4.1. Ta cd thé quan sat

duoc rang p,, 1a mot ham giam cua r2 véi moi n > 0, va ho dudng cong cua p,, thoa
man yéu cau cua trong sd tir phwong trinh (4.8). Thay thé (4.19) vao (2.60) va (2.61)
ta duoc céc biéu thirc twong minh cho céc hé s tra vé va hé s6 tuyén tinh hoa tuong

duong
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o 72
e e i 4.20
d Loz @=rOVI+r2+r2Vr2 (4.20)
r 1+712
Vr? AB
o i (4.21)

K AN 1 2N ()

Theo nhitng sau quan sat thu dugc tir hinh Hinh 4.1:

-Véin < 1,thip, = 1/2,vr?,vap, - 1 khin — 0. Gia tri nho nhat cia hé
sb trong s6 tuong ddip = p, véin =112 1/2 tair? = 1. R6 rang la n < 1 dan dén
trong sd qué cao trong cac truong hop phi tuyén nho va vira.

- Véin > 1, tat ca cac duong cong tuong ung p,, la cong vao trong. Néu n
I6n, ban kinh nho R 1a tang 1én theo ti I¢ thuan nhirng d6 cong cta duong cong thi
nho dan. Mot cach giai thich khac 1a d6 doc cua duong cong 1a thay d6i cham véi gia
tri I6n cia n va 2, nhanh hon véi gia tri nhé cua n va r2.

- Véi truong hopn = 2 taco

r (4.22)
=1- :
P2 1+ 1?2
Hé sé tuyén tinh hoa trong duong twong ung sé 1a
r (AB)
kg (4.23)

T =Vt 2+ 13 (B?)

Tur Hinh 4.1, vi tri ciia dudng cong p, cho thay vai trd trung gian cia né trong
ho cua cé4c trong s6, c¢6 nghia 1a téc do thay doi cua cua p = p, twong tng véi r? 1a
khong qua nhanh va ciing khong qua cham. Bén canh do, ciing rit rd rang l1a phuong
trinh (4.17) véi n = 2 ciing dai dién 12 mot elip théng thuong. Day chinh 1a trong s6
duoc uu tién xem xét lya chon.

Vi vay, bang viéc phan tich ban giai tich, mot trong sé kha thi dugc chon boi
(4.22). Trong phan sau, DEL véi hé sb tuyén tinh héa twong dwong twong tng duoc
dua ra bai (4.23) s& duoc sir dung dé phan tich mot sé dao dong tu do phi tuyén va

dé Kiém tra d6 chinh xac cua no.
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4.3 Ap dung tuyén tinh héa @6i ngau trong phan tich dao déng tw do phi tuyén
4.3.1 Qui trinh tuyén tinh héa doi ngdu
Hay xem xét mot dao dong tu do bao toan phi tuyén tong quat cho boi phuong

trinh vi phén
i+gx)=0 (4.24)

trong d6 g(x) 1a mot ham phi tuyén. Vi mot bién do ban dau a, cac diéu kién dau

duoc gia thiét nhu sau:
x(0) =a,x(0) =0 (4.25)
Chuyén dong cuia dao dong tu do phi tuyén (4.24) duoc gia st 1a tuan hoan
x(t) =acoswt (4.26)

trong d6 w 13 tin s6 dao dong phi tuyén. Bai toan bay gio 1a x4c dinh w nhu mot ham
ctia bién d6 dao dong a and cac tham sb khac cua hé.
Déi véi cac ham phi tuyén 1&, chu ky chinh xac va tan sé chinh xéc cua dao

dong (4.24) c6 thé duoc xac dinh bang cac phuong trinh sau, twong ung, [75], [76]

B a dx
fe = 4f0 ot (4.27)

-1

a a -1/2
w, = ?—ﬂ =1 [2[ (2[ g(u)du) dx] (4.28)

Déi véi cac ham phi tuyén tuy ¥, thong thuong ap dung mot phuong phap dé

tinh toan gan dtng tan s riéng cua hé d6. O day tac gia dé xuat sir dung DEL. Bang
cach thiétlap A = g(x), B = x, phuong trinh tuyén tinh hoa twong duong v6i phuong
trinh phi tuyén (4.24) duoc thay thé nhu sau

%+kgx=0 (4.29)

trong d6 k, 12 hé s6 tuyén tinh hoa twong duong. Vai diéu kién dau (4.25), dap tng

chuyén vi caa phuong trinh (4.29) 1a dang cua (4.26). Vi vay, tan s6 xap xi la

Wapp = ka (4.30)
Thay thé (4.23) vao (4.30) ta duoc tan s6 xap xi
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Waz = J - xg) (4.31)

(1 —1r2)V1+ 12 4 13 (x?)
trong do gia tri trung binh (2.46) bay gio la duoc tinh todn cho moét chu ky dao dong
T=2n/w

(m) = %j (m)dx (4.32)

Theo do, ta co

1

(B?) = (x?) = m

2n/w a2 2T
j a’cos® w tdt = —j cos?udu
0 2 J,
(4.33)

Cac khao sat sau day sé& duoc thuc hién dé xac minh tinh chinh xac cua DEL.
Sai s6 twrong ddi giira tan s6 xap xi va tan sé chinh xac duoc danh gia bang ty 1é phan

tram

error(%) = =“—"2100% (4.34)

4.3.2 Bai toan 1: Dao dgng Véi luc phuc hoi bac phan sé
Dao dong nay thudc 16p bai toan dao dong phi tuyén thuan tdy. Véi hé dong
lyc nay, phuong trinh chi phdi hé c6 dang

¥+ cix|x|" 1 =0 (4.35)

trong d6 ¢ > 0,n > 1. V&i diéu kién ban dau (4.25), tan sé dao dong tu do chinh xéc

cua hé dao dong nay duoc cho bai [43]

3+n
n—1 r
Y - Cm/ZIaI n+1) (2(n+1)) (4.36)

e GG

trong d6 I' la ham Euler Gamma

r(z) = fow u?le %du (4.37)

Ap dung DEL véi A = g(x) = cx|x|*"%, B = x, ta tinh toan
(4.38)

2 2 n+1
(B?) = (x?) == (AB) = (c’x*|x|"™) = “— [|cos ul™ du
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4 _2n

2T

1 21 2
— EU |cos u|**1du
0

Va tan sé dao dong xap xi khi sir dung (4.31) 1a

(A%) = ((c*x|x|"™H)?) =

2T
f |cos u|?™du,r?
0

27T
/j cos®™udu
0

Wger = C
? A-r>)V1i+4+r¢24+r3 @

Dé kiém chung d6 chinh xac cua DEL, tan sb chinh x4c dugc cho boi phuong

21
j |cos u|**1du (4.39)
0

trinh (4.36) duoc sir dung. Hon nita, tac gia ciing so sanh mot s6 tan sé thu duoc boi
cac phuong phap xap xi khac nhu w, tir tiéu chuan kinh dién, w,,, tir tiéu chuan trung
binh c6 trong s6 [99], w,s phuong phap dwa trén tiém can [91]. Nhitng tin s6 xap xi

nay duoc tinh theo cac cdng thuc twong tng sau:

Afan—1 21
=k, = (4B) Ve f |cos u|"*+idu (4.40)
(B?) Vr 0
n-1 2m
Waw =Ca 2 j 8ue 2% cos? u|cos u|"tdu (4.41)
0

Wys = glaa) =./claa|* 1, a =/3/4 (4.42)

aa
b
1 15 )
— error ,
Lol —-error
09r -~ error_
e €rror
5 L
0.8+ 3
3 S,
£
0.7 ©
5t
0.6 10l
0.5" : : : : - -15+ : : : .
0 2 4 6 8 10 0.6 0.7 08 , 09 1
n r

Hinh 4.2. Tan s6 xap xi va sai s6 Véi cac gia tri n khac nhau
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Véi cac gid tri khac nhau cua s6 mii n trong cac phuong trinh (4.36), (4.39) -
(4.42), phan tich dinh tinh céc tan sb chinh xé&c va xap xi dugc thuc hién trong Hinh
4.2a, va sai s6 cua ching dugc thé hién trong Hinh 4.2b trong khi phan tich dinh
luong tuong ung dugc trinh bay trong Bang 4.1. Tuy nhién phuong trinh (4.38) thi
r2 khdng phu thudc vao a va ¢ ma chi phu thudc vao s mii n. Ciing nhu ta c6 thé
thiy trong Bang 4.1 gi4 tri cua r2 giam ty 1é thuan khi n ting, cu thé 1a di vai bién
thién 16n caa n, tir 1 d&én 10, gia tri cua r2 thay d6i trong mot khoang rong tir 1 dén
0.628. Do d6, 2 dai dién cho tinh phi tuyén tinh xuét phat tir bac cua da thic g(x) =
cx|x|™ 1. Can luu y rang cc tan s6 xap xi duoc dua ra boi cac phuong trinh (4.40),

(4.41), (4.42) chi phy thudc vao n, trong khi d6 tan so xap xi trong (4.39) phu thuoc

vao n var?.
Bang 4.1. Sai s6 cua CAC tan So Xdp Xi
error error error error 2
n e o (%) @as [91] (%) @aw [99] (%) d2 (%) r

1,0 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000
1,5 095 0957 021 0965 1,05 092 -025 0954 -0,06 0,987
20 0915 0921 0,73 0,931 1,74 0912 -025 0914 -0,11 0,961
25 0879 0892 142 0,898 212 0878 -0,09 0,878 -0,10 0,930
30 0847 0866 2,22 0866 2,22 0,849 0,16 0,847 -0,02 0,900
35 0818 0844 3,09 0835 2,07 0822 046 0819 012 0,871
40 0,792 0,824 399 0806 1,71 0,799 080 0,795 0,30 0,843
45 0,769 0806 492 0777 115 0,778 1,16 0,773 051 0,818
50 0,747 0,791 586 0,750 0,42 0,758 1,53 0,752 0,75 0,794
55 0,727 0,776 6,79 0,724 -045 0,741 191 0,734 101 0,771
6,0 0,708 0,763 7,72 0,698 -145 0,724 228 0,717 128 0,751
6,5 0691 0,751 865 0673 -256 0,709 266 0,702 15 0,732
70 0675 0,740 95 0650 -3,77 0695 3,02 0,687 185 0,714
75 0660 0729 1046 0627 -506 0682 339 0,674 214 0,697
80 0646 0,719 1135 0,604 -643 0670 3,74 0,662 243 0,682
85 0633 0710 1222 0583 -78 0659 4,09 0,650 2,72 0,667
90 0,620 0,702 13,08 0,563 -933 0648 442 0639 3,01 0,653
95 0,609 0693 1393 0543 -10,85 0638 4,76 0,629 3,31 0,640
10,0 0,598 0,686 14,76 0,523 -1241 0,628 508 0,619 3,59 0,628

Nhu Hinh 4.2a, duong cong cua wg, 1a gan nhit va dudng cong cua w, 1a xa
nhét véi duong cong cua w,, ca hai déu nam cao hon voi dudng cong caa nghiém

chinh xac. Piéu nay c6 nghia 1a w,, duge diéu chinh tt vai hé sé ti 1¢ duoc cho bai
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(4.9) khi so sanh véi w,. Pudng cong w,,, 1a rat gan véi duong cong w4, trong khi

duong cong w, thu dugc gid tri qua cao va qua thap.

Tur Hinh 4.2b thé hién duong cong sai s6 ctia cac tan s6 Xap xi véi tan sb chinh
xé&c. Nhin chung, w,, cho ta sai sb tuyét ddi tbi da 1a thip nhat, theo sau d6 1a w,,,,
wys, Va cudi cing 1a w,; tir Bang 4.1 cac sai sb trong tng 1a 3,59%, 5,08%, 12,41%,
va 14,76% véin = 10.

4.3.3 Baitoan 2: Dao déng diéu hoa Duffing

Dao dong nay ciing thudc 16p cac dao dong phi tuyén thuan tay trong do6 luc

phuc hoi 1a mot ham hitu ti khéng chinh tac. Phuong trinh chi phéi hé 1a:
x3

¥ = 4.43
x+1_|_x2 0 ( )

Véi diéu kién ban dau (4.25), tan s6 dao dong tu do chinh xac cua dao dong

nay tir ti lieu [44] 13

2T
We =
4f0n/2 — a? cos? 1;2 — du (4.44)
a< cos u+ln[1— T+aZ ]
; 3 s .y
Ap dung DEL with A = g(x) = =, B = x, ta thu dwoc tin s6 xap Xi tir

1+x

phuong trinh (4.31) la

r az (?"  cos*u
Wgy = - du (4.45)
A-—rH)V1i+r2+r3m )y, 1+a?cos?u

Ta cO Céc gia tri binh phuong trung binh va hé sé tuong quan binh phuong
dugc tinh theo (2.46), (2.62) and (4.33) twong ung la

a? x* 1 (%™ a*cos*u
(B%) = (x%) = =, (AB) = < > f du
0

1+ x2 =§ 1+ a?cos?u
x® 1 (?™ a®cosu
(A%) =\ 3] = 5= PPPTIRRLL (4.46)
1+ x?) 2n ), (14 a?cos?u)
2 5a? a’?

- — 2
@+ 12 2@+ 12 T2

, 1J2” a* cos*u p ? g2 2 N 5a? +a2 )
™ o 1+a?cos?u “112 (a? +1)3/2 " 2(a?+1)3/2 " 2
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Dé xé4c nhan d6 chinh xé4c cua DEL, tan s6 dao dong chinh xac tir phuong trinh
(4.44) s& sir dung dé so sanh. Tuong tu nhu phan trudc, mot sé tan s dao dong thu
dugc tir mot s6 phuong phap gan dung dé so sanh nhu w, tir tiéu chuan kinh dién,
wg,, tr tiéu chuan trung binh trong sb [89], w, thu dugc tir phwong phap dua trén
tiém can [91], wy,, tir phuong phap cin bang diéu hoa bac thap nhat [105], and wpg,

phuong phap tham s6 mé rong [103]. Cac tan s trén cy thé nhu sau:

(AB) 1 (?™ a?cos*u
_ /_ _2 d 4.47
Ve (B2) nfo 1+acostu ™ (4.47)

0,75a?
1+ 0,75a?

(4.48)

Wpp = Wppy =

0,72a?
1+ 0,72a?

Waw = Wgs =

(4.49)

Véi céc gia tri thay d6i cua bién d6 ban dau a, cac phan tich dinh tinh vé sai
s6 cuia cAc tan 6 Xap xi so Véi tan sé chinh xac dugc thé hién trong Hinh 4.3, dong
thoi phan tich dinh lugng tuong ung duoc trinh bay trong Bang 4.2. Tur phuong trinh
(4.46). Chl y tir phuong trinh (4.46) r2 phu thudc vao a. Tir Bang 4.2 ta thay r? ting
khi a tang, cu thé 1a véi mot thay doi Ion cua a, tir 0,01 dén 10, gia tri cua 2 ciing
chi thay d6i nho tir 0,9 dén 0,999. Piéu nay chi ra rang tinh phi tuyén cua hé ti l¢

nghich véi bién d6 ban dau a.

b)
3
B - — error
L AN N
> o B error o
4 \\ - PEM,hb
20 3 e error
____________ \
= - RN
S o &N
%l 1.5+ ., \\ \\ 1
~ ,’ ‘\‘ \\
E '// \\ \
~ 1+t 7 WA
S / i
/ i
7 Y
/
05 7 3
; )
/ \
_0 X 5 L L L
10 09 092 094 ,09 098 1
r

Hinh 4.3. CAc tan sé xap xi va sai sé Vi cac gia tri cua a khac nhau
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Tur Hinh 4.3a, c4c tan sé xap xi déu rat gan véi tan sb dao dong chinh xac.
Dudng cong wg, 12 gan nhat va duong cong cia wpgy , 18 Xa nhat so véi w,. Hinh
4.3b thé hién dudng cong sai sd cua cac tan sd xap xi so véi tan sb chinh xac. Nhin
chung, wy, €O gié tri tdi da cua sai s tuyét déi 1a nho nhat, sau d6 1a w,,, and w,
w,, CUbi clNng 12 wpgy VA wyy,, V6 sai s6 tuong tng 13 0,17%, 1,64%, 2,22%, and
2,81% trong khoang cua r2=[0,9; 0,976].

Bang 4.2. Sai sé cuia CAC tan So Xdp Xi

error Wnh=WPEM error waw=was €error error

2

T % (o) [105],[103] (%) [89].[91] (6) (%)

0,01 0,0093 0,0095 2,22 0,0095 2,22 0,0093 0,15 0,0093 -0,02 0,900
0,05 0,0423 0,0433 2,21 0,0433 2,23 0,0424 0,16 0,0423 -0,02 0,900
0,1 0,0844 0,0862 2,20 0,0863 2,24 0,0845 0,19 0,0844 -0,02 0,901
0,5 10,3874 0,3942 1,77 0,3974 2,58 0,3906 0,83 0,3870 -0,09 0,916
1,0 0,6368 0,6436 1,07 0,6547 2,81 0,6470 1,60 0,6357 -0,17 0,943
20 0,8476 0,8507 0,36 0,8660 2,17 0,8615 1,64 0,8463 -0,16 0,976
3,0 09196 0,9209 0,14 0,9333 1,49 0,9308 1,21 09186 -0,10 0,988
40 09509 0,9515 0,07 0,9608 1,04 0,9592 0,88 10,9502 -0,07 0,994
50 0,9670 0,9673 0,03 0,9744 0,76 0,9733 0,66 0,9665 -0,05 0,996
6,0 0,9763 0,9765 0,02 0,9820 0,58 0,9813 0,51 0,9760 -0,03 0,997
7,0 10,9822 0,9823 0,01 0,9867 0,45 0,9861 0,40 0,9820 -0,02 0,998
8,0 10,9861 0,9862 0,01 0,9897 0,37 0,9893 0,32 0,9860 -0,02 0,999
9,0 10,9889 0,9890 0,01 0,9919 0,30 0,9915 0,27 0,9888 -0,01 0,999
10,0 0,9909 0,9910 0,00 0,9934 0,25 0,9931 0,22 0,9908 -0,01 0,999

4.3.4 Bai toan 3: Dao dgng phi tuyén c6 khd ning mé réng hizu han

Tur nghién ctu trong [99] khao sat dao dong phi tuyén c6 kha ning mé rong

hitu han tao thanh co so cua mot chudi polyme thuc, mot phan tir DNA hoic mot chat

long phi Newton. Phuong trinh chuyén dong cua dao dong véi mot ham hitu ti chinh

tac c6 dang la

tham chiéu tir [45]

X+

X
1—x2

=0

(4.50)

Véi diéu kién dau (4.25) véi 0 < a < 1, tan sé dao dong ty do chinh xac dugc

We (a) =

%U: Jin((1 -

du

-1

u?)/(1 - a?)

(4.51)
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x
1—x2

Ap dung DEL véi A = , B = x, thu duoc tan s6 xap xi tir (4.31)

r 1 (%" cos?u
Wyy = —] du (4.52)
A-rH)V1i+r2+r3m), 1—a?cos?u

Trong d6 cac gia tri binh phuong trung binh va hé s6 twong quan binh phuong

dugc tinh toan theo cac phuong trinh twong tng la (2.46), (2.62) va (4.33).

<BZ>=<x2>=a2/2,<A2>=< i > @

(1—x2)2]  2(1—a?)3?
x? 1 (*" a?cos?u
AB) = =— du, 4.53
(4B) <1—x2> Z”L 1—acos?u' " (4.53)

, (1 — q?)3/2[ f2m cos?u 2
e Zcoszu W
T o l—a“cos*u
Pé xac nhan do chinh xé4c cua DEL, tan s6 chinh xac cho béi phuong trinh
(4.51) s& so sanh Vi céc tan s6 thu duoc tir cac phuong phap gan dung khac nhu w,
tir tiéu chuan kinh dién, w;,, tir phuong phap can bang diéu hoa tuyén tinh [99], va

wgs tir phuong phap dua trén tiém can [91] cu thé nhu sau:
(AB) 1 fZ” cos?u
= = |= d 4.54
Ve \/(B% t), 1—a?cos?u u (4.54)

|80 — 46a? + V4096 — 435247 + 12364
@b = 144 — 18842 + 55a*

(4.55)

_ /9(““)_ 1 _ 371 456
Was = o —m,a— 3/4 (4.56)

Vi cé4c gia tri khac nhau ciia bién d6 ban dau a, phan tich dinh phan tich dinh
tinh vé sai sb cua tan s xap xi so véi tan sé chinh xac duoc thyuc hién trong Hinh 4.4,
va phén tich dinh lugng tuong tGng duoc trinh bay trong Bang 4.3. chl y riang la
phuong trinh (4.53) véi r2 phu thuc vao a. Ta cé thé thay tir Bang 4.3 thi r2 giam
khi a tang, cu thé 1a voi mot thay d6i nho cia a tir 0,1 dén 0,99, gié tri ciia 2 ¢6 mot
thay doi Ion tir 1 dén 0,433. Diéu nay c6 nghia la tinh phi tuyén cua lyc phuc hoi hitu
ti chinh xé&c nay ty 18 voi bién d6 ban dau, trai véi Bai toan 2 lién quan dén luc phuc
hitu ti khdng chinh tac.
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T Hinh 4.4a, dudng cong cia wg, 1 gan nhat va duong cong cua w, 1a xa

nhit v&i w,. Hinh 4.4b thé hién dudng cong sai s6 cua cac tan sb xap xi so sanh véi

tan s6 chinh xéac. C6 thé thiy, w,, cho sau sb t6i da tuyét d6i 12 nho nhit, sau d6 theo

thir tu 12 g, W, VA Wy, VO Sai $6 trong Gng 13 5,22%, 16,75%, 27,3%, va 29,83%
tai 72 = 0,433.

3.5¢

a)

30

b)

-
325 Q\\:’
2 L
1.5+
1
0
Hinh 4.4. CAc tan sé xdp xi va sai sé Véi cac gid tri cia a khac nhau
Bang 4.3. Sai sé cua Cac tan sé Xap xi
. o o GO @ emor op eror . oeror o,
(%) [91] (%) [99] (%) (%)

0,1 1004 1,004 0,00 1,004 0,00 1,004 0,00 1,004 0,00 1,000
02 1015 1,015 000 1,015 o000 1,015 0,00 1,015 0,00 1,000
03 1036 1036 001 1036 -002 1036 0,00 1,03 0,00 0,999
04 1067 1,067 004 1066 -006 1,067 0,00 1,067 0,00 0,998
o5 1,111 1,112 0O, 10 1,209 -0,48 1,111 0,00 1,111 -0,01 0,995
o6 1176 1,179 0,25 1,170 -044 1175 -0,01 1,175 -0,01 0,988
07 1271 1278 059 1257 -105 1,270 -0,04 1,271 0,00 0,972
08 1423 1443 142 1387 -256 1420 -0,21 1424 0,06 0,937
0,825 1,477 1504 1,80 1,429 -324 1472 -032 1479 0,11 0,923
0,850 1,541 1,577 2,32 1477 -414 1533 -050 1,544 0,17 0,904
0,875 1,619 1668 3,03 1533 -536 1606 -080 1,624 0,27 0,879
0,900 1,718 1,788 4,06 159% -708 169 -131 1,725 043 0,846
0,950 2,036 2,209 854 1,759 -1358 1,950 -4,18 2,061 126 0,725
0,990 2,769 3,525 27,30 1,943 -29,83 2,305 -16,75 2,913 522 0,433
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4.3.5 Bai todn 4: Dao dgng kiéu Duffing
Dao dong kiéu Duffing dai dién cho mot loat cac bai toan dao dong phi tuyén
vé6i cac ham phuc hoi 1a ham Ié. Phuong trinh dao dong c6 dang
¥+ wix +yx™1=0,n=1.23,.. (4.57)

Véi diéu kién dau (4.25), tan sé chinh xéac cua dang dao dong nay duoc tinh

toan bai phuong trinh (4.28)
-1

a a -1/2
Zj (2.[ wiu + yuZ”“du) dx‘ (4.58)
0 X

Ap dung DEL véi A = x?™*1 B = x, tan s6 xap xi thu dugc tir (4.31) 12

w = |W C .
d2 0 (1 2) CI————E 3 D2n+1 2n+2

trong d6 cac gia tri binh phuong trung binh va hé s6 twong quan binh phuwong dugc

tinh todn bai céng thirc twong tng (2.46), (2.62) and (4.33) nhu sau

2 4n+2

W, =T

2n+1
24n+2 Cint2

(B?) = (x?) = a?/2; (A4%) = y2(x*n+2) = L

2n+2

(AB) — (]/in+2) — va Cn+1 . (460)

22n+2 C2n+
n+1 12
2 [Cén+2]
ST, 2n+1]
2[64n+2

Trong phuong trinh (4.60), cong thirc chung sau day dugc st dung

2T
f cos™udu
0

2T mpp 2m e m o\ 2W m!
=<{m"m _Z_m(m/Z)_Z_m(m/Z)!(m/Z)!'

(4.61)

m chan
0,mle
trong d6 C/% 1a hé sb
Pé xéac nhan do chinh xé4c cua DEL, tan s6 chinh xac cho béi phuong trinh
(4.51) s& so sanh Vi céc tan sé thu duoc tir cac phuong phép gan dung khac nhu w,
tir tiéu chuan kinh dién, w,,, tir tiéu chuan trung binh trong sé [99], va w,; tir phuong

phap dya trén tiém can [91] cu thé nhu sau:
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2n,rn+1
w. = |wi+ VB) _ |2 4y 2 Conso (4.62)
c 0 (Bz) - 0 C2n+1 )
an+2
® 2n+202 —swt 2n+2
[ a?nt2s2gte 5@t cos?H2 @ tdt
Way = wg + y 0 — = (463)
J, a*s?wte™st cos? w tdt
2 2n+1
f(aa) w§ + (aa)
s = — Ja=./3/4 (4.64)
aa aa
_ 3 . _ 3
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Hinh 4.5. CAc tan sé xdp xi va sai sé véin = 1, w, = 1 va gia tri a, y khac nhau

a) A= 'yx5, v varies

1
051 — error ,y=0.1
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Hinh 4.6. C4c tan s6 Xap xi va sai s6 Vi n = 2, w, = 1 va gia tri a,y khac nhau
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Véi cac gia tri khac nhau cia bién do ban dau a, tac gia phan tich dinh tinh vé
sai s6 cua tan sb xap xi so vai tan sb chinh xéc thé hién trong Hinh 4.5, Hinh 4.6,
Hinh 4.7 va phan tich dinh lugng tuong trng duoc trinh bay trong Bang 4.4, Bang 4.5,
Bang 4.6. V&i phuong trinh (4.60) thi 2 khéng phu thudc vao a va y nhiing chi phu
thudc vao mii n, diéu nay twong ty V4i Bai toan 1 lién quan dén ham phuyc hdi dang
da thuc.

Bang 4.4. C4c sai s6 ctia c4c tan s6 xap xi véi n=1

a error (Was error Waw error error
%% ) 1] %) [99] (%) (%)

01 01 1000 1,000 000 1,000 000 1,000 0,00 1,000 0,00 0,900
1 01 1037 1037 001 1037 001 1035 -0,13 1,035 -0,14 0,900
10 01 2867 2915 1,70 2915 170 2864 -0,11 2,859 -0,26 0,900
100 01 26,80 27,400 2,21 27,400 2,21 26,900 0,15 26,800 -0,02 0,900

sai s6 lén nhat 2,21 2,21 0,15 -0,26

error Mas error Waw error error 2

v % gy g1 () [99] (%) 06)

01 10 1,004 1,004 000 1,004 000 1004 -0,01 1,004 -0,02 0,900
1 10 1318 1323 039 1323 039 1311 -048 1,311 -0,55 0,900
10 10 8534 8,718 216 8,718 216 8544 0,12 8,529 -0,05 0,900
100 10 84,70 86,60 2,22 86,600 2,22 84900 0,15 84,700 -0,02 0,900

sai sé lon nhat 2,22 2,22 -0,48 -0,55

error Mas error Waw error error

7 ) 1] (%) [99] (%) (%)

01 10 1,037 1,087 o001 1,037 001 103 -0,13 1,035 -0,14 0,900
1 10 2867 2915 1,70 2915 1,70 2864 -0,11 2,859 -0,26 0,900
10 10 26,811 27,404 2,21 27,404 221 26,851 0,15 26,805 -0,02 0,900
100 10 267,90 273,90 2,22 27390 2,22 268,30 0,16 267,90 -0,02 0,900

sai sé lon nhat 2,22 2,22 0,16 -0,26

error Was error Waw error error

S % gy 1 (%) [99] (%) (%)

01 100 1318 1323 039 1323 039 1311 -048 1311 -0,55 0,900
1 100 8534 8,718 216 8,718 216 8544 0,12 8,529 -0,05 0,900
10 100 84,727 86,608 2,22 86,608 2,22 84,859 0,15 84,711 -0,02 0,900
100 100 847,20 866,00 2,22 866,00 2,22 848,50 0,16 847,10 -0,02 0,900

sai s6 lén nhat 2,22 2,22 -0,48 -0,55
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Bang 4.5. CAc sai 6 cua CAC tan sé Xdp xi véi n=2

a y o o error (Was error Waw error Oz error I’2
(%) [91] (%)  [99] (%) (%)
01 01 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 0,794
1 01 1031 1,031 0,02 1,028 -0,28 1,028 -0,22 1,028 -0,26 0,794
10 0,1 23,641 25020 583 23,738 041 24,000 1,52 23816 0,74 0,794
100 0,1 2361,7 25000 586 2371,7 042 2397,9 153 23795 0,75 0,794
sai so lén nhat 5,86 0,42 1,53 0,75
a y o o error as error Waw error o error I’Z
(%)  [91] (%)  [99] (%) (%)
01 10 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 0,794
1 10 1265 1,275 0,79 1,250 -1,16 1,255 -0,77 1,251 -1,05 0,794
10 1,0 74691 79,063 585 75007 042 75835 153 75253 0,75 0,794
100 1,0 74683 79057 586 75000 0,42 7582,9 153 75246 0,75 0,794
sai so lon nhat 5,86 -1,16 1,53 0,75
a y o o error Was error Waw error o error I’Z
(%) [91] (%)  [99] (%) (%)
01 10 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 0,794
1 10 2584 2,693 422 2574 -038 2598 056 2581 -0,10 0,794
10 10 236,172 250,002 5,86 237,173 0,42 239,794 153 237,950 0,75 0,794
100 10 23617,0 25000,0 5,86 23717,1 0,42 23979,2 1,53 237948 0,75 0,794
sai so lén nhdt 5,86 0,42 1,53 0,75
error (Was error Waw error error 2
A O N 2 O GO N ) O M o
0,1 100 1,003 1,003 0,00 1,003 -0,03 1,003 -0,02 1,003 -0,03 0,794
1 100 7543 7,969 565 7566 0,32 7,649 141 7591 0,64 0,794
10 100 746,835 790,570 5,86 750,001 0,42 758,288 1,53 752,459 0,75 0,794
100 100 74683,4 79056,9 5,86 75000,0 0,42 75828,8 1,53 752459 0,75 0,794
sai so lon nhat 5,86 0,42 1,53 0,75

T Bang 4.4, Bang 4.5, Bang 4.6 ta thay r2 giam khi n ting, cu thé 2 = 0,9
khin = 1,72 = 0,794 khi n = 2, r? = 0,714 khi n = 3. Mit khac, ching ta thay tir

céc cong thirc cua tan s6 chinh xac va xap xi ma ching ciing phu thudc vao a va y.

Do d6, & ddy chung ta giai quyét viéc danh gid sai s6 tan suat lién quan dén a va y.
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— error , y=0.11 |
---n error =1
--error =10
error ,y=100

error(%,)
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error(%)
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—-=- €rror
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Hinh 4.7. CAc tan sé xap xi va sai $6 véin = 3,w, = 1 va gia tri a,y khac nhau

Bang 4.6. CAc sai 6 cua CAC tan sé xdp xi véi n=3

a c o o error (Was error Waw error - error r2
(%) [91] (%) [99] (%) (%)
01 0,1 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 0,714
1 0,1 1,027 1,027 0,02 1,021 -0,57 1,024 -0,28 1,023 -0,33 0,714
10 0,1 213,4 233,9 9,56 205,4 -3,77 219,9 3,02 217,4 1,85 0,714
100 0,1 213446 233854 9,56 205396 -3,77 219901 3,02 217389 185 0,714
sai so lon nhat 9,56 3,77 3,02 1,85
error (Was error Waw error error 5
0 @ Cw e ) 99 ) P %
01 1,0 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 000 1,000 000 0,714
1 1,0 1,231 1,244 1,07 1,192 -3,10 1,218 -1,02 1,213 -1,39 0,714
10 10 6750 7395 956 6495 -377 6954 302 6874 185 0,714
100 1,0 674977 739510 9,56 649519 -3,77 695388 3,02 687443 1,85 0,714
sai so lon nhat 9,56 -3,77 3,02 1,85
a c o o error (Was error aw error o0 error r2
(%) [91] (%) [99] (%) (%)
0,1 10 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 0,00 0,714
1 10 2,388 2,543 6,51 2,284 -4,33 2,416 1,16 2,393 0,21 0,714
10 10 2134,5 2338,5 9,56 2054,0 -3,77 2199,0 3,02 2173,9 1,85 0,714
100 10 2134465 2338536 9,56 2053960 -3,77 2199009 3,02 2173886 1,85 0,714
sai so lon nhat 9,56 -4,33 3,02 1,85
a C o o error Was error Waw error O error r2
(%) [91] (%) [99] (%) (%)
0,1 100 1,000 1,000 0,00 1,000 0,00 1,000 000 1,000 000 0,714
1 100 3,205 3,455 7,80 3,072 -4,15 3,267 1,92 3,233 0,87 0,714
10 100 30186  3307,2 9,56 29047 -3,77 31099 3,02 30743 185 0,714
100 100 3018589 3307189 9,56 2904738 -3,77 3109868 3,02 3074339 1,85 0,714
sai sé lén nhat 9,56 -4.15 3,02 1,85
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Theo Hinh 4.5a véi trudng hop n = 1, sai s6 cua w,, dat téi gi tri 16n nhat
trong khoang a € [0,5], va giam tai gia tri rat nho khi a ting, diéu nay ciing dung véi
bat ky y thay ddi tir gia tri nho dén 16n vi du tir y = 0,1 dén ¥ = 100. Dudng nhu 13
w4, tiém can duéi tan sé chinh xac. Nhitng sai s6 nay van giit nguyén dic diém khi
n thay d6i nhu Hinh 4.6a véi n = 2, va Hinh 4.7a véi n = 3. Khi n tang, thi gia tri
cua r2 1a nho hon, va sai sb t6i da tuyét d6i nho nhat cua wy, cd xu hudng ting vi du
0,6% véin=11r2=0,9; 1,07% vé6in=2,7v>2=0,794; 1,4% véi n=3,r*> =
0,714. Trong so sanh voi cac tan sb xap xi khac nhu trong Hinh 4.5b, Hinh 4.6b,
Hinh 4.7D, gi& trj c6 duoc tir tiéu chuan kinh dién w, c6 clng tinh chat véi w,, nhung
c6 sai sb toi da 16n hon nhiéu, dic biét trong truong hop n 16n hon. Véin = 1, w,
triing voi w,s c6 duoc tir phuong phap dua trén tiém can, ciing giéng nhu véi két qua

thu dugc tir phuong phap can bang diéu hoa bac nhat hay phuong phap nhiéu loan

dong vi bac nhat [91]
We = Wgs = /1 + %yaz (4.65)

Tuong ty Vi w,, wgs €O sai s6 16n hon khi 72 nho hon ngoai trir trudng
hop n = 2. Tan s6 Xap Xi wy,, tir tiéu chuan trung binh trong sé c6 mat su bién dong
trong khoang a € [0,2] va sau d6 xu huéng dén mot gié tri hang s6. Tom lai, xap xi

t6t nhat chinh 1a két qua cua cia wg,, sau d6 theo thit tu 12 w,,,, wgs, VA w,.
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4.4 Két luan chwong 4

1. Chuong nay da phat trién tinh chét truc giao thé hién qua mot sé tinh chét co
ban cua tuyén tinh héa twong dwong d6i ngau duoc xac dinh, cho thay su gidng va
khac nhau gitra cac qué trinh thay thé mot chiéu va hai chiéu. Theo d6, né ciing cho
thay trong sé c6 quan hé mat thiét véi hé sé twong quan binh phuong.

2. Dua trén céch tiép can ddi ngau, cac qua trinh thay thé luot di va luot vé co
thé dugc xem xét dudi hai dang: Dang tht nhat 1a cac qua trinh thay thé mot chiéu,
duoc biéu didn bang hai bai toan ti vu hoa don muc tiéu. Thi hai 1a qué trinh thay
thé hai chiéu dugc biéu thi bang tong trong sé cua hai ham muc tiéu don dugc dé cap
& trén. Trong tat ca cac qua trinh thay thé nay, hé so tuong quan binh phuong, 1a
thuéc do muc d6 phi tuyén gitra s6 hang phi tuyén ban dau va s hang tuyén tinh
tuong duwong, xuat hién tu nhién trong biéu thic caa hé sb tuyén tinh hoa twong dwong
va sai so thay thé tbi uu.

3. Mot ho cac trong sb duoc dé xuat dua trén phan tich ban giai tich vé sy dong
gop cua cac sai so thay thé luot di va luot vé t6i uu vao tong cua chung. Hon nita,
mét trong sé duoc md ta bang phwong trinh ctia mot hinh elip dugc chon tir ho nay.

4. Quy trinh tuyén tinh hoa ddi ngau véi trong sé da chon duoc xay dung cho
mét 16p cac hé dao dong tién dinh phi tuyén. Ap dung cho mét sé hé dién hinh, cho
thdy rang trong sé da chon 1a mot lya chon phi hop dé phan tich tan sb dao dong tu
do cua cac hé tién dinh phi tuyén dugc xem xét. Bén canh d6, viéc danh gia muc do
sai s6 dya trén hé sb twong quan binh phuong cho thdy sy anh huéng rd rang cua tinh
phi tuyén d6i véi cac nghiém xap xi hién tai.

5. C4 thé thay phuong phap dugc dé xuat c6 mot tiém ning 16n va n6 can dugc
kham phéa cho céac 16p rong hon cua hé dong luc tién dinh phi tuyén. Dac biét, viéc
lya chon trong s duoc dé xuat co thé duoc ma rong va nghién cau thém cho cac bai
toan khac vé tdi wu hoa da muc tiéu

6. Két qua phat trién tinh chat tryc giao théng qua phuong phép tuyén tinh hoa
d6i ngau duoc dé xuat dem dén sai s6 tdi da tuyét di 1a thap nhat trong s céc tan sé
xap xi thu dugc tir mot s6 phuong phap phan tich khac khi xem xét véi cac muc do
phi tuyén kha Ion. Sai s tbi da tuyét ddi cua nd chi khoang 5%, c6 thé chap nhan
dugc trong thiét ké k¥ thuat so bo.

Két qua nghién ctru cua chuong 4 dugc cong bd trén cong trinh nghién ciru sé [6].
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KET LUAN VA HUONG NGHIEN CUU TIEP THEO

1. Két luan va déng gép méi vé khoa hoc ciia luén 4n

- Luan 4n da phat trién tinh chét truc giao trong phuong phap gan dung thong
qua tuyén tinh hoa ddi ngau c6 trong sé két hop véi dé xuat cac dang cu thé cua trong
s6 p dua ra cac nghiém xap xi c6 sai s6 tot hon phwong phap Galerkin ap dung cac
bai toan 6n dinh ddng thoi phat trién trong s6 p linh hoat hon so véi tiéu chuan sai sb
thong thudng va dbi ngau khdng trong sé (p=1/2).

- Lufin 4n d3 phat trién tinh chit truc giao bang cach xay dyng mot trung binh
cuc bo ¢6 trong s6 méi (WLA) ap dung vao phuong phap Galerkin dé xuat phuong
phap Galerkin sir dung trung binh cuc bo c6 trong s6 (GWLA) cai thién dang ké do
chinh x4c ciia nghiém xap xi bac nhét ctia phuong phap Galerkin.

- Luén an trinh bay hudng tiép can cuc bo - toan cuc dé giai quyét bai toan
chon mat ham trong s6 mot tham sé va dé xuat phuong phap GWLA don gian hda
(SGWLA) giam khdi lugng tinh toan nhung van duy tri d6 chinh xac cua céc 10i giai
nhan duoc tr GWLA.

- Luén an két hop WLA véi phuong phap binh phuong t6i thiéu dé dua cot ¢6
tiét dién thay doi thanh cot twong duong véi tiét dién khong doi va cac thuat toan sd
méi nay co thé dua ra mot cong cu thay thé mai va hiéu qua cho tinh toan k¥ thuat
trong viéc thiét ké cac hé két cau véi cac tiét dién thay doi.

- Luan an da chi ra rang hé s6 twong quan binh phuong, 1a thuéc do mirc do
phi tuyén giira s6 hang phi tuyén ban dau va sé hang tuyén tinh tuong duong, xuét
hién ty nhién trong biéu thic cua hé s6 tuyén tinh hoa twong duong va sai s6 thay thé
t6i wu.

- T4c gia da dé xuat mot ho cac trong sb (dudi dang phuong trinh mét elip)
dua trén phan tich ban giai tich vé su dong gop cua cac sai so thay thé luot di va luot
vé t6i rru vao tong cua ching trong phan tich hé dong luc hoc tién dinh phi tuyén.

- T4c gia da xay dung quy trinh tuyén tinh hoa ddi ngau cé trong sé cho mot
l6p cac hé dong luc hoc tién dinh phi tuyén. Bong thoi, tac gia da chon trong s6 phi
hop va ap dung c6 hiéu qua trong phan tich tan s6 dao dong tu do ctia mot sb hé tién

dinh phi tuyén dién hinh.
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- Luén 4n d3 cho thy sai s6 tdi da tuyét d6i cua tan s xap xi tir phuwong phap
dé xuit so véi cac phuong phap xap xi khac khoang 5% va sai s6 nay duoc chip nhan

trong thiét ké ky thuat so bo.

2. Huéng nghién ciru tiép theo

- Két qua phat trién tinh tryc giao va dua ra mét trong sé phi hop da mo ra
hudng nghién ctu ap dung tiéu chuan ddi ngau cé trong sé cho cac bai toan 6n dinh
khac.

- Két qua phat trién tinh truc giao thong qua WLA duoc dé xuat c6 thé duoc
kiém chang di véi cac cot co cac diéu kién bién khéc, cac tiét dién thay doi phic tap
hon va cling dugc mo rong cho cac bai toan mat 6n dinh cua cac két cau phirc tap hon
nhu c6t, tim va vo phi tuyén trong d6 viéc sir dung dang giai tich caa phuong phap
Galerkin thuong bi gisi han bai cac phép xap xi bac nhét.

- Vi WLA 4p dung vao phuong phap binh phuong tdi thiéu va chuyén cot o
tiét dién thay doi thanh cot twong duong véi tiét dién khong d6i. Két qua nay mo ra
mot hudng nghién ciru 6 thé ap dung trong nhiéu bai toan ky thuat trong thuc té.

- Phuong phap DEL cai tién véi trong s6 p, dugc chon ¢ mot tiém ning 16n
va nd can dugc khdm pha cho cac 16p rong hon cua hé dong luc hoc tién dinh phi
tuyén va co thé xem xét ap dung cho cac 16p bai toan cua hé dao dong phi tuyén
cudng buc va cac hé dao dong khéc. Dic biét, viéc lua chon hé s trong sé dugc dé
Xuat ¢ thé duoc ma rong va nghién ciru thém cho cac bai toan khéc cua téi uu hoa

da muc tiéu.
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