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MỞ ĐẦU

1. Tính cấp thiết của luận án

Nhiều bài toán trong vật lý, cơ học và nhiều lĩnh vực khác dẫn tới các bài
toán biên đối với các phương trình vi phân cấp cao, phương trình vi-tích phân và
phương trình vi phân hàm. Việc nghiên cứu các bài toán này về mặt định tính
như sự tồn tại nghiệm, tính duy nhất và tính bội, tính dương, tính lồi/lõm và tính
tuần hoàn của nghiệm cũng như các phương pháp tìm nghiệm luôn là sự quan
tâm của các nhà toán học và các kỹ sư-các nhà ứng dụng. Người ta chỉ tìm được
nghiệm chính xác của các bài toán này trong một số rất ít các trường hợp riêng
khi phương trình và các điều kiện biên là tuyến tính và có dạng đơn giản. Còn
nói chung người ta phải sử dụng các phương pháp gần đúng mà chủ yếu là các
phương pháp số để tìm lời giải xấp xỉ đặc biệt là khi phương trình là phi tuyến.

Trong số các phương trình cấp cao thì phương trình cấp bốn đã được nghiên
cứu rất nhiều cả về định tính và định lượng do chúng có rất nhiều ứng dụng. Một
số luận án tiến sĩ về các bài toán biên phi tuyến cấp bốn đã được bảo vệ thành
công trong thời gian gần đây tại Việt Nam như của Ngô Thị Kim Quy (2017),
Nguyễn Thanh Hường (2019).

Ngoài phương trình cấp bốn thì phương trình cấp ba cũng được nhiều nhà
nghiên cứu quan tâm trong thời gian gần đây do chúng là mô hình toán học của
nhiều bài toán trong công nghệ hóa học, lý thuyết truyền nhiệt, vật lý thiên văn,...
Đối với phương trình vi phân cấp ba đầy đủ

u′′′(t) = f(t, u(t), u′(t), u′′(t)), 0 < t < 1 (1)

hoặc không đầy đủ với các điều kiện biên khác nhau đã có nhiều kết quả nghiên
cứu về định tính như của Li & Li (2017), Yao & Feng (2002), Feng (2008), Hopkin
& Kosmatov (2007), Bai (2008), Sun et al. (2014),... Bằng các phương pháp khác
nhau như phương pháp nghiệm dưới và nghiệm trên, sử dụng các định lý điểm
bất động Schauder, Krasnoselskii,... họ đã thiết lập được sự tồn tại nghiệm, tính
dương và tính đơn điệu của nghiệm dưới các điều kiện phức tạp, khó kiểm tra. Và
đặc biệt, trong các thí dụ họ không chỉ ra được nghiệm hoặc phương pháp tìm
nghiệm khi mà sự tồn tại của nó được khẳng định sau khi kiểm tra các điều kiện
phức tạp. Một số tác giả khác như Pandey (2016, 2017), Al-Said & Noor (2007),
Danaf (2008), Khan & Sultana (2012), Lv & Gao (2017), He (2020) với giả thiết
là các bài toán biên cho phương trình cấp ba phi tuyến có nghiệm duy nhất đã
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đề xuất các phương pháp giải như phương pháp sai phân trực tiếp các đạo hàm,
sử dụng các hàm spline đa thức hoặc không đa thức, phương pháp chuỗi,. . .

Chúng tôi cho rằng việc nghiên cứu các điều kiện đủ dễ kiểm tra cho sự tồn
tại và duy nhất nghiệm của các bài toán biên cho phương trình phi tuyến cấp ba
là rất cần thiết. Việc xây dựng các phương pháp số hữu hiệu để tìm nghiệm của
các bài toán này cũng cần thiết không kém.

Trong thời gian gần đây người ta cũng bắt đầu quan tâm nghiên cứu các phương
trình phi tuyến cấp ba và cấp bốn với các điều kiện biên tích phân. Một số kết
quả đã đạt được về sự tồn tại nghiệm của các bài toán với các điều kiện biên tích
phân thuộc về Boucherif et al. (2009), Guo et al. (2012), Wang (2015), Benaicha
(2016), Li et al. (2013),. . . Các phương trình vi-tích phân và các phương trình vi
phân hàm cũng được quan tâm trong thời gian gần đây. Một số kết quả lý thú
về sự tồn tại nghiệm và phương pháp giải các phương trình này đã đạt được bởi
Aruchnan et al. (2015), Chen et al. (2015), Lakestania et al. (2010), Tahernezhad
(2020), Wang (2020), Bica et al. (2016), Khuri & Sayfy (2018), Hou (2021),. . .
Các điều kiện đủ để đảm bảo các kết quả này thường phức tạp và khó kiểm tra.
Do vậy, việc nghiên cứu đề xuất cách tiếp cận thống nhất giải quyết các bài toán
biên cho các loại phương trình trên cả về mặt định tính và định lượng dưới các
điều kiện dễ kiểm tra là một yêu cầu cấp thiết.

Chính vì các lý do nêu trên chúng tôi chọn đề tài: "Sự tồn tại, duy nhất nghiệm
và phương pháp lặp giải một số bài toán biên cho phương trình vi phân phi tuyến".

2. Mục tiêu và phạm vi nghiên cứu của luận án

Mục tiêu của luận án là nghiên cứu sự tồn tại, duy nhất nghiệm và phương
pháp giải một số bài toán biên cho các phương trình vi phân cấp cao.

Phạm vi nghiên cứu của luận án là sự tồn tại, duy nhất nghiệm và phương
pháp giải một số bài toán biên hai điểm cho phương trình cấp ba phi tuyến, các
phương trình cấp ba và phương trình cấp bốn với điều kiện biên tích phân, phương
trình vi tích phân cấp bốn và phương trình vi phân hàm cấp ba.

3. Nội dung và phương pháp nghiên cứu

Luận án nghiên cứu các nội dung sau đây:
1. Sự tồn tại, duy nhất nghiệm và phương pháp số giải một số bài toán biên hai
điểm cho phương trình cấp ba phi tuyến.
2. Sự tồn tại, duy nhất nghiệm và phương pháp lặp giải phương trình cấp ba và
phương trình cấp bốn phi tuyến với điều kiện biên tích phân.
3. Sự tồn tại, duy nhất nghiệm và phương pháp lặp giải phương trình vi tích phân
cấp bốn và phương trình vi phân hàm cấp ba.

Luận án tiếp cận tới các nội dung trên từ cả hai góc độ lý thuyết và thực
nghiệm, cụ thể là luận án nghiên cứu các khía cạnh lý thuyết của các bài toán
như sự tồn tại, duy nhất nghiệm, một số tính chất như tính dương, tính đơn điệu
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của nghiệm và các phương pháp số tìm nghiệm của các bài toán. Phương pháp
luận xuyên suốt luận án là đưa các bài toán về phương trình toán tử trong các
không gian phù hợp, sử dụng định lý điểm bất động Banach để thiết lập sự tồn
tại và duy nhất nghiệm và sự hội tụ của các phương pháp lặp ở mức liên tục, sau
đó xây dựng các tương tự rời rạc của phương pháp lặp ở mức rời rạc. Các kết quả
lý thuyết đều được minh họa bởi các thí dụ số.

4. Cấu trúc của luận án

Ngoài phần mở đầu, kết luận và tài liệu tham khảo, nội dung của luận án gồm
4 chương:

Chương 1 trình bày các kiến thức bổ trợ bao gồm một số định lý điểm bất
động; hàm Green đối với một số bài toán; và một số công thức cầu phương.. Các
kiến thức cơ bản trong Chương 1 đóng vai trò rất quan trọng phục vụ cho việc
trình bày các kết quả nghiên cứu trong các trong các Chương 2, 3 và 4.

Chương 2 gồm 2 mục. Mục 1 nghiên cứu sự tồn tại, duy nhất nghiệm và phương
pháp lặp ở mức liên tục cho một số bài toán biên hai điểm của phương trình cấp
ba phi tuyến đầy đủ. Mục 2 xây dựng các phương pháp số hay tương tự rời rạc
của phương pháp lặp ở mức liên tục cho một bài toán biên cấp ba phi tuyến.

Chương 3 giành cho việc nghiên cứu các bài toán biên cho phương trình cấp
ba và phương trình cấp bốn với điều kiện biên tích phân.

Chương 4 phát triển phương pháp luận của các chương trước cho phương trình
vi-tích phân và phương trình vi phân hàm. Cụ thể là Mục 1 của chương nghiên
cứu sự tồn tại, duy nhất nghiệm và phương pháp lặp giải một bài toán cho phương
trình vi-tích phân cấp bốn và Mục 2 nghiên cứu sự tồn tại, duy nhất nghiệm và
phương pháp số giải một bài toán biên cho phương trình vi phân hàm cấp ba.

5. Kết quả đạt được của luận án

Luận án đề xuất phương pháp nghiên cứu định tính và phương pháp lặp giải
một số bài toán biên đối với phương trình vi phân cấp cao phi tuyến. Các kết quả
chính đạt được là:
• Thiết lập được sự tồn tại, duy nhất và tính dương của nghiệm của các bài toán
biên phi tuyến cấp ba dưới các điều kiện dễ kiểm tra và xây dựng phương pháp
số hữu hiệu tìm chúng.
• Đề xuất phương pháp nghiên cứu định tính và phương pháp lặp giải các bài
toán biên phi tuyến cho phương trình cấp ba và cấp bốn với các điều kiện biên
tích phân.
• Chứng minh sự tồn tại duy nhất nghiệm và xây dựng phương pháp số hữu hiệu
giải phương trình vi-tích phân cấp bốn và phương trình vi phân hàm cấp ba.

Luận án được viết trên cơ sở các bài báo [AL1]-[AL6] trong danh mục các công
trình đã công bố của luận án.
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Chương 1

Kiến thức bổ trợ

Chương này trình bày một số kiến thức chuẩn bị cần thiết cho các chương tiếp
theo được tham khảo từ các tài liệu Zeidler (1986), Guo and Lakshmikantham
(1988), Melnikov và cộng sự (2012), Burden and Faires (2011), Samarskii (2001).
Nội dung của chương này bao gồm:

1. Các định lý điểm bất động Schauder, Krasnoselskii, Banach.

2. Hàm Green.

3. Một số công thức cầu phương.

4. Phương pháp sai phân giải phương trình cấp hai.
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Chương 2

Sự tồn tại duy nhất nghiệm và phương
pháp lặp giải các bài toán biên cho
phương trình cấp ba phi tuyến

Trong chương này chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại duy nhất nghiệm và phương
pháp lặp ở mức liên tục và mức rời rạc giải một số bài toán biên hai điểm cho
phương trình cấp ba đầy đủ phi tuyến.

2.1 Sự tồn tại nghiệm và phương pháp lặp ở mức
liên tục giải các bài toán biên cho phương
trình vi phân phi tuyến cấp ba

Xét bài toán biên

u′′′(t) = f(t, u(t), u′(t), u′′(t)), 0 < t < 1

B1[u] = B2[u] = B3[u] = 0,
(2.1)

trong đó B1[u], B2[u], B3[u] là các toán tử điều kiện biên

B1[u] = α1u(0) + β1u
′(0) + γ1u

′′(0),

B2[u] = α2u(0) + β2u
′(0) + γ2u

′′(0),

B3[u] = α3u(1) + β3u
′(1) + γ3u

′′(1),

(2.2)

thỏa mãn điều kiện

Rank

(
α1 β1 γ1 0 0 0
α2 β2 γ2 0 0 0
0 0 0 α3 β3 γ3

)
= 3.

Ký hiệu G(t, s) là hàm Green của bài toán trên (hay của toán tử u′′′(t) = 0),
G1(t, s), G2(t, s) là các đạo hàm cấp một và cấp hai theo t của G(t, s), G0(t, s) =
G(t, s) và

Mi = max
0≤t≤1

∫ 1

0
|Gi(t, s)|ds, i = 0, 1, 2. (2.3)
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Đối với mối số M > 0 định nghĩa miền

DM = {(t, x, y, z)| 0 ≤ t ≤ 1, |x| ≤M0M, |y| ≤M1M, |z| ≤M2M}.

Định lý 2.1.2 (Sự tồn tại nghiệm). Giả sử tồn tại số M > 0 sao cho hàm
f(t, x, y, z) liên tục và giới nội bởi M trong miền DM , tức là,

|f(t, x, y, z)| ≤M (2.4)

với mọi (t, x, y, z) ∈ DM .
Khi đó bài toán (2.1) có nghiệm u(t) thỏa mãn

|u(t)| ≤M0M, |u′(t)| ≤M1M, |u′′(t)| ≤M2M với mọi 0 ≤ t ≤ 1. (2.5)

Định lý được chứng minh nhờ việc đưa bài toán về phương trình toán tử
Aϕ = ϕ, trong đó toán tử A được xác định như sau

(Aϕ)(t) = f(t, u(t), u′(t), u′′(t)), (2.6)

với u(t) là nghiệm của bài toán

u′′′(t) = ϕ(t), 0 < t < 1

B1[u] = B2[u] = B3[u] = 0.
(2.7)

Giả sử rằng G(x, t) và G1(x, t) không đổi dấu trong hình vuông Q = [0, 1]2.
Đối với hàm H(x, t) xác định và không đổi dấu trong Q ta ký hiệu

σ(H) = sign(H(t, s)) =

{
1, nếu H(t, s) ≥ 0,
−1, nếu H(t, s) < 0.

Để nghiên cứu sự tồn tại nghiệm dương của bài toán (2.1) ta đưa vào ký hiệu

D+
M = {(t, x, y, z)| 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ x ≤M0M,

0 ≤ σ(G)σ(G1)y ≤M1M, |z| ≤M2M},

SM = {ϕ ∈ C[0, 1]| 0 ≤ σ(G)ϕ ≤M}.

Định lý 2.1.3 (Sự tồn tại nghiệm dương). Giả sử tồn tại số M > 0 sao cho hàm
f(t, x, y, z) liên tục và

0 ≤ σ(G)f(t, x, y, z) ≤M (2.8)

đối với mọi (t, x, y, z) ∈ D+
M . Khi đó bài toán (2.1) có nghiệm đơn điệu không âm

u(t) thỏa mãn

0 ≤ u(t) ≤M0M, 0 ≤ σ(G)σ(G1)u
′(t) ≤M1M, |u′′(t)| ≤M2M. (2.9)

Định lý 2.1.4 (Sự tồn tại và duy nhất nghiệm). Giả sử rằng tồn tại các số
M,L0, L1, L2 ≥ 0 sao cho

|f(t, x, y, z)| ≤M,

|f(t, x2, y2, z2) − f(t, x1, y1, z1)| ≤ L0|x2 − x1| + L1|y2 − y1| + L2|z2 − z1|
(2.10)
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đối với mọi (t, x, y, z), (t, xi, yi, zi) ∈ DM (i = 1, 2) và

q := L0M0 + L1M1 + L2M2 < 1. (2.11)

Khi đó bài toán (2.1) có nghiệm duy nhất u(t) sao cho |u(t)| ≤ M0M, |u′(t)| ≤
M1M, |u′′(t)| ≤M2M với mọi 0 ≤ t ≤ 1.

Để giải bài toán (2.1) chúng tôi đề xuất phương pháp lặp sau đây:

1. Cho xấp xỉ ban đầu ϕ0 ∈ B[0,M ], chẳng hạn

ϕ0(t) = 0. (2.12)

2. Biết ϕk (k = 0, 1, ...) tính

uk(t) =

∫ 1

0
G(t, s)ϕk(s) ds, yk(t) =

∫ 1

0
G1(t, s)ϕk(s) ds,

zk(t) =

∫ 1

0
G2(t, s)ϕk(s) ds.

(2.13)

3. Cập nhật xấp xỉ mới

ϕk+1(t) = f(t, uk(t), yk(t), zk(t)). (2.14)

Đặt

pk =
qk

1− q
‖ϕ1 − ϕ0‖. (2.15)

Định lý 2.1.6 (Hội tụ). Dưới các giả thiết của Định lý 2.1.4 phương pháp lặp
trên hội tụ và có đánh giá

‖uk − u‖ ≤M0pk, ‖u′k − u′‖ ≤M1pk, ‖u′′k − u′′‖ ≤M2pk, (2.16)

trong đó u là nghiệm đúng của bài toán (2.1), và M0,M1,M2 được cho bởi (2.3).

Để minh họa các kết quả lý thuyết chúng tôi xét bài toán (2.1) với nhiều trường
hợp riêng của các điều kiện biên. Các bài toán với các điều kiện biên này đã được
xét bởi Yao & Feng (2002), Feng & Liu (2005), Hopkins & Kosmatov (2007), Li

& Li (2017), Bai (2008). Áp dụng lý thuyết của chúng tôi vào các thí dụ trong
các bài báo của các tác giả nêu trên thường cho kết quả tốt hơn về định tính như
thiết lập được tồn tại và duy nhất nghiệm trong khi các tác giả khác chỉ kết luận
được về sự tồn tại của nghiệm và các đánh giá về nghiệm của chúng tôi tốt hơn.

2.2 Phương pháp số giải các bài toán biên cho
phương trình cấp ba phi tuyến

Trong mục này chúng tôi xây dựng phương pháp lặp rời rạc có độ chính xác cấp
hai và phương pháp lặp rời rạc có độ chính xác cấp ba cho bài toán

u(3)(t) = f(t, u(t), u′(t), u′′(t)), 0 < t < 1,

u(0) = 0, u′(0) = 0, u′(1) = 0.
(2.17)
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Đây là một trường hợp riêng của bài toán tổng quát (2.1). Phương pháp lặp ở mức
liên tục giải bài toán này đã được mô tả ở cuối mục trên. Để xây dựng các phương
pháp lặp rời rạc tương ứng tức là thể hiện số của phương pháp lặp mức liên tục
chúng tôi phủ khoảng [0, 1] bởi lưới điểm ω̄h = {ti = ih, h = 1/N, i = 0, 1, ..., N}
và ký hiệu bởi Φk(t), Uk(t), Yk(t), Zk(t) các hàm lưới xác định trên lưới ω̄h và xấp
xỉ các hàm ϕk(t), uk(t), yk(t), zk(t) trên lưới, tương ứng.

Đầu tiên xét phương pháp lặp rời rạc thứ nhất được gọi là Phương pháp 1:

1. Cho trước
Φ0(ti) = f(ti, 0, 0, 0), i = 0, ..., N. (2.18)

2. Biết Φk(ti), k = 0, 1, ...; i = 0, ..., N, tính gần đúng các tích phân (2.13) bởi
công thức hình thang

Uk(ti) =
N∑
j=0

hρjG0(ti, tj)Φk(tj), Yk(ti) =
N∑
j=0

hρjG1(ti, tj)Φk(tj),

Zk(ti) =
N∑
j=0

hρjG
∗
2(ti, tj)Φk(tj), i = 0, ..., N,

(2.19)

với

ρj =

{
1/2, j = 0, N
1, j = 1, 2, ..., N − 1

, G∗2(t, s) =


s, 0 ≤ s < t ≤ 1,
s− 1/2, s = t,
s− 1, 0 ≤ t < s ≤ 1.

(2.20)

3. Cập nhật
Φk+1(ti) = f(ti, Uk(ti), Yk(ti), Zk(ti)). (2.21)

Định lý 2.2.6 (Sai số). Đối với nghiệm xấp xỉ của bài toán (2.17) nhận được bởi
phương pháp lặp rời rạc (2.18)-(2.21) trên lưới ω̄h ta có các đánh giá sau

‖Uk − u‖ ≤M0pk +O(h2), ‖Yk − u′‖ ≤M1pk +O(h2),

‖Zk − u′′‖ ≤M2pk +O(h2),

trong đó M0 = 1
12 ,M1 = 1

8 ,M2 = 1
2 và pk được xác định bởi (2.15).

Tiếp theo, xét phương pháp lặp rời rạc thứ hai, gọi là Phương pháp 2. Các
bước của phương pháp này cũng giống như của Phương pháp 1 với sự khác biệt
cơ bản trong bước 2 và số nút lưới là số chẵn N = 2n. Cụ thể là
2’: Biết Φk(ti), k = 0, 1, ...; i = 0, ..., N, tính gần đúng các tích phân theo công
thức Simpson hiệu chỉnh

Uk(ti) = F (G0(ti, .)Φk(.)), Yk(ti) = F (G1(ti, .)Φk(.)), Zk(ti) = F (G∗2(ti, .)Φk(.)),
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trong đó

F (Gl(ti, .)Φk(.)) =


∑N

j=0 hρjGl(ti, tj)Φk(tj) +
h

6

(
Gl(ti, ti−1)Φk(ti−1)

−2Gl(ti, ti)Φk(ti) +Gl(ti, ti+1)Φk(ti+1)
)

nếu i lẻ ,∑N
j=0 hρjGl(ti, tj)Φk(tj) nếu i chẵn , l = 0, 1; i = 0, 1, ..., N,

ρj =


1/3, j = 0, N
4/3, j = 1, 3, ..., N − 1
2/3, j = 2, 4, ..., N − 2,

F (G∗2(ti, .)Φk(.)) được tính như F (Gl(ti, .)Φk(.)) ở trên, trong đó Gl được thay
bởi G∗2 xác định bởi công thức (2.20).

Định lý 2.2.9 (Sai số). Giả thiết rằng hàm vế phải f(t, x, y, z) có các đạo hàm
riêng liên tục đến cấp 4 trong miền DM . Khi đó đối với nghiệm xấp xỉ của bài
toán (2.17) nhận được bởi Phương pháp 2 trên lưới đều với bước lưới h ta có
các đánh giá

‖Uk − u‖ ≤M0pk +O(h3), ‖Yk − u′‖ ≤M1pk +O(h3),

‖Zk − u′′‖ ≤M2pk +O(h3),

Để minh chứng cho hiệu quả của các phương pháp lặp rời rạc ở trên chúng tôi
đã tiến hành nhiều thực nghiệm tính toán trên các thí dụ mà nghiệm chính xác
được biết trước hoặc không biết trước. Sau đây là một thí dụ tiêu biểu.
Thí dụ 2.2.1. (Pandey 2016) Xét bài toán

u′′′(x) = x4u(x)− u2(x) + g(x), 0 < x < 1,

u(0) = 0, u′(0) = −1, u′(1) = sin(1),
(2.22)

trong đó g(x) = −3 sin(x)− cos(x)(x− 1)− x4(x− 1) sin(x) + (x− 1)2 sin2(x).
Nghiệm chính xác của bài toán là u∗(x) = (x−1) sin(x). Quá trình lặp được thực
hiện cho đến khi ‖Φk+1 − Φk‖ ≤ TOL, TOL là độ chính xác cho trước. Kết quả
về hội tụ của các phương pháp lặp được cho trong Bảng 2.1 dưới đây. Trong bảng

Bảng 2.1: Sự hội tụ trong Thí dụ 1 đối với TOL = 10−10

N K Errortrap Order ErrorSimp Order

8 7 9.9235e-04 9.7222e-04

16 7 2.4732e-04 2.0045 1.3187e-04 2.8822

32 7 6.1782e-05 2.0011 1.6896e-05 2.9643

64 7 1.5443e-05 2.0003 2.1301e-06 2.9877

128 7 3.8605e-06 2.0001 2.6774e-07 2.9923

256 7 9.6511e-07 2.0000 3.3544e-08 2.9965

512 7 2.4128e-07 2.0000 4.1977e-09 2.9984

này N + 1 là số nút lưới, K là số bước lặp, Errortrap, ErrorSimp là các sai số
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‖UK − u∗‖ của Phương pháp 1 và Phương pháp 2, Order là cấp hội tụ thực
tế được tính theo công thức

Order = log2

‖UN/2
K − u∗‖
‖UN

K − u∗‖
,

các chỉ số trên N/2 và N của UK có nghĩa rằng UK được tính trên lưới với các
số nút tương ứng.

Chú ý rằng Pandey sử dụng phương pháp lặp để giải hệ phương trình đại số
phi tuyến sau khi rời rạc hóa bài toán biên bằng phương pháp sai phân. Quá trình
lặp được thực hiện cho đến khi ‖Uk+1−Uk‖ ≤ 10−10. Số lần lặp không được báo
cáo. Độ chính xác của nghiệm gần đúng cho một số N được cho trong Bảng 2.2.

Bảng 2.2: Kết quả của Pandey trong Thí dụ 1
N 8 16 32 64

Error 0.11921225e-01 0.33391170e-02 0.87742222e-03 0.23732412e-03

Ta thấy rằng các Phương pháp 1 và 2 chính xác hơn phương pháp của Pandey.
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Chương 3

Sự tồn tại duy nhất nghiệm và phương
pháp lặp giải phương trình vi phân phi
tuyến với điều kiện biên tích phân

3.1 Sự tồn tại duy nhất nghiệm và phương pháp
lặp giải phương trình cấp ba với điều kiện
biên tích phân

Xét bài toán biên

u′′′(t) = f(t, u(t), u′(t), u′′(t)), 0 < t < 1, (3.1)

u(0) = u′(0) = 0, u(1) =

∫ 1

0
g(s)u(s)ds, (3.2)

trong đó f : [0, 1]× R3 → R+, g : [0, 1]→ R+.
Cũng như đối với các bài toán trong chương trước, chúng tôi đưa bài toán

(3.1)-(3.2) về phương trình toán tử và nghiên cứu bài toán thông qua phương
trình toán tử này. Để làm việc này xét không gian B các cặp w = (ϕ, α)T , trong
đó ϕ ∈ C[0, 1], α ∈ R, tức là đặt B = C[0, 1]× R, và trang bị chuẩn

‖w‖B = max(‖ϕ‖, k|α|), (3.3)

trong đó ‖ϕ‖ = max0≤t≤1 |ϕ(t)|, k là một số, k ≥ 1.
Định nghĩa toán tử A : B → B bởi công thức

Aw =

(
f(t, u(t), u′(t), u′′(t)∫ 1

0 g(s)u(s)ds

)
, (3.4)

trong đó u(t) là nghiệm của bài toán

u′′′(t) = ϕ(t), 0 < t < 1, (3.5)

u(0) = u′(0) = 0, u(1) = α. (3.6)

Có thể chứng minh rằng việc tìm nghiệm của bài toán biên (3.1)-(3.2) tương
đương với việc tìm điểm bất động của toán tử A.
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Ký hiệu G0(t, s) là hàm Green của bài toán (3.5)-(3.6) và G1(t, s), G2(t, s) là các
đạo hàm cấp 1 và cấp 2 theo t của G0(t, s), và

Mi = max
0≤t≤1

∫ 1

0
|Gi(t, s)|ds, i = 0, 1, 2.

Ta có M0 = 2
81 ,M1 = 1

18 ,M2 = 2
3 . Với M > 0 ký hiệu

DM = {(t, x, y, z) | 0 ≤ t ≤ 1, |x| ≤ (M0 +
1

k
)M,

|y| ≤ (M1 +
2

k
)M, |z| ≤ (M2 +

2

k
)M}.

(3.7)

Tiếp theo, ký hiệu

C0 =

∫ 1

0
g(s)ds, C2 =

∫ 1

0
s2g(s)ds. (3.8)

Định lý 3.1.1 (Sự tồn tại nghiệm). Giả sử rằng hàm f(t, x, y, z) liên tục và giới
nội bởi M trong DM , tức là,

|f(t, x, y, z)| ≤M trong DM (3.9)

và
q1 := kC0M0 + C2 ≤ 1. (3.10)

Khi đó bài toán (3.1)-(3.2) có nghiệm.

Định lý 3.1.3 (Sự tồn tại duy nhất nghiệm). Giả sử tồn tại các số M >
0, L0, L1, L2 ≥ 0 sao cho

(H1) |f(t, x, y, z)| ≤M, ∀(t, x, y, z) ∈ DM .

(H2) |f(t, x2, y2, z2) − f(t, x1, y1, z1)| ≤ L0|x2 − x1| + L1|y2 − y1| + L2|z2 −
z1|, ∀(t, xi, yi, zi) ∈ DM , i = 1, 2.

(H3) q := max{q1, q2} < 1, với q1 = kC0M0 + C2 được xác định bởi (3.10) và

q2 = L0(M0 +
1

k
) + L1(M1 +

2

k
) + L2(M2 +

2

k
). (3.11)

Khi đó bài toán (3.1)-(3.2) có nghiệm duy nhất u ∈ C3[0, 1].

Mục này cũng thiết lập điều kiện tồn tại, duy nhất của nghiệm dương.
Phương pháp lặp:

1. Cho trước w0 = (ϕ0, α0)
T ∈ B[0,M ], chẳng hạn,

ϕ0(t) = f(t, 0, 0, 0), α0 = 0.
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2. Biết ϕn(t) and αn(t) (n = 0, 1, ...), tính

un(t) =

∫ 1

0
G(t, s)ϕn(s)ds+ αnt

2, yn(t) =

∫ 1

0
G1(t, s)ϕn(s)ds+ 2αnt,

zn(t) =

∫ 1

0
G2(t, s)ϕn(s)ds+ 2αn.

3. Cập nhật

ϕn+1(t) = f(t, un(t), yn(t), zn(t)), αn+1 =

∫ 1

0
g(s)un(s)ds.

Định lý 3.1.5. Dưới các giả thiết của Định lý 3.1.3 phương pháp lặp trên hội tụ,
và có đánh giá nghiệm xấp xỉ un(t) và các đạo hàm của nó

‖un − u‖ ≤
(
M0 +

1

k

)
pnd, ‖u(i)

n − u(i)‖ ≤
(
Mi +

2

k

)
pnd, i = 1, 2,

trong đó pn = qn

1−q , d = ‖w1 − w0‖B, w1 = (ϕ1, α1)
T .

Nhiều thí dụ khi biết trước nghiệm chính xác và khi không có thông tin về
nghiệm của bài toán được đưa ra để minh họa cho khả năng áp dụng của lý

thuyết và hiệu quả của phương pháp lặp. Ở đây chúng tôi chỉ đưa ra một thí dụ
khi không có thông tin gì về nghiệm.
Thí dụ 3.1.4. Xét bài toán

u′′′(t) = −(u2eu +
1

5
sin(u′) +

1

8
cos(u′′) + 1), 0 < t < 1,

u(0) = u′(0) = 0, u(1) =

∫ 1

0
s4u(s)ds.

Với M = 1.7, k = 4 kiểm tra được các điều kiện bảo đảm bài toán có nghiệm
dương duy nhất. Nghiệm này tìm được bằng phương pháp lặp, trong đó các tích
phân tính bằng công thức hình thang và sau 6 lần lặp đạt được độ lệch giữa hai
xấp xỉ liên tiếp nhỏ hơn 10−4.

3.2 Sự tồn tại duy nhất nghiệm và phương pháp
lặp giải phương trình cấp bốn với điều kiện
biên tích phân

Xét bài toán biên

u′′′′(t) = f(t, u(t), u′(t), u′′(t), u′′′(t)), 0 < t < 1, (3.12)

u′(0) = u′′(0) = u′(1) = 0, u(0) =

∫ 1

0
g(s)u(s)ds, (3.13)
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trong đó f : [0, 1]× R4 → R+, g : [0, 1]→ R+ là các hàm liên tục.
Tương tự như trong mục trước, chúng tôi xét không gian B = C[0, 1]×R của

các cặp w = (ϕ, µ)T , ϕ ∈ C[0, 1], µ ∈ R, và trang bị chuẩn

‖w‖B = max(‖ϕ‖, r|µ|), r ≥ 1 (3.14)

và định nghĩa toán tử A bởi công thức

Aw =

(
f(t, u(t), u′(t), u′′(t), u′′′(t))∫ 1

0 g(s)u(s)ds

)
, (3.15)

trong đó u(t) là nghiệm của bài toán

u′′′′(t) = ϕ(t), 0 < t < 1, (3.16)

u′(0) = u′′(0) = u′(1) = 0, u(0) = µ. (3.17)

Ký hiệu G0(t, s) là hàm Green của bài toán này và Gi(t, s), i = 1, 2, 3 là các đạo
hàm cấp i theo t của G0(t, s), và

Mi = max
0≤t≤1

∫ 1

0
|Gi(t, s)|ds, i = 0, 1, 2, 3.

Ta có M0 = 0.0139,M1 = 0.0247,M2 ≤ 0.1883,M3 = 1.3333.
Ta cũng định nghĩa

DM = {(t, u, y, v, z) | 0 ≤ t ≤ 1, |u| ≤ (M0 + 1
r)M,

|y| ≤M1M, |v| ≤M2M, |z| ≤M3M}
(3.18)

và ký hiệu

C0 =

∫ 1

0
g(s)ds > 0. (3.19)

Định lý 3.2.3 (Sự tồn tại duy nhất nghiệm). Giả sử rằng tồn tại các số M >
0, L0, L1, L2, L3 ≥ 0 sao cho

1. |f(t, u, y, v, z)| ≤M, ∀(t, u, y, v, z) ∈ DM .

2. |f(t, u2, y2, v2, z2)− f(t, u1, y1, v1, z1)| ≤ L0|u2 − u1|+ L1|y2 − y1|+ L2|v2 −
v1|+ L3|z2 − z1|, ∀(t, ui, yi, vi, zi) ∈ DM , i = 1, 2.

3. q := max{q1, q2} < 1, với q1 = rC0M0 + C0 và

q2 = L0(M0 + 1
r) + L1M1 + L2M2 + L3M3.

Khi đó bài toán có nghiệm duy nhất u ∈ C4[0, 1].

Sự tồn tại và duy nhất nghiệm dương cũng được thiết lập.
Phương pháp lặp ở mức liên tục:

1. Cho trước
ϕ0(t) = f(t, 0, 0, 0, 0), µ0 = 0. (3.20)
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2. Biết ϕk(t) and µk (k = 0, 1, ...) tính

uk(t) =

∫ 1

0
G0(t, s)ϕk(s)ds+ µk, yk(t) =

∫ 1

0
G1(t, s)ϕk(s)ds,

vk(t) =

∫ 1

0
G2(t, s)ϕk(s)ds, zk(t) =

∫ 1

0
G3(t, s)ϕk(s)ds.

(3.21)

3. Cập nhật

ϕk+1(t) = f(t, uk(t), yk(t), vk(t), zk(t)), µk+1 =

∫ 1

0
g(s)uk(s)ds. (3.22)

Định lý 3.2.5 (Hội tụ). Phương pháp lặp (3.20)-(3.22) hội tụ và đối với nghiệm
xấp xỉ uk(t) có các đánh giá

‖uk − u‖ ≤
(
M0 +

1

r

)
pkd, ‖u′k − u′‖ ≤M1pkd,

‖u′′k − u′′‖ ≤M2pkd, ‖u′′′k − u′′′‖ ≤M3pkd.

trong đó u là nghiệm chính xác của bài toán (3.12)-(3.13), pk = qk

1−q , d = ‖w1 −
w0‖B và r là số trong (3.14).

Phương pháp lặp ở mức rời rạc:
Ký hiệu Φk(t), Uk(t), Yk(t), Vk(t), Zk(t) là các hàm lưới xác định trên lưới đều ω̄h =
{ti = ih, h = 1/N, i = 0, 1, ..., N} xấp xỉ các hàm ϕk(t), uk(t), yk(t), vk(t), zk(t)
và ký hiệu µ̂k là xấp xỉ của µk. Xét phương pháp lặp sau:

1. Cho trước
Φ0(ti) = f(ti, 0, 0, 0, 0), i = 0, ..., N ; µ̂0 = 0.

2. Biết Φk(ti), i = 0, ..., N and µ̂k (k = 0, 1, ...) tính xấp xỉ các tích phân (3.21)
theo công thức hình thang

Uk(ti) =
N∑
j=0

hρjG0(ti, tj)Φk(tj) + µ̂k, Yk(ti) =
N∑
j=0

hρjG1(ti, tj)Φk(tj),

Vk(ti) =
N∑
j=0

hρjG2(ti, tj)Φk(tj), Zk(ti) =
N∑
j=0

hρjG
∗
3(ti, tj)Φk(tj), i = 0, ..., N,

trong đó ρ0 = ρN = 1/2; ρj = 1, j = 1, ..., N − 1 và

G∗3(t, s) =


−(1− s)2 + 1, 0 ≤ s < t ≤ 1,
−(1− s)2 + 1/2, s = t,
−(1− s)2, 0 ≤ t < s ≤ 1.
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Hình 3.1: Đồ thị nghiệm xấp xỉ trong Thí dụ 3.2.1

3. Cập nhật

Φk+1(ti) = f(ti, Uk(ti), Yk(ti), Vk(ti), Zk(ti)), µ̂k+1 =
N∑
j=0

hρjg(tj)Uk(tj).

Định lý 3.2.9 (Sai số). Giả thiết rằng các điều kiện của Định lý 3.2.3 được thỏa
mãn. Ngoài ra, giả thiết thêm rằng f(t, u, y, v, z) có các đạo hàm liên tục đến cấp
hai và g(s) ∈ C2[0, 1]. Khi đó, đối với nghiệm xấp xỉ của bài toán (3.12), (3.13)
nhận được bằng phương pháp lặp rời rạc trên lưới đều với bước lưới h ta có các
đánh giá

‖Uk − u‖ ≤
(
M0 +

1

r

)
pkd+O(h2), ‖Yk − u′‖ ≤M1pkd+O(h2),

‖Vk − u′′‖ ≤M2pkd+O(h2), ‖Zk − u′′′‖ ≤M3pkd+O(h2).

(3.23)

Nhiều thí dụ khi biết trước nghiệm chính xác và khi không có thông tin về
nghiệm của bài toán được đưa ra để minh họa cho khả năng áp dụng của lý thuyết

và hiệu quả của phương pháp lặp. Ở đây chúng tôi chỉ đưa ra một thí dụ.
Thí dụ 3.2.3. (Benaicha & Haddouchi, 2016) Xét bài toán

u′′′′(t) = −
√

(1 + u)− sinu, 0 < t < 1,

u′(0) = u′′(0) = u′(1) = 0, u(0) =

∫ 1

0
su(s)ds.

Áp dụng lý thuyết ở bên trên chúng tôi kết luận được rằng bài toán có nghiệm
dương duy nhất, trong khi Benaicha & Haddouchi chỉ kết luận được rằng bài toán
có nghiệm dương. Bằng phương pháp lặp rời rạc mô tả ở trên chúng tôi tìm được
nghiệm gần đúng dương có đồ thị như trong Hình 3.1.
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Chương 4

Sự tồn tại duy nhất nghiệm và phương
pháp lặp giải phương trình vi-tích phân
và phương trình vi phân hàm phi tuyến

4.1 Sự tồn tại duy nhất nghiệm và phương pháp
lặp giải phương trình vi-tích phân phi tuyến

Trong mục này chúng tôi xét bài toán

u(4)(x) = f(x, u(x), u′(x),

∫ 1

0
k(x, t)u(t)dt),

u(0) = 0, u(1) = 0, u′′(0) = 0, u′′(1) = 0,

(4.1)

trong đó hàm f(x, u, v, z) và k(x, t) là các hàm liên tục.
Sử dụng phương pháp luận như ở các chương trước chúng đưa vào trong không
gian C[0, 1] toán tử A bởi công thức

(Aϕ)(x) = f(x, u(x), u′(x),

∫ 1

0
k(x, t)u(t)dt), (4.2)

trong đó u(x) là nghiệm của bài toán biên

u′′′′ = ϕ(x), 0 < x < 1,

u(0) = u′′(0) = u(1) = u′′(1) = 0.
(4.3)

Cũng như trong các chương trước, việc nghiên cứu bài toán biên đưa về điểm bất
động của toán tử A. Ký hiệu G0(t, s) là hàm Green của bài toán (4.3) và G1(t, s)
là đạo hàm cấp một theo t của G0(t, s). Đặt

Mi = max
0≤x≤1

∫ 1

0
|Gi(x, s)|ds, i = 0, 1, M2 = max

0≤x≤1

∫ 1

0
|k(x, s)|ds (4.4)

và định nghĩa

DM = {(x, u, v, z) | 0 ≤ x ≤ 1, |u| ≤M0M, |v| ≤M1M, |z| ≤M0M2M}.
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Định lý 4.1.1 (Sự tồn tại duy nhất nghiệm). Giả sử rằng hàm k(x, t) liên tục
trong hình vuông [0, 1]× [0, 1] và tồn tại các số M > 0, L0, L1, L2 ≥ 0 sao cho:

(i) Hàm f(x, u, v, z) liên tục trong miền DM và |f(x, u, v, z)| ≤M , ∀(x, u, v, z) ∈
DM .

(ii) |f(x2, u2, v2, z2)− f(x1, u1, v1, z1)| ≤ L0|u2− u1|+L1|v2− v1|+L2|z2− z1|,
∀(xi, ui, vi, zi) ∈ DM , i = 1, 2.

(iii) q = L0M0 + L1M1 + L2M0M2 < 1.

Khi đó bài toán (4.1) có nghiệm duy nhất u ∈ C4[0, 1] thỏa mãn |u(x)| ≤ M0M,
|u′(x)| ≤M1M với mọi 0 ≤ x ≤ 1.

Để nghiên cứu nghiệm dương của bài toán ta định nghĩa miền

D+
M = {(x, u, v, z) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ u ≤M0M,

|v| ≤M1M, |z| ≤M0M2M}.
(4.5)

và ký hiệu
SM = {ϕ ∈ C[0, 1], 0 ≤ ϕ(x) ≤M}.

Định lý 4.1.2 (Nghiệm dương). Giả sử hàm k(x, t) liên tục trong miền [0, 1]×
[0, 1] và tồn tại các số M > 0, L0, L1, L2 ≥ 0 sao cho:

(i) Hàm f(x, u, v, z) liên tục trong miền D+
M và 0 ≤ f(x, u, v, z) ≤M, ∀(x, u, v, z) ∈

D+
M and f(x, 0, 0, 0) 6≡ 0.

(ii) |f(x2, u2, v2, z2)− f(x1, u1, v1, z1)| ≤ L0|u2 − u1|+L1|v2 − v1|+L2|z2 − z1|,
∀(xi, ui, vi, zi) ∈ D+

M , i = 1, 2.

(iii) q = L0M0 + L1M1 + L2M0M2 < 1.

Khi đó bài toán (4.1) có nghiệm dương duy nhất u ∈ C4[0, 1] thỏa mãn 0 ≤
u(x) ≤M0M, |u′(x)| ≤M1M với mọi 0 ≤ x ≤ 1.

Phương pháp lặp

1. Cho trước
ϕ0(x) = f(x, 0, 0, 0). (4.6)

2. Biết ϕm(x) (m = 0, 1, ...) tính

um(x) =

∫ 1

0
G0(x, t)ϕm(t)dt, vm(x) =

∫ 1

0
G1(x, t)ϕm(t)dt,

zm(x) =

∫ 1

0
k(x, t)um(t)dt.

(4.7)

3. Cập nhật

ϕm+1(x) = f(x, um(x), vm(x), zm(x)). (4.8)

18



Định lý 4.1.3. Dưới các giả thiết của Định lý 4.1.1 phương pháp lặp (4.6)-(4.8)
hội tụ và có các đánh giá

‖um − u‖ ≤M0pmd, ‖u′m − u′‖ ≤M1pmd,

trong đó u là nghiệm chính xác của bài toán (4.1), pm = qm

1−q , d = ‖ϕ1 − ϕ0‖..

Phương pháp lặp rời rạc

Ký hiệu Φm(x), Um(x), Vm(x), Zm(x) là các hàm lưới xác định trên lưới ω̄h =
{xi = ih, h = 1/N, i = 0, 1, ..., N} các hàm ϕm(x), um(x), vm(x), zm(x). Xét
phương pháp lặp

1. Cho trước
Φ0(xi) = f(xi, 0, 0, 0), i = 0, ..., N. (4.9)

2. Biết Φm(xi), m = 0, 1, ...; i = 0, ..., N, tính xấp xỉ các tích phân (4.7) theo
công thức hình thang

Um(xi) =
N∑
j=0

hρjG0(xi, xj)Φm(xj), Vm(xi) =
N∑
j=0

hρjG1(xi, xj)Φm(xj),

Zm(xi) =
N∑
j=0

hρjk(xi, xj)Um(xj), i = 0, ..., N,

(4.10)

trong đó ρj là các trọng số của công thức hình thang.

3. Cập nhật
Φm+1(xi) = f(xi, Um(xi), Vm(xi), Zm(xi)). (4.11)

Định lý 4.1.7. Giả sử các điều kiện của Định lý 4.1.1 và hàm f(t, u, v, z) và
k(x, t) có các đạo hàm riêng liên tục đến cấp hai. Khi đó nghiệm xấp xỉ của bài
toán (4.1) nhận được bằng phương pháp lặp rời rạc trên lưới đều với bước lưới h
có các đánh giá

‖Um − u‖ ≤M0pmd+O(h2), ‖Vm − u′‖ ≤M2pmd+O(h2). (4.12)

Cuối mục chúng tôi đưa ra một số thí dụ minh họa khả năng ứng dụng lý thuyết
tồn tại nghiệm và hiệu quả của phương pháp số. Sau đây là một thí dụ minh họa.
Thí dụ 4.1.2. Xét bài toán (Wang, 2020)

u(4)(x) = sin(πx)[(2− u2(x))

∫ 1

0
tu(t)dt+ 1], x ∈ (0, 1)

u(0) = 0, u(1) = 0, u′′(0) = 0, u′′(1) = 0.

(4.13)

Áp dụng lý thuyết ở trên chúng tôi chứng tỏ được rằng bài toán có nghiệm duy
nhất thỏa mãn |u(x)| ≤ 0.0143, |u′(x)| ≤ 0.0458 và trên lưới với h = 0.01 và
tiêu chuẩn dừng lặp ‖Φm − Φm−1‖ ≤ 10−10 nghiệm tìm được sau 7 lần lặp.
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Cần phải nói rằng bằng phương pháp đơn điệu Wang chỉ xây dựng được các dãy
lặp hội tụ tới các nghiệm cực trị chứ không chứng minh được sự tồn tại và duy
nhất nghiệm.

4.2 Sự tồn tại duy nhất nghiệm và phương pháp
lặp giải phương trình vi phân hàm phi tuyến

Trong mục này chúng tôi xét bài toán

u′′′ = f(t, u(t), u(ϕ(t))), t ∈ [0, a]

B1[u] = b1, B2[u] = b2, B3[u] = b3,
(4.14)

trong đó ϕ(t) là hàm liên tục ánh xạ [0, a] vào chính nó, B1[u], B2[u], B3[u] là các
toán tử điều kiện biên (2.2).
Trong không gian C[a, b] xác định toán tử A bởi công thức

(Aψ)(t) = f(t, u(t), u(ϕ(t))), (4.15)

trong đó u(t) là nghiệm của bài toán

u′′′(t) = ψ(t), 0 < t < a

B1[u] = b1, B2[u] = b2, B3[u] = b3.
(4.16)

Ký hiệu G(t, s) là hàm Green của bài toán (4.16) với điều kiện biên thuần nhất,

M0 = max
0≤t≤a

∫ a

0
|G(t, s)|ds. (4.17)

và g(t) là đa thức bậc hai thỏa mãn các điều kiện biên

B1[g] = b1, B2[g] = b2, B3[g] = b3, (4.18)

DM =
{

(t, u, v) | 0 ≤ t ≤ a; |u| ≤ ‖g‖+M0M ; |v| ≤ ‖g‖+M0M
}
. (4.19)

Định lý 4.2.2. Giả thiết rằng:

(i) Hàm ϕ(t) là liên tục từ [0, a] vào [0, a].

(ii) Hàm f(t, u, v) liên tục và giới nội bởi M trong miền DM , tức là

|f(t, u, v)| ≤M ∀(t, u, v) ∈ DM . (4.20)

(iii) Hàm f(t, u, v) thỏa mãn điều kiện Lipschitz theo các biến u, v với các hệ số
L1, L2 ≥ 0 trong DM , tức là,

|f(t, u2, v2)− f(t, u1, v1)| ≤ L1|u2 − u1|+ L2|v2 − v1|
∀(t, ui, vi) ∈ DM (i = 1, 2)

(4.21)

(iv)
q := (L1 + L2)M0 < 1. (4.22)

Khi đó bài toán (4.14) có nghiệm duy nhất u(t) ∈ C3[0, a], thỏa mãn

|u(t)| ≤ ‖g‖+M0M ∀t ∈ [0, a]. (4.23)
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Phương pháp lặp

1. Cho trước ψ0 ∈ B[0,M ], chẳng hạn,

ψ0(t) = f(t, 0, 0). (4.24)

2. Biết ψk(t) (k = 0, 1, ...) tính

uk(t) = g(t) +

∫ a

0
G(t, s)ψk(s)ds,

vk(t) = g(ϕ(t)) +

∫ a

0
G(ϕ(t), s)ψk(s)ds.

(4.25)

3. Cập nhật
ψk+1(t) = f(t, uk(t), vk(t)). (4.26)

Định lý 4.2.3 (Hội tụ). Dưới các giả thiết của Định lý 4.2.2 phương pháp lặp
trên hội tụ và có đánh giá

‖uk − u‖ ≤M0pkd,

trong đó u là nghiệm chính xác của bài toán (4.14) và M0 cho bởi (4.17), pk =
qk/1− q, d = ‖ψ1 − ψ0‖.

Ký hiệu Φk(t), Uk(t), Vk(t) là các hàm lưới trên ω̄h và xấp xỉ các hàm ψk(t), uk(t), vk(t)
trên lưới.

Phương pháp lặp rời rạc:

1. Cho trước
Ψ0(ti) = f(ti, 0, 0), i = 0, ..., N. (4.27)

2. Biết Ψk(ti), k = 0, 1, ...; i = 0, ..., N, tính

Uk(ti) = g(ti) +
N∑
j=0

hρjG(ti, tj)Ψk(tj),

Vk(ti) = g(ξi) +
N∑
j=0

hρjG(ξi, tj)Ψk(tj), i = 0, ..., N,

(4.28)

trong đó ρj là các trọng số của công thức hình thang và ξi = ϕ(ti).

3. Cập nhật
Ψk+1(ti) = f(ti, Uk(ti), Vk(ti)). (4.29)

Định lý 4.2.7. Dưới các giả thiết của Định lý 4.2.2 đối với nghiệm của bài toán
(4.14) nhận được bởi phương pháp lặp (4.27)-(4.29) ta có đánh giá

‖Uk − u‖ω̄h
≤M0pkd+O(h2).
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Nhận xét. Đối với phương pháp lặp rời rạc (4.24) -(4.26) có hội tụ O(h2). Một
cách tự nhiên có thể nghĩ đến việc sử dụng công thức cầu phương Gauss để tính
các tích phân (4.25)với độ chính xác cao hơn nhưng điều đó không thực hiện được
vì các nút của công thức cầu phương Gauss không trùng với các nút lưới, tại đó
nghiệm được tìm.

Chúng tôi đã đưa ra nhiều thí dụ minh họa cho khả năng áp dụng lý thuyết
về tồn tại nghiệm và hiệu quả của phương pháp giải số. Dưới đây là một thí dụ.
Thí dụ 4.2.1. Xét bài toán

u′′′(t) = et − 1

4
u(t) +

1

4
u2(

t

2
), 0 < t < 1,

u(0) = 1, u′(0) = 1, u′(1) = e
(4.30)

với nghiệm chính xác u(t) = et.
Đã kiểm tra rằng các điều kiện của Định lý 4.2.3 được thỏa mãn, do đó bài toán có
nghiệm duy nhất. Kết quả tính toán theo phương pháp lặp được cho trong Bảng

4.1. Ở đây N là số nút lưới, K là số lần lặp khi ‖Ψk−Ψk−1‖ω̄h
≤ 10−10, Error =

Bảng 4.1: Sự hội tụ trong Thí dụ 4.2.1
N h2 K Error

50 4.0000e-04 3 6.1899e-05

100 1.0000e-04 3 1.5475e-05

150 4.4444e-05 3 6.877 -06

200 2.5000e-05 3 3.8688e-06

300 1.1111e-05 3 1.7195e-06

400 6.2500e-06 3 9.6721e-07

500 4.0000e-06 3 6.1901e-07

‖UK − u‖ω̄h
.

22



KẾT LUẬN CHUNG

Luận án nghiên cứu sự tồn tại và duy nhất nghiệm và phương pháp lặp giải một
số bài toán biên cho phương trình vi phân phi tuyến cấp cao bao gồm cả phương
trình vi-tích phân và phương trình vi phân hàm. Các kết quả chính của luận án
bao gồm:

1. Thiết lập được sự tồn tại, duy nhất, tính dương, và phương pháp lặp giải
các bài toán biên cho phương trình vi phân phi tuyến cấp ba. Đề xuất các
phương pháp lặp rời rạc với độ chính xác cấp hai và cấp ba giải phương trình
cấp ba phi tuyến.

2. Chứng minh được sự tồn tại, duy nhất và tính dương của nghiệm, xây dựng
phương pháp lặp giải các phương trình cấp ba và cấp bốn với điều kiện biên
tích phân.

3. Thiết lập được sự tồn tại, duy nhất nghiệm và đề xuất phương pháp số giải
phương trình vi-tích phân và phương trình vi phân hàm phi tuyến cho phương
trình cấp ba và cấp bốn.

Các kết quả lý thuyết đều được minh họa bởi nhiều thí dụ chứng tỏ khả năng áp
dụng của chúng và hiệu quả của các phương pháp giải số được đề xuất.

HƯỚNG PHÁT TRIỂN

1. Phát triển các nghiên cứu trên cho trường hợp các phương trình với vế phải
có kỳ dị và cho miền không giới nội.

2. Xây dựng các phương pháp sô với độ chính xác cao hơn.

3. Nghiên cứu các bài toán với điều kiện biên phi tuyến.
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