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Mở đầu

Xét các bài toán trong đó mong muốn cực đại nhiều hàm mục tiêu, nhưng

không thể tìm thấy một véctơ thiết kế (véctơ biến tối ưu) làm cực đại tất cả

các hàm mục tiêu. Trong trường hợp này, nghiệm của bài toán tối ưu đa mục

tiêu được xác định là mặt Pareto. Đặc điểm quan trọng của mặt Pareto là với

bất kỳ điểm cụ thể nào trên mặt Pareto, không thể tìm thấy một điểm khác

trên mặt Pareto hoặc một điểm khả thi khác để tất cả các hàm mục tiêu đều

đạt giá trị lớn hơn. Trọng tâm của luận văn là xây dựng mặt Pareto cho các

bài toán tối ưu hai mục tiêu với ứng dụng cụ thể trong tối ưu bơm ép nước.

Cách đơn giản nhất để thu được mặt Pareto là áp dụng phương pháp tổng

có trọng số. Sau đó, trình bày một quy trình để mở rộng lại bài toán tối ưu,

giúp dễ dàng hơn trong việc thu được các điểm xấp xỉ trên mặt Pareto và có

phân bố đồng đều khi áp dụng phương pháp tổng có trọng số. Ta cũng so sánh

hiệu suất của việc thực hiện phương pháp tổng có trọng số và phương pháp

giao biên pháp tuyến, trong đó cả hai phương pháp đều sử dụng một thuật

toán gradient cho quá trình tối ưu.

Véctơ hàm mục tiêu ánh xạ tập các véctơ thiết kế khả thi vào tập Z, và

ta đã biết tất cả các điểm trên mặt Pareto đều nằm trên biên của Z. Phương

pháp tổng có trọng số không thể tìm các điểm nằm trên phần lõm thuộc biên

của Z, trong khi phương pháp giao biên pháp tuyến có thể được sử dụng để

tìm tất cả các điểm trên biên của Z, mặc dù không phải tất cả các điểm trên

biên này đều tương ứng với các điểm Pareto tối ưu. Luận văn trình bày và

thực hiện thuật toán giao biên pháp tuyến dựa trên phương pháp Lagrange
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tăng cường, trong đó việc tối ưu hàm Lagrange tăng cường bên trong vòng

lặp bằng phương pháp Lagrange tăng cường được thực hiện bằng thuật toán

tối ưu dựa trên gradient với các gradient cần tính bằng phương pháp liên hợp.

Trong bài toán tối ưu bơm ép nước, ta muốn tối ưu (cực đại) hai mục tiêu

xung đột nhau. Bài toán đầu tiên, hai mục tiêu là cực đại giá trị thu thực dài

hạn và cực đại giá trị thu thực ngắn hạn của việc khai thác dầu khí. Ứng dụng

thứ hai, với một mô tả mỏ dầu khí không chắc chắn, ta muốn cực đại giá trị

kỳ vọng của giá trị thu thực dài hạn và cực tiểu độ lệch chuẩn của giá trị thu

thực qua bộ dự đoán địa chất.

Luận văn bao gồm ba chương: Chương 1 nhắc lại một số kết quả chính

được trình bày trong [1], Chương 2 áp dụng các kết quả trên để xây dựng hai

phương pháp giải bài toán đa mục tiêu, và Chương 3 vận dụng các phương

pháp này để vào bài toán tối ưu bơm ép nước.



Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Chương này tóm tắt lại các kết quả chính trình bày trong [1], gồm phương

pháp tựa Newton miền tin cậy và phương pháp Lagrange tăng cường, làm cơ

sở để xây dựng các phương pháp giải bài toán đa mục tiêu trong Chương 2.

1.1 Phương pháp tựa Newton miền tin cậy

Xét bài toán tối ưu không ràng buộc

min
x∈Rn

f (x) , (1.1)

trong đó f : Rn→ R.

Định lý 1 (Điều kiện đủ bậc hai). Giả sử ∇2 f liên tục trong một lân cận mở

của x∗, trong đó ∇ f (x∗) = 0 và ∇2 f (x∗) xác định dương. Khi đó x∗ là cực

tiểu địa phương chặt của f .

Định lý 2 (Phương pháp Newton). Giả sử f khả vi tới cấp hai và Hessian

∇2 f (x) liên tục Lipschitz trong một lân cận của nghiệm x∗ thỏa mãn điều

kiện đủ trong Định lý 1. Xét phép lặp

xk+1 = xk−
[
∇

2 f (xk)
]−1

∇ f (xk) . (1.2)

Khi đó

i) Nếu xấp xỉ ban đầu x0 đủ gần x∗, thì dãy lặp hội tụ tới x∗;
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ii) Dãy {xk} hội tụ bậc hai; và

iii) Dãy các chuẩn gradient {‖∇ f (xk)‖} hội tụ bậc hai tới 0.

Phương pháp tựa Newton là một phương pháp tối ưu hóa không ràng buộc

được sử dụng để tìm giá trị tối ưu của một hàm mục tiêu f (x) không yêu cầu

tính toán trực tiếp ma trận Hessian. Thay vào đó, nó xấp xỉ ma trận Hessian

bằng cách cập nhật một ma trận xác định dương B sau mỗi lần lặp. Dưới đây

là mô tả chi tiết về phương pháp tựa Newton:

Bước 1: Khởi tạo

• Chọn một xấp xỉ ban đầu x0.

• Khởi tạo ma trận xác định dương B0. Thông thường, ma trận B0

được chọn là ma trận đơn vị hoặc một xấp xỉ tốt cho ma trận

Hessian.

Bước 2: Lặp: Cho k = 0,1,2, . . ., thực hiện các bước sau cho đến khi đạt

được tiêu chí dừng:

Bước 2.1: Tính toán đạo hàm bậc nhất (gradient) tại điểm hiện tại, tại

điểm xk:

∇ f (xk) . (1.3)

Bước 2.2: Tính toán hướng tìm kiếm dk bằng cách nhân ma trận xác

định dương Bk với đạo hàm bậc nhất:

dk =−Bk∇ f (xk) . (1.4)

Bước 2.3: Tìm kích thước bước tối ưu αk bằng cách giải bài toán tối ưu

một biến cho hàm mục tiêu f (xk +αkdk). Có nhiều phương pháp

có thể được sử dụng để tìm αk, bao gồm tìm kiếm theo dãy, giảm

dần ngẫu nhiên (stochastic gradient descent), hoặc các phương

pháp tối ưu hóa một chiều khác.



5

Bước 2.4: Cập nhật điểm xk+1 bằng cách thêm kích thước bước αk

nhân với hướng tìm kiếm dk:

xk+1 = xk +αkdk. (1.5)

Bước 2.5: Cập nhật ma trận xác định dương Bk+1 bằng cách sử dụng

một phương pháp cập nhật như BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-

Shanno) hoặc DFP (Davidon-Fletcher-Powell). Các phương pháp

cập nhật này giúp cải thiện xấp xỉ của ma trận Hessian.

Bước 2.6: Kiểm tra tiêu chí dừng để xem liệu ta nên kết thúc quá trình

tối ưu hóa hay tiếp tục lặp. Ví dụ về một tiêu chí dừng phổ biến là

kiểm tra xem đạo hàm bậc nhất có đủ gần 0 hay không.

Bước 3: Kết thúc: Nếu tiêu chí dừng được đạt, kết thúc quá trình tối ưu hóa

và trả về xk là giá trị ước tính tối ưu của hàm mục tiêu f .

Phương pháp tựa Newton là một phương pháp hiệu quả để giải các bài

toán tối ưu không ràng buộc mà không đòi hỏi tính toán đạo hàm bậc hai của

hàm mục tiêu. BFGS và DFP là hai phương pháp cập nhật ma trận xác định

dương phổ biến trong phương pháp tựa Newton, và chúng thường được sử

dụng để cải thiện hiệu suất của phương pháp.

Phương pháp tựa Newton miền tin cậy là một biến thể của phương pháp

tựa Newton trong việc tối ưu hàm mục tiêu không ràng buộc. Nó kết hợp hai

yếu tố quan trọng: phương pháp tựa Newton để xấp xỉ ma trận Hessian và

miền tin cậy để giới hạn khoảng cách mà bước tối ưu có thể di chuyển từ

điểm hiện tại. Cụ thể, trong Bước 2.3, bước tối ưu sẽ bị giới hạn trong miền

tin cậy với bán kính ∆k (gọi là bán kính tin cậy) quanh điểm hiện tại xk.

Phương pháp tựa Newton miền tin cậy kết hợp sự ưu việt của phương pháp

tựa Newton trong việc xấp xỉ ma trận Hessian và sự kiểm soát hiệu quả bước

tối ưu bằng miền tin cậy. Nó thường hoạt động hiệu quả cho các bài toán tối

ưu không ràng buộc và đảm bảo tính tin cậy của các bước tối ưu.
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1.2 Phương pháp Lagrange tăng cường

Phương pháp Lagrange tăng cường cũng được dùng để giải quyết bài toán

tối ưu với các ràng buộc đẳng thức. Phương pháp này mở rộng phương pháp

Lagrange truyền thống để xử lý ràng buộc bằng cách tăng cường một hàm

Lagrange với một hàm phạt.

Xét bài toán tối ưu 
min
x∈Rn

f (x) ,

với ci (x) = 0, i ∈ E ,
(1.6)

trong đó f và các hàm ci là các hàm số trơn trên Rn. Phương pháp Lagrange

tăng cường gồm các bước

1. Hàm Lagrange: đầu tiên, ta xây dựng hàm Lagrange bằng cách sử dụng

các véctơ λ gồm nhân tử Lagrange

L (x,λ ) = f (x)−∑
i∈E

λici (x). (1.7)

2. Hàm Lagange tăng cường: chúng ta xây dựng hàm Lagrange tăng cường

bằng cách thêm vào hàm Lagrange một hàm phạt dựa trên ràng buộc

đẳng thức:

LA (x,λ ; µ) = L (x,λ )+
µ

2 ∑
i∈E

c2
i (x)

= f (x)−∑
i∈E

λici (x)+
µ

2 ∑
i∈E

c2
i (x).

(1.8)

3. Tối ưu hàm Lagrange tăng cường: ta giải bài toán tối ưu không ràng

buộc theo biến x

minLA (x,λ ; µ) (1.9)

bằng các phương pháp tối ưu không ràng buộc như phương pháp gra-

dient hướng giảm, phương pháp Newton, hoặc các phương pháp tối ưu

khác.
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4. Cập nhật các nhân tử Lagrange và tham số phạt: sau khi có giá trị tốt

nhất từ bước 3, ta cập nhật λ và tham số µ dựa trên các quy tắc cụ thể.

Cập nhật này giúp hội tụ nhanh hơn đối với ràng buộc và đảm bảo sự

hội tụ tổng thể của phương pháp.

5. Lặp lại bước 3 và 4 cho đến khi đạt được tiêu chí dừng.

Phương pháp Lagrange tăng cường thường được sử dụng để giải các bài

toán tối ưu với ràng buộc đẳng thức bằng cách kết hợp ưu điểm của phương

pháp Lagrange và phương pháp phạt. Nó cho phép điều chỉnh độ chặt chẽ của

ràng buộc thông qua tham số µ và cần ít giả thiết hơn về điều kiện khả vi.

Định lý 3 (Điều kiện đủ bậc hai). Giả sử với điểm khả thi x∗ ∈ Rn có véctơ

nhân tử Lagrange λ ∗ thỏa mãn điều kiện Karush–Kuhn–Tucker cho ràng

buộc đẳng thức

∇xL (x∗,λ ∗) = 0,

ci (x∗) = 0, ∀i ∈ E ,

λ
∗
i ci (x∗) = 0, ∀i ∈ E .

(1.10)

Ngoài ra, giả sử

wT
∇

2
xxL (x∗,λ ∗)w > 0, ∀w ∈ Rn−{0}. (1.11)

Khi đó x∗ là nghiệm địa phương chặt của (1.6).

Ta phát biểu hai kết quả để bảo đảm việc sử dụng hàm Lagrange tăng

cường và phương pháp nhân tử Lagrange cho các bài toán có ràng buộc đẳng

thức.

Định lý 4. Cho x∗ là một nghiệm địa phương của (1.6), mà tại đó các gradient

∇ci (x∗) , i ∈ E là các véctơ độc lập tuyến tính, và thỏa mãn điều kiện đủ bậc

hai trong Định lý 3 với λ = λ ∗. Khi đó tồn tại ngưỡng giá trị µ sao cho với

mọi µ ≥ µ , x∗ là một cực tiểu địa phương chặt của LA (x,λ ∗,µ).
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Định lý 5. Giả sử các giả thiết của Định lý 4 thỏa mãn tại x∗ và λ ∗, và µ là

ngưỡng được chỉ ra trong định lý đó. Khi đó tồn tại các số dương δ ,ε và M

sao cho:

i) Với mọi λ k và µk thỏa mãn∥∥∥λ
k−λ

∗
∥∥∥≤ µkδ , µk ≥ µ, (1.12)

bài toán

min
x

LA

(
x,λ k; µk

)
với ‖x− x∗‖ ≤ ε

có nghiệm duy nhất xk. Hơn nữa, ta có

‖xk− x∗‖ ≤
M
∥∥λ k−λ ∗

∥∥
µk

. (1.13)

ii) Với mọi λ k và µk thỏa mãn (1.12), ta có∥∥∥λ
k+1−λ

∗
∥∥∥≤ M

∥∥λ k−λ ∗
∥∥

µk
, (1.14)

trong đó λ k+1 xác định bởi

λ
k+1
i = λ

k
i −µkci (xk) , ∀i ∈ E , (1.15)

iii) Với mọi λ k và µk thỏa mãn (1.12), ma trận ∇2
xxLA

(
xk,λ

k; µk
)

xác định

dương và các gradient ràng buộc ∇ci (xk) , i ∈ E độc lập tuyến tính.



Chương 2

Phương pháp gradient cho
bài toán đa mục tiêu

Chương này tập trung xây dựng cơ sở toán học cho bài toán tối ưu của

hàm đa mục tiêu dựa trên nguyên lý Pareto (xem [2]), trong đó phương pháp

tổng có trọng số được xây dựng dựa trên phương pháp Newton, và phương

pháp giao biên pháp tuyến dựa trên phương pháp Lagrange tăng cường.

2.1 Bài toán đa mục tiêu

Bài toán tối ưu đa mục tiêu có dạng{
min f (u) = ( f1(u), f2(u), . . . , fm(u))

T

với u ∈ S,
(2.1)

trong đó fi :Rn→R, và S⊂Rn là miền khả thi. Ta gọi u= (u1,u2, . . . ,un)
T là

véctơ quyết định hay véctơ các biến tối ưu và f (u)= ( f1 (u) , f2 (u) , . . . , fm (u))T

là véctơ mục tiêu. Không gian véctơ Rn gọi là không gian quyết định và không

gian véctơ Rm chứa tập tất cả các véctơ mục tiêu là không gian mục tiêu. Miền

khả thi S xác định bởi

S = {u ∈ Rn | e(u) = (e1(u),e2(u), . . . ,ene(u))
T = 0,

c(u) = (c1(u),c2(u), . . . ,cni(u))
T ≤ 0},

(2.2)

9
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trong đó các ei biểu diễn các ràng buộc đẳng thức và ci biểu diễn các ràng

buộc bất đẳng thức. Ta cũng định nghĩa tập Z (được mô tả trong Hình 2.1 và

2.2) trong không gian mục tiêu

Z = { f (u) = ( f1 (u) , f2 (u) , . . . , fm (u))T | u ∈ S}. (2.3)

Lưu ý tập Z là ảnh của tập S trong không gian mục tiêu bởi hàm véctơ f .

f1

f2

w
1 f1 +

w
2 f2 =

c
Z

Hình 2.1: Xây dựng một điểm trên mặt Pareto bằng phương pháp tổng có

trọng số; đường nét đứt biểu diễn w1 f1 +w2 f2 = c trong đó c là hằng số.

Trong bài toán tối ưu có nhiều hàm mục tiêu, trừ khi tất cả các mục tiêu

đạt giá trị tối thiểu tương ứng tại cùng một véctơ quyết định, thì cần có sự

cân đối giữa các hàm mục tiêu khác nhau trong nghiệm tối ưu. Nghiệm tối

ưu cho bài toán tối ưu đa mục tiêu được gọi là mặt Pareto. Mặt Pareto là một

siêu mặt trong không gian các mục tiêu. Đặc điểm quan trọng nhất của siêu

mặt này là khi di chuyển từ một điểm trên siêu mặt này đến một điểm khác

trên siêu mặt này, nếu giá trị của một hàm mục tiêu giảm, thì ít nhất một hàm

mục tiêu khác phải tăng. Hơn nữa, bất kỳ điểm nào trong bên trong Z đều



11

được làm trội bởi ít nhất một điểm trên mặt Pareto. Định nghĩa về mối quan

hệ trội được giới thiệu sau. Ba định nghĩa và mệnh đề sau có thể được tìm

thấy trong [3].

Định nghĩa 1. Cho hai véctơ quyết định u1,u2 ∈ S ⊂ Rn, ta nói u1 trội hơn

u2, ký hiệu u1 ≺∼ u2 hay f (u1) ≺∼ f (u2) nếu

1. ∀i ∈ {1,2, . . . ,m}, fi (u1)≤ fi (u2) ;

2. ∃ j ∈ {1,2, . . . ,m} sao cho fi (u1)< fi (u2).

Định nghĩa 2. Véctơ quyết định u∗ ∈ S ⊂ Rn là tối ưu Pareto nếu không có

véctơ quyết định u ∈ S trội hơn u∗, tức là tập {u | u ∈ S,u≺∼ u∗}=∅.

Định nghĩa 3. Véctơ quyết định u∗ ∈ S ⊂ Rn là tối ưu Pareto địa phương

nếu tồn tại δ > 0 sao cho u∗ là tối ưu Pareto trong S∩B(u∗,δ ) trong đó

B(u∗,δ ) = {u ∈ Rn | ‖u−u∗‖ ≤ δ}

Định nghĩa 4. Tập tối ưu Pareto xác định bởi U = {u ∈ S | u là điểm tối ưu

trong S}. Tập F = {( f1 (u) , f2 (u) , . . . , fm (u))T | u ∈ U} gọi là mặt Pareto.

Theo Định nghĩa 2, mặt Pareto là ảnh của tập tối ưu Pareto bởi ánh xạ f =

( f1, f2, . . . , fm) từ không gian quyết định vào không gian mục tiêu.

Mệnh đề 1. Mặt Pareto là tập con của biên của tập Z xác định bởi (2.3), tức

là F ⊂ ∂Z, trong đó ∂Z ký hiệu biên của Z.

Chứng minh. Giả sử có điểm y = f (u) ∈ F\∂Z, khi đó y ∈ intZ, tức là

tồn tại ε-lân cận B(y,ε) ⊂ intZ. Chọn hằng số dương α với 0 < α < ε và

véctơ đơn vị d ∈ Rm
+, tức là mọi thành phần của véctơ d là dương. Suy ra

y∗ = y−αd ∈ B(y,ε)⊂ Z trội hơn điểm y (y∗ ≺∼ y). Do đó y /∈F , mâu thuẫn

với giả thiết trên. Vậy ta có F ⊂ ∂Z.

Dưới đây trình bày hai phương pháp tìm tập tối ưu Pareto (mặt Pareto).

Phương pháp thứ nhất là phương pháp tổng có trọng số. Phương pháp này yêu
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f1

f2

f ∗2
f ∗

f ∗1

Z

Hình 2.2: Sơ đồ phương pháp NBI

cầu xác định trước các trọng số cho từng hàm mục tiêu. Sau đó, ta tính tổng

tất cả các hàm mục tiêu với các trọng số tương ứng để thu được một hàm tổng

hợp. Bằng cách tối ưu hàm tổng hợp này, ta luôn có thể thu được một điểm

trên mặt Pareto. Phương pháp thứ hai là phương pháp giao biên pháp tuyến

(NBI). NBI sử dụng kết luận rằng mặt Pareto là một tập con của biên của tập

Z, xem (2.3). Phương pháp này nhằm tìm tất cả các điểm biên bằng cách xuất

phát từ các điểm khác nhau trên đường utopia, và tìm kiếm theo hướng vuông

góc với đường utopia đó, được trình bày sau trong luận văn.

2.2 Phương pháp tổng có trọng số

Phương pháp tổng có trọng số là một trong những cách cổ điển để giải

quyết bài toán tối ưu đa mục tiêu. Trong tình huống có hai hàm mục tiêu,

ta gán hai trọng số w1 và w2, cho hai hàm này, trong đó w1 và w2 là các số
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không âm và w1 +w2 = 1. Ta thu được hàm tổng hợp F bằng cách cộng hai

hàm mục tiêu cùng với trọng số tương ứng của chúng, tức là

F(u) = w1 f1(u)+w2 f2(u). (2.4)

Áp dụng phương pháp tựa Newton [4, 5] để tối ưu hàm tổng hợp (2.4).

Điểm tối ưu của hàm tổng hợp là một nghiệm tối ưu Pareto của bài toán tối

ưu đa mục tiêu (2.1). Nếu không có ràng buộc nào, thì để điểm u∗ là nghiệm

tối ưu của hàm tổng hợp, điều kiện cần và đủ là

w1∇ f1(u∗)+w2∇ f2(u∗) = 0,

dT
(

w1∇
2 f1(u∗)+w2∇

2 f2(u∗)
)

d > 0, ∀d ∈ Rn\{0}.
(2.5)

Theo [6], đây là hai điều kiện đủ để đảm bảo tính tối ưu Pareto. Do đó,

nghiệm làm cực tiểu hàm tổng hợp cũng là một nghiệm tối ưu Pareto của bài

toán tối ưu đa mục tiêu (2.1).

Mặc dù bằng cách tối ưu hàm tổng hợp, ta có thể tìm một nghiệm tối ưu

Pareto, phương pháp tổng có trọng số gặp hai hạn chế lớn được chỉ ra dưới

đây. Trong Hình 2.1, đường nét đứt biểu diễn đường mức của hàm tổng hợp

với một tập trọng số cụ thể. Phần của biên của Z được biểu thị bằng đường

cong đậm hơn là mặt Pareto. Trong không gian mục tiêu, đường mức của

hàm tổng hợp với một tập trọng số cụ thể chính là một hàm tuyến tính có

dạng w1 f1 (u)+w2 f2 (u) = c, trong đó c là một hằng số, tức là các đường

mức của hàm tổng hợp này là một loạt các đường thẳng song song. Đường

mức có giá trị hàm tổng hợp thấp hơn nằm bên trái của đường mức có giá trị

hàm tổng hợp cao hơn. Vì vậy, để tìm giá trị nhỏ nhất của hàm tổng hợp, ta

cần tìm đường mức tận cùng bên trái mà cắt tập Z tại ít nhất một điểm. Lưu

ý rằng, trong Hình 2.1, mặc dù đường nét đứt ở giữa có điểm chung với phần

“lõm” của mặt Pareto, nhưng để cực tiểu hàm tổng hợp, ta di chuyển đường

này sang bên trái cho đến khi nó đạt được đường nét đứt tận cùng bên trái

được thể hiện trong Hình 2.1. Do đó, bằng cách cực tiểu hàm tổng hợp, ta

không thể thu được bất kỳ nghiệm nào trên phần “lõm” của mặt Pareto, đó là
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hạn chế đầu tiên của phương pháp tổng có trọng số. Hạn chế thứ hai là các

nghiệm được tạo ra bằng phương pháp tổng có trọng số có thể tập trung vào

một phần nhỏ của mặt Pareto. Hạn chế này là một quan sát dựa trên các thử

nghiệm, nhưng như được trình bày ở phần 3.3.2, vấn đề tiềm ẩn này có thể

được giảm nhẹ bằng cách sử dụng phương pháp tổng trọng số điều chỉnh. Vấn

đề này cũng có thể được giải quyết bằng cách chọn thêm các tập trọng số và

tối ưu hàm tổng hợp tương ứng. Ví dụ, trong trường hợp các điểm trên mặt

Pareto tương ứng với w1 = 1 và w1 = 0.9 nằm xa nhau không như ý, có thể

tạo thêm các điểm tối ưu Pareto cho w1 = 0.975, 0.95, 0.925 để mô tả rõ hơn

phần này của mặt Pareto, mặc dù cách tiếp cận này đòi hỏi thêm chi phí tính

toán.

2.3 Phương pháp giao biên pháp tuyến

Phương pháp giao biên pháp tuyến (NBI) được thiết kế để tìm các điểm

trên biên của tập Z trong không gian mục tiêu. Với phương pháp NBI, trước

hết ta thực hiện tối ưu cho từng hàm mục tiêu riêng lẻ và ký hiệu điểm

cực tiểu cho hàm mục tiêu đầu tiên là u∗1 và cho hàm mục tiêu thứ hai

là u∗2. Ta định nghĩa f ∗1 =
(

f1
(
u∗1
)
, f2
(
u∗1
))T , f ∗2 =

(
f1
(
u∗2
)
, f2
(
u∗2
))T , và

f ∗ =
(

f1
(
u∗1
)
, f2
(
u∗2
))T (xem Hình 2.2). Ma trận Φ cỡ 2× 2 xác định bởi

Φ =
(

f ∗1 , f ∗2
)
. Đoạn nối f ∗1 và f ∗2 trong không gian mục tiêu được cho bởi

{
(

f ∗1 , f ∗2
)
(β1,β2)

T = Φβ | β ∈R2,β1 > 0,β2 > 0,β1+β2 = 1}. Ta gọi đoạn

này là đường utopia, có dạng tham số y = ( f1, f2)
T = β1 f ∗1 + (1−β1) f ∗2 ,

trong đó β1 biến thiên từ 0 tới 1. Nếu nói về mặt khái niệm, xuất phát từ một

điểm trên đường utopia, ta cố gắng tìm dọc theo pháp tuyến đơn vị của đường

utopia trong không gian mục tiêu đến khi tìm thấy một điểm trên biên của tập

Z (xem (2.3)). Ta chọn pháp tuyến đơn vị hướng về f ∗ làm véctơ pháp tuyến

đơn vị. Với β cố định, các điểm trên đường vuông góc với đường utopia tại

điểm Φβ được cho bởi Φβ + tn với−∞ < t < ∞. Lưu ý rằng, trong Hình 2.2,

các mũi tên nét đứt hướng ra xa f ∗ tương ứng với giá trị âm của t. Ta lặp lại
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quy trình này cho các giá trị khác nhau của β1 và β2 đến khi tìm đủ điểm trên

biên của Z; hy vọng nhiều trong số chúng sẽ là tối ưu Pareto. Sơ đồ nguyên lý

của phương pháp NBI được thể hiện trong Hình 2.2. Với phương pháp NBI,

ta thu được một điểm biên bằng cách chọn β và giải bài toán phụ sau:{
max t

với e(u, t) = Φβ + tn− f (u) = 0, u ∈ S,
(2.6)

để f (u) = ( f1 (u) , f2 (u))
T ∈ Z. Do chưa biết chính xác các điều khiển tương

ứng với điểm f (u) trên đường utopia, nên ít có khả năng khởi tạo thuật toán

với một điểm trên đường utopia. Ta thường bắt đầu từ một điểm trong miền

khả thi S; sau đó, các ràng buộc được định nghĩa trong (2.6) sẽ kéo các điểm

lặp đến Φβ + tn, được biểu diễn bằng các mũi tên đứt trong Hình 2.2 cho các

giá trị khác nhau của β . Bằng cách cực đại t, ta sẽ đạt tới biên của Z. Ta thay

đổi giá trị của β1 và β2 để xuất phát lại từ các điểm khác trên đường utopia

và lặp lại quy trình tương tự để thu được biên của Z.

Ta giải bài toán phụ NBI bằng phương pháp Lagrange tăng cường (xem [1]).

Hàm Lagrange tăng cường được xác định bởi

L (u, t,λ ,µ) = t−λ
T e− 1

2µS2
e

eT e (2.7)

trong đó λ là vectơ các nhân tử Lagrange, µ là tham số phạt và e được xác

định trong (2.6). Ta dùng σcv =

√
e(u, t)T e(u, t)

2S2
e

để biểu diễn sự vi phạm

ràng buộc.

Tại điểm tối ưu, ta có
∂L

∂ t
= 0, (2.8)

từ đó suy ra

1−
(

λ
T +

eT

µS2
e

)
∂e
∂ t

= 0, (2.9)

hay

1−
(

λ
T +

eT

µS2
e

)
n = 0 (2.10)
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Thay e(u, t) được cho trong (2.6) vào (2.10) và giải theo t, được

t =
nT [ f (u)−Φβ ]+µS2

e
(
1−λ T n

)
nT n

. (2.11)

Bằng cách lấy đạo hàm vế trái của (2.10), ta được

∂ 2L

∂ t2 =−nT n
µS2

e
< 0. (2.12)

Do đó, giá trị của t từ (2.11) tương ứng với một giá trị cực đại khi

cố định tất cả các biến khác. Thay (2.11) vào (2.11), ta có thể định nghĩa

L 1 (u,µ,λ ) = L (t (u) ,u,µ,λ ). Từ quy tắc đạo hàm của hàm hợp, ∇uL 1

xác định bởi

∇uL
1 = ∇uL +

∂L

∂ t
∇ut. (2.13)

Tại điểm cực đại,
∂L

∂ t
= 0, nên

∇uL
1 = ∇uL =−

(
∇ueT)(

λ +
e

µS2
e

)
=
(
∇u f T)(

λ +
e

µS2
e

)
. (2.14)

Ở đây thay vì cực đại L theo u và t, ta chỉ cần cực đại L 1 theo u. Se

và µ được tính dựa trên các vi phạm ràng buộc được tính toán từ xấp xỉ ban

đầu, tức là, với một xấp xỉ ban đầu u0, ta có thể sử dụng (2.11) với µ = 0 để

tính t0; sau đó, ta có thể tính e0 dựa trên u0 và t0. Ta đặt giá trị của Se bằng

mức vi phạm ràng buộc tối đa dựa trên xấp xỉ ban đầu, tức là đặt Se =
∣∣e0

1

∣∣
nếu

∣∣e0
1

∣∣> ∣∣e0
2

∣∣ và Se =
∣∣e0

2

∣∣ nếu
∣∣e0

1

∣∣≤ ∣∣e0
2

∣∣. Với mục đích này, mọi ràng buộc

được chỉnh lại tỉ lệ thành giá trị nằm trong khoảng từ −1 đến 1. Sau khi xác

định Se, ta đặt giá trị µ sao cho hạng tử phạt ban đầu bằng 20% giá trị tuyệt

đối ban đầu của t0, để vi phạm đáng kể của hạng tử phạt sẽ ảnh hưởng đáng

kể đến L 1. Ta đặt η0 = 0.1, để tham số phạt µ trong thuật toán NBI dưới

đây sẽ bị giảm trừ khi ràng buộc bị vi phạm lớn hơn 10%.

Lưu ý thuật toán NBI được áp dụng cho một số giá trị β1 do người dùng

xác định, chẳng hạn, β1 = 1− i0.1 tạo ra 9 điểm trên mặt Pareto, bổ sung
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cho các điểm tương ứng với β1 = 1 và β1 = 0. Phương pháp NBI có hai lợi

thế lớn so với phương pháp tổng trọng số. Thứ nhất, ta có thể thu được các

nghiệm trên phần “lõm” của mặt Pareto khi áp dụng phương pháp NBI. Giá

trị lớn nhất của t là một số âm khi nghiệm tối ưu nằm trên phần “lõm” của

mặt Pareto (xem Hình 2.2). Thứ hai, bằng cách biến đổi tuyến tính các thành

phần của véctơ cột β , ta có thể tạo ra các nghiệm được phân phối đều dọc

theo mặt Pareto. Tuy nhiên, do mặt Pareto chỉ là tập con của biên của tập Z

nên có thể dẫn đến một số nghiệm không phải là tối ưu Pareto. Hơn nữa, để

giải bài toán phụ của phương pháp NBI, ta áp dụng phương pháp Lagrange

tăng cường, là một phương pháp khá tốn kém về mặt tính toán.
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Thuật toán 1: NBI
Đầu vào: Cho β1,β2,u0 = β1u∗1 +β2u∗2 trong đó u∗1 và u∗2 thu được

bằng cách tối ưu từng hàm mục tiêu.

1 Tính t0 theo (2.11) với µ = 0. Đánh giá e
(
u0, t0) trong (2.6) để thu

được e0.

2 Đặt Se =
∣∣e0
∣∣
∞

và tính µ0 =

(
e0)T e0

0.2t0S2
e

. Đặt η0 = 0.1 và λ 0 =
e0

λ 0S2
e

.

3 DO

4 Cực đại hàm Lagrange tăng cường L
(
u, t,λ l,µ l) để thu được ul+1

với l = 0,1, . . ..

5 Tính t l+1 theo (2.11) với µ l và λ l.

6 Đánh giá el+1 ≡ e
(
ul+1, t l+1) và σcv =

√(
el+1)T el+1

2S2
e

7 if σcv < 0.01 then
8 dừng

9 if σcv > η l then

10 µ l+1 =
µ l

10
11 η l+1 = max{0.01,η0(µ l)0.1}

12 else

13 λ l+1 = λ l +
e
(
ul)

µ lS2
e

14 η l+1 = max{0.01,η l(µ l)0.9}

15 ENDDO



Chương 3

Ứng dụng

3.1 Giới thiệu

Phương pháp khai thác mỏ dầu khí bằng bơm ép nước bù để duy trì áp

suất vỉa được sử dụng rộng rãi cho các đối tượng mỏ trên thế giới. Phương

pháp này cũng là phương pháp khai thác dầu tăng cường chủ đạo được sử

dụng cho phần lớn các mỏ ở Việt Nam. Trong quá trình thực hiện khai thác

dầu bằng bơm ép bù, lưu lượng các giếng khai thác dầu và bơm ép nước ảnh

hưởng trực tiếp đến dòng chảy trong vỉa chứa, qua đó ảnh hưởng đến khả

năng quét dầu và hệ số thu hồi dầu của mỏ. Ảnh hưởng này có thể rất lớn đối

với các đối tượng mỏ đá móng nứt nẻ (phổ biến tại Việt Nam) mà trong đó

tồn tại nguy cơ hình thành các lưỡi nước và vùng dầu cô lập trong môi trường

nứt vỡ. Việc thay đổi chế độ khai thác-bơm ép trên phạm vi toàn mỏ và từng

giếng một cách hợp lý vì vậy có thể xem như một giải pháp tăng cường hệ số

thu hồi dầu hiệu quả và ít tốn kém.

Về lý thuyết, việc giảm nhịp độ khai thác-bơm ép (giảm tổng lượng dầu

khai thác và bơm ép hàng năm) có thể là một giải pháp hạn chế việc hình

thành các lưỡi nước và vùng dầu cô lập trong vỉa. Tuy nhiên, giải pháp này

không khả thi do nhiều vấn đề liên quan đến tính toán kinh tế, đầu tư và các

vấn đề xã hội khác. Vì vậy, bài toán thực tế đặt ra trở thành: Tối ưu phân bố

lưu lượng chất lưu khai thác và bơm ép bù các giếng sao cho tổng lượng dầu

khai thác đạt hoặc vượt mức kế hoạch đề ra và giảm thiểu độ ngập nước toàn

mỏ. Về bản chất, việc giảm thiểu độ ngập nước trong khai thác đồng nghĩa

19
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với việc nâng cao khả năng quét dầu của nước bơm xuống, hạn chế sự hình

thành các vùng dầu không di chuyển và hạn chế khả năng đóng giếng do ngập

nước cao, vì vậy sẽ có tác động nâng cao hệ số thu hồi dầu của mỏ.

Do có ý nghĩa to lớn trong điều hành khai thác mỏ, tối ưu phân bố lưu

lượng khai thác – bơm ép bù đã được quan tâm nghiên cứu rộng rãi trên thế

giới và ở Việt Nam. Để giải quyết bài toán này, rõ ràng điều kiện tiên quyết

là phải có một mô hình dự báo khai thác mỏ đủ tin cậy và trong đó phản ánh

được tương đối chính xác sự thay đổi của tổng lượng dầu và lượng nước khai

thác khi thay đổi phân bố lưu lượng của các giếng khai thác và bơm ép.

Với sự tăng trưởng mạnh mẽ của năng lực máy tính điện tử, những nghiên

cứu liên quan đến tối ưu hoá quá trình khai thác bơm ép nước vỉa dầu-khí dựa

trên các công cụ toán học, tối ưu hoá đã được phát triển và áp dụng mạnh mẽ

trên thế giới trong một hai chục năm trở lại đây. Rất nhiều các công cụ toán

học và phương pháp tối ưu khác nhau đã được phát triển và áp dụng:

• [7, 8] đã nghiên cứu tối ưu quá trình bơm nước với hai giếng bơm đứng

và một giếng hút đứng (truyền động bằng nước nhân tạo). Tác giả cũng

nghiên cứu một kịch bản với hai giếng hút và một vỉa đá chứa nước

tự nhiên (aquifer) (truyền động bằng nước tự nhiên). Mục tiêu là cực

đại giá trị thu thực (NPV-net present value) của quá trình đẩy dầu bằng

bơm nước. Sự cải thiện của giá trị thu thực NPV tăng trong khoảng

2%-11% thu được với hiệu lực quét được cải thiện và sự tràn nước xuất

hiện chậm lại. Nghiên cứu cũng chỉ ra rằng phương án tối ưu ít phụ

thuộc vào đặc tính không đồng nhất của vỉa hơn so với phương án quy

chiếu. Điều này chỉ ra rằng những tác động không mong muốn của đặc

tính không đồng nhất trong vỉa có thể phần nào được vượt qua bằng

cách tối ưu. Thuật toán tối ưu dựa trên phương pháp gradient thu nhỏ

tổng quát (Generalized Reduced Gradient Method). Sự hội tụ của phần

mềm tối ưu này là khá nhanh với lời giải tối ưu nhận được chỉ sau một

vài bước lặp.
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• [9] và [10] đã nghiên cứu tối ưu dòng hai pha và ba pha trong các vỉa

hai chiều. Tác động của trọng lực không được xem xét trong các nghiên

cứu này. Thêm vào đó, các dòng chảy được coi là không nén được và

không trộn. Tác giả đã tối ưu cả vị trí giếng, dạng giếng, hiệu quả quét.

Quá trình tối ưu hoá trong nghiên cứu này cho phép thay đổi từ giếng

bơm sang giếng hút và ngược lại. Để làm điều này, tác giả đó bắt đầu

với một số lớn các giếng bơm và hút. Trong các bước lặp tiếp theo, một

số các giếng có lưu lượng thấp được bỏ đi. Hai giai đoạn riêng biệt của

quá trình khai thác tối ưu nhận được, giai đoạn đầu tương ứng với sự

tháo xả của phần thấm yếu trong vỉa, theo sau bởi một giai đoạn mà

trong đó mục đích chính là nhận được một biên phân giới dầu nước

chuyển dịch đều. Đối với kết quả tối ưu hai chiều, phân bố lưu lượng

giữa các giếng có đặc trưng là các lưu lượng thấp được gán cho các

giếng nằm trong các diện tích có độ thấm cao. Những sự cải thiện về

lượng dầu thu hồi tích lũy lớn đến 50% đạt được trong các nghiên cứu

này.

• [11] cũng đã nghiên cứu việc tối ưu phân bố khí và nước trong các giếng

của một giàn sản xuất chung. Một số điều kiện ràng buộc của quá trình

khai thác được tính đến. Các tác giả sử dụng một mô hình black oil, ba

chiều và ẩn hoàn toàn. Các tham số điều khiển là áp suất đáy của các

giếng. Tỷ số khí dầu trong sản phẩm (GOR) được đòi hỏi bằng nhau

trong các giếng tại mọi thời điểm. Điều này được diễn giải như một sự

tương ứng với một sự dịch chuyển biên dầu-khí giống nhau trong toàn

vỉa. Tỷ số nước dầu không giống nhau trong các giếng. Những cải thiện

trong khoảng 5-10% thu được với các kịch bản hai giếng hút. Một kết

quả quan trọng là thời gian sản xuất ổn định tối đa không nhất thiết

đồng nghĩa với tối ưu về mặt kinh tế. Các kết luận tương tự cũng được

rút ra từ một số nghiên cứu khác (xem [10, 12, 13]).

• [14, 15] đã nghiên cứu tối ưu quá trình bơm nước đẩy dầu tại thời điểm
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tràn nước. Các tác giả đã xem xét các vỉa hai chiều với hai giếng bơm ép

và một giếng hút. Các dòng được giả sử là không nén được. Dạng điều

khiển tối ưu đóng ngắt (bang-bang) được sử dụng trong đó các giếng

chỉ hoạt động ở các trạng thái mở hết hoặc đóng hoàn toàn. Quá trình

dịch chuyển mặt phân giới được tối ưu bằng cách tối ưu thời điểm mở

hay đóng các giếng bơm hút. Trường hợp quy chiếu được chọn là một

kịch bản mà trong đó lưu lượng các giếng bơm không đổi và sự tràn

nước tại các giếng khai thác xảy ra đồng thời trong các giếng. Các kết

quả thu được từ mô phỏng cũng được so sánh với thí nghiệm và nhận

được sự trùng hợp tốt.

• [16] sử dụng một thuật toán tối ưu gọi là thuật toán tối ưu tĩnh cho các

vỉa hai chiều không đồng nhất. Nguyên lý chung của thuật toán này là

thu nhỏ sự chênh lệch về thời gian của các dạng dòng chảy khác nhau

đi từ giếng bơm đến giếng hút. [17] cũng nghiên cứu các vỉa hai chiều

nhưng với thuật toán điều khiển tối ưu với các đạo hàm được tính toán

số trực tiếp. Các kết quả được so sánh với thuật toán tối ưu tĩnh nói trên.

Trong phần lớn các trường hợp, việc áp dụng thuật toán điều khiển tối

ưu cho kết quả tốt hơn thuật toán tối ưu tĩnh. Tuy nhiên, trong một số ít

trường hợp thì thuật toán tối ưu tĩnh cho kết quả tốt hơn. Nguyên nhân

gây nên hiện tượng này được coi là do đặc tính địa phương của lời giải

tối ưu.

Trong chương này, ta vận dụng các phương pháp tổng có trọng số và

phương pháp giao biên pháp tuyến trình bày trong Chương 2 vào bài toán tối

ưu bơm ép nước.
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3.2 Cực đại giá trị thu thực theo chu kỳ và ngắn
hạn

Bơm ép nước là quá trình duy trì năng lượng của mỏ dầu khí để đảm bảo

được sự chênh lệch áp suất vỉa, áp suất đáy giếng và áp suất miệng giếng là
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∑
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∑
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)
, (3.1)

trong đó u là véctơ điều khiển, m là véctơ có các thành phần biểu thị tham

số mô hình mỏ dầu như độ xốp và độ thấm của khối lưới; Nt là số bước thời
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thời gian thứ n; ro là doanh thu từ dầu mỏ ($/STB); rw là chi phí xử lý nước

sản xuất ($/STB); rwi là chi phi bơm nước ($/STB); qn
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∑
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Fig. 3 Permeability field and well distribution

gridblock porosities and permeabilities; Nt is the total num-
ber of time steps; Np is the total number of producers; Nwi

is the total number of water injection wells; the superscript
n denotes the nth time step; ro is the oil revenue ($/STB);
rw is the disposal cost of produced water ($/STB); rwi is the
water injection cost ($/STB); qn

o,i (STB/day) is the average
oil production rate of the ith producer during the nth time
step; qn

w,i is the average water production rate over the nth
time step of the ith producer (STB/day); qn

wi,i is the aver-
age water injection rate during the nth time step of the ith
water injector (STB/day); b is the annual discount rate; tn is
the cumulative time up to the nth simulator time step (days);
�tn is the length of the nth time step (days). We define

JL(u) =
NtL∑
n=1

([ Np∑
i=1
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−
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and

JS(u) =
NtS∑
n=1

([ Np∑
i=1
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wqn

w,i )

−
Nwi∑
i=1
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] �tn
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Note that JL and JS are functions of only the vector of well
controls, u, because we consider only the case where the
reservoir is fixed for the problem of maximizing both the
long-term and the short-term NPV. NtL is the number of
time steps for long-term optimization and NtS is the num-
ber of time steps for short-term optimization. We want to
maximize the long-term NPV and the short-term NPV at the
same time, i.e., the multi-objective optimization problem is

{
max

u

(
JL(u), JS(u)

)
,

s.t. ulowi ≤ ui ≤ u
up
i .

(18)

Note that we only have bound constraints in Eq. 18.

6 Application to a fluvial reservoir

In this example, we apply the weighted sum method and
the NBI method to solve the problem where the two objec-
tives are to maximize both life-cycle and short-term NPV
for the water flooding of a 2D fluvial synthetic reservoir.
The reservoir model is based on a 25 × 25 × 1 grid with
�x = �y = 200 ft and �z =20 ft. The porosity is homoge-
nous throughout the reservoir with a value of 0.2. As shown
in Fig. 3, there are 13 vertical wells consisting of 4 produc-
ers and 9 injectors arranged in a five-spot well pattern. The
initial pressure of the reservoir is 3800 psi; the connate water
saturation is 0.2 and residual oil saturation is 0.25. The oil
price is $50/STB; water injection costs are $0/STB; water

Fig. 4 a, b Optimal well
controls for long-term
optimization only
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Hình 3.1: Trường độ thấm và phân phối giếng

Lưu ý rằng JL và JS là các hàm chỉ phụ thuộc vào véctơ điều khiển giếng,

u, vì ta chỉ xét trường hợp mỏ dầu cố định cho bài toán cực đại cả giá trị thu

thực dài hạn và ngắn hạn. NtL là số bước thời gian để tối ưu dài hạn và NtS là

số bước thời gian để tối ưu ngắn hạn. Ta muốn cực đại giá trị thu thực dài hạn

và giá trị thu thực ngắn hạn cùng một lúc, tức là bài toán tối ưu đa mục tiêu làmax
u

(JL (u) ,JS (u)) ,

với ulow
i ≤ ui ≤ uup

i .
(3.4)

Lưu ý ta chỉ có ràng buộc bị chặn trong (3.4).

3.3 Áp dụng với mỏ dầu chảy hình sông

Trong ví dụ này, ta áp dụng phương pháp tổng có trọng số và phương

pháp NBI để giải bài toán có hai mục tiêu là cực đại giá trị thu thực cả chu

kỳ và giá trị thu thực ngắn hạn cho quá trình bơm ép nước vào một mỏ dầu

tổng hợp 2D chảy hình sông. Mô hình mỏ dầu dựa trên lưới 25× 25× 1 với

∆x = ∆y = 200 ft và ∆z = 20 ft. Độ thấm là đồng nhất trong toàn bộ mỏ dầu

với giá trị là 0.2. Như được thể hiện trong Hình 3.1, có tổng cộng 13 giếng

thẳng đứng, bao gồm 4 giếng khai thác và 9 giếng bơm ép, được sắp xếp theo

một mô hình giếng năm điểm. Áp suất ban đầu của mỏ lưu trữ là 3800 psi;
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gridblock porosities and permeabilities; Nt is the total num-
ber of time steps; Np is the total number of producers; Nwi

is the total number of water injection wells; the superscript
n denotes the nth time step; ro is the oil revenue ($/STB);
rw is the disposal cost of produced water ($/STB); rwi is the
water injection cost ($/STB); qn

o,i (STB/day) is the average
oil production rate of the ith producer during the nth time
step; qn

w,i is the average water production rate over the nth
time step of the ith producer (STB/day); qn

wi,i is the aver-
age water injection rate during the nth time step of the ith
water injector (STB/day); b is the annual discount rate; tn is
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Note that JL and JS are functions of only the vector of well
controls, u, because we consider only the case where the
reservoir is fixed for the problem of maximizing both the
long-term and the short-term NPV. NtL is the number of
time steps for long-term optimization and NtS is the num-
ber of time steps for short-term optimization. We want to
maximize the long-term NPV and the short-term NPV at the
same time, i.e., the multi-objective optimization problem is

{
max

u

(
JL(u), JS(u)

)
,

s.t. ulowi ≤ ui ≤ u
up
i .

(18)

Note that we only have bound constraints in Eq. 18.

6 Application to a fluvial reservoir

In this example, we apply the weighted sum method and
the NBI method to solve the problem where the two objec-
tives are to maximize both life-cycle and short-term NPV
for the water flooding of a 2D fluvial synthetic reservoir.
The reservoir model is based on a 25 × 25 × 1 grid with
�x = �y = 200 ft and �z =20 ft. The porosity is homoge-
nous throughout the reservoir with a value of 0.2. As shown
in Fig. 3, there are 13 vertical wells consisting of 4 produc-
ers and 9 injectors arranged in a five-spot well pattern. The
initial pressure of the reservoir is 3800 psi; the connate water
saturation is 0.2 and residual oil saturation is 0.25. The oil
price is $50/STB; water injection costs are $0/STB; water
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(a) Tốc độ tối ưu cho máy bơm
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ber of time steps; Np is the total number of producers; Nwi

is the total number of water injection wells; the superscript
n denotes the nth time step; ro is the oil revenue ($/STB);
rw is the disposal cost of produced water ($/STB); rwi is the
water injection cost ($/STB); qn

o,i (STB/day) is the average
oil production rate of the ith producer during the nth time
step; qn

w,i is the average water production rate over the nth
time step of the ith producer (STB/day); qn

wi,i is the aver-
age water injection rate during the nth time step of the ith
water injector (STB/day); b is the annual discount rate; tn is
the cumulative time up to the nth simulator time step (days);
�tn is the length of the nth time step (days). We define
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Note that JL and JS are functions of only the vector of well
controls, u, because we consider only the case where the
reservoir is fixed for the problem of maximizing both the
long-term and the short-term NPV. NtL is the number of
time steps for long-term optimization and NtS is the num-
ber of time steps for short-term optimization. We want to
maximize the long-term NPV and the short-term NPV at the
same time, i.e., the multi-objective optimization problem is

{
max
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(
JL(u), JS(u)

)
,

s.t. ulowi ≤ ui ≤ u
up
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Note that we only have bound constraints in Eq. 18.

6 Application to a fluvial reservoir

In this example, we apply the weighted sum method and
the NBI method to solve the problem where the two objec-
tives are to maximize both life-cycle and short-term NPV
for the water flooding of a 2D fluvial synthetic reservoir.
The reservoir model is based on a 25 × 25 × 1 grid with
�x = �y = 200 ft and �z =20 ft. The porosity is homoge-
nous throughout the reservoir with a value of 0.2. As shown
in Fig. 3, there are 13 vertical wells consisting of 4 produc-
ers and 9 injectors arranged in a five-spot well pattern. The
initial pressure of the reservoir is 3800 psi; the connate water
saturation is 0.2 and residual oil saturation is 0.25. The oil
price is $50/STB; water injection costs are $0/STB; water
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(b) BHP tối ưu cho nhà máy

Hình 3.2: a, b Điều khiển giếng tối ưu riêng cho tối ưu dài hạn

độ bão hoà nước nội tại là 0.2 và độ bão hoà dầu còn lại là 0.25. Giá dầu là

50$/STB; chi phí bơm nước là 0$/STB; chi phí xử lý nước là 5.56$/STB và tỷ

lệ chiết khấu hàng năm là 0.1. Ta đặt mỗi đoạn bơm vào dưới sự kiểm soát tốc

độ bơm với 0 ≤ qwi,i ≤ 2000 STB/D và đặt mỗi đoạn sản xuất dưới sự kiểm

soát áp lực giếng (BHP) với 1500 ≤ pw f ,i ≤ 4000 psi. Kích thước bước thời

gian kiểm soát được đặt bằng 180 ngày. Đối với tối ưu dài hạn, ta cực đại giá

trị thu thực trong vòng 1800 ngày, trong khi đối với tối ưu ngắn hạn, ta cực

đại giá trị thu thực trong 360 ngày đầu tiên.

3.3.1 Trường hợp cơ bản

Giá trị thu thực dài hạn được cực đại bằng cách sử dụng phương pháp

tựa Newton [5] như được thực hiện bởi trong [4] và [18]. Giá trị thu thực dài

hạn lớn nhất thu được là 3.7085× 108. Vào cuối của 360 ngày, ta có giá trị

thu thực ngắn hạn là 2.685× 108§ dựa trên điều khiển giếng tối ưu dài hạn.

Các điều khiển giếng tối ưu thu được từ tối ưu dài hạn được hiển thị trong

Hình 3.2, trong đó chỉ số của giếng tương ứng với tung độ và bước điều khiển

tương ứng với hoành độ. Khi điều khiển giếng được mô tả bằng màu trắng,

điều đó có nghĩa là giếng đã được đóng trong bước điều khiển này. Sự phân

bố độ bão hòa dầu trong bể chứa sau 360 và 1800 ngày sản xuất được thể hiện

trong Hình 3.3.
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Fig. 5 a, b Oil Saturation after
360 and 1800 days, obtained by
only long-term optimization
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disposal costs are $5.56/STB and the annual discount rate is
0.1. We set each injector segment under injection rate con-
trol with 0 ≤ qwi,i ≤ 2000 STB/D and set each producer
segment under BHP control with 1500 ≤ pwf,i ≤ 4000 psi.
The control time step size is set equal to 180 days. For long-
term optimization, we maximize the NPV over 1800 days,
while for short-term optimization, we maxmize the NPV
over the first 360 days.

6.1 Base case

The long-term NPV is maximized using the trust-region
quasi-Newton method [6] as implemented by [3] and [4].
The maximum long-term NPV obtained is 3.7085×108. At
the end of 380 days, we have a short-term NPV of 2.685 ×
108 based on the long-term optimal well controls. The opti-
mal well controls obtained from long-term optimization are
displayed in Fig. 4 where the well index corresponds to the
ordinate and the control step corresponds to the abscissa.
When a well control is depicted by white, it means that
the well is shut in during this control step.The oil satura-
tion distributions in the reservoir after 360 and 1800 days of
production are displayed in Fig. 5.

Table 1 Solutions obtained by the weighted sum method, fluvial case

w1 w2 w̃1 JS ($) JL ($)

1 0 1 2.685 × 108 3.7085 × 108

0.9 0.1 0.9862 2.7334 × 108 3.7064 × 108

0.8 0.2 0.9685 2.7885 × 108 3.7084 × 108

0.7 0.3 0.9489 2.8379 × 108 3.7034 × 108

0.6 0.4 0.9227 2.8736 × 108 3.7049 × 108

0.5 0.5 0.8883 2.8979 × 108 3.7016 × 108

0.4 0.6 0.8413 2.9116 × 108 3.6946 × 108

0.3 0.7 0.7732 2.9252 × 108 3.6956 × 108

0.2 0.8 0.6653 2.9422 × 108 3.689 × 108

0.1 0.9 0.4691 2.9573 × 108 3.6789 × 108

0 1 0 2.9705 × 108 3.6726 × 108

6.2 Weighted sum

With the weighted sum (WS) method, for each choice of w1

and w2 where

w1 ≥ 0, w2 ≥ 0, and w1 + w2 = 1, (19)

we maximize the aggregate function

J (u) = w1JL(u) + w2JS(u) (20)

using the trust-region quasi-Newton method developed by
[3, 4]. The bound constraints are handled by the gradi-
ent projection method [15]. When w1 is equal to 0, which
pertains to optimizing only the short-term NPV, then we per-
form another optimization for the rest of the control steps
to obtain the long-term NPV, i.e., we perform an optimiza-
tion for the first two control steps to obtain the short-term
NPV followed by another optimization for the next eight
control steps to obtain a long-term NPV corresponding to
the optimal short-term NPV. Note this is different than sim-
ply optimizing only the long-term NPV. By varyingw1 from
0 to 1 with 0.1 as the incremental change, the results dis-
played in Table 1 are generated. In Fig. 6, we plot all the
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Fig. 6 Optimum solutions obtained by the weighted sum method,
fluvial case; bolder rectangles represent the non-dominated solutions
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disposal costs are $5.56/STB and the annual discount rate is
0.1. We set each injector segment under injection rate con-
trol with 0 ≤ qwi,i ≤ 2000 STB/D and set each producer
segment under BHP control with 1500 ≤ pwf,i ≤ 4000 psi.
The control time step size is set equal to 180 days. For long-
term optimization, we maximize the NPV over 1800 days,
while for short-term optimization, we maxmize the NPV
over the first 360 days.

6.1 Base case

The long-term NPV is maximized using the trust-region
quasi-Newton method [6] as implemented by [3] and [4].
The maximum long-term NPV obtained is 3.7085×108. At
the end of 380 days, we have a short-term NPV of 2.685 ×
108 based on the long-term optimal well controls. The opti-
mal well controls obtained from long-term optimization are
displayed in Fig. 4 where the well index corresponds to the
ordinate and the control step corresponds to the abscissa.
When a well control is depicted by white, it means that
the well is shut in during this control step.The oil satura-
tion distributions in the reservoir after 360 and 1800 days of
production are displayed in Fig. 5.

Table 1 Solutions obtained by the weighted sum method, fluvial case

w1 w2 w̃1 JS ($) JL ($)

1 0 1 2.685 × 108 3.7085 × 108

0.9 0.1 0.9862 2.7334 × 108 3.7064 × 108

0.8 0.2 0.9685 2.7885 × 108 3.7084 × 108

0.7 0.3 0.9489 2.8379 × 108 3.7034 × 108

0.6 0.4 0.9227 2.8736 × 108 3.7049 × 108

0.5 0.5 0.8883 2.8979 × 108 3.7016 × 108

0.4 0.6 0.8413 2.9116 × 108 3.6946 × 108

0.3 0.7 0.7732 2.9252 × 108 3.6956 × 108

0.2 0.8 0.6653 2.9422 × 108 3.689 × 108

0.1 0.9 0.4691 2.9573 × 108 3.6789 × 108

0 1 0 2.9705 × 108 3.6726 × 108

6.2 Weighted sum

With the weighted sum (WS) method, for each choice of w1

and w2 where

w1 ≥ 0, w2 ≥ 0, and w1 + w2 = 1, (19)

we maximize the aggregate function

J (u) = w1JL(u) + w2JS(u) (20)

using the trust-region quasi-Newton method developed by
[3, 4]. The bound constraints are handled by the gradi-
ent projection method [15]. When w1 is equal to 0, which
pertains to optimizing only the short-term NPV, then we per-
form another optimization for the rest of the control steps
to obtain the long-term NPV, i.e., we perform an optimiza-
tion for the first two control steps to obtain the short-term
NPV followed by another optimization for the next eight
control steps to obtain a long-term NPV corresponding to
the optimal short-term NPV. Note this is different than sim-
ply optimizing only the long-term NPV. By varyingw1 from
0 to 1 with 0.1 as the incremental change, the results dis-
played in Table 1 are generated. In Fig. 6, we plot all the
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Fig. 6 Optimum solutions obtained by the weighted sum method,
fluvial case; bolder rectangles represent the non-dominated solutions
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(b) 1800 ngày

Hình 3.3: a, b Độ bão hòa dầu sau 360 và 1800 ngày, thu được bằng cách chỉ

tối ưu dài hạn

3.3.2 Kết quả của phương pháp tổng có trọng số

Theo phương pháp tổng có trọng số, với mỗi lựa chọn w1 và w2 trong đó

w1 ≥ 0, w2 ≥ 0, và w1 +w2 = 1, (3.5)

ta cực đại hàm tổng hợp

J (u) = w1JL (u)+w2JS (u) (3.6)

bằng phương pháp tựa Newton trong [4, 18]. Các ràng buộc bị chặn được xử

lý bằng phương pháp chiếu gradient (xem [1]). Khi w1 = 0, điều này liên quan

đến việc tối ưu riêng giá trị thu thực ngắn hạn, thì ta thực hiện một tối ưu khác

cho các bước điều khiển còn lại để thu được giá trị thu thực dài hạn. Nói cách

khác, ta thực hiện một tối ưu cho hai bước điều khiển đầu tiên để thu được giá

trị thu thực ngắn hạn tối ưu, sau đó tiếp tục thực hiện một tối ưu khác cho tám

bước điều khiển tiếp theo để thu được giá trị thu thực dài hạn tương ứng với

giá trị thu thực ngắn hạn tối ưu. Lưu ý việc này khác với việc chỉ tối ưu giá trị

thu thực dài hạn. Bằng cách thay đổi w1 từ 0 đến 1 với mức thay đổi tăng dần

là 0.1, ta có kết quả hiển thị trong Bảng 3.1. Trong Hình 3.4, ta vẽ tất cả các

cặp giá trị thu thực dài hạn và giá trị thu thực ngắn hạn trong không gian mục

tiêu. Các nghiệm không có điểm trội hơn được vẽ bằng các hình vuông đậm.
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w1 w2 w̃1 JS ($) JL ($)

1 0 1 2.685×108 3.7085×108

0.9 0.1 0.9862 2.7334×108 3.7064×108

0.8 0.2 0.9685 2.7885×108 3.7084×108

0.7 0.3 0.9489 2.8379×108 3.7034×108

0.6 0.4 0.9227 2.8736×108 3.7049×108

0.5 0.5 0.8883 2.8979×108 3.7016×108

0.4 0.6 0.8413 2.9116×108 3.6946×108

0.3 0.7 0.7732 2.9252×108 3.6956×108

0.2 0.8 0.6653 2.9422×108 3.689×108

0.1 0.9 0.4691 2.9573×108 3.6789×108

0 1 0 2.9705×108 3.6726×108

Bảng 3.1: Các nghiệm thu được bằng phương pháp tổng có trọng số, trường

hợp hình sông

Comput Geosci (2016) 20:677–693 685

Fig. 5 a, b Oil Saturation after
360 and 1800 days, obtained by
only long-term optimization
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disposal costs are $5.56/STB and the annual discount rate is
0.1. We set each injector segment under injection rate con-
trol with 0 ≤ qwi,i ≤ 2000 STB/D and set each producer
segment under BHP control with 1500 ≤ pwf,i ≤ 4000 psi.
The control time step size is set equal to 180 days. For long-
term optimization, we maximize the NPV over 1800 days,
while for short-term optimization, we maxmize the NPV
over the first 360 days.

6.1 Base case

The long-term NPV is maximized using the trust-region
quasi-Newton method [6] as implemented by [3] and [4].
The maximum long-term NPV obtained is 3.7085×108. At
the end of 380 days, we have a short-term NPV of 2.685 ×
108 based on the long-term optimal well controls. The opti-
mal well controls obtained from long-term optimization are
displayed in Fig. 4 where the well index corresponds to the
ordinate and the control step corresponds to the abscissa.
When a well control is depicted by white, it means that
the well is shut in during this control step.The oil satura-
tion distributions in the reservoir after 360 and 1800 days of
production are displayed in Fig. 5.

Table 1 Solutions obtained by the weighted sum method, fluvial case

w1 w2 w̃1 JS ($) JL ($)

1 0 1 2.685 × 108 3.7085 × 108

0.9 0.1 0.9862 2.7334 × 108 3.7064 × 108

0.8 0.2 0.9685 2.7885 × 108 3.7084 × 108

0.7 0.3 0.9489 2.8379 × 108 3.7034 × 108

0.6 0.4 0.9227 2.8736 × 108 3.7049 × 108

0.5 0.5 0.8883 2.8979 × 108 3.7016 × 108

0.4 0.6 0.8413 2.9116 × 108 3.6946 × 108

0.3 0.7 0.7732 2.9252 × 108 3.6956 × 108

0.2 0.8 0.6653 2.9422 × 108 3.689 × 108

0.1 0.9 0.4691 2.9573 × 108 3.6789 × 108

0 1 0 2.9705 × 108 3.6726 × 108

6.2 Weighted sum

With the weighted sum (WS) method, for each choice of w1

and w2 where

w1 ≥ 0, w2 ≥ 0, and w1 + w2 = 1, (19)

we maximize the aggregate function

J (u) = w1JL(u) + w2JS(u) (20)

using the trust-region quasi-Newton method developed by
[3, 4]. The bound constraints are handled by the gradi-
ent projection method [15]. When w1 is equal to 0, which
pertains to optimizing only the short-term NPV, then we per-
form another optimization for the rest of the control steps
to obtain the long-term NPV, i.e., we perform an optimiza-
tion for the first two control steps to obtain the short-term
NPV followed by another optimization for the next eight
control steps to obtain a long-term NPV corresponding to
the optimal short-term NPV. Note this is different than sim-
ply optimizing only the long-term NPV. By varyingw1 from
0 to 1 with 0.1 as the incremental change, the results dis-
played in Table 1 are generated. In Fig. 6, we plot all the
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Fig. 6 Optimum solutions obtained by the weighted sum method,
fluvial case; bolder rectangles represent the non-dominated solutions
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Hình 3.4: Các nghiệm tối ưu thu được bằng phương pháp tổng có trọng số,

trường hợp hình sông; các hình chữ nhật đậm biểu diễn các nghiệm không có

điểm trội hơn
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Từ kết quả thể hiện trên Hình 3.4, ta thấy các nghiệm phân bố không đều,

cụ thể, hầu hết các nghiệm đều tập trung ở một đầu của mặt Pareto. Tuy nhiên,

giá trị thu thực dài hạn chỉ biến động từ 367.26 triệu đô đến 370.85 triệu đô

khi w1 tăng từ 0 tới 1; do đó, như thể hiện trong Bảng 3.1, ta tìm thấy nhiều

điểm cho phép tăng đáng kể giá trị thu thực ngắn hạn trong khi giảm giá trị

thu thực dài hạn dưới 1%. Nếu đối với bài toán này ta muốn tạo ra nhiều điểm

hơn, có thể tìm thêm các điểm bằng cách chọn các giá trị của w1 trong khoảng

từ w1 = 0.9 đến w1 = 1. Hoặc ta có thể mở rộng lại bài toán bằng cách gán

các trọng số, được xây dựng dưới đây.

Từ kết quả trong Bảng 3.1 và Hình 3.4, ta thấy JS
(
u∗S
)
−JS (u∗L) lớn hơn rất

nhiều so với JL (u∗L)−JL
(
u∗S
)
, nghĩa là mặt Pareto nối J∗L =(JL (u∗L)− JS (u∗L))

T

và J∗S =
(
JL
(
u∗S
)
− JS

(
u∗S
))T trong không gian mục tiêu tương đối phẳng. Để

giảm thiểu vấn đề này, ta gán các trọng số w̃1 và w̃2 cho các hàm mục tiêu

trong đó

w̃1 =

w1
JL(u∗L)−JL(u∗S)

w1
JL(u∗L)−JL(u∗S)

+ w2
JS(u∗S)−JS(u∗L)

(3.7)

và

w̃2 = 1− w̃1. (3.8)

Sau đó, ta cực đại w̃1JL (u)+ w̃2JS (u), trong đó trong (3.7), các trọng số w1

và w2 biến thiên tuyến tính như trong phương pháp tổng có trọng số thông

thường. Thông qua một số phép biến đổi đại số đơn giản, có thể thấy việc tối

ưu hàm tổng hợp, là tổng của JL và JS với các trọng số w̃1 và w̃2, tương đương

với việc cực đại

J′ (u) = w1
JL (u)− JL

(
u∗S
)

JL (u∗L)− JL
(
u∗S
)+w2

JS (u)− JS (u∗L)
JS
(
u∗S
)
− JS (u∗L)

. (3.9)

(3.9) cho thấy về cơ bản ta mở rộng lại mỗi hàm mục tiêu để loại bỏ vấn đề

gây ra do JS
(
u∗S
)
−JS (u∗L)� JL (u∗L)−JL

(
u∗S
)
. Bằng cách thay đổi w1 từ 0.1

đến 0.9 trong (3.7) và cực đại w̃1JL (u)+ w̃1JS (u) cho mỗi bộ trọng số, kết

quả thu được thể hiện trong Hình 3.5.



29
686 Comput Geosci (2016) 20:677–693

2.7 2.75 2.8 2.85 2.9 2.95

x 10
8

3.6

3.65

3.7

3.75

3.8

x 10
8

Giá trị thu thực ngắn hạn ($)
G

iá
 tr

ị t
hu

 th
ực

 d
ài

 h
ạn

 ($
)

Fig. 7 Optimum solutions obtained by the weighted sum method with
adjusted weights, fluvial case

long-term and short-term NPV pairs in the objective space.
Non-dominated solutions are plotted using bolder squares.

From the results shown in Fig. 6, we observe that the
solutions are not evenly distributed, i.e., almost all solutions
concentrate at one end of the Pareto front. However, the
life-cycle NPV only varies from $367.26 million to $370.85
million as w1 increases from 0 to 1; therefore, as shown
in Table 1, we have found numerous points which allow us
to increase the short-term NPV significantly while decreas-
ing the life-cycle NPV by less than 1 %. If for this problem
we wish to generate more points, we could find additional
points by selecting values of w1 between w1 = 0.9 and
w1 = 1. Alternatively, we can re-scale the problem by
assigning the weights as discussed below.

From the results of Table 1 and Fig. 6, we note that
JS(u

∗
S)−JS(u

∗
L) is much larger than JL(u∗

L)−JL(u∗
S), which

means the Pareto front connecting J ∗
L = (JL(u∗

L), JS(u
∗
L))T

and J ∗
S = (JL(u∗

S), JS(u
∗
S))

T is relatively flat in the objec-
tive space. To alleviate this problem, we assign weights w1

and w2 to our objective functions where

w1 =
w1

JL(u∗
L)−JL(u∗

S)

w1
JL(u∗

L)−JL(u∗
S)

+ w2
JS(u

∗
S)−JS(u

∗
L)

(21)

and

w2 = 1 − w1. (22)

We then maximize w1JL(u) + w2JS(u), where in Eq. 21,
the weights w1 and w2 vary linearly exactly as in the nor-
mal weighted sum procedure. By some simple algebraic
manipulations, it can be shown that optimizing the aggre-
gate function obtained by summing JL and JS with w1 and
w2 is equivalent to maximizing

J ′(u) = w1
JL(u) − JL(u∗

S)

JL(u∗
L) − JL(u∗

S)
+ w2

JS(u) − JS(u
∗
L)

JS(u
∗
S) − JS(u

∗
L)

. (23)

Equation 23 indicates that we essentially re-scale each
objective function to eliminate the issue caused by JS(u

∗
S)−

JS(u
∗
L) � JL(u∗

L) − JL(u∗
S). By varying w1 from 0.1 to 0.9

in Eq. 21 and maximizing w1JL(u) + w2JS(u) for each set
of weights, the results shown in Fig. 7 are obtained.

From Fig. 7, we can see that solutions obtained by the
weighted sum method with adjusted weights are fairly uni-
formly distributed along the Pareto front, i.e., the adjusted
weighted sum method eliminates the issue of having most
of the solutions concentrated on a single part of the Pareto
front. We will refer to the weighted sum with an adjusted
weighting scheme as the adjusted weighted sum method for
the rest of this article. The results of Table 1 indicate that
when w1 = 0.8, we are able to improve the short-term NPV
by $10.3 million dollars (3.8 %) with a negligible decrease
in the long-term NPV ($0.01 millon dollars). The optimal
well controls obtained by the adjusted weighted summethod
with w1 = 0.8 are shown in Fig. 8. Compared to the results
in Fig. 4, we see that controls from the adjusted weighted
sum method indicate that over the first two control steps,
360 days in total, we should inject more water in injectors
1, 2, 3, and 7. Also, we should operate producers 1 and
2 at lower pressures. The resulting saturation field at the
end of 360 and 1800 days are shown in Fig. 9. Comparing
Fig. 9a with Fig. 5a, it can be observed that more oil has
been displaced from the region between injector 2 and 3. In
terms of the computational cost, the weighted sum method

Fig. 8 a, b Optimal well
control obtained by applying the
adjust weighted sum method
with w1 = 0.8
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Hình 3.5: Nghiệm tối ưu thu được bằng phương pháp tổng có trọng số với

trọng số được điều chỉnh, trường hợp hình sông

Từ Hình 3.5, có thể thấy rằng các nghiệm thu được bằng phương pháp

tổng có trọng số với trọng số được điều chỉnh có phân bố khá đều dọc theo

mặt Pareto, tức là phương pháp tổng có trọng số được điều chỉnh đã loại bỏ

vấn đề của việc hầu hết các nghiệm tập trung vào một phần của mặt Pareto.

Kết quả trong Bảng 3.1 cho thấy khi w1 = 0.8, ta có thể cải thiện giá trị thu

thực ngắn hạn thêm 10.3 triệu đô (3.8%) với mức giảm không đáng kể của

giá trị thu thực dài hạn (0.01 triệu đô). Điều khiển giếng tối ưu thu được bằng

phương pháp tổng có trọng số điều chỉnh với w1 = 0.8 được thể hiện trong

Hình 3.6. So với kết quả trong Hình 3.2, ta thấy điều khiển từ phương pháp

tổng trọng số điều chỉnh cho biết trong hai bước điều khiển đầu tiên, tức tổng

cộng 360 ngày, ta nên bơm thêm nước vào các máy 1, 2, 3 và 7. Ngoài ra,

ta nên vận hành nhà máy 1 và 2 ở áp suất thấp hơn. Kết quả của trường độ

bão hòa vào cuối 360 và 1800 ngày được thể hiển trong Hình 3.7. So sánh

Hình 3.7a với Hình 3.3a, có thể thấy rằng đã có thêm dầu bị dịch chuyển khỏi

khu vực giữa máy bơm 2 và 3. Về chi phí tính toán, phương pháp tổng có

trọng số cần 1012 lượt chạy mô phỏng tương đương để thu được tất cả các

nghiệm (mặt Pareto), trong khi phương pháp tổng trọng số điều chỉnh yêu cầu

1140 lượt chạy mô phỏng tương đương để thu được tất cả các nghiệm của nó.
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Fig. 7 Optimum solutions obtained by the weighted sum method with
adjusted weights, fluvial case

long-term and short-term NPV pairs in the objective space.
Non-dominated solutions are plotted using bolder squares.

From the results shown in Fig. 6, we observe that the
solutions are not evenly distributed, i.e., almost all solutions
concentrate at one end of the Pareto front. However, the
life-cycle NPV only varies from $367.26 million to $370.85
million as w1 increases from 0 to 1; therefore, as shown
in Table 1, we have found numerous points which allow us
to increase the short-term NPV significantly while decreas-
ing the life-cycle NPV by less than 1 %. If for this problem
we wish to generate more points, we could find additional
points by selecting values of w1 between w1 = 0.9 and
w1 = 1. Alternatively, we can re-scale the problem by
assigning the weights as discussed below.

From the results of Table 1 and Fig. 6, we note that
JS(u

∗
S)−JS(u

∗
L) is much larger than JL(u∗

L)−JL(u∗
S), which

means the Pareto front connecting J ∗
L = (JL(u∗

L), JS(u
∗
L))T

and J ∗
S = (JL(u∗

S), JS(u
∗
S))

T is relatively flat in the objec-
tive space. To alleviate this problem, we assign weights w̃1

and w̃2 to our objective functions where

w̃1 =
w1

JL(u∗
L)−JL(u∗

S)

w1
JL(u∗

L)−JL(u∗
S)

+ w2
JS(u

∗
S)−JS(u

∗
L)

(21)

and

w̃2 = 1 − w̃1. (22)

We then maximize w̃1JL(u) + w̃2JS(u), where in Eq. 21,
the weights w1 and w2 vary linearly exactly as in the nor-
mal weighted sum procedure. By some simple algebraic
manipulations, it can be shown that optimizing the aggre-
gate function obtained by summing JL and JS with w̃1 and
w̃2 is equivalent to maximizing

J ′(u) = w1
JL(u) − JL(u∗

S)

JL(u∗
L) − JL(u∗

S)
+ w2

JS(u) − JS(u
∗
L)

JS(u
∗
S) − JS(u

∗
L)

. (23)

Equation 23 indicates that we essentially re-scale each
objective function to eliminate the issue caused by JS(u

∗
S)−

JS(u
∗
L) � JL(u∗

L) − JL(u∗
S). By varying w1 from 0.1 to 0.9

in Eq. 21 and maximizing w̃1JL(u) + w̃2JS(u) for each set
of weights, the results shown in Fig. 7 are obtained.

From Fig. 7, we can see that solutions obtained by the
weighted sum method with adjusted weights are fairly uni-
formly distributed along the Pareto front, i.e., the adjusted
weighted sum method eliminates the issue of having most
of the solutions concentrated on a single part of the Pareto
front. We will refer to the weighted sum with an adjusted
weighting scheme as the adjusted weighted sum method for
the rest of this article. The results of Table 1 indicate that
when w1 = 0.8, we are able to improve the short-term NPV
by $10.3 million dollars (3.8 %) with a negligible decrease
in the long-term NPV ($0.01 millon dollars). The optimal
well controls obtained by the adjusted weighted summethod
with w1 = 0.8 are shown in Fig. 8. Compared to the results
in Fig. 4, we see that controls from the adjusted weighted
sum method indicate that over the first two control steps,
360 days in total, we should inject more water in injectors
1, 2, 3, and 7. Also, we should operate producers 1 and
2 at lower pressures. The resulting saturation field at the
end of 360 and 1800 days are shown in Fig. 9. Comparing
Fig. 9a with Fig. 5a, it can be observed that more oil has
been displaced from the region between injector 2 and 3. In
terms of the computational cost, the weighted sum method

Fig. 8 a, b Optimal well
control obtained by applying the
adjust weighted sum method
with w1 = 0.8
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Fig. 7 Optimum solutions obtained by the weighted sum method with
adjusted weights, fluvial case

long-term and short-term NPV pairs in the objective space.
Non-dominated solutions are plotted using bolder squares.

From the results shown in Fig. 6, we observe that the
solutions are not evenly distributed, i.e., almost all solutions
concentrate at one end of the Pareto front. However, the
life-cycle NPV only varies from $367.26 million to $370.85
million as w1 increases from 0 to 1; therefore, as shown
in Table 1, we have found numerous points which allow us
to increase the short-term NPV significantly while decreas-
ing the life-cycle NPV by less than 1 %. If for this problem
we wish to generate more points, we could find additional
points by selecting values of w1 between w1 = 0.9 and
w1 = 1. Alternatively, we can re-scale the problem by
assigning the weights as discussed below.

From the results of Table 1 and Fig. 6, we note that
JS(u

∗
S)−JS(u

∗
L) is much larger than JL(u∗

L)−JL(u∗
S), which

means the Pareto front connecting J ∗
L = (JL(u∗

L), JS(u
∗
L))T

and J ∗
S = (JL(u∗

S), JS(u
∗
S))

T is relatively flat in the objec-
tive space. To alleviate this problem, we assign weights w̃1

and w̃2 to our objective functions where

w̃1 =
w1

JL(u∗
L)−JL(u∗

S)

w1
JL(u∗

L)−JL(u∗
S)

+ w2
JS(u

∗
S)−JS(u

∗
L)

(21)

and

w̃2 = 1 − w̃1. (22)

We then maximize w̃1JL(u) + w̃2JS(u), where in Eq. 21,
the weights w1 and w2 vary linearly exactly as in the nor-
mal weighted sum procedure. By some simple algebraic
manipulations, it can be shown that optimizing the aggre-
gate function obtained by summing JL and JS with w̃1 and
w̃2 is equivalent to maximizing

J ′(u) = w1
JL(u) − JL(u∗

S)

JL(u∗
L) − JL(u∗

S)
+ w2

JS(u) − JS(u
∗
L)

JS(u
∗
S) − JS(u

∗
L)

. (23)

Equation 23 indicates that we essentially re-scale each
objective function to eliminate the issue caused by JS(u

∗
S)−

JS(u
∗
L) � JL(u∗

L) − JL(u∗
S). By varying w1 from 0.1 to 0.9

in Eq. 21 and maximizing w̃1JL(u) + w̃2JS(u) for each set
of weights, the results shown in Fig. 7 are obtained.

From Fig. 7, we can see that solutions obtained by the
weighted sum method with adjusted weights are fairly uni-
formly distributed along the Pareto front, i.e., the adjusted
weighted sum method eliminates the issue of having most
of the solutions concentrated on a single part of the Pareto
front. We will refer to the weighted sum with an adjusted
weighting scheme as the adjusted weighted sum method for
the rest of this article. The results of Table 1 indicate that
when w1 = 0.8, we are able to improve the short-term NPV
by $10.3 million dollars (3.8 %) with a negligible decrease
in the long-term NPV ($0.01 millon dollars). The optimal
well controls obtained by the adjusted weighted summethod
with w1 = 0.8 are shown in Fig. 8. Compared to the results
in Fig. 4, we see that controls from the adjusted weighted
sum method indicate that over the first two control steps,
360 days in total, we should inject more water in injectors
1, 2, 3, and 7. Also, we should operate producers 1 and
2 at lower pressures. The resulting saturation field at the
end of 360 and 1800 days are shown in Fig. 9. Comparing
Fig. 9a with Fig. 5a, it can be observed that more oil has
been displaced from the region between injector 2 and 3. In
terms of the computational cost, the weighted sum method

Fig. 8 a, b Optimal well
control obtained by applying the
adjust weighted sum method
with w1 = 0.8
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Fig. 9 a, b Oil Saturation after
360 days and 1800 days of
production, obtained by
applying the adjusted weighted
sum method with w1 = 0.8
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requires 1012 equivalent simulation runs to obtain all solu-
tion points (Pareto front) while the adjusted weighted sum
method requires 1140 equivalent simulation runs to obtain
all of its solutions.

6.3 Normal boundary intersection results

Recall that the first step to form the NBI sub-problem is to
define the utopia line segment which connects J ∗

L and J ∗
S . In

this specific example, J ∗
S ,which is obtained by sequential

short-term optimization, is ($3.6726×108, $2.9705×108)T

and J ∗
L , which is obtained by long-term optimization, is

($3.7085 × 107, $2.685 × 107)T . With 
 = (J ∗
L , J ∗

S ), we
can calculate the normal vector by first setting the second
component of the vector (n2) equal to 1 and solving the
following equation for n1.

nT (J ∗
L − J ∗

S ) = 0. (24)

This procedure yields n = (7.9547, 1)T . Note that we do
not require n to be a unit vector here. For any specific choice
of β1 > 0, β2 > 0, β1 + β2 = 1, the sub-problem is

max
u,t

t,

s.t. e(u, t) = (
β + tn − J (u)) = 0; (25)

Table 2 Solutions obtained by the NBI method

β1 β2 JS ($) JL ($)

1 0 2.685 × 108 3.7085 × 108

0.9 0.1 2.7132 × 108 3.7089 × 108

0.8 0.2 2.743 × 108 3.7082 × 108

0.7 0.3 2.7712 × 108 3.7065 × 108

0.6 0.4 2.801 × 108 3.7077 × 108

0.5 0.5 2.8306 × 108 3.7071 × 108

0.4 0.6 2.8589 × 108 3.7055 × 108

0.3 0.7 2.8875 × 108 3.7032 × 108

0.2 0.8 2.9153 × 108 3.6949 × 108

0.1 0.9 2.9408 × 108 3.686 × 108

0 1 2.9705 × 108 3.6726 × 108

where J (u) = (JL(u), JS(u))T .
By solving the NBI sub-problem with different values of

β using the algorithm (Algorithm NBI) presented in the pre-
vious section, we obtain the solutions displayed in Table 2.
All pairs of long-term and short-term NPVs along with J ∗

L
and J ∗

S are plotted in Fig. 12. Note that the results shown in
Fig. 12 show that the solutions are evenly distributed along
the Pareto front, which is a highly desirable feature. When
operating the fluvial reservoir with the controls shown in
Fig. 10 which are obtained by applying the NBI method
with β1 = 0.3, we are able to increase the short-term NPV
by $20.2 millon dollars (7.5 %) while the long-term NPV
decreases about $0.53 million dollars (0.14 %).

Comparing the result of Fig. 10 with those of Fig. 4, we
see that, to improve the short-term NPV, we inject slightly
more water at injectors 1, 3, 6, and 7 at either the first or
second control step. For well controls obtained by the NBI
method with β1 = 0.3, the corresponding saturation fields
after 360 and 1800 days are shown in Fig. 11. The most
obvious improvement in the results in Fig. 11a over those of
Fig. 5a is that in Fig. 11a, more oil has been displaced from
the region between injectors 2 and 3.

The NBI method is able to obtain solutions which
distribute evenly on the Pareto front; however, because
we apply the augmented Lagrange method to handle the
equality constraints, the NBI method requires more equiv-
alent reservoir simulation runs to obtain all the solution
points generated than the weighted sum method and the
adjusted weighted sum method require (see Table 3 and
Fig. 12). Solutions obtained by the weighted sum method,
the adjusted weighted sum method, and the NBI method
in the objective space are shown in Fig. 13. From Fig. 13,
we again see that, other than the weighted sum method,
solutions obtained by the other methods are comparable.
The solutions obtained by the NBI method distribute evenly
on the Pareto front. As for the solutions obtained by the
adjusted weighted sum method, although its solutions are
not as evenly distributed on the Pareto front as are the solu-
tions obtained by the NBI method, these solutions distribute
well enough to give a good representation of the Pareto
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Fig. 9 a, b Oil Saturation after
360 days and 1800 days of
production, obtained by
applying the adjusted weighted
sum method with w1 = 0.8
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requires 1012 equivalent simulation runs to obtain all solu-
tion points (Pareto front) while the adjusted weighted sum
method requires 1140 equivalent simulation runs to obtain
all of its solutions.

6.3 Normal boundary intersection results

Recall that the first step to form the NBI sub-problem is to
define the utopia line segment which connects J ∗

L and J ∗
S . In

this specific example, J ∗
S ,which is obtained by sequential

short-term optimization, is ($3.6726×108, $2.9705×108)T

and J ∗
L , which is obtained by long-term optimization, is

($3.7085 × 107, $2.685 × 107)T . With 
 = (J ∗
L , J ∗

S ), we
can calculate the normal vector by first setting the second
component of the vector (n2) equal to 1 and solving the
following equation for n1.

nT (J ∗
L − J ∗

S ) = 0. (24)

This procedure yields n = (7.9547, 1)T . Note that we do
not require n to be a unit vector here. For any specific choice
of β1 > 0, β2 > 0, β1 + β2 = 1, the sub-problem is

max
u,t

t,

s.t. e(u, t) = (
β + tn − J (u)) = 0; (25)

Table 2 Solutions obtained by the NBI method

β1 β2 JS ($) JL ($)

1 0 2.685 × 108 3.7085 × 108

0.9 0.1 2.7132 × 108 3.7089 × 108

0.8 0.2 2.743 × 108 3.7082 × 108

0.7 0.3 2.7712 × 108 3.7065 × 108

0.6 0.4 2.801 × 108 3.7077 × 108

0.5 0.5 2.8306 × 108 3.7071 × 108

0.4 0.6 2.8589 × 108 3.7055 × 108

0.3 0.7 2.8875 × 108 3.7032 × 108

0.2 0.8 2.9153 × 108 3.6949 × 108

0.1 0.9 2.9408 × 108 3.686 × 108

0 1 2.9705 × 108 3.6726 × 108

where J (u) = (JL(u), JS(u))T .
By solving the NBI sub-problem with different values of

β using the algorithm (Algorithm NBI) presented in the pre-
vious section, we obtain the solutions displayed in Table 2.
All pairs of long-term and short-term NPVs along with J ∗

L
and J ∗

S are plotted in Fig. 12. Note that the results shown in
Fig. 12 show that the solutions are evenly distributed along
the Pareto front, which is a highly desirable feature. When
operating the fluvial reservoir with the controls shown in
Fig. 10 which are obtained by applying the NBI method
with β1 = 0.3, we are able to increase the short-term NPV
by $20.2 millon dollars (7.5 %) while the long-term NPV
decreases about $0.53 million dollars (0.14 %).

Comparing the result of Fig. 10 with those of Fig. 4, we
see that, to improve the short-term NPV, we inject slightly
more water at injectors 1, 3, 6, and 7 at either the first or
second control step. For well controls obtained by the NBI
method with β1 = 0.3, the corresponding saturation fields
after 360 and 1800 days are shown in Fig. 11. The most
obvious improvement in the results in Fig. 11a over those of
Fig. 5a is that in Fig. 11a, more oil has been displaced from
the region between injectors 2 and 3.

The NBI method is able to obtain solutions which
distribute evenly on the Pareto front; however, because
we apply the augmented Lagrange method to handle the
equality constraints, the NBI method requires more equiv-
alent reservoir simulation runs to obtain all the solution
points generated than the weighted sum method and the
adjusted weighted sum method require (see Table 3 and
Fig. 12). Solutions obtained by the weighted sum method,
the adjusted weighted sum method, and the NBI method
in the objective space are shown in Fig. 13. From Fig. 13,
we again see that, other than the weighted sum method,
solutions obtained by the other methods are comparable.
The solutions obtained by the NBI method distribute evenly
on the Pareto front. As for the solutions obtained by the
adjusted weighted sum method, although its solutions are
not as evenly distributed on the Pareto front as are the solu-
tions obtained by the NBI method, these solutions distribute
well enough to give a good representation of the Pareto
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Hình 3.7: a, b Độ bão hòa dầu sau 360 và 1800 ngày, thu được bằng phương

pháp tổng có trọng số điều chỉnh với w1 = 0.8
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3.3.3 Kết quả của phương pháp giao biên pháp tuyến

Nhắc lại, bước đầu tiên để xây dựng bài toán phụ của phương pháp giao

biên pháp tuyến là xác định đường utopia nối JL∗ và J∗S. Ví dụ cụ thể, J∗S =(
3.6726×108 $,2.9705×108 $

)
, thu được bằng tối ưu ngắn hạn tuần tự, và

J∗L =
(
3.7085×108 $,2.685×108 $

)
, thu được bằng tối ưu dài hạn. Với Φ =(

J∗L,J
∗
S
)
, ta tính véctơ pháp tuyến bằng cách đặt thành phần thứ hai của véctơ

(n2) bằng 1 và giải phương trình sau để tìm n1.

nT (J∗L− J∗S) = 0. (3.10)

Quy trình này cho n = (7.9547,1)T . Lưu ý ở đây n không cần nhất thiết là

véctơ đơn vị. Chọn β1 > 0, β2 > 0, β1 +β2 = 1 cụ thể tùy ý, bài toán phụ là
max

u,t
t,

với e(u, t) = Φβ + tn− J (u) = 0;
(3.11)

trong đó J (u) = (JL (u) ,JS (u))
T .

Bằng cách giải bài toán phụ của phương pháp giao biên pháp tuyến với

các giá trị khác nhau của β theo thuật toán 1, ta thu được các nghiệm hiển thị

trong Bảng 3.2. Tất cả cặp giá trị thu thực dài hạn và ngắn hạn theo J∗L và J∗S
được vẽ trong Hình 3.10. Lưu ý các kết quả được hiển thị trong Hình 3.10 cho

thấy các nghiệm được phân bố đều dọc theo mặt Pareto, đây là một đặc điểm

rất mong muốn. Khi vận hành mỏ chảy hình sông các điều khiển như được

hiển thị trong Hình 3.8, thu được bằng phương pháp giao biên pháp tuyến với

β1 = 0.3, ta có thể tăng giá trị thu thực ngắn hạn thêm 20.2 triệu đô (7.5%)

trong khi giá trị thu thực dài hạn giảm khoảng 0.53 triệu đô (0.14%).

So sánh kết quả trong Hình 3.8 với kết quả trong Hình 3.2, ta thấy để cải

thiện giá trị thu thực ngắn hạn, ta bơm nhiều hơn một chút nước vào các máy

1, 3, 6 và 7 ở bước điều khiển đầu tiên hoặc thứ hai. Đối với điều khiển giếng

thu được bằng phương pháp giao biên pháp tuyến với β1 = 0.3, các trường độ

bão hòa tương ứng sau 360 và 1800 ngày được hiển thị trong Hình 3.9. Cải
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w1 w2 JS ($) JL ($)

1 0 2.685×108 3.7085×108

0.9 0.1 2.7132×108 3.8089×108

0.8 0.2 2.743×108 3.7082×108

0.7 0.3 2.7712×108 3.7065×108

0.6 0.4 2.801×108 3.7077×108

0.5 0.5 2.8306×108 3.7071×108

0.4 0.6 2.8589×108 3.7055×108

0.3 0.7 2.8875×108 3.7032×108

0.2 0.8 2.9153×108 3.6949×108

0.1 0.9 2.9408×108 3.686×108

0 1 2.9705×108 3.6726×108

Bảng 3.2: Các nghiệm thu được bằng phương pháp giao biên pháp tuyến

688 Comput Geosci (2016) 20:677–693

Fig. 10 a, b Optimal well
controls obtained by applying
the NBI method with β1 = 0.3
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front. The computational costs for all three methods are
displayed in Table 3.

It is noteworthy that the Pareto front in Fig. 13 is almost
horizontal for points corresponding to a short-term NPV
of less than 290 million dollars. The results indicate that
by allowing a very small decrease in the optimal life-cycle
NPV, we can increase short-term NPV by about 10 %. Thus,
this particular example is one where the underlying assump-
tion of the van Essen et al. [23] switching algorithm holds,
and both the switching algorithm and the method of Chen
et al. [4] could be applied effectively to obtain a result com-
parable to a point that one might choose from the Pareto
optimal set assuming one was only willing to accept a small
decrease in the life-cycle long-term NPV while increasing
short-term NPV.

7 Maximizing the expectation and minimizing
the uncertainty

As we mentioned before, multiple realizations are typi-
cally used to characterize the uncertain reservoir model
parameters. One typically then does robust optimization [4,
5, 24] where we maximize the expectation of NPV over
an ensemble of reservoir models. However, this procedure
often yields a large standard deviation in the NPV where the

lowest value of NPV obtained may not be commercial. In
order to attempt to avoid a non-commercial value of NPV,
we apply the weighted sum method and the NBI method to
simultaneously maximize the expectation and minimize the
uncertainty. The expectation JE(u) is defined as the mean of
the set {J (u, mi)}Ne

i=1, i.e.,

JE(u) =

Ne∑
i=1

J (u, mi)

Ne

, (26)

where Ne is the number of realizations used to characterize
the reservoir; mi is a vector whose components represent
the reservoir model parameters such as the porosity and per-
meability field of the ith reservoir model. The uncertainty,
denoted by JU(u), is defined as the estimator of the standard
deviation for set of NPVs, {J (u, mi)}Ne

i=1, i.e.,

JU(u) =

√√√√√
Ne∑
i=1

(J (u, mi) − JE(u))2

Ne − 1
. (27)

We only consider bound constraints. To maximize the
expectation and minimize the uncertainty simultaneously,
we solve

max {JE(u), −JU(u)},
s.t. ulowi ≤ ui ≤ u

up
i .

(28)

Fig. 11 a, b Oil Saturation after
360 days and 1800 days of
production, obtained by
applying the NBI method with
β1 = 0.3
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Fig. 10 a, b Optimal well
controls obtained by applying
the NBI method with β1 = 0.3
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front. The computational costs for all three methods are
displayed in Table 3.

It is noteworthy that the Pareto front in Fig. 13 is almost
horizontal for points corresponding to a short-term NPV
of less than 290 million dollars. The results indicate that
by allowing a very small decrease in the optimal life-cycle
NPV, we can increase short-term NPV by about 10 %. Thus,
this particular example is one where the underlying assump-
tion of the van Essen et al. [23] switching algorithm holds,
and both the switching algorithm and the method of Chen
et al. [4] could be applied effectively to obtain a result com-
parable to a point that one might choose from the Pareto
optimal set assuming one was only willing to accept a small
decrease in the life-cycle long-term NPV while increasing
short-term NPV.

7 Maximizing the expectation and minimizing
the uncertainty

As we mentioned before, multiple realizations are typi-
cally used to characterize the uncertain reservoir model
parameters. One typically then does robust optimization [4,
5, 24] where we maximize the expectation of NPV over
an ensemble of reservoir models. However, this procedure
often yields a large standard deviation in the NPV where the

lowest value of NPV obtained may not be commercial. In
order to attempt to avoid a non-commercial value of NPV,
we apply the weighted sum method and the NBI method to
simultaneously maximize the expectation and minimize the
uncertainty. The expectation JE(u) is defined as the mean of
the set {J (u, mi)}Ne

i=1, i.e.,

JE(u) =

Ne∑
i=1

J (u, mi)

Ne

, (26)

where Ne is the number of realizations used to characterize
the reservoir; mi is a vector whose components represent
the reservoir model parameters such as the porosity and per-
meability field of the ith reservoir model. The uncertainty,
denoted by JU(u), is defined as the estimator of the standard
deviation for set of NPVs, {J (u, mi)}Ne

i=1, i.e.,

JU(u) =

√√√√√
Ne∑
i=1

(J (u, mi) − JE(u))2

Ne − 1
. (27)

We only consider bound constraints. To maximize the
expectation and minimize the uncertainty simultaneously,
we solve

max {JE(u), −JU(u)},
s.t. ulowi ≤ ui ≤ u

up
i .

(28)

Fig. 11 a, b Oil Saturation after
360 days and 1800 days of
production, obtained by
applying the NBI method with
β1 = 0.3
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(b) BHP tối ưu cho nhà máy

Hình 3.8: a, b Điều khiển giếng tối ưu bằng phương pháp giao biên pháp

tuyến với w1 = 0.8
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Fig. 10 a, b Optimal well
controls obtained by applying
the NBI method with β1 = 0.3
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front. The computational costs for all three methods are
displayed in Table 3.

It is noteworthy that the Pareto front in Fig. 13 is almost
horizontal for points corresponding to a short-term NPV
of less than 290 million dollars. The results indicate that
by allowing a very small decrease in the optimal life-cycle
NPV, we can increase short-term NPV by about 10 %. Thus,
this particular example is one where the underlying assump-
tion of the van Essen et al. [23] switching algorithm holds,
and both the switching algorithm and the method of Chen
et al. [4] could be applied effectively to obtain a result com-
parable to a point that one might choose from the Pareto
optimal set assuming one was only willing to accept a small
decrease in the life-cycle long-term NPV while increasing
short-term NPV.

7 Maximizing the expectation and minimizing
the uncertainty

As we mentioned before, multiple realizations are typi-
cally used to characterize the uncertain reservoir model
parameters. One typically then does robust optimization [4,
5, 24] where we maximize the expectation of NPV over
an ensemble of reservoir models. However, this procedure
often yields a large standard deviation in the NPV where the

lowest value of NPV obtained may not be commercial. In
order to attempt to avoid a non-commercial value of NPV,
we apply the weighted sum method and the NBI method to
simultaneously maximize the expectation and minimize the
uncertainty. The expectation JE(u) is defined as the mean of
the set {J (u, mi)}Ne

i=1, i.e.,

JE(u) =

Ne∑
i=1

J (u, mi)

Ne

, (26)

where Ne is the number of realizations used to characterize
the reservoir; mi is a vector whose components represent
the reservoir model parameters such as the porosity and per-
meability field of the ith reservoir model. The uncertainty,
denoted by JU(u), is defined as the estimator of the standard
deviation for set of NPVs, {J (u, mi)}Ne

i=1, i.e.,

JU(u) =

√√√√√
Ne∑
i=1

(J (u, mi) − JE(u))2

Ne − 1
. (27)

We only consider bound constraints. To maximize the
expectation and minimize the uncertainty simultaneously,
we solve

max {JE(u), −JU(u)},
s.t. ulowi ≤ ui ≤ u

up
i .

(28)
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applying the NBI method with
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Fig. 10 a, b Optimal well
controls obtained by applying
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front. The computational costs for all three methods are
displayed in Table 3.

It is noteworthy that the Pareto front in Fig. 13 is almost
horizontal for points corresponding to a short-term NPV
of less than 290 million dollars. The results indicate that
by allowing a very small decrease in the optimal life-cycle
NPV, we can increase short-term NPV by about 10 %. Thus,
this particular example is one where the underlying assump-
tion of the van Essen et al. [23] switching algorithm holds,
and both the switching algorithm and the method of Chen
et al. [4] could be applied effectively to obtain a result com-
parable to a point that one might choose from the Pareto
optimal set assuming one was only willing to accept a small
decrease in the life-cycle long-term NPV while increasing
short-term NPV.

7 Maximizing the expectation and minimizing
the uncertainty

As we mentioned before, multiple realizations are typi-
cally used to characterize the uncertain reservoir model
parameters. One typically then does robust optimization [4,
5, 24] where we maximize the expectation of NPV over
an ensemble of reservoir models. However, this procedure
often yields a large standard deviation in the NPV where the

lowest value of NPV obtained may not be commercial. In
order to attempt to avoid a non-commercial value of NPV,
we apply the weighted sum method and the NBI method to
simultaneously maximize the expectation and minimize the
uncertainty. The expectation JE(u) is defined as the mean of
the set {J (u, mi)}Ne

i=1, i.e.,

JE(u) =

Ne∑
i=1

J (u, mi)

Ne

, (26)

where Ne is the number of realizations used to characterize
the reservoir; mi is a vector whose components represent
the reservoir model parameters such as the porosity and per-
meability field of the ith reservoir model. The uncertainty,
denoted by JU(u), is defined as the estimator of the standard
deviation for set of NPVs, {J (u, mi)}Ne

i=1, i.e.,

JU(u) =

√√√√√
Ne∑
i=1

(J (u, mi) − JE(u))2

Ne − 1
. (27)

We only consider bound constraints. To maximize the
expectation and minimize the uncertainty simultaneously,
we solve

max {JE(u), −JU(u)},
s.t. ulowi ≤ ui ≤ u

up
i .

(28)
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production, obtained by
applying the NBI method with
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(b) 1800 ngày

Hình 3.9: a, b Độ bão hòa dầu sau 360 và 1800 ngày, thu được bằng phương

pháp giao biên pháp tuyến với w1 = 0.8
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Table 3 Total simulation runs for the weighed sum, the adjusted
weighted sum and the NBI methods

Method Total equivalent simulation runs

WS 1012

WS (adjw) 1140

NBI 1392

8 Application to fluvial reservoir

For simplicity, we use only 15 reservoir models to repre-
sent the geological uncertainty. Six of the log permeability
fields are displayed in Fig. 14. Note that distinct geological
differences can be observed in these realizations. For each
realization, the reservoir model is based on a 25 × 25 × 1
grid with �x = �y = 200 ft and �z =20 ft. The poros-
ity is homogenous throughout the reservoir with a value of
0.2. As shown in Fig. 14, there are 13 vertical wells con-
sisting of 4 producers and 9 injectors arranged in a five-spot
well pattern. The initial pressure of all reservoir models is
3800 psi; the connate water saturation is 0.2, and the resid-
ual oil saturation is 0.15. The oil price is $50/STB; the water
injection costs are $0/STB; the water disposal costs are
$5.56/STB, and the annual discount rate is 0.1. We set each
injector under injection rate control with 0 ≤ qwi,i ≤ 2000
STB/D and set each producer under the BHP control with
1500 ≤ pwf,i ≤ 4000 psi. The control step size is set to 180
days, and the reservoir life is equal to 1800 days.

8.1 Base case

The base case pertains to only maximizing the expectation.
Using the trust-region quasi-Newton method implemented
by [4], we obtain an expected value of $2.3141 × 108. The
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Fig. 12 Solutions obtained by the NBI method, fluvial case. Bolder
data points represent the non-dominated solutions
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Fig. 13 Comparison of solutions obtained by the weighted sum
method, the adjusted weighted sum method, and the NBI method;
bolder data points are used to denote non-dominated points when
solutions obtained from all methods are considered

standard deviation for the NPV is $1.4919 × 107. The min-
imum NPV is obtained by realization 13 with a value of
$2.027 × 108.

8.2 Optimization results

In this subsection, both the weighted sum method and the
NBI method are applied to optimize the expectation and
uncertainty. For the weighted sum method, the aggregate
function

J (u) = −w1JU(u) + w2JE(u) (29)

is maximized by the trust-region quasi-Newton method
implemented by [4]. The bound constraints are handled by
the gradient projection method. We did not try to minimize
only the uncertainty (w1 = 1) since the optimal variance is
zero when all wells are shut in. For the NBI method, we
define J ∗

E = (−JU(u∗
E), JE(u∗

E))T . J ∗
E = (−$1.1492 ×

107, $2.3141 × 108)T is obtained by maximizing expecta-
tion only. As for J ∗

U, theoretically speaking, if we shut in all
wells, we will obtain a $0 NPV with $0 as the standard devi-
ation. However, using J ∗

U = ($0, $0)T does not make any
practical sense. Instead, we use the well controls obtained
by the weighted sum method with w1 = 0.3 as our u∗

U.
Therefore, J ∗

U = (−$8.9156 × 106, $2.2719 × 108)T . By
doing this, instead of obtaining the entire Pareto front, we
actually zoom in to obtain a part of the Pareto front which
is of most interest, although this also means that we will
not obtain the entire Pareto front. With 
 = (J ∗

U, J ∗
E ), the

normal vector n = (0.703, 1)T is calculated. Note that we
do not require n to be a unit vector. The NBI sub-problem
shown in Eq. 6 is solved by the augmented Lagrange
method; see Algorithm NBI in previous section. Again,
we maximize the augmented Lagrange function using the
trust-region quasi-Newton method developed by [4].
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Hình 3.10: Các nghiệm tối ưu thu được bằng phương pháp giao biên pháp

tuyến, trường hợp hình sông; các điểm dữ liệu đậm biểu diễn các nghiệm

không có điểm trội hơn
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Phương pháp Tổng số lượt chạy mô phỏng tương đương

Tổng có trọng số 1012

Tổng có trọng số điều chỉnh 1140

Giao biên pháp tuyến 1392

Bảng 3.3: Tổng số lượt chạy mô phỏng của phương pháp tổng có trọng số,

phương pháp tổng trọng số điều chỉnh và phương pháp giao biên pháp tuyến

thiện rõ ràng nhất trong kết quả trong Hình 3.9a so với Hình 3.3a là trong

Hình 3.9a, đã có thêm dầu bị dịch chuyển khỏi khu vực giữa các máy bơm 2

và 3.

Phương pháp giao biên pháp tuyến có thể thu được các nghiệm phân bổ

đồng đều trên mặt Pareto; tuy nhiên, do áp dụng phương pháp Lagrange tăng

cường để xử lý các ràng buộc đẳng thức, nên phương pháp này yêu cầu nhiều

lượt mô phỏng mỏ dầu tương đương hơn để thu được tất cả các nghiệm so

với phương pháp tổng có trọng số và phương pháp tổng có trọng số điều

chỉnh yêu cầu (xem Bảng 3.3 và Hình 3.10). Các nghiệm thu được bằng

phương pháp tổng có trọng số, phương pháp tổng có trọng số điều chỉnh, và

phương pháp giao biên pháp tuyến trong không gian mục tiêu được thể hiện

trong Hình 3.11. Từ Hình 3.11, ta lại thấy, trừ phương pháp tổng có trọng

số, các nghiệm thu được bằng các phương pháp khác có thể so sánh được.

Các nghiệm thu được bằng phương pháp giao biên pháp tuyến phân bố đều

trên mặt Pareto. Còn đối với các nghiệm thu được bằng phương pháp tổng có

trọng số điều chỉnh, mặc dù các nghiệm của nó không phân bố đều trên mặt

Pareto như các nghiệm thu được bằng phương pháp giao biên pháp tuyến,

những nghiệm này phân bố đều đủ tốt để tạo ra một biểu diễn tốt cho mặt

Pareto. Chi phí tính toán của ba phương pháp được thể hiện trong Bảng 3.3.

Điều đáng chú ý là mặt Pareto trong Hình 3.11 gần như nằm ngang đối

với các điểm tương ứng với giá trị thu thực ngắn hạn dưới 290 triệu đô. Kết

quả cho thấy bằng cách cho phép giá trị thu thực dài hạn tối ưu giảm rất nhỏ,

chúng ta có thể tăng giá trị thu thực ngắn hạn lên khoảng 10%. Do đó, ví dụ
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Table 3 Total simulation runs for the weighed sum, the adjusted
weighted sum and the NBI methods

Method Total equivalent simulation runs

WS 1012

WS (adjw) 1140

NBI 1392

8 Application to fluvial reservoir

For simplicity, we use only 15 reservoir models to repre-
sent the geological uncertainty. Six of the log permeability
fields are displayed in Fig. 14. Note that distinct geological
differences can be observed in these realizations. For each
realization, the reservoir model is based on a 25 × 25 × 1
grid with �x = �y = 200 ft and �z =20 ft. The poros-
ity is homogenous throughout the reservoir with a value of
0.2. As shown in Fig. 14, there are 13 vertical wells con-
sisting of 4 producers and 9 injectors arranged in a five-spot
well pattern. The initial pressure of all reservoir models is
3800 psi; the connate water saturation is 0.2, and the resid-
ual oil saturation is 0.15. The oil price is $50/STB; the water
injection costs are $0/STB; the water disposal costs are
$5.56/STB, and the annual discount rate is 0.1. We set each
injector under injection rate control with 0 ≤ qwi,i ≤ 2000
STB/D and set each producer under the BHP control with
1500 ≤ pwf,i ≤ 4000 psi. The control step size is set to 180
days, and the reservoir life is equal to 1800 days.

8.1 Base case

The base case pertains to only maximizing the expectation.
Using the trust-region quasi-Newton method implemented
by [4], we obtain an expected value of $2.3141 × 108. The
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Fig. 13 Comparison of solutions obtained by the weighted sum
method, the adjusted weighted sum method, and the NBI method;
bolder data points are used to denote non-dominated points when
solutions obtained from all methods are considered

standard deviation for the NPV is $1.4919 × 107. The min-
imum NPV is obtained by realization 13 with a value of
$2.027 × 108.

8.2 Optimization results

In this subsection, both the weighted sum method and the
NBI method are applied to optimize the expectation and
uncertainty. For the weighted sum method, the aggregate
function

J (u) = −w1JU(u) + w2JE(u) (29)

is maximized by the trust-region quasi-Newton method
implemented by [4]. The bound constraints are handled by
the gradient projection method. We did not try to minimize
only the uncertainty (w1 = 1) since the optimal variance is
zero when all wells are shut in. For the NBI method, we
define J ∗

E = (−JU(u∗
E), JE(u∗

E))T . J ∗
E = (−$1.1492 ×

107, $2.3141 × 108)T is obtained by maximizing expecta-
tion only. As for J ∗

U, theoretically speaking, if we shut in all
wells, we will obtain a $0 NPV with $0 as the standard devi-
ation. However, using J ∗

U = ($0, $0)T does not make any
practical sense. Instead, we use the well controls obtained
by the weighted sum method with w1 = 0.3 as our u∗

U.
Therefore, J ∗

U = (−$8.9156 × 106, $2.2719 × 108)T . By
doing this, instead of obtaining the entire Pareto front, we
actually zoom in to obtain a part of the Pareto front which
is of most interest, although this also means that we will
not obtain the entire Pareto front. With 
 = (J ∗

U, J ∗
E ), the

normal vector n = (0.703, 1)T is calculated. Note that we
do not require n to be a unit vector. The NBI sub-problem
shown in Eq. 6 is solved by the augmented Lagrange
method; see Algorithm NBI in previous section. Again,
we maximize the augmented Lagrange function using the
trust-region quasi-Newton method developed by [4].
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Hình 3.11: So sánh các nghiệm thu được bằng phương pháp tổng có trọng

số, phương pháp tổng có trọng số điều chỉnh và phương pháp giao biên pháp

tuyến; các điểm dữ liệu đậm biểu thị các điểm có điểm trội hơn khi xét các

nghiệm thu được từ tất cả các phương pháp

cụ thể này là một ví dụ trong đó giả thuyết cơ bản về việc chuyển đổi trong

[19] được duy trì, và cả thuật toán chuyển đổi và phương pháp trong [18] có

thể được áp dụng một cách hiệu quả để thu được kết quả có thể so sánh với

một điểm mà ta có thể lựa chọn từ tập tối ưu Pareto, giả sử rằng ta chỉ sẵn

sàng chấp nhận một giảm thiểu nhỏ trong giá trị thu thực dài hạn mà tăng giá

trị thu thực ngắn hạn.

3.4 Cực đại kỳ vọng và cực tiểu độ biến động

Như đã đề cập trước đó, người ta thường sử dụng nhiều dự đoán để đặc

trưng cho các tham số mô hình mỏ không chắc chắn. Thông thường, sau đó,

ta thực hiện phép tối ưu đáng tin cậy, trong đó ta cực đại kỳ vọng của giá trị

thu thực qua tập hợp các mô hình mỏ. Tuy nhiên, quy trình này thường dẫn

đến độ lệch chuẩn lớn trong giá trị thu thực, trong đó giá trị thu thực thấp nhất

có thể không mang tính thương mại. Để cố gắng tránh giá trị phi thương mại

của giá trị thu thực, ta áp dụng phương pháp tổng có trọng số và phương pháp

giao biên pháp tuyến để đồng thời cực đại kỳ vọng và cực tiểu độ biến động.
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Kỳ vọng JE (u) được định nghĩa là trung bình của tập {J (u,mi)}Ne
i=1, tức là

JE (u) =

Ne

∑
i=1

J (u,mi)

Ne
, (3.12)

trong đó Ne là số dự đoán được sử dụng để đặc trưng cho mô hình mỏ; mi là

véctơ có các thành phần biểu diễn các tham số mô hình mỏ như độ xốp và độ

thấm của mô hình mỏ thứ i. Độ biến động, ký hiệu JU (u), được định nghĩa là

độ lệch chuẩn của tập hợp các giá trị thu thực {J (u,mi)}Ne
i=1, tức là

JU (u) =

√√√√√ Ne

∑
i=1

[J (u,mi)− JE (u)]
2

Ne−1
. (3.13)

Ta chỉ xét các ràng buộc bị chặn. Để đồng thời cực đại kỳ vọng và cực

tiểu độ biến động, ta giải bài toánmax(JE (u) ,−JU (u)) ,

với ulow
i ≤ ui ≤ uup

i .
(3.14)

3.5 Áp dụng với mỏ dầu chảy hình sông

Để đơn giản, ta chỉ sử dụng các mô hình mỏ để đại diện cho sự không

chắc chắn về địa chất. Sáu trong các trường độ thấm của lô ghi chú được hiển

thị trong Hình 3.12. Lưu ý rằng có thể quan sát được sự khác biệt địa chất rõ

rệt trong các dự đoán này. Đối với mỗi dự đoán, mô hình mỏ dựa trên lưới

25×25×1 với ∆x = ∆y = 200 ft và ∆z = 20 ft. Độ xốp đồng nhất trong toàn

bộ mỏ với giá trị là 0.2. Như thể hiện trên Hình 3.12, có 13 giếng thẳng đứng

gồm 4 giếng khai thác và 9 giếng bơm ép được sắp xếp theo mô hình giếng

năm điểm. Áp suất ban đầu của tất cả các mô hình mỏ là 3800 psi; độ bão

hòa nước ngầm là 0.2 và độ bão hòa dầu dư là 0.15. Giá dầu là 50$/STB; chi

phí bơm nước là 0$/STB; chi phí xử lý nước là 5.56$/STB, và tỷ lệ chiết khấu
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Fig. 14 a–f Log permeability distribution of 6 reservoir models

Solutions obtained by the weighted sum method and the
NBI method are shown in Table 4. Results displayed in
Table 4 are also plotted in pairs in Fig. 15. A bolder circle
is used to denote the non-dominated solutions. From results
shown in Table 4 and Fig. 15, we see that both the weighted
sum method and the NBI methods are efficient methods
for generating the Pareto front for optimizing expectation
and uncertainty. From Table 4, we see that, if we are will-
ing to sacrifice 1 % of the expectation by using the results
for w1 = 0.5, then we are able to reduce the uncertainty

(represented by the standard deviation) by 27.5 %. Alter-
natively, from Table 4, if we operate the reservoir with the
well controls obtained by β1 = 0.4, we are able to reduce
the uncertainty by 12.5 % while diminishing the expecta-
tion by only 0.36 %. Therefore, both methods are able to
reduce uncertainty significantly with only a slight decrease
in expectation.

The cumulative distribution functions (CDFs) of NPVs
obtained by both methods, as well as the CDF obtained by
maximizing the expectation only, are displayed in Fig. 16.

Table 4 Solutions obtained by the weighted sum method and the NBI method for optimizing expectation and uncertainty

WS NBI

w1 w2 JU ($) JE ($) β1 β2 JU ($) JE ($)

0 1 1.4919 × 107 2.3141 × 108 0 1 1.4919 × 107 2.3141 × 108

0.1 0.9 1.4154 × 107 2.3099 × 108 0.1 0.9 1.329 × 107 2.31 × 108

0.2 0.8 1.3641 × 107 2.3122 × 108 0.2 0.8 1.278 × 107 2.307 × 108

0.3 0.7 1.2802 × 107 2.3087 × 108 0.3 0.7 1.206 × 107 2.306 × 108

0.4 0.6 1.1363 × 107 2.2971 × 108 0.4 0.6 1.163 × 107 2.302 × 108

0.5 0.5 1.0819 × 107 2.2944 × 108 0.5 0.5 1.126 × 107 2.298 × 108

0.6 0.4 9.7064 × 106 2.2893 × 108 0.6 0.4 1.079 × 107 2.292 × 108

0.7 0.3 8.9156 × 106 2.2719 × 108 0.7 0.3 1.033 × 107 2.287 × 108

0.8 0.2 7.0159 × 106 2.1985 × 108 0.8 0.2 9.736 × 106 2.279 × 108

0.9 0.1 4.9778 × 106 2.0805 × 108 0.9 0.1 9.359 × 106 2.268 × 108
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Fig. 14 a–f Log permeability distribution of 6 reservoir models

Solutions obtained by the weighted sum method and the
NBI method are shown in Table 4. Results displayed in
Table 4 are also plotted in pairs in Fig. 15. A bolder circle
is used to denote the non-dominated solutions. From results
shown in Table 4 and Fig. 15, we see that both the weighted
sum method and the NBI methods are efficient methods
for generating the Pareto front for optimizing expectation
and uncertainty. From Table 4, we see that, if we are will-
ing to sacrifice 1 % of the expectation by using the results
for w1 = 0.5, then we are able to reduce the uncertainty

(represented by the standard deviation) by 27.5 %. Alter-
natively, from Table 4, if we operate the reservoir with the
well controls obtained by β1 = 0.4, we are able to reduce
the uncertainty by 12.5 % while diminishing the expecta-
tion by only 0.36 %. Therefore, both methods are able to
reduce uncertainty significantly with only a slight decrease
in expectation.

The cumulative distribution functions (CDFs) of NPVs
obtained by both methods, as well as the CDF obtained by
maximizing the expectation only, are displayed in Fig. 16.

Table 4 Solutions obtained by the weighted sum method and the NBI method for optimizing expectation and uncertainty

WS NBI

w1 w2 JU ($) JE ($) β1 β2 JU ($) JE ($)

0 1 1.4919 × 107 2.3141 × 108 0 1 1.4919 × 107 2.3141 × 108

0.1 0.9 1.4154 × 107 2.3099 × 108 0.1 0.9 1.329 × 107 2.31 × 108

0.2 0.8 1.3641 × 107 2.3122 × 108 0.2 0.8 1.278 × 107 2.307 × 108

0.3 0.7 1.2802 × 107 2.3087 × 108 0.3 0.7 1.206 × 107 2.306 × 108

0.4 0.6 1.1363 × 107 2.2971 × 108 0.4 0.6 1.163 × 107 2.302 × 108

0.5 0.5 1.0819 × 107 2.2944 × 108 0.5 0.5 1.126 × 107 2.298 × 108

0.6 0.4 9.7064 × 106 2.2893 × 108 0.6 0.4 1.079 × 107 2.292 × 108

0.7 0.3 8.9156 × 106 2.2719 × 108 0.7 0.3 1.033 × 107 2.287 × 108

0.8 0.2 7.0159 × 106 2.1985 × 108 0.8 0.2 9.736 × 106 2.279 × 108

0.9 0.1 4.9778 × 106 2.0805 × 108 0.9 0.1 9.359 × 106 2.268 × 108
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Fig. 14 a–f Log permeability distribution of 6 reservoir models

Solutions obtained by the weighted sum method and the
NBI method are shown in Table 4. Results displayed in
Table 4 are also plotted in pairs in Fig. 15. A bolder circle
is used to denote the non-dominated solutions. From results
shown in Table 4 and Fig. 15, we see that both the weighted
sum method and the NBI methods are efficient methods
for generating the Pareto front for optimizing expectation
and uncertainty. From Table 4, we see that, if we are will-
ing to sacrifice 1 % of the expectation by using the results
for w1 = 0.5, then we are able to reduce the uncertainty

(represented by the standard deviation) by 27.5 %. Alter-
natively, from Table 4, if we operate the reservoir with the
well controls obtained by β1 = 0.4, we are able to reduce
the uncertainty by 12.5 % while diminishing the expecta-
tion by only 0.36 %. Therefore, both methods are able to
reduce uncertainty significantly with only a slight decrease
in expectation.

The cumulative distribution functions (CDFs) of NPVs
obtained by both methods, as well as the CDF obtained by
maximizing the expectation only, are displayed in Fig. 16.

Table 4 Solutions obtained by the weighted sum method and the NBI method for optimizing expectation and uncertainty

WS NBI

w1 w2 JU ($) JE ($) β1 β2 JU ($) JE ($)

0 1 1.4919 × 107 2.3141 × 108 0 1 1.4919 × 107 2.3141 × 108

0.1 0.9 1.4154 × 107 2.3099 × 108 0.1 0.9 1.329 × 107 2.31 × 108

0.2 0.8 1.3641 × 107 2.3122 × 108 0.2 0.8 1.278 × 107 2.307 × 108

0.3 0.7 1.2802 × 107 2.3087 × 108 0.3 0.7 1.206 × 107 2.306 × 108

0.4 0.6 1.1363 × 107 2.2971 × 108 0.4 0.6 1.163 × 107 2.302 × 108

0.5 0.5 1.0819 × 107 2.2944 × 108 0.5 0.5 1.126 × 107 2.298 × 108

0.6 0.4 9.7064 × 106 2.2893 × 108 0.6 0.4 1.079 × 107 2.292 × 108

0.7 0.3 8.9156 × 106 2.2719 × 108 0.7 0.3 1.033 × 107 2.287 × 108

0.8 0.2 7.0159 × 106 2.1985 × 108 0.8 0.2 9.736 × 106 2.279 × 108

0.9 0.1 4.9778 × 106 2.0805 × 108 0.9 0.1 9.359 × 106 2.268 × 108
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Fig. 14 a–f Log permeability distribution of 6 reservoir models

Solutions obtained by the weighted sum method and the
NBI method are shown in Table 4. Results displayed in
Table 4 are also plotted in pairs in Fig. 15. A bolder circle
is used to denote the non-dominated solutions. From results
shown in Table 4 and Fig. 15, we see that both the weighted
sum method and the NBI methods are efficient methods
for generating the Pareto front for optimizing expectation
and uncertainty. From Table 4, we see that, if we are will-
ing to sacrifice 1 % of the expectation by using the results
for w1 = 0.5, then we are able to reduce the uncertainty

(represented by the standard deviation) by 27.5 %. Alter-
natively, from Table 4, if we operate the reservoir with the
well controls obtained by β1 = 0.4, we are able to reduce
the uncertainty by 12.5 % while diminishing the expecta-
tion by only 0.36 %. Therefore, both methods are able to
reduce uncertainty significantly with only a slight decrease
in expectation.

The cumulative distribution functions (CDFs) of NPVs
obtained by both methods, as well as the CDF obtained by
maximizing the expectation only, are displayed in Fig. 16.

Table 4 Solutions obtained by the weighted sum method and the NBI method for optimizing expectation and uncertainty

WS NBI

w1 w2 JU ($) JE ($) β1 β2 JU ($) JE ($)

0 1 1.4919 × 107 2.3141 × 108 0 1 1.4919 × 107 2.3141 × 108

0.1 0.9 1.4154 × 107 2.3099 × 108 0.1 0.9 1.329 × 107 2.31 × 108

0.2 0.8 1.3641 × 107 2.3122 × 108 0.2 0.8 1.278 × 107 2.307 × 108

0.3 0.7 1.2802 × 107 2.3087 × 108 0.3 0.7 1.206 × 107 2.306 × 108

0.4 0.6 1.1363 × 107 2.2971 × 108 0.4 0.6 1.163 × 107 2.302 × 108

0.5 0.5 1.0819 × 107 2.2944 × 108 0.5 0.5 1.126 × 107 2.298 × 108

0.6 0.4 9.7064 × 106 2.2893 × 108 0.6 0.4 1.079 × 107 2.292 × 108

0.7 0.3 8.9156 × 106 2.2719 × 108 0.7 0.3 1.033 × 107 2.287 × 108

0.8 0.2 7.0159 × 106 2.1985 × 108 0.8 0.2 9.736 × 106 2.279 × 108

0.9 0.1 4.9778 × 106 2.0805 × 108 0.9 0.1 9.359 × 106 2.268 × 108
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Fig. 14 a–f Log permeability distribution of 6 reservoir models

Solutions obtained by the weighted sum method and the
NBI method are shown in Table 4. Results displayed in
Table 4 are also plotted in pairs in Fig. 15. A bolder circle
is used to denote the non-dominated solutions. From results
shown in Table 4 and Fig. 15, we see that both the weighted
sum method and the NBI methods are efficient methods
for generating the Pareto front for optimizing expectation
and uncertainty. From Table 4, we see that, if we are will-
ing to sacrifice 1 % of the expectation by using the results
for w1 = 0.5, then we are able to reduce the uncertainty

(represented by the standard deviation) by 27.5 %. Alter-
natively, from Table 4, if we operate the reservoir with the
well controls obtained by β1 = 0.4, we are able to reduce
the uncertainty by 12.5 % while diminishing the expecta-
tion by only 0.36 %. Therefore, both methods are able to
reduce uncertainty significantly with only a slight decrease
in expectation.

The cumulative distribution functions (CDFs) of NPVs
obtained by both methods, as well as the CDF obtained by
maximizing the expectation only, are displayed in Fig. 16.

Table 4 Solutions obtained by the weighted sum method and the NBI method for optimizing expectation and uncertainty

WS NBI

w1 w2 JU ($) JE ($) β1 β2 JU ($) JE ($)

0 1 1.4919 × 107 2.3141 × 108 0 1 1.4919 × 107 2.3141 × 108

0.1 0.9 1.4154 × 107 2.3099 × 108 0.1 0.9 1.329 × 107 2.31 × 108

0.2 0.8 1.3641 × 107 2.3122 × 108 0.2 0.8 1.278 × 107 2.307 × 108

0.3 0.7 1.2802 × 107 2.3087 × 108 0.3 0.7 1.206 × 107 2.306 × 108

0.4 0.6 1.1363 × 107 2.2971 × 108 0.4 0.6 1.163 × 107 2.302 × 108

0.5 0.5 1.0819 × 107 2.2944 × 108 0.5 0.5 1.126 × 107 2.298 × 108

0.6 0.4 9.7064 × 106 2.2893 × 108 0.6 0.4 1.079 × 107 2.292 × 108

0.7 0.3 8.9156 × 106 2.2719 × 108 0.7 0.3 1.033 × 107 2.287 × 108

0.8 0.2 7.0159 × 106 2.1985 × 108 0.8 0.2 9.736 × 106 2.279 × 108

0.9 0.1 4.9778 × 106 2.0805 × 108 0.9 0.1 9.359 × 106 2.268 × 108

(e) Dự đoán 12
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Fig. 14 a–f Log permeability distribution of 6 reservoir models

Solutions obtained by the weighted sum method and the
NBI method are shown in Table 4. Results displayed in
Table 4 are also plotted in pairs in Fig. 15. A bolder circle
is used to denote the non-dominated solutions. From results
shown in Table 4 and Fig. 15, we see that both the weighted
sum method and the NBI methods are efficient methods
for generating the Pareto front for optimizing expectation
and uncertainty. From Table 4, we see that, if we are will-
ing to sacrifice 1 % of the expectation by using the results
for w1 = 0.5, then we are able to reduce the uncertainty

(represented by the standard deviation) by 27.5 %. Alter-
natively, from Table 4, if we operate the reservoir with the
well controls obtained by β1 = 0.4, we are able to reduce
the uncertainty by 12.5 % while diminishing the expecta-
tion by only 0.36 %. Therefore, both methods are able to
reduce uncertainty significantly with only a slight decrease
in expectation.

The cumulative distribution functions (CDFs) of NPVs
obtained by both methods, as well as the CDF obtained by
maximizing the expectation only, are displayed in Fig. 16.

Table 4 Solutions obtained by the weighted sum method and the NBI method for optimizing expectation and uncertainty

WS NBI

w1 w2 JU ($) JE ($) β1 β2 JU ($) JE ($)

0 1 1.4919 × 107 2.3141 × 108 0 1 1.4919 × 107 2.3141 × 108

0.1 0.9 1.4154 × 107 2.3099 × 108 0.1 0.9 1.329 × 107 2.31 × 108

0.2 0.8 1.3641 × 107 2.3122 × 108 0.2 0.8 1.278 × 107 2.307 × 108

0.3 0.7 1.2802 × 107 2.3087 × 108 0.3 0.7 1.206 × 107 2.306 × 108

0.4 0.6 1.1363 × 107 2.2971 × 108 0.4 0.6 1.163 × 107 2.302 × 108

0.5 0.5 1.0819 × 107 2.2944 × 108 0.5 0.5 1.126 × 107 2.298 × 108

0.6 0.4 9.7064 × 106 2.2893 × 108 0.6 0.4 1.079 × 107 2.292 × 108

0.7 0.3 8.9156 × 106 2.2719 × 108 0.7 0.3 1.033 × 107 2.287 × 108

0.8 0.2 7.0159 × 106 2.1985 × 108 0.8 0.2 9.736 × 106 2.279 × 108

0.9 0.1 4.9778 × 106 2.0805 × 108 0.9 0.1 9.359 × 106 2.268 × 108

(f) Dự đoán 13

Hình 3.12: a-b Lô ghi về phân phối độ thấm của 6 mô hình mỏ

hàng năm là 0.1. Ta đặt mỗi giếng bơm nước dưới sự kiểm soát tỷ lệ bơm với

0≤ qwi,i ≤ 2000 STB/D và đặt mỗi giếng khai thác dưới sự kiểm soát áp suất

đáy giếng với 1500≤ pw f ,i ≤ 4000. Cỡ bước kiểm soát được đặt là 180 ngày,

và tuổi thọ của mỏ là 1800 ngày.

3.5.1 Trường hợp cơ bản

Trường hợp cơ bản chỉ liên quan đến việc cực đại kỳ vọng. Sử dụng

phương pháp tựa Newton [18], ta thu được giá trị kỳ vọng là 1.4919×107$.

Giá trị thu thực nhỏ nhất thu được bởi dự đoán 13 có giá trị là 2.027×108$.

3.5.2 Kết quả tối ưu

Trong phần này, cả phương pháp tổng có trọng số và phương pháp giao

biên pháp tuyến đều được áp dụng để tối ưu kỳ vọng và độ biến động. Với
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phương pháp tổng có trọng số, hàm tổng hợp

J (u) =−w1JU (u)+w2JE (u) (3.15)

được cực đại hóa bằng phương pháp tựa Newton [18]. Các ràng buộc bị chặn

được xử lý bằng phương pháp chiếu gradient. Ta không cố gắng chỉ cực tiểu

độ biến động vì phương sai tối ưu bằng 0 khi tất cả giếng đều đóng. Với

phương pháp giao biên pháp tuyến, ta định nghĩa J∗E = (−JU (u∗E) ,JE (u∗E))
T .

J∗E =
(
−1.1492×107$,2.3141×108$

)T thu được bằng cách cực đại riêng

kỳ vọng. Về mặt lý thuyết, đối với J∗U, nếu ta đóng tất cả các giếng, ta sẽ thu

được giá trị thu thực là 0$ và độ lệch chuẩn là 0$. Tuy nhiên, việc sử dụng

J∗U = (0$,0$)T không có ý nghĩa thực tế. Thay vào đó, ta sử dụng các điều

khiển giếng thu được bằng phương pháp tổng có trọng số với w1 = 0.3 như là

u∗U. Do đó J∗U =
(
−8.9156×106$,2.2719×10∗$

)T . Bằng cách làm như vậy,

thay vì thu được toàn bộ mặt Pareto, thực tế, ta chỉ thu được một phần của

mặt Pareto. Với Φ = (J∗U,J
∗
E), ta tính được véctơ pháp tuyến n = (0.703,1)T .

Lưu ý n không nhất thiết phải là véctơ đơn vị. Bài toán phụ của phương pháp

giao biên pháp tuyến được giải bằng phương pháp Lagrange tăng cường; xem

thuật toán 1. Một lần nữa, ta cực đại hàm Lagrange tăng cường bằng phương

pháp tựa Newton [18].

Các nghiệm thu được bằng phương pháp tổng có trọng số và phương pháp

giao biên pháp tuyến được thể hiện trong Bảng 3.4. Kết quả hiển thị trong

Bảng 3.4 cũng được vẽ theo cặp trong Hình 3.13. Hình tròn đậm được sử

dụng để ký hiệu các nghiệm không có điểm trội hơn. Từ kết quả trình bày

trong Bảng 3.4 và Hình 3.13, ta thấy cả phương pháp tổng có trọng số và

phương pháp giao biên pháp tuyến đều là những phương pháp hiệu quả để tạo

ra mặt Pareto nhằm tối ưu kỳ vọng và độ biến động. Từ Bảng 3.4, ta thấy nếu

sẵn sàng hy sinh 1% của kỳ vọng bằng cách sử dụng kết quả cho w1 = 0.5,

thì ta có thể giảm độ biến động (được biểu diễn bằng độ lệch chuẩn) xuống

27.5%. Hoặc từ Bảng 3.4, nếu vận hành mỏ với các điều khiển giếng thu được

bởi β1 = 0.4, ta có thể giảm độ biến động xuống 12.5% trong khi kỳ vọng chỉ
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Fig. 15 a, b Pareto optimal
solutions obtained by the
weighted sum method and the
NBI method for optimizing
expectation and uncertainty, the
green circle is used to denote the
solution obtained by
maximizing only the
expectation, thicker circles
represent non-dominated points
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From the CDFs shown in Fig. 16, we can see that the reduc-
tion in uncertainty is mainly achieved by reducing the NPV
of realizations with the three highest values of NPV, whereas
we are only able to improve the NPV for realizations with
low NPV by a small amount. This is an undesirable fea-
ture, but we have no definitive explanation of its cause.
Generally speaking, since optimizing expectation is one of
our objectives, the margin for improvement of the NPV
of the realizations with low NPV may be small. However,
for realizations with high values of NPV, it is very easy
to decrease the corresponding NPV to reduce the variance.
For this specific example, the minimum NPV is given by
realization 13. When production optimization is performed
solely based on this realization (realization 13), a maximum
NPV of $2.117×108 is obtained. When evaluating the NPV
of realization 13 using the optimal well control obtained
by maximizing expectation only, a value of $2.027 × 108

is obtained. Therefore, we only have an approximate 5 %
possible improvement in the NPV of realization 13.

In conclusion, both the weighted sum method and the
NBI method are good candidates for generating the Pareto
front for optimizing expectation and uncertainty. How-
ever, the reduction in uncertainty is achieved primarily by

reducing the NPV of realizations with high NPVs. The com-
putational cost for the weighted sum method and the NBI
method are shown in Table 5. From Table 5, we see that the
NBI method is slightly more expensive than the weighted
sum method.

8.3 Important comments

Three important comments can be made. First, we have
observed the undesirable result of Fig. 16 in other com-
putational examples, i.e., when minimizing the standard
deviation of the the NPV together with maximizing expec-
tation, we typically see a significant reduction in the highest
plausible NPV while only a small increase in the worst
possible NPV is achieved. Secondly, we can alleviate this
undesirable feature by replacing the problem of maximiz-
ing expectation and minimizing uncertainty by the problem
of maximizing the expectation and minimizing risk where
the risk is defined as the worst plausible NPV. When the
latter problem is solved, as a by-product, we also reduce
uncertainty. The problem of minimizing risk and maximiz-
ing expectation using the same gradient-based optimization
procedures presented is considered in [12]

Fig. 16 a, b CDFs obtained by
the weighted sum method and
the NBI method for optimizing
expectation and uncertainty
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(a) Phương pháp tổng có trọng số
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Fig. 15 a, b Pareto optimal
solutions obtained by the
weighted sum method and the
NBI method for optimizing
expectation and uncertainty, the
green circle is used to denote the
solution obtained by
maximizing only the
expectation, thicker circles
represent non-dominated points
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From the CDFs shown in Fig. 16, we can see that the reduc-
tion in uncertainty is mainly achieved by reducing the NPV
of realizations with the three highest values of NPV, whereas
we are only able to improve the NPV for realizations with
low NPV by a small amount. This is an undesirable fea-
ture, but we have no definitive explanation of its cause.
Generally speaking, since optimizing expectation is one of
our objectives, the margin for improvement of the NPV
of the realizations with low NPV may be small. However,
for realizations with high values of NPV, it is very easy
to decrease the corresponding NPV to reduce the variance.
For this specific example, the minimum NPV is given by
realization 13. When production optimization is performed
solely based on this realization (realization 13), a maximum
NPV of $2.117×108 is obtained. When evaluating the NPV
of realization 13 using the optimal well control obtained
by maximizing expectation only, a value of $2.027 × 108

is obtained. Therefore, we only have an approximate 5 %
possible improvement in the NPV of realization 13.

In conclusion, both the weighted sum method and the
NBI method are good candidates for generating the Pareto
front for optimizing expectation and uncertainty. How-
ever, the reduction in uncertainty is achieved primarily by

reducing the NPV of realizations with high NPVs. The com-
putational cost for the weighted sum method and the NBI
method are shown in Table 5. From Table 5, we see that the
NBI method is slightly more expensive than the weighted
sum method.

8.3 Important comments

Three important comments can be made. First, we have
observed the undesirable result of Fig. 16 in other com-
putational examples, i.e., when minimizing the standard
deviation of the the NPV together with maximizing expec-
tation, we typically see a significant reduction in the highest
plausible NPV while only a small increase in the worst
possible NPV is achieved. Secondly, we can alleviate this
undesirable feature by replacing the problem of maximiz-
ing expectation and minimizing uncertainty by the problem
of maximizing the expectation and minimizing risk where
the risk is defined as the worst plausible NPV. When the
latter problem is solved, as a by-product, we also reduce
uncertainty. The problem of minimizing risk and maximiz-
ing expectation using the same gradient-based optimization
procedures presented is considered in [12]

Fig. 16 a, b CDFs obtained by
the weighted sum method and
the NBI method for optimizing
expectation and uncertainty
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(b) Phương pháp giao biên pháp tuyến

Hình 3.13: a, b Các nghiệm tối ưu Pareto thu được bằng phương pháp tổng

có trọng số và phương pháp giao biên pháp tuyến cho bài toán tối ưu kỳ vọng

và độ biến động, hình tròn xanh ký hiệu nghiệm thu được bằng cách cực đại

riêng kỳ vọng, hình tròn đậm đại diện cho các điểm không không có điểm

trội hơn

giảm 0.36%. Do đó, cả hai phương pháp đều có khả năng giảm độ biến động

một cách đáng kể chỉ với độ giảm nhẹ của kỳ vọng.

Hàm phân phối tích lũy của giá trị thu thực thu được bằng cả hai phương

pháp, cũng như hàm phân phối tích lũy thu được bằng cách cực đại riêng

kỳ vọng, được hiển thị trong Hình 3.14. Từ hàm phân phối tích lũy thể hiển

trong Hình 3.14, ta có thể thấy việc giảm độ biến động chủ yếu được thực

hiện bằng cách giảm giá trị thu thực của các dự đoán có ba giá trị thu thực

cao nhất, trong khi ta chỉ có thể cải thiện một lượng nhỏ giá trị thu thực cho

các dự doán có giá trị thu thực thấp. Đây là một đặc điểm không mong muốn,

nhưng không có giải thích chính xác về nguyên nhân gây ra nó. Nói chung, vì

tối ưu hóa kỳ vọng là một trong những mục tiêu của ta nên biên độ cải thiện

giá trị thu thực của những dự đoán có giá trị thu thực có thể nhỏ. Tuy nhiên,

đối với các dự đoán có giá trị thu thực cao, việc giảm giá trị thu thực tương

ứng để giảm phương sai rất dễ dàng. Trong ví dụ cụ thể này, giá trị thu thực

nhỏ nhất được cho bởi dự đoán 13. Khi tối ưu hóa sản xuất được thực hiện
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Fig. 15 a, b Pareto optimal
solutions obtained by the
weighted sum method and the
NBI method for optimizing
expectation and uncertainty, the
green circle is used to denote the
solution obtained by
maximizing only the
expectation, thicker circles
represent non-dominated points
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From the CDFs shown in Fig. 16, we can see that the reduc-
tion in uncertainty is mainly achieved by reducing the NPV
of realizations with the three highest values of NPV, whereas
we are only able to improve the NPV for realizations with
low NPV by a small amount. This is an undesirable fea-
ture, but we have no definitive explanation of its cause.
Generally speaking, since optimizing expectation is one of
our objectives, the margin for improvement of the NPV
of the realizations with low NPV may be small. However,
for realizations with high values of NPV, it is very easy
to decrease the corresponding NPV to reduce the variance.
For this specific example, the minimum NPV is given by
realization 13. When production optimization is performed
solely based on this realization (realization 13), a maximum
NPV of $2.117×108 is obtained. When evaluating the NPV
of realization 13 using the optimal well control obtained
by maximizing expectation only, a value of $2.027 × 108

is obtained. Therefore, we only have an approximate 5 %
possible improvement in the NPV of realization 13.

In conclusion, both the weighted sum method and the
NBI method are good candidates for generating the Pareto
front for optimizing expectation and uncertainty. How-
ever, the reduction in uncertainty is achieved primarily by

reducing the NPV of realizations with high NPVs. The com-
putational cost for the weighted sum method and the NBI
method are shown in Table 5. From Table 5, we see that the
NBI method is slightly more expensive than the weighted
sum method.

8.3 Important comments

Three important comments can be made. First, we have
observed the undesirable result of Fig. 16 in other com-
putational examples, i.e., when minimizing the standard
deviation of the the NPV together with maximizing expec-
tation, we typically see a significant reduction in the highest
plausible NPV while only a small increase in the worst
possible NPV is achieved. Secondly, we can alleviate this
undesirable feature by replacing the problem of maximiz-
ing expectation and minimizing uncertainty by the problem
of maximizing the expectation and minimizing risk where
the risk is defined as the worst plausible NPV. When the
latter problem is solved, as a by-product, we also reduce
uncertainty. The problem of minimizing risk and maximiz-
ing expectation using the same gradient-based optimization
procedures presented is considered in [12]

Fig. 16 a, b CDFs obtained by
the weighted sum method and
the NBI method for optimizing
expectation and uncertainty
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(a) Phương pháp tổng có trọng số
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Fig. 15 a, b Pareto optimal
solutions obtained by the
weighted sum method and the
NBI method for optimizing
expectation and uncertainty, the
green circle is used to denote the
solution obtained by
maximizing only the
expectation, thicker circles
represent non-dominated points
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From the CDFs shown in Fig. 16, we can see that the reduc-
tion in uncertainty is mainly achieved by reducing the NPV
of realizations with the three highest values of NPV, whereas
we are only able to improve the NPV for realizations with
low NPV by a small amount. This is an undesirable fea-
ture, but we have no definitive explanation of its cause.
Generally speaking, since optimizing expectation is one of
our objectives, the margin for improvement of the NPV
of the realizations with low NPV may be small. However,
for realizations with high values of NPV, it is very easy
to decrease the corresponding NPV to reduce the variance.
For this specific example, the minimum NPV is given by
realization 13. When production optimization is performed
solely based on this realization (realization 13), a maximum
NPV of $2.117×108 is obtained. When evaluating the NPV
of realization 13 using the optimal well control obtained
by maximizing expectation only, a value of $2.027 × 108

is obtained. Therefore, we only have an approximate 5 %
possible improvement in the NPV of realization 13.

In conclusion, both the weighted sum method and the
NBI method are good candidates for generating the Pareto
front for optimizing expectation and uncertainty. How-
ever, the reduction in uncertainty is achieved primarily by

reducing the NPV of realizations with high NPVs. The com-
putational cost for the weighted sum method and the NBI
method are shown in Table 5. From Table 5, we see that the
NBI method is slightly more expensive than the weighted
sum method.

8.3 Important comments

Three important comments can be made. First, we have
observed the undesirable result of Fig. 16 in other com-
putational examples, i.e., when minimizing the standard
deviation of the the NPV together with maximizing expec-
tation, we typically see a significant reduction in the highest
plausible NPV while only a small increase in the worst
possible NPV is achieved. Secondly, we can alleviate this
undesirable feature by replacing the problem of maximiz-
ing expectation and minimizing uncertainty by the problem
of maximizing the expectation and minimizing risk where
the risk is defined as the worst plausible NPV. When the
latter problem is solved, as a by-product, we also reduce
uncertainty. The problem of minimizing risk and maximiz-
ing expectation using the same gradient-based optimization
procedures presented is considered in [12]
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(b) Phương pháp giao biên pháp tuyến

Hình 3.14: a, b Hàm phân phối tích lũy thu được bằng phương pháp tổng có

trọng số và phương pháp giao biên pháp tuyến nhằm tối ưu kỳ vọng và độ

biến động

chỉ dựa trên dự đoán này (dự đoán 13), ta nhận được giá trị thu thực tối đa

là 2.117× 108$. Khi đánh giá giá trị thu thực của dự đoán 13 sử dụng điều

khiển giếng tối ưu thu được bằng cách cực đại riêng kỳ vọng, ta thu được giá

trị là 2.027×108$. Do đó, ta chỉ có thể cải thiện được khoảng 5% giá trị thu

thực của dự đoán 13.

Tóm lại, cả phương pháp tổng có trọng số và phương pháp giao biên pháp

tuyến đều là những phương pháp sáng giá để xây dựng mặt Pareto trong việc

tối ưu kỳ vọng và độ biến động. Tuy nhiên, việc giảm độ biến động đạt được

chủ yếu bằng cách giảm giá trị thu thực của các dự đoán có giá trị thu thực

cao. Chi phí tính toán cho phương pháp tổng có trọng số và phương pháp giao

biên pháp tuyến được trình bày trong Bảng 3.5. Từ Bảng 3.5, ta thấy phương

pháp giao biên pháp tuyến mất chi phí tính toán hơn một chút so với phương

pháp tổng có trọng số.

3.6 Nhận xét

Có thể đưa ra ba nhận xét chính. Đầu tiên, ta đã quan sát kết quả không

mong muốn của Hình 3.14 trong các ví dụ tính toán khác, tức là, khi cực tiểu
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Phương pháp Số mô hình
Số lần chạy mô phỏng tương đương

cho mỗi điểm trên mặt Pareto

Tổng có trọng số 15 1456

Giao biên pháp tuyến 15 1650

Bảng 3.5: Số lần chạy mô phỏng tương đương cho việc tối ưu kỳ vọng và độ

biến động

độ lệch chuẩn của giá trị thu thực cùng với việc cực đại kỳ vọng, thường thấy

sự giảm đáng kể của giá trị thu thực tối đa có thể, trong khi chỉ đạt được một

sự tăng nhẹ của giá trị thu thực tệ nhất có thể. Thứ hai, ta có thể giảm bớt đặc

điểm không mong muốn này bằng cách thay bài toán cực đại kỳ vọng và cực

tiểu độ biến động bằng bài toán cực đại kỳ vọng và cực tiểu rủi ro, trong đó

rủi ro được định nghĩa là giá trị thu thực lớn nhất có thể. Khi giải quyết được

bài toán sau, cùng với đó, ta cũng giảm được độ biến động. Bài toán cực tiểu

rủi ro và cực đại kỳ vọng bằng cách sử dụng các quy trình tối ưu hóa dựa trên

gradient được trình bày trong [20].



Kết luận

Xét hai bài toán tối ưu đa mục tiêu. Cả hai bài toán tối ưu đều được

giải bằng phương pháp gradient với gradient được tính theo phương pháp

trong [21, 22]. Luận văn trình bày và áp dụng phương pháp Lagrange tăng

cường để giải quyết bài toán phụ của phương pháp giao biên pháp tuyến. Để

tối ưu giá trị thu thực dài hạn và ngắn hạn cùng nhau, có ba kết luận sau đây:

1. Đối với phương pháp tổng có trọng số, việc thay đổi tuyến tính các

trọng số có thể dẫn đến một tập hợp các nghiệm mà hầu hết các điểm

này tập trung vào một phần tương đối nhỏ của mặt Pareto. Bằng cách

áp dụng phương pháp tổng có trọng số điều chỉnh, ta có thể loại bỏ vấn

đề này. Các nghiệm thu được bằng phương pháp tổng có trọng số điều

chỉnh cũng cho một biểu diễn tốt của mặt Pareto.

2. Số lượt chạy mô phỏng mỏ cần cho phương pháp tổng có trọng số điều

chỉnh nhỏ hơn số lượt chạy cần cho phương pháp giao biên pháp tuyến,

nhưng hai phương pháp này đều đưa ra các ước tính tương tự về mặt

Pareto với ví dụ cụ thể được xét.

3. Bằng cách thay đổi tuyến tính trọng số β1, phương pháp giao biên pháp

tuyến tạo ra một mặt Pareto trên đó các nghiệm phân bố khá đều.

Đối với việc cùng tối ưu kỳ vọng và độ biến động, ta có kết luận

4. Phương pháp tổng có trọng số và phương pháp giao biên pháp tuyến

đều là những phương pháp tốt để thực hiện tối ưu đa mục tiêu. Tuy
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nhiên, từ các hàm phân phối tích luỹ thu được, có vẻ như việc lựa chọn

độ biến động là một trong các mục tiêu có thể không phải lựa chọn

thông minh, bởi vì nó có xu hướng giảm giá trị thu thực tối đa có thể

hơn là tăng giá trị thu thực tệ nhất có thể. Mặc dù ta đã quan sát được

đặc điểm không mong muốn này trong tất cả các ví dụ trên, nhưng ta

không thể khẳng định đây là một đặc điểm phổ quát cho tất cả các bài

toán liên quan đến việc cùng tối ưu kỳ vọng và độ biến động.
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