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Giới thiệu

Xét đồ thị vô hướng, liên thông G = (V,E) và một hàm trọng l : E →
R+. Kí hiệu dG(u, v) là độ dài đường đi ngắn nhất giữa u và v trong G,

tức là:

dG(u, v) = inf
{∑

e∈γ
l(e), γ : đường đi từ u→ v

}
,

trong đó inf được lấy trên tất cả các đường đi γ có thể từ u đến v. Nếu

l(e) = 1 với mọi e ∈ E thì dG(u, v) đơn giản là khoảng cách đồ thị giữa

u và v.

Một đồ thị con G′ = (V ′, E ′) được gọi là một đồ thị bao (graph

spanner) của G (hay đơn giản bao) với hàm hiệu chỉnh f trên P ⊆ V ×V
nếu

dG′(u, v) ≤ f(dG(u, v)), ∀(u, v) ∈ P.

Chú ý rằng dG(u, v) ≤ dG′(u, v) với mọi đồ thị con G′, và mọi đỉnh u, v.

Do đó, bài toán chỉ có ý nghĩa khi f(x) ≥ x với mọi x ≥ 0. Như vậy các

bao được xác định cụ thể qua hàm hiệu chỉnh f và tập con P ⊆ V × V

quy định các cặp đỉnh mà cần được "bảo toàn" độ dài. Một số những

lựa chọn hàm hiệu chỉnh f điển hình (xem thêm tại [1]) là:

� Hàm nhân tính: f(x) = tx với t ≥ 1. Khi đó G′ được gọi là t−bao.

� Hàm cộng tính: f(x) = x + β với β ≥ 0. Khi đó G′ được gọi là

+β−bao.
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� Hàm tuyến tính: f(x) = αx+ β với α, β ≥ 0. Khi đó G′ được gọi là

(α, β)−bao.

Với t−bao, nếu như không nói thêm gì, ta luôn xét V ′ = V và P = V ×V .

Như vậy, một câu hỏi tự nhiên mà ta có thể quan tâm là: ChoG = (V,E),

và cố định t ≥ 1, tìm E ′ ⊆ E sao cho G′ = (V,E ′) là một t−bao của G,

tức:

dG′(u, v) ≤ t · dG(u, v), ∀u, v ∈ G. (0.0.1)

Để thuận tiện, đôi khi ta cũng coi chính E ′ là t−bao. Nhận xét rằng G′

phải liên thông; và nếu t càng gần 1 thì E ′ càng gần với E.

Như vậy, với việc cho trước G là một đồ thị vô hướng, có trọng,

và liên thông, ta có thể hiểu một bao của G là một đồ thị con G′ mà nó

bảo toàn độ dài của các đường đi ngắn nhất trong G với mức độ hiệu

chỉnh hay sai số đã được định sẵn. Khái niệm bao (cụ thể là t-bao) được

giới thiệu bởi Peleg và Schäffer [2] từ năm 1989. Cũng trong bài báo đó,

hai tác giả đã chỉ ra rằng với các đồ thị không trọng, việc chứng minh

một t−bao của G phải chứa tối thiểu m cạnh là một bài toán NP-đầy

đủ.

Cho tới nay, khái niệm này cùng với các mở rộng của nó có nhiều

ứng dụng lý thuyết trong lĩnh vực tổ hợp, khoa học máy tính cũng như

ứng dụng thực hành trong các vấn đề thiết kế mạng khác nhau, xem

thêm [1]. Trong luận văn này, chúng tôi tìm hiểu bài toán về kích thước

t− bao (cỡ |E ′|) của các đồ thị ngẫu nhiên lớn qua hai kết quả được đưa

ra gần đây của Alan Frieze và Wesley Pegden [3, 4].



Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này, tôi xin trình bày một số kiến thức cơ sở và kết quả

được sử dụng trong quá trình chứng minh các kết quả chính của luận

văn.

1.1 Một số kiến thức cơ sở trong Lý thuyết đồ thị

Chúng ta có thể hiểu rằng đồ thị là một tập các đối tượng mà giữa hai

đối tượng có thể có hoặc không có mối liên hệ nào đó. Trong luận văn

ta chỉ bàn tới đồ thị đơn, vô hướng do đó nếu không nói gì thêm thì ta

sẽ hiểu một đồ thị là đơn, vô hướng.

Định nghĩa 1.1. Cho n là một số nguyên dương, một đồ thị đơn, vô

hướng gồm n đỉnh là một gặp tập hợp G := (V,E), trong đó V là một

tập hợp gồm n phần tử và E là một họ các tập con hai phần tử của V

mà mỗi tập con chỉ xuất hiện đúng một lần.

Mỗi phần tử x ∈ V được gọi là một đỉnh. Mỗi phần tử {x, y} ∈ E được

gọi là một cạnh nối x với y, khi đó ta kí hiệu x ∼ y và nói hai đỉnh này

kề nhau. Do đó, tập V,E còn tương ứng được gọi là tập đỉnh và tập cạnh

của đồ thị G.

Nhận xét 1.1. Ta có một số lưu ý quan trọng:
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� Người ta thường mô tả mỗi đỉnh x ∈ V bởi một điểm trong mặt

phẳng và mỗi cạnh {x, y} ∈ E bởi một đường nối trực tiếp giữa hai

điểm x và y.

� Đồ thị đơn, vô hướng có n đỉnh mà hai đỉnh bất kỳ đều kề nhau

được gọi là đồ thị đầy đủ và được kí hiệu là Kn. Rõ ràng số cạnh

của Kn là
(
n
2

)
.

Định nghĩa 1.2. Số đỉnh kề với một đỉnh x ∈ V được gọi là bậc của x

và kí hiệu là deg(x).

Nhận xét 1.2. Mối quan hệ giữa số cạnh của đồ thị với bậc của các

đỉnh được thể hiện qua công thức:∑
x∈V

deg(x) = 2|E|.

Định nghĩa 1.3. Trong đồ thị G, một đường đi (a path) là một

chuỗi luân phiên giữa đỉnh và cạnh, bắt đầu và kết thúc bởi hai đỉnh,

sao cho không có đỉnh nào xuất hiện nhiều hơn một lần. Ta thường kí

hiệu và biễu diễn đường đi là P = v1 → v2 → · · · → vn hoặc đơn giản

P = (v1, v2, . . . , vn) hay P : v1 → vn, và nói đường đi này đi từ v1 tới vn.

Ở trên, lưu ý rằng {vi, vi+1} ∈ E ∀i, và trong trường hợp vn ∼ v1 thì ta

thu được một chu trình (v1, v2, . . . , vn, v1). Nói cách khác, chu trình là

hợp của một đường đi và cạnh nối đỉnh đầu và đỉnh cuối của đường đi

đó.

Định nghĩa 1.4. Một đồ thị được gọi là liên thông nếu với bất kỳ hai

đỉnh x, y nào cũng tồn tại một đường đi từ x tới y.

Nhận xét 1.3. Một đồ thị bất kỳ luôn có thể được phân hoạch thành các

thành phần liên thông, tức là với hai phần tử x, y thuộc một thành phần

liên thông thì có đường đi nối x với y, còn nếu chúng thuộc hai thành

phần liên thông khác nhau thì không có đường đi nối giữa chúng.
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Định nghĩa 1.5. Xét một đồ thị vô hướng, liên thông G = (V,E). Trên

mỗi cạnh của đồ thị ta trang bị thêm một đặc trưng là trọng số hay độ

dài của cạnh, được thể hiện qua một hàm trọng l : E → R+. Khi đó ta

nói mỗi cạnh e ∈ E có trọng số hay độ dài là l(e). Khi đó xét một đường

đi P = v1 → v2 → · · · → vn, ta có độ dài của đường đi này chính bằng

tổng độ dài các cạnh trong đường đi, và kí hiệu là l(P ). Cụ thể:

l(P ) =
∑
e∈P

l(e).

Trường hợp l(e) = 1 ∀e ∈ E thì độ dài của đường đi hay chu trình chính

bằng số canh của đường đi hay chu trình đó.

Định nghĩa 1.6. Kí hiệu dG(u, v) là độ dài đường đi ngắn nhất

giữa hai đỉnh u và v trong G. Khi đó:

dG(u, v) = inf
{∑

e∈P

l(e), P : u→ v
}
,

trong đó inf được lấy trên tất cả các đường đi P có thể có từ u đến v.

Nếu l(e) = 1 với mọi e ∈ E thì dG(u, v) được gọi là khoảng cách đồ thị

giữa u và v.

1.2 Một số bất đẳng thức xác suất

1.2.1 Bất đẳng thức Markov

Định lý 1.1. Cho X là biến ngẫu nhiên không âm. Khi đó:

∀u > 0 : P(X ≥ u) ≤ E(X)

u
.

1.2.2 Bất đẳng thức Chebyshev

Định lý 1.2. Cho X là biến ngẫu nhiên bất kỳ. Khi đó:

∀u > 0 : P(|X − E(X)| ≥ u) ≤ V ar(X)

u2
.
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1.2.3 Bất đẳng thức Chernoff cho phân phối nhị thức

Định lý 1.3. [Chương 2, [3]] Xét biến ngẫu nhiên X ∼ Bin(n, p). Khi

đó với mọi 0 ≤ ε ≤ 1 và α > 0, ta có:

P(X ≤ (1− ε)np) ≤ e−ε2np/2,

P(X ≥ (1 + ε)np) ≤ e−ε2np/3,

P(X ≥ αnp) ≤
( e
α

)αnp
.

1.3 Một số khái niệm và kết quả được sử dụng

1.3.1 Khái niệm với xác suất cao

Định nghĩa 1.7. Ta nói một sự kiện (hay biến cố) xảy ra với xác suất

cao (viết tắt là w.h.p) nếu xác suất xảy ra sự kiện đó phụ thuộc vào một

chỉ số n, và tiến tới 1 nếu n tiến tới dương vô cùng.

1.3.2 Thuật toán Dijkstra tìm đường đi ngắn nhất

Thuật toán Dijkstra, mang tên của nhà khoa học máy tính người Hà Lan

Edsger Dijkstra, là một trong những thuật toán cổ điển để giải quyết

bài toán tìm đường đi ngắn nhất từ một điểm cho trước tới tất cả các

điểm còn lại trong một đồ thị có trọng số.

Thuật toán 1.1. [5] Cho đồ thị tất định G = (V,E) vô hướng, liên

thông, có trọng không âm. Ý tưởng của thuật toán Dijkstra tìm đường đi

ngắn nhất trong G xuất phát từ đỉnh gốc s như sau:

B1. Từ đỉnh gốc s, gán khoảng cách tới chính nó là 0, gán khoảng cách

nhỏ nhất ban đầu tới các đỉnh khác là ∞. Ta được danh sách khoảng

cách tới các đỉnh.
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B2. Chọn đỉnh a có khoảng cách nhỏ nhất trong danh sách này và ghi

nhận đây chính là khoảng cách nhỏ nhất từ đỉnh nguồn s tới a trong

G. Các lần sau ta không xét tới đỉnh này nữa.

B3. Lần lượt xét các đỉnh b kề với a. Nếu khoảng cách từ đỉnh gốc tới

đỉnh b nhỏ hơn khoảng cách hiện tại đang được ghi nhận thì cập

nhật giá trị và đỉnh kề a vào khoảng cách hiện tại của b.

B4. Sau khi xét tất cả đỉnh kề b của đỉnh a. Lúc này ta được danh sách

khoảng cách tới các điểm đã được cập nhật. Quay lại B2 với danh

sách này. Thuật toán kết thúc khi chọn được khoảng cách nhỏ nhất

(tức độ dài đường đi ngắn nhất) từ đỉnh nguồn s tới tất cả các đỉnh.

Để hiểu hơn về thuật toán Dijkstra nêu trên, ta cùng xem ví dụ

sau đây.

Ví dụ 1.1. Xét đồ thị vô hướng G:

Hình 1.1: Đồ thị G.

Ta sẽ sử dụng thuật toán Dijkstra sẽ tìm khoảng cách từ đỉnh gốc

0 tới tất cả các đỉnh còn lại trong đồ thị G như sau.

� Đầu tiên, ta khởi tạo khoảng cách từ đỉnh gốc 0 tới các đỉnh khác

là ∞, khoảng cách tới chính nó bằng 0. Ta được danh sách khoảng

cách từ đỉnh gốc tới các đỉnh:

Đỉnh 0 1 2 3 4 5 6 7 8

K/c tới đỉnh gốc 0 (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)
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� Chọn đỉnh 0 có khoảng cách nhỏ nhất trong danh sách trên (in đậm),

ghi nhận dG(0, 0) = 0.

� Xét các đỉnh kề với đỉnh 0 là đỉnh 1, 2, 3. Với đỉnh 1, khoảng cách

từ đỉnh gốc tới đỉnh 1 là 2.5 < ∞ nên ta ghi nhận giá trị mới là

(2.5, 1) (nghĩa là khoảng cách tới đỉnh gốc là 2.5, đỉnh liền kề trước

nó là đỉnh 0). Làm tương tự cho đỉnh 2 và đỉnh 3. Ta thu được danh

sách mới khoảng cách từ đỉnh gốc tới các đỉnh:

Đỉnh 0 1 2 3 4 5 6 7 8

K/c tới đỉnh gốc 0 (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) (2.0, 0) (2.1, 0) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

� Lúc này ta chọn đỉnh 2 có khoảng cách nhỏ nhất trong danh sách

trên (in đậm), ghi nhận dG(0, 2) = 2.0.

Tiếp tục xét đỉnh kề với 2 là đỉnh 4 và 5. Xét đỉnh 4, khoảng cách từ

đỉnh gốc tới đỉnh 4 sẽ bằng khoảng cách từ đỉnh gốc tới đỉnh 2 cộng

khoảng cách từ 2 tới 4, ghi nhận khoảng cách tại đỉnh 4 là (2.6, 2).

Làm tương tự cho đỉnh 5. Ta thu được danh sách mới khoảng cách

từ đỉnh gốc tới các đỉnh:

Đỉnh 0 1 2 3 4 5 6 7 8

K/c tới đỉnh gốc 0 (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) (2.0, 0) (2.1, 0) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) − (2.1, 0) (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

� Tiếp theo ta chọn đỉnh 3 có khoảng cách nhỏ nhất trong danh sách

trên (in đậm), ghi nhận dG(0, 3) = 2.1.

Tiếp tục xét đỉnh kề với 3 là đỉnh 5. Với đỉnh 5, khoảng cách

từ đỉnh gốc tới đỉnh 5 mà đi qua đỉnh 3 liền kề ngay trước là

2.1 + 2.5 = 4.6 > 3.5 nên giá trị tại đỉnh 5 không đổi.

Đỉnh 0 1 2 3 4 5 6 7 8

K/c tới đỉnh gốc 0 (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) (2.0, 0) (2.1, 0) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) − (2.1, 0) (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) − − (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

� Đỉnh 1 là đỉnh tiếp theo được chọn (in đậm), ghi nhận dG(0, 1) =

2.5.
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Tiếp tục xét đỉnh kề với 1 là đỉnh 4. Với đỉnh 4, khoảng cách

từ đỉnh gốc tới đỉnh 4 mà đi qua đỉnh 1 liền kề ngay trước là

2.5 + 1.0 = 3.5 > 2.6 nên giá trị tại đỉnh 4 không đổi.

Đỉnh 0 1 2 3 4 5 6 7 8

K/c tới đỉnh gốc 0 (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) (2.0, 0) (2.1, 0) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) − (2.1, 0) (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) − − (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− − − − (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

� Xong đỉnh 1, ta chọn đỉnh 4 và ghi nhận dG(0, 4) = 2.6.

Xét đỉnh kề với 4 là đỉnh 6: khoảng cách từ đỉnh gốc tới đỉnh 6 mà

đi qua đỉnh 4 liền kề ngay trước là 2.6 + 2.3 = 4.9 < ∞ nên cập

nhật giá trị tại đỉnh 6 là (4.9, 4).

Đỉnh 0 1 2 3 4 5 6 7 8

K/c tới đỉnh gốc 0 (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) (2.0, 0) (2.1, 0) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) − (2.1, 0) (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) − − (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− − − − (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− − − − − (3.5, 2) (4.9, 4) (∞,−) (∞,−)

� Tiếp tục ta chọn đỉnh 5 và ghi nhận dG(0, 5) = 3.5.

Xét đỉnh kề với 5, có 4 đỉnh là 2, 3, 6 và 7. Tuy nhiên đỉnh 2 và đỉnh

3 ta đã ghi nhận kết quả và không xét tới nữa, do vậy ta chỉ quan

tới việc có cập nhật giá trị cho đỉnh 6 và đỉnh 7 hay không. Với đỉnh

6, vì 3.5+ 1.9 = 5.4 > 4.9 nên câu trả lời là không. Còn với đỉnh 7,

vì 3.5 + 2.0 = 5.5 <∞ nên câu trả lời là có.
Đỉnh 0 1 2 3 4 5 6 7 8

K/c tới đỉnh gốc 0 (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) (2.0, 0) (2.1, 0) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) − (2.1, 0) (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) − − (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− − − − (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− − − − − (3.5, 2) (4.9, 4) (∞,−) (∞,−)

− − − − − − (4.9,4) (5.5, 5) (∞,−)

� Chọn đỉnh 6 tiếp theo, và ghi nhận dG(0, 6) = 4.9.

Xét đỉnh kề với 6, ta thấy ta sẽ không cập nhật giá trị cho đỉnh 7

nhưng cập nhật giá trị cho đỉnh 8 là (6.6, 6).
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Đỉnh 0 1 2 3 4 5 6 7 8

K/c tới đỉnh gốc 0 (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) (2.0, 0) (2.1, 0) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) − (2.1, 0) (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) − − (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− − − − (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− − − − − (3.5, 2) (4.9, 4) (∞,−) (∞,−)

− − − − − − (4.9,4) (5.5, 5) (∞,−)

− − − − − − − (5.5, 5) (6.6, 6)

� Chọn đỉnh 7, và ghi nhận dG(0, 7) = 5.5.

Xét đỉnh kề với 7, ta thấy ta sẽ giữ nguyên giá trị cho đỉnh 8.

Đỉnh 0 1 2 3 4 5 6 7 8

K/c tới đỉnh gốc 0 (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) (2.0, 0) (2.1, 0) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) − (2.1, 0) (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− (2.5, 0) − − (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− − − − (2.6, 2) (3.5, 2) (∞,−) (∞,−) (∞,−)

− − − − − (3.5, 2) (4.9, 4) (∞,−) (∞,−)

− − − − − − (4.9,4) (5.5, 5) (∞,−)

− − − − − − − (5.5, 5) (6.6, 6)

− − − − − − − − (6.6, 6)

� Thuật toán kết thúc khi đã chọn được khoảng cách nhỏ nhất (tức độ

dài đường đi ngắn nhất) từ đỉnh gốc tới tất cả các đỉnh.

Hình 1.2: Đường đi ngắn nhất từ đỉnh 0 tới tất cả các đỉnh trong G.

Nhận xét 1.4. Bằng cách cập nhật cả giá trị và đỉnh kề vào danh sách

tại B3, ta không chỉ biết được độ dài đường đi ngắn nhất từ đỉnh gốc tới

các đỉnh, mà còn biết chính xác đường đi đó đi qua những đỉnh nào.
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1.3.3 Một kết quả của phân phối đều

Định lý 1.4. [Bổ đề 9, [6]] Cho γ > 0;U1, U2, . . . , Uk i.i.d ∼ U [0, 1].

Khi đó với mọi u ≥ 0, ta có:

P(Uγ
1 + Uγ

2 + · · ·+ Uγ
k ≤ u) ≤

uk/γ
(
Γ
(

1
γ + 1

))k
Γ
(
k
γ + 1

) ;

trong đó Γ(.) là hàm Gamma.

Hệ quả 1.1. Cho γ = 1, ta suy ra P(U1 + U2 + · · ·+ Uk ≤ u) ≤ uk

k!
.

1.3.4 So sánh giữa phân phối mũ và phân phối đều

Nhận xét 1.5. Xét X ∼ Exp(1), Y ∼ U [0, 1], khi đó Y ≺ X vì

∀x ≥ 0 : P(X ≥ x) = e−x ≥ 1− x = P(Y ≥ x).

Hơn nữa ∀x ≥ 0 :

P(X1 +X2 + · · ·+Xn ≤ x) ≤ P(Y1 + Y2 + · · ·+ Yn ≤ x),

với X1, X2, . . . , Xn i.i.d ∼ Exp(1) và Y1, Y2, . . . , Yn i.i.d ∼ U [0, 1].

Theo Hệ quả 1.1 ta suy ra:

P(X1 +X2 + · · ·+Xn ≤ x) ≤ xk

k!
. (1.3.1)

1.3.5 Xấp xỉ Stirling

Định lý 1.5. Cho n là một số nguyên dương. Khi đó:

n! ≈
√
2πn

(n
e

)n
.

Hệ quả 1.2. n! >
(
n
e

)n ∀n ∈ Z+.



Chương 2

Bao của đồ thị có trọng ngẫu nhiên

Khái niệm đồ thị ngẫu nhiên - cụ thể là Gn,p
1 - lần đầu được giới thiệu

bởi P. Erdös và A. Rényi vào năm 1959, sau đó phổ biến và phát triển

nhiều mô hình khác nhau, xem thêm tại [7]. Một trong số đó là đồ thị

có trọng ngẫu nhiên. Đồ thị có trọng ngẫu nhiên là đồ thị có tập đỉnh,

tập cạnh cố định, nhưng độ dài các cạnh là các biến ngẫu nhiên. Thông

thường chúng độc lập và cùng phân phối, chủ yếu là phân phối mũ hoặc

phân phối đều.

Năm 1999, S. Janson đã chứng minh một kết quả về đường đi ngắn

nhất trong đồ thị đầy đủ Kn
2 có trọng ngẫu nhiên Exp(1) (xem [8]). Cụ

thể ông chứng minh được với xác suất cao thì:

dKn
(1, 2) ≈ log n

n
; max

j>1
dKn

(1, j) ≈ 2 log n

n
; max

i,j
dKn

(i, j) ≈ 3 log n

n
.

Tại chương này, ta nêu các kết quả về t− bao trên lớp rộng hơn các đồ

thị G(d) (xem Định nghĩa 2.1), theo một khía cạnh nào đó được hiểu

như mở rộng các kết quả của Jason.

1Gn,p là đồ thị ngẫu nhiên n đỉnh, và hai đỉnh bất kỳ được nối với nhau một cách độc lập với xác

suất p.
2Kn là đồ thị đơn, vô hướng có n đỉnh, hai đỉnh bất kì đều được nối với nhau.

12
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2.1 Kết quả chính

Cho trước số nguyên dương n đủ lớn, đặt θ =
1√
log n

.

Định nghĩa 2.1. G(d) là lớp các đồ thị vô hướng, liên thông G = ([n], E)

với [n] = {1, 2, . . . , n}, thỏa mãn hai tính chất chính quy dưới đây:

(i) G là dn- chính quy:

Nghĩa là tồn tại d = d(n) sao cho 1 ≥ d≫ θ log(log n), và

| deg(i)− dn| ≤ dn√
log n

∀ i ∈ [n]; (2.1.1)

(ii) với mọi cặp hai tập con rời nhau S, T ⊂ [n] với |S|, |T | ≥ θn ta có

|E(S, T )|
√
log n

|S||T | log(log n)
→ ∞, (2.1.2)

ở đây E(S, T ) = {e = {u, v} ∈ E | u ∈ S, v ∈ T}.

Nhận xét 2.1. Đồ thị đầy đủ Kn ∈ G(1) và nếu np≫ log n thì với xác

suất cao Gn,p ∈ G(p).

Định lý 2.1. [3] Xét đồ thị G = ([n], E) ∈ G(d) hoặc G là dn-chính quy

với d > 1/2. Giả thiết rằng các cạnh {i, j} ∈ E có độ dài li,j là các biến

ngẫu nhiên độc lập cùng phân phối Exp(1). Khi đó với xác suất cao thì

kích thước tối thiểu của 1− bao là xấp xỉ 1
2n log n, tức là:

min{|E ′| : G′ = (V,E ′) là 1− bao} =

(
1

2
+ o(1)

)
n log n.

2.2 Chứng minh Định lý 2.1

Trong suốt phần chứng minh này, ta gọi (Ej)j≥1 là dãy các biến ngẫu

nhiên độc lập, cùng phân phối Exp(1). Gọi (Uj)j≥1 là dãy các biến ngẫu

nhiên độc lập, cùng phân phối U [0, 1].

Trước hết, ta nhắc lại định nghĩa của t− bao đã nêu ở phần giới thiệu:



14

Cho đồ thị liên thông, vô hướng G = (V,E), và cố định t ≥ 1. Đồ thị

con G′ = (V,E ′) ⊆ G được gọi là một t−bao của G, nếu:

dG′(u, v) ≤ t.dG(u, v), ∀u, v ∈ G.

Để thuận tiện, đôi khi ta cũng coi chính E ′ ⊆ E là t− bao. Với t = 1, rõ

ràng dG′(u, v) = dG(u, v), ∀u, v ∈ G.

2.2.1 Cận dưới kích thước tối thiểu của 1-bao

Để tìm được cận dưới kích thước tối thiểu của 1 − bao của G, ta thực

hiện hai bước:

1. Chỉ ra rằng bất kỳ 1 − bao nào cũng phải chứa các tập Xv (xem

định nghĩa tại Bổ đề 2.4) với "hầu hết" v ∈ [n]. Một cách ngắn gọn,

Xv là tập các cạnh kề với v có trọng không quá lớn so với các cạnh

khác cùng kề với v.

2. Ước lượng kích thước tối thiểu của 1 − bao qua việc đánh giá kích

thước của các tập Xv.

Trước tiên, ta đi chứng minh kết luận ở bước đầu tiên qua các bổ đề

sau.

Bổ đề 2.1. Đặt α = 1− 2θ. Cố định các đỉnh v, w1, w2, . . . , wl ∈ [n] với

l = O(log n). Khi đó:

P
(
∃ 1 ≤ i ≤ l : dG(v, wi) ≤

α log n

dn

)
= o(1). (2.2.3)

Chứng minh. Ta chỉ quan tâm tới trường hợp α > 0.

Cố định i ∈ {1, 2, . . . , l} bất kỳ, vì deg(u) ≤ (1 + θ)dn ∀u ∈ [n] (theo

(2.1.1)) nên có tối đa ((1 + θ)dn)k−1 đường đi k cạnh từ đỉnh v tới đỉnh

wi. Cùng với Nhận xét 1.5, ta thu được:

P
(
dG(v, wi) ≤

α log n

dn

)
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≤
n−1∑
k=1

P
(
dG(v, wi) ≤

α log n

dn
: đường đi tối ưu có k cạnh

)

≤
n−1∑
k=1

P
(
E1 + E2 + · · ·+ Ek ≤

α log n

dn

)
((1 + θ)dn)k−1

≤
n−1∑
k=1

P
(
U1 + U2 + · · ·+ Uk ≤

α log n

dn

)
((1 + θ)dn)k−1

≤
n−1∑
k=1

(α log n)k

k!(dn)k
((1 + θ)dn)k−1 .

Do vậy:

P
(
∃ 1 ≤ i ≤ l : dG(v, wi) ≤

α log n

dn

)
≤

l∑
i=1

P
(
dG(v, wi) ≤

α log n

dn

)

≤ l.

n−1∑
k=1

(α log n)k

k!(dn)k
((1 + θ)dn)k−1

≤ l

dn

n−1∑
k=1

(1 + θ)k(α log n)k

k!
.

Sử dụng Hệ quả 1.2 về xấp xỉ Stirling, ta thu được:

P
(
∃ 1 ≤ i ≤ l : dG(v, wi) ≤

α log n

dn

)
≤ l

dn

n−1∑
k=1

(
e(1 + θ)(α log n)

k

)k

:= S.

Tới đây, ta tách tổng S thành hai phần:

S =
l

dn


10 log n∑
k=1

(
e(1 + θ)(α log n)

k

)k

︸ ︷︷ ︸
S1

+
n−1∑

k=10 log n

(
e(1 + θ)(α log n)

k

)k

︸ ︷︷ ︸
S2

 .
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Xét 1 ≤ k ≤ 10 log n, đặt a = e(1 + θ)α log n, ta có:(
e(1 + θ)(α log n)

k

)k

=
(a
k

)k
:= f(k).

Ta có f ′(x) =
(
a
x

)x
(log a− 1− log x) nên ta dễ dàng suy ra được f đạt

cực đại tại x = a/e = (1 + θ)α log n. Khi đó(
e(1 + θ)(α log n)

k

)k

= f(k) ≤ f((1 + θ)α log n)

= e(1+θ)α log n = n(1+θ)α,

suy ra S1 ≤ 10 log n · n(1+θ)α.

Với k ≥ 10 log n, sử dụng tính đơn điệu giảm của hàm f trên khoảng

(a/e,∞), ta có:(
e(1 + θ)(α log n)

k

)k

=

(
e(1 + θ)(1− 2θ) log n

k

)k

≤
(
e(1 + θ)(1− 2θ) log n

10 log n

)10 log n

=

(
e(1 + θ)(1− 2θ)

10

)10 log n

≤
(
1

e

)10 log n

=
1

n10
,

suy ra S2 ≤ (n− 10 log n) · n−10 ≤ n−9.

Như vậy:

P
(
∃ 1 ≤ i ≤ l : dG(v, wi) ≤

α log n

dn

)
≤ S =

l

dn
(S1 + S2)

≤ l

dn

(
10 log n · n(1+θ)α + n−9

)
=

10l log n

dn2θ2+θ
+

l

dn10
.

Chú ý rằng


θ = 1√

log n
⇔ n = e1/θ

2 ⇒ n2θ
2+θ = e2+

√
log n

l = O(log n)

d
√
log n

log(log n) =
d

θ log(log n) → ∞

,
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ta thu được kết luận:

P
(
∃ 1 ≤ i ≤ l : dG(v, wi) ≤

α log n

dn

)
≤ 10l log n

dn2θ2+θ
+

l

dn10

≤ 10

e2
· l log

3/2 n log(log n)
d
√
log n

log(log n)e
√
log n

+
l

dn10

= o(1).

Bổ đề 2.2. Với mỗi v ∈ [n], ta định nghĩa

Av =

{
w ̸= v : w ∼ v; lv,w ≤ log n

dn

}
.

Khi đó với xác suất cao thì |Av| ≤ 4 log n ∀v.

Chứng minh. Xét v ∈ [n] cố định bất kỳ. Ta có:

� Theo (2.1.1) : |Av| ≤ deg(v) ≤ (1 + θ)dn.

� Với w ∼ v thì

P(w ∈ Av) = P
(
lv,w ≤ log n

dn

)
= P

(
E1 ≤

log n

dn

)
≤ P

(
U1 ≤

log n

dn

)
=

log n

dn
.

Suy ra |Av| ≺ Bin
(
(1 + θ)dn, log ndn

)
. Sử dụng thêm Bất đẳng thức Cher-

noff 1.3, ta thu được:

P(|Av| ≥ 4 log n) ≤ P
(
Bin((1 + θ)dn,

log n

dn
) ≥ 4 log n

)
≤
(
e(1 + θ)

4

)4 log n

≤
(

1

e1,1

)log n

︸ ︷︷ ︸
khi n đủ lớn

≤ 1

n1,1
.
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Do đó:

P(∃v : |Av| ≥ 4 log n) = P

⋃
v∈[n]

(|Av| ≥ 4 log n)


≤
∑
v∈[n]

P(|Av| ≥ 4 log n)

≤ n.
1

n1,1
=

1

n0,1
.

Từ đây ta có thể thu được kết luận của Bổ đề.

Với mỗi v ∈ [n], ta kí hiệu δv = min{lw,v : w ∼ v} là khoảng cách

từ v đến đỉnh kề gần nhất.

Bổ đề 2.3. Đặt

B =

{
v ∈ [n] : δv ≥

√
log n

dn

}
.

Khi đó với xác suất cao thì |B| ≤ n exp(− 3
√
log n).

Chứng minh. Xét v ∈ [n], theo (2.1.1) thì deg(v) ≥ (1− θ)dn. Ta có:

P(v ∈ B) = P
(
δv ≥

√
log n

dn

)
= P

(
lw,v ≥

√
log n

dn
∀w ∼ v

)
=
∏
w∼v

P
(
lw,v ≥

√
log n

dn

)
=
∏
w∼v

P
(
E1 ≥

√
log n

dn

)

=

(
exp

(
−
√
log n

dn

))deg(v)

= exp

(
−
√
log n

dn
· deg(v)

)
≤ exp

(
−
√
log n

dn
· (1− θ)dn

)
.

Suy ra E(|B|) ≤ n exp
(
−(1− θ)

√
log n

)
.

Áp dụng Bất đẳng thức Markov 1.1 ta thu được:

P
(
|B| ≥ n exp(− 3

√
log n)

)
≤ E(|B|)
n exp(− 3

√
log n)

≤ exp( 3
√
log n− (1− θ)

√
log n)︸ ︷︷ ︸

→0 khi n→∞

.

Vậy ta có điều phải chứng minh.
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Bổ đề 2.4. Với mỗi v ∈ [n], ta định nghĩa

Xv =

{
e = {v, x} ∈ E : l(e) ≤ δv +

α log n

dn

}
.

Gọi GS = ([n], S) là 1 − bao bất kỳ của G. Khi đó với xác suất cao thì

Xv ⊆ S ∀v ngoại trừ o(n) đỉnh.

Chứng minh. Ta sẽ chứng minh w.h.p Xv ⊆ S với hầu hết v /∈ B.

Ta có:

P(Xv ⊈ S | v /∈ B) = P (E | v /∈ B) ,

trong đó E = {∃ e = {v, x} ∈ Xv}.
Lại có GS là 1 − bao của G, nên nếu ta xét đường đi tối ưu từ x tới v

trong GS thì:

P (E | v /∈ B) ≤ P(E ,∃ w ∼ v : dGS
(x, v) = dGS\{v}(x,w) + lw,v | v /∈ B)

= P(E ,∃ w ∼ v : dG(x, v) = dGS\{v}(x,w) + lv,w | v /∈ B)

:= p1 + p2,

trong đó:

p1 = P(E ,∃ w ∼ v, w ∈ Av : dG(x, v) = dGS\{v}(x,w) + lv,w | v /∈ B),

p2 = P(E ,∃ w ∼ v, w /∈ Av : dG(x, v) = dGS\{v}(x,w) + lv,w | v /∈ B).

Ta sẽ đi ước lượng p1, p2.

� Tính p2.

Khi v /∈ B thì δv <
√
log n
dn , kết hợp với việc α = 1 − 2θ = 1 − 2√

log n

ta có

δv +
α log n

dn
<

√
log n+ α log n

dn

=
log n−

√
log n

dn
<

log n

dn
,
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lại có {v, x} ∈ Xv suy ra

lx,v ≤ δv +
α log n

dn
,

mà w /∈ Av nên

lv,w >
log n

dn
,

do đó

dG(x, v) ≤ lx,v ≤ δv +
α log n

dn
<

log n

dn
< lv,w.

Ta suy ra sự kiện trong p2 không thể xảy ra vì:

lv,w > dG(x, v) = dGS\{v}(x,w) + lv,w ≥ lv,w.

Vậy p2 = 0.

� Tính p1.

Sử dụng các định nghĩa của δv, Av trong Bổ đề 2.2, và các tính toán

khi tính p2, ta có:

p1 = P(E ,∃ w ∼ v, w ∈ Av : dG(x, v) = dGS\{v}(x,w) + lv,w | v /∈ B)

= P(E ,∃ w ∈ Av : dGS\{v}(x,w) + lv,w = dG(x, v) | v /∈ B)

≤ P
(
E ,∃ w ∈ Av : dGS\{v}(x,w) + lv,w ≤ δv +

α log n

dn
| v /∈ B

)
≤ P

(
E ,∃ w ∈ Av : dGS\{v}(x,w) ≤

α log n

dn
| v /∈ B

)
≤
∑
w∼v

P
(
E , w ∈ Av : dGS\{v}(x,w) ≤

α log n

dn
| v /∈ B

)
:= p1,1 + p1,2,

trong đó:

p1,1 =
∑
w∼v

P
(
E , w ∈ Av, |Av| ≤ 4 log n : dGS\{v}(x,w) ≤

α log n

dn
| v /∈ B

)
,

p1,2 =
∑
w∼v

P
(
E , w ∈ Av, |Av| > 4 log n : dGS\{v}(x,w) ≤

α log n

dn
| v /∈ B

)
.
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Đến đây, để ý rằng deg v ≤ (1 + θ)dn, đồng thời sử dụng kết quả

tại Bổ đề 2.1, ta thu được:

p1,1

=
∑
w∼v

P
(
E , w ∈ Av, |Av| ≤ 4 log n : dGS\{v}(x,w) ≤

α log n

dn
| v /∈ B

)
≤
∑
w∼v

P
(
E , dGS\{v}(x,w) ≤

α log n

dn
| w ∈ Av, |Av| ≤ 4 log n

)
× P(w ∈ Av, |Av| ≤ 4 log n | v /∈ B)

≤
∑
w∼v

P
(
E , dGS\{v}(x,w) ≤

α log n

dn
| w ∈ Av, |Av| ≤ 4 log n

)
× P(w ∈ Av)

≤ (1 + θ)dn ·
[
10

d

(
log n

exp(2 +
√
log n)

+
1

10n10

)
· log n
dn

]
≤ (1 +

1√
log n

) · 10

d
√
log n

(
log3/2 n

exp(2 +
√
log n)

+
log1/2 n

10n10

)
→ 0.

Mặt khác, áp dụng các kết quả của Bổ đề 2.2 và Bổ đề 2.3, ta cũng

có:

p1,2 ≤
∑
w∼v

P(|Av| > 4 log n | v /∈ B)

≤
∑
w∼v

P(|Av| > 4 log n)

P(v /∈ B)

≤ deg(v) · P(|Av| > 4 log n)

P(v /∈ B)

≤ (1 + θ)dn · 1

n1,1(1− exp
(
−(1− θ)

√
log n

)
)
→ 0.

Như vậy, p1 = p1,1 + p1,2 → 0 khi n→ ∞.

Tóm lại

P(Xv ⊈ S | v /∈ B) ≤ p1 + p2 → 0 khi n→ ∞,
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suy ra:

P(v /∈ B,Xv ⊈ S) ≤ P(Xv ⊈ S | v /∈ B) → 0 khi n→ ∞.

Khi đó đặt C = {v /∈ B,Xv ⊈ S} thì

E(|C|) = o(n)

Xv ⊆ S ∀v ∈ [n] \ (B ∪ C)
đồng thời ta đã biết E(|B|) ≤ n. exp

(
−(1− θ)

√
log n

)
= o(n).

Vậy ta kết luận được với xác suất cao thì Xv ⊆ S ∀v ngoại trừ o(n)

đỉnh.

Tới đây, ta đã chứng minh xong khẳng định ở bước đầu tiên. Tiếp

theo, ta đi ước lượng
∑

v∈[n]\(B∪C) |Xv|. Ta có:

|Xv| =
∑
w∼v

1{lw,v≤δv+
α logn

dn } ≥
∑
w∼v

1{lw,v≤α logn
dn }.

Đặt Yv =
∑

w∼v 1{lw,v≤α logn
dn } ⇒ |Xv| ≥ Yv h.c.c nên∑

v∈[n]\(B∪C)

|Xv| ≥
∑

v∈[n]\(B∪C)

Yv h.c.c . (2.2.4)

Ta đi ước lượng
∑

v∈[n]\(B∪C) |Xv| qua
∑

v∈[n]\(B∪C) Yv bằng hai bước.

Bước 1: Ta có

E(Yv) = E

(∑
w∼v

1{lw,v≤α logn
dn }

)
=
∑
w∼v

P
(
lw,v ≤

α log n

dn

)
= deg(v) ·

(
1− exp

(
−α log n

dn

))
;

mà deg(v) ≥ (1− θ)dn ∀v và 1− e−t ≥ t(1− t/2) ∀t nên ta suy ra

E

∑
v∈[n]

Yv

 =
∑
v∈[n]

deg(v) ·
(
1− exp

(
−α log n

dn

))

≥ n · (1− θ)dn · α log n

dn

(
1− α log n

2dn

)
. (2.2.5)
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Từ định nghĩa của Yv ta thấy nếu i ≁ j thì Yi độc lập với Yj, nên:

Var

∑
v∈[n]

Yv

 =
∑

v,w∈[n]

Cov(Yv, Yw) =
∑
v∈[n]

∑
w∼v

Cov(Yv, Yw).

Mặt khác nếu w ∼ v thì

Cov(Yv, Yw) = Cov

(∑
x∼v

1{lx,v≤α logn
dn };

∑
y∼w

1{ly,w≤α logn
dn }

)
=
∑
x∼v

∑
y∼w

Cov
(
1{lx,v≤α logn

dn };1{ly,w≤α logn
dn }

)
︸ ︷︷ ︸

̸= 0 khi x = w và y = v

= 0 trong mọi TH còn lại

= Cov
(
1{lw,v≤α logn

dn };1{lv,w≤α logn
dn }

)
= Var

(
1{lw,v≤α logn

dn }
)

= E
(
12

{lw,v≤α logn
dn }

)
−
(
E
(
1{lw,v≤α logn

dn }
))2

= E
(
1{lw,v≤α logn

dn }
)
−
(
E
(
1{lw,v≤α logn

dn }
))2

= exp

(
−α log n

dn

)
·
(
1− exp

(
−α log n

dn

))
≤ 1 · α log n

dn
=
α log n

dn
.

Ta suy ra

Var

∑
v∈[n]

Yv

 =
∑
v∈[n]

∑
w∼v

Cov(Yv, Yw)

≤
∑
v∈[n]

deg(v) · α log n

dn

≤ n · (1 + θ)dn · α log n

dn
= n(1 + θ)α log n. (2.2.6)
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Áp dụng Bất đẳng thức Chebyshev 1.2 với u > 0:

P

∑
v∈[n]

Yv − E

∑
v∈[n]

Yv

 ≤ −u

 ≤ P

∣∣∣∣∣∣
∑
v∈[n]

Yv − E

∑
v∈[n]

Yv

∣∣∣∣∣∣ ≥ u


≤

Var
(∑

v∈[n] Yv

)
u2

.

Sử dụng (2.2.5), (2.2.6), và từ định nghĩa của các tham số θ, α, d ta có

P

∑
v∈[n]

Yv ≤ n(1− θ)α log n

(
1− α log n

dn

)
︸ ︷︷ ︸

≈ n log n

−u

 ≤ n(1 + θ)α log n︸ ︷︷ ︸
≈ n log n

· 1
u2
.

Chọn
√
n log n≪ u≪ n log n ta thu được

P

∑
v∈[n]

Yv ≥ [1− o(1)]n log n

→ 1 khi n→ ∞. (2.2.7)

Bước 2: Ta có
∑

v∈(B∪C) Yv =
∑

v∈[n]
(
Yv1{v∈(B∪C)}

)
, và

E
(
Yv1{v∈(B∪C)}

)
≤
√
E (Y 2

v )E
(
12
{v∈(B∪C)}

)
. (2.2.8)

Ta cũng có

� E
(
Y 2
v

)
= Var(Yv) + (E(Yv))2, trong đó:

(i). Var(Yv) ≤ E(Yv) vì Yv là tổng các biến ngẫu nhiên chỉ thị độc

lập.

(ii). E(Yv) = deg(v)
(
1− exp

(
−α log n

dn

))
: chứng minh tại bước 1.

(iii). deg(v) ≤ (1 + θ)dn và
[
1− exp

(
−α log n

dn

)]
≤ α log n

dn .

Ta suy ra:

E
(
Y 2
v

)
≤ E(Yv). (1 + E(Yv))

≤ [(1 + θ)α log n] [1 + (1 + θ)α log n]

≤ (2α log n)2 . (2.2.9)
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� E
(
12
{v∈(B∪C)}

)
= E

(
1{v∈(B∪C)}

)
= P(v ∈ (B ∪ C)), trong đó:

(i). B ∩ C = ∅.

(ii). P(v ∈ B) ≤ exp
[
−(1− θ)

√
log n

]
: chứng minh tại Bổ đề 2.3.

(iii). P(v ∈ C) = o(1) : chứng minh tại Bổ đề 2.4.

Ta suy ra:

E
(
12
{v∈(B∪C)}

)
≤ exp

[
−(1− θ)

√
log n

]
+ o(1)

= o(1). (2.2.10)

Thế (2.2.9) và (2.2.10) vào (2.2.8) ta thu được:

E
(
Yv1{v∈(B∪C)}

)
= o(log n).

Suy ra:

E

 ∑
v∈(B∪C)

Yv

 = E

∑
v∈[n]

(
Yv1{v∈(B∪C)}

)
=
∑
v∈[n]

E
(
Yv1{v∈(B∪C)}

)
= o(n log n).

Khi đó, theo Bất đẳng thức Markov 1.1, ta có:

P

 ∑
v∈(B∪C)

Yv ≤ o(n log n)

→ 1 khi n→ ∞. (2.2.11)

Vậy ta kết thúc hai bước để ước lượng
∑

v∈[n]\(B∪C) Yv. Đến đây áp dụng

(2.2.7) và (2.2.11) vào so sánh (2.2.4) ta thu được:∑
v∈[n]\(B∪C)

|Xv| ≥
∑

v∈[n]\(B∪C)

Yv ≥ (1− o(1))n log n w.h.p .

Mặt khác, rõ ràng ∀v ̸= w : |Xv ∩ Xw| ≤ 1 nên ta có thể kết luận: với

GS = ([n], S) là 1− bao bất kỳ của G thì

|S| ≥

∣∣∣∣∣∣
⋃

v∈[n]\(B∪C)

Xv

∣∣∣∣∣∣ ≥ 1

2

∑
v∈[n]\(B∪C)

|Xv| ≥
(
1

2
+ o(1)

)
n log n w.h.p .
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Vậy với xác suất cao thì kích thước tối thiểu của 1 − bao của G là(
1
2 + o(1)

)
n log n.

2.2.2 Cận trên kích thước tối thiểu của 1-bao

Để tìm được cận trên kích thước tối thiểu của 1− bao, trước tiên ta xây

dựng 1− bao của G qua bổ đề sau:

Bổ đề 2.5. Đặt l0 =
(1+

√
θ) log n
dn , và

E ′ = E0 ∪ E ′
0

với

E0 = {e ∈ E : l(e) ≤ l0},

E ′
0 = {e = {u, v} ∈ E : l0 < l(e) = dG(u, v)}.

Khi đó G′ = ([n], E ′) là 1− bao của G.

Chứng minh. Với u, v ∈ [n] bất kỳ, xét đường đi ngắn nhất từ u → v

trong G là u = w0 → w1 → w2 → · · · → wk = v, k ≥ 1, wj ∼ wj+1.

Khi đó:

dG(u, v) =
k−1∑
j=0

lwj ,wj+1
.

Đặt ej = {wj, wj+1} ∈ E, ta có các trường hợp:

� Nếu lwj ,wj+1
≤ l0 thì ej ∈ E0 ⊆ E ′.

� Nếu lwj ,wj+1
> l0 thì do ej nằm trong đường đi ngắn nhất từ u→ v

nên ej phải là đường đi ngắn nhất từ wj → wj+1, suy ra ej ∈ E ′
0.

Tóm lại, ej ∈ E ′ ∀j nên u = w0 → w1 → w2 → · · · → wk = v cũng là

một đường đi từ u→ v trong G′ ⊆ G. Do đó:

dG(u, v) =
k−1∑
j=0

lwj ,wj+1
≥ dG′(u, v) ≥ dG(u, v),
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hay

dG′(u, v) = dG(u, v) ∀u, v ∈ [n].

Ta kết luận G′ là 1− bao của G.

Bây giờ ta sẽ ước lượng kích thước của G′, tức cỡ của |E ′| hay
|E0|+ |E ′

0|.

Bổ đề 2.6. Với xác suất cao thì:

|E0| ≈
1

2
n log n.

Chứng minh. Ta có:

P(e ∈ E0) = P(l(e) ≤ l0) = P

(
E1 ≤

(1 +
√
θ) log n

dn

)

= 1− exp

(
−(1 +

√
θ) log n

dn

)
,

suy ra

|E0| ∼ Bin

|E|, 1− exp

(
−(1 +

√
θ) log n

dn

)
︸ ︷︷ ︸

t

 .
Áp dụng Bất đẳng thức Chernoff 1.3 ta thu được:

P ((1− ε)|E|t ≤ |E0| ≤ (1 + ε)|E|t) → 1

Mặt khác, vì ∀v : (1− θ)dn ≤ deg(v) ≤ (1 + θ)dn, nên:

(1− θ)dn2

2
≤ |E| ≤ (1 + θ)dn2

2
,

và cũng vì x− x2/2 ≤ 1− e−x = t ≤ x nên không khó để rút ra được:

|E|.t ≈ n log n

2
.

Kết hợp những điều bên trên, ta có điều phải chứng minh.
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Tiếp theo, ta tìm cách ước lượng |E ′
0|. Chú ý rằng:

E ′
0 = {e ={u, v} ∈ E : l0 < l(e) = dG(u, v)}.

Để làm được điều này, ta sẽ tìm chặn trên l1 cho maxi,j dG(i, j), rồi từ

đó ước lượng P(e ∈ E ′
0 | maxi,j dG(i, j) ≤ l1).

Cụ thể, đặt

l1 =
5 log n

dn
.

Bổ đề 2.7. Với xác suất cao thì:

max
i,j

dG(i, j) ≤ l1.

Chứng minh. Ta xây dựng thuật toán tìm đường đi ngắn nhất trong

G. Trong [8], Jason đã phân tích hiệu suất hoạt động của Thuật toán

Dijkstra [5] trên đồ thị đầy đủ Kn với độ dài cạnh là biến ngẫu nhiên

phân phối mũ. Về cơ bản, thuật toán của chúng ta sẽ điều chỉnh một vài

chi tiết nhỏ trong lập luận của ông để phù hợp với đồ thị G thỏa mãn

hai điều kiện 2.1.1 và 2.1.2.

Cụ thể, ta phân tích thuật toán Dijkstra để tìm đường đi ngắn nhất từ

đỉnh nguồn 1 tới các đỉnh khác, mà ở đó độ dài các cạnh là các biến

ngẫu nhiên độc lập, cùng phân phối mũ Exp(1). Nhắc lại rằng sau bước

i, ta có tập các đỉnh là cây Ti và tập các giá trị dv, v ∈ [n] thỏa mãn:

� Với u ∈ Ti : du = dG(1, u).

� Với v ∈ T̄i = [n] \ Ti : dv = min{du + lu,v, u ∼ v, u ∈ Ti}.

� Đặt δi = max{du, u ∈ Ti} thì theo cách thuật toán vận hành, ta có

ràng buộc dv ≥ δi ∀v ∈ T̄i. Khi đó:

du + lu,v ≥ δi ⇔ lu,v ≥ δi − du ∀{u, v} ∈ E(Ti, T̄i).

Mặt khác, do phân phối mũ có tính chất không nhớ (memory less)

nên tồn tại Eu,v ∼ Exp(1) (độc lập với tất cả các E(u′, v′) khác)
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thỏa mãn

lu,v = δi − du + Eu,v ⇔ du + lu,v = δi + Eu,v ∀{u, v} ∈ E(Ti, T̄i).

Ta suy ra thuật toán này tương đương phân phối, tức bảo toàn phân

phối độ dài đường đi ngắn nhất từ đỉnh nguồn 1 tới các đỉnh khác, với

quá trình rời rạc sau.

Quá trình 1:

� Đặt v1 = 1, T1 = 1, dv1 = 0, δ1 = max{du, u ∈ T1}.

� Sau khi có Ti, δi, với mỗi cạnh {u, v} ∈ E(Ti, T̄i) ta đặt tương ứng

độ dài là Eu,v, các độ dài độc lập, cùng phân phối Exp(1). Xét

{û, v̂} = argmin{u,v}∈E(Ti,T̄i){δi+Eu,v}, khi đó ta đặt vi+1 = v̂, Ti+1 =

Ti ∪ {vi+1}, dvi+1
= δi + Eû,v̂.

Để ý rằng, min{E1, E2, . . . , Er} ∼ Exp(r), ta suy ra quá trình 1 tương

đương quá trình 2.

Quá trình 2:

� Đặt v1 = 1, T1 = 1, dv1 = 0.

� Sau khi có vi, Ti, chọn ngẫu nhiên theo phân phối đều cạnh {û, v̂} ∈
E(Ti, T̄i). Ta đặt vi+1 = v̂, Ti+1 = Ti∪{vi+1}, dvi+1

= dvi+E
γi, với Eγi

là một biến ngẫu nhiên có phân phối mũ tham số γi = |E(Ti, T̄i)|.

Sử dụng quá trình 2, ta suy ra:

E(dG(1,m)) = Sm :=
m−1∑
i=1

E
(
1

γi

)
, Var(dG(1,m)) =

m−1∑
i=1

E
(

1

γ2i

)
.

Mặt khác, sử dụng giả thiết ∀i ∈ [n] : (1− θ)dn ≤ deg(i) ≤ (1 + θ)dn:

(1− θ)dni−
(
i

2

)
≤ |E(Ti, T̄i)| ≤ (1 + θ)dni h.c.c ,
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Mà θ = 1/
√
log n nên ∀i :

(1− θ)i(dn− i) ≤ γi ≤ (1 + θ)idn h.c.c .

Do đó với xác suất cao thì:

∀ 1 ≤ i ≤ θn : γi = idn(1 + ζi) với |ζi| = O(θ),

∀ n− θn ≤ i ≤ n : γi = (n− i)dn(1 + ζi) với |ζi| = O(θ).

Ta suy ra:

Sθn = (1 +O(θ))
θn∑
i=1

1

idn
=

log n

dn
+O

(√
log n

n

)
w.h.p .

Quay trở lại với việc chứng minh bổ đề, ta làm tương tự như trong [8].

Đặt k1 = θn và Yi = Eγi
i , 1 ≤ i < n ⇒ Z1 = dG(1, k1) =

∑k1−1
i=1 Yi. Khi

đó với t < 1− 1+o(1)
dn , và m = k1 − 1 thì xác suất cao:

E(etdnZ1) = E

(
m∏
i=1

etdnYi

)
=
∑
x

E

(
m∏
i=1

etdnYi | γm = x

)
P(γm = x)

(
Biết γm thì Ym độc lập với Y1, Y2, . . . , Ym−1

)
= E

(
m−1∏
i=1

etdnYi

)∑
x

E
(
etdnYm | γm = x

)
P(γm = x)

= E

(
m−1∏
i=1

etdnYi

)∑
x

x

x− tdn
P(γm = x)

= E

(
m−1∏
i=1

etdnYi

)(
1− (1 + o(1))t

m

)−1

.

Do đó với mọi β > 0 ta có

P
(
Z1 ≥

β log n

dn

)
≤ E

(
etdnZ1−tβ log n

)
≤ e−tβ log n

m∏
i=1

(
1− (1 + o(1))t

i

)−1
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≤ e−tβ log n exp

(
m∑
i=1

(
(1 + o(1))t

i
+O(i−2)

))
≤ exp ((1 + o(1)− β)t log n) .

Chọn β = 2 + o(1) thì

w.h.p ∀j ∈ [n] : dG(j, k1) ≤
(2 + o(1)) log n

dn
.

Đặt T̂k1 là tập tương ứng với Tk1 khi chúng ta sử dụng quá trình 2 với

điểm xuất phát là đỉnh số 2. Trước tiên ta xét d ≤ 1/2 và G ∈ G(d). Khi

đó sử dụng điều kiện 2.1.2, ta suy ra hoặc Tk1 ∩ T̂k1 = ∅, hoặc

P
(
∄e ∈ E(Tk1, T̂k1) : l(e) ≤

1

n

)
≤ exp

(
−−ψθ2n2

n

)
= o(n−2).

Điều này chứng tỏ rằng với xác suất 1 − o(n−2)ta không thể tìm được

một đường đi có tổng độ dài > (4+o(1)) log n
dn + 1

n giữa một cặp điểm cố

định. Do đó:

w.h.p max
i,j

dG(i, j) ≤
(4 + o(1)) log n

dn
+

1

n
.

Xét trường hợp còn lại d > 1/2 ⇒ d = 1/2 + ε, ε > 0. Theo Điều kiện

(2.1.1) thì ∀i : deg(i) ≥ (1 − θ)dn ⇒ mọi cặp đỉnh đều có tối thiểu

(2ε− 2θ)n đỉnh kề chung. Ta ghép cặp các đỉnh thuộc Tk1 và T̂k1, suy ra

xác suất để không tồn tại một đường đi độ dài 2 giữa một cặp đỉnh, chỉ

sử dụng các cạnh độ dài không vượt quá log n
n log(log n) , bằng(

e−(
logn

n log(logn))
2
)−θn((2ε−2θ)n)

= o(n−2).

Lập luận tương tự như trên bằng việc sử dụng chặn hợp trên tất cả các

cặp đỉnh, ta thu được điều phải chứng minh.

Bổ đề 2.8. Cố định e = {u, v} ∈ E, ta có:

P(e ∈ E ′
0 | max

i,j
dG(i, j) ≤ l1) = o

(
log n

n

)
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Chứng minh. Để ý rằng e ∈ E ′
0 tức là e = {u, v} ∈ E thỏa mãn l(e) > l0

và l(e) chính bằng độ dài đường đi ngắn nhất giữa u và v. Khi đó:

dG(u,w) + lw,v ≥ l(e) = lu,v = dG(u, v) ∀w ∼ v.

Đặt ξ = l(e), x = maxw∼v dG(u,w) ta suy ra

lw,v ≥ l(e)− dG(u,w) ≥ ξ − x ∀w ∼ v.

Do đó:

P(e ∈ E ′
0,max

i,j
dG(i, j) ≤ l1)

=

∫ l1

l0

e−ξ

∫ ∞

0

P

(⋂
w∼v

{lw,v ≥ ξ − x}

)
dxdξ

≤
∫ l1

l0

∫ ∞

0

P

(⋂
w∼v

{lw,v ≥ ξ − x}

)
dxdξ.

Mặt khác, vì deg(v) ≥ (1 − θ)dn nên có nhiều hơn dn/2 đỉnh kề với v

nên biểu thức trên bị chặn bởi:

I :=

∫ l1

l0

∫ ∞

0

min{1, e−dn(ξ−x)/2}dxdξ.

Xét l2 = l0 − (log(log n))2

dn < l0 ≤ ξ, ta có:

I1 :=

∫ l1

l0

∫ l2

0

min{1, e−dn(ξ−x)/2}dxdξ

=

∫ l1

l0

∫ l2

0

e−dn(ξ−x)/2dxdξ

=
4

d2n2

(
ednl2/2 − 1

)(
e−dnl0/2 − e−dnl1/2

)
≤ 4

d2n2

(
edn(l2−l0)/2 − e−dnl0/2

)
.

Để ý rằng l0 =
(1+

√
θ) log n
dn , d≫ θ log(log n), và θ = 1√

log n
nên

I1 ≤
4

d2n2

(
e−(log(log n))2/2 − e−(1+θ) log n/2

)
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=
4

d2n2

(
e−(log(log n))2/2 − 1

)
︸ ︷︷ ︸

I1,1

+
4

d2n2

(
1− e−(1+θ) log n/2

)
︸ ︷︷ ︸

I1,2

,

trong đó

I1,1 ≤
4

d2n2
(
(log(log n))2/2 + (log(log n))4/8

)
=

log n

n

(
4

d2 log n
· (log(log n))

2

2
· (log(log n))

2 + 4

4n

)
= o

(
log n

n

)
,

và

I1,2 ≤
4

d2n2
· (1 + θ) log n

2
≤ 4 log n

d2n2
= o

(
log n

n

)
.

Ta suy ra: I1 = o
(
log n
n

)
.

Bây giờ, ta xét:

I2 =

∫ l1

ξ=l0

∫ ∞

x=l2

min{1, e−dn(ξ−x)/2}dxdξ.

Theo chứng minh tại Bổ đề 7 trong [3], ta có I2 = o
(
log n
n

)
.

Vậy:

P(e ∈ E ′
0,max

i,j
dG(i, j) ≤ l1) =≤ I = I1 + I2 = o

(
log n

n

)
.

Mà theo Bổ đề 2.7 thì:

P(max
i,j

dG(i, j) ≤ l1) = 1− o(1)

. Kết hợp hai ước lượng trên ta thu được điều phải chứng minh.

Sử dụng Bổ đề 2.7, và Bổ đề 2.8, dễ dàng ta thu được kết quả

với xác suất cao thì |E ′
0| = o(n log n). Mà ta đã chứng minh được

w.h.p |E0| ≈ 1
2n log n (theo Bổ đề 2.6) nên ta suy ra:

|E ′| = |E0 ∪ E ′
0| = |E0|+ |E ′

0| ≈
1

2
n log n w.h.p.
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Do đó, G′ = (V,E ′) là 1− bao của G với xác suất cao có kích thước xấp

xỉ
(
1
2 + o(1)

)
n log n. Như vậy, với xác suất cao thì kích thước tối thiểu

1− bao của G không vượt quá
(
1
2 + o(1)

)
n log n. Định lý 2.1 được chứng

minh xong.



Chương 3

Bao của đồ thị ngẫu nhiên có trọng

hình học

Như chúng ta đã thấy, tại chương 2, mô hình đồ thị ngẫu nhiên ta nghiên

cứu có tập đỉnh và tập cạnh là tất định, còn hàm trọng là ngẫu nhiên.

Trong chương này, ta sẽ nghiên cứu kích thước của bao trên một mô

hình đồ thị ngẫu nhiên khác, hiểu đơn giản là đồ thị với tập đỉnh và tập

cạnh là ngẫu nhiên, còn hàm trọng là khoảng cách Euclid.

3.1 Đồ thị ngẫu nhiên có trọng hình học

Trước khi tới với mô hình đồ thị ngẫu nhiên có trọng hình học - đối

tượng nghiên cứu chính của chúng ta trong chương này, ta cùng điểm

qua một số khái niệm liên quan.

3.1.1 Đồ thị hình học ngẫu nhiên

Đồ thị hình học ngẫu nhiên là một khái niệm mở rộng từ khái niệm đồ

thị hình học - một lĩnh vực lớn và được quan tâm tương tối nhiều trong

các nghiên cứu về mạng nói chung. Tại đây, ta nêu lại định nghĩa về đồ

thị hình học ngẫu nhiên trong [9].

Định nghĩa 3.1. [9] Xét d là một số nguyên dương, và ∥.∥ là một chuẩn

35
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trong Rd. Khi đó, với tham số r > 0 và tập V ⊂ Rd cho trước, ta định

nghĩa một đồ thị hình học vô hướng G = G(V, r) như sau:

� tập đỉnh là V ;

� hai đỉnh X, Y được nối với nhau nếu và chỉ nếu ∥X − Y ∥ ≤ r.

Ta thường xét d ∈ {1, 2} và chuẩn là khoảng cách Euclid. Đồng thời, đồ

thị hình học được trang bị hàm trọng chính là chuẩn của các cạnh, tức

là nếu X ∼ Y thì trọng lX,Y = ∥X − Y ∥.
G(V, r) là một đồ thị hình học ngẫu nhiên nếu tập đỉnh V

được chọn ngẫu nhiên (thường theo phân phối đều) trong Rd.

3.1.2 Đồ thị ngẫu nhiên có trọng hình học

Quay trở lại với chủ đề chính trong chương, ta sẽ định nghĩa Xp− một

đồ thị ngẫu nhiên có trọng hình học.

Định nghĩa 3.2. Cho trước 0 ≤ p ≤ 1, xét X = {X1, X2, . . . , Xn} là

tập n điểm được chọn ngẫu nhiên theo phân phối đều trong hình vuông

đơn vị [0, 1]2. Khi đó Xp = (X , p) là một đồ thị vô hướng có hàm trọng

l, với

� tập đỉnh là X ;

� hai đỉnh được nối với nhau một cách độc lập theo xác suất p;

� nếu hai đỉnh Xi và Xj được nối với nhau thì định nghĩa l(Xi, Xj) =

|Xi −Xj| : khoảng cách Euclid của Xi và Xj trong R2.

Từ định nghĩa trên, ta có thể thấy Xp là một sự kết hợp thú vị

giữa đỉnh và hàm trọng của đồ thị hình học ngẫu nhiên, với xác suất nối

cạnh của Gn,p, được nhúng trong hình vuông đơn vị.

Thực tế, khái niệm này đã được đề cập trong [10], nhưng chỉ xét

trường hợp đặc biệt p = 1. Ngoài ra, trong một phiên thảo luận về các
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vấn đề mở tại Canadian Conference on Computational Geometry 2009

[11], J. O’Rourke đã đặt ra câu hỏi: Với giá trị nào của p thì w.h.p Xp

sẽ là t − bao của X1. Khoảng 4 năm sau, Mehrabian và Wormald [12]

chỉ ra rằng không có lựa chọn nào cho p thỏa mãn mệnh đề trên. Gần

đây, Frieze và Pegden [13] chứng minh một kết quả phủ định, và đồng

thời xem xét sự gia tăng của độ dài đường đi ngắn nhất khi chuyển từ

X1 sang Xp.

Từ cách xây dựng Xp, dễ thấy với xác suất cao thì 1− bao của Xp

chứa ≈
(
n
2

)
p cạnh, tức là chứa tất cả các cạnh. Lý do là nếu X ∼ Y thì

cạnh nối giữa X và Y chính là đường đi ngắn nhất. Trong khuôn khổ

chương này, ta quan tâm tới cỡ của (1 + ε)− bao của Xp.

3.2 Kết quả chính

Định lý 3.1. [4] Giả sử np1+θ → ∞. Xét đồ thị Xp. Với ε, θ > 0 là

những hằng số tùy ý cố định, khi đó tồn tại một cách xây dựng tập cạnh

Eε thỏa mãn đồng thời:

(i.) w.h.p Eε là (1 + 5ε)− bao của Xp.

(ii.) E(|Eε|) ≤ Oε,θ(p
−θn).

Với điều kiện np1+θ → ∞ thì xác suất cao đồ thị Xp liên thông.

Điều này đảm bảo việc chúng ta làm là có ý nghĩa, vì khi đó thì tồn tại

bao của Xp.

3.3 Chứng minh Định lý 3.1

Định lý 3.1 sẽ được chứng minh bằng cách chỉ ra thuật toán xây dựng

Eε của đồ thị Xp, và từ đó ta ước lượng kích thước của |Eε|.
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3.3.1 Một số kí hiệu

Trong toàn bộ chứng minh, ta xét 0 < ε≪ 1 và sử dụng một số kí hiệu

sau:

� Với P là một đường đi v1 → v2 → · · · → vn nào đó, ta kí hiệu l(P )

là độ dài của P , tức:

l(P ) =
n∑

i=2

|vi+1 − vi|.

� Với A,B ∈ X , ta kí hiệu PA,B là đường đi ngắn nhất từ A tới B

trong Xp, kí hiệu dA,B = l (PA,B), và kí hiệu E(PA,B) là tập cạnh

chứa trong đường đi PA,B.

� Với A ∈ X , ta xét τ ≤ 2π
ε nón, kí hiệu là Kp(i, A) với 0 ≤ i < τ .

Chúng theo thứ tự là nón đỉnh A, với hai tia tạo với trục hoành hai

góc lần lượt là iε và (i+ 1)ε.

Hình 3.1: Mô tả Kp(i, A).

Khi đó, ta định nghĩa Y (i, A) là điểm có khoảng cách Euclid tới A

là bé nhất, đồng thời kề với A, nằm trong nón Kp(i, A).

Trường hợp nón không chứa điểm nào kề vớiA, ta kí hiệu Y (i, A) =⊥
và đặt dA,⊥ = ∞. Thêm vào đó, nếu B ∈ X ∩Kp(i, A) thì ta định

nghĩa iA,B = i.
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� Đặt

rε =

√
Mθ,ε

np1+θ
và Rε =

√
Mθ,ε log n

np1+θ
,

trong đó Mθ,ε là hằng số đủ lớn, phụ thuộc vào θ và ε.

3.3.2 Trường hợp p = 1

Trước tiên, có lẽ ta nên quan tâm tới trường hợp p = 1, hay X1. Trong

trường hợp này ta đã biết một thuật toán đơn giản để tìm (1 + ε) −
bao của X1. Cụ thể trong [14], Yao xây dựng đường đi P̃A,B = (A =

Z0, Z1, Z2, . . . , Zm = B) với Zi+1 = Y (iZi,B, Zi), và chứng minh được

P̃A,B có độ dài không quá (cos ε− sin ε)−1|A−B|.
Khi đó rõ ràng đồ thị con chứa tất cả các cạnh (A, Y (i, A)), 0 ≤

i < τ,∀A ∈ X sẽ chính là là t − bao của X1 với t = (cos ε − sin ε)−1 ≤
1 + ε + O(ε2). Đồ thị con này được mang tên ông - Yao Graph. Thêm

nữa, dễ thấy số cạnh của Yao Graph không quá n · 2πε = O(n/ε). Do vậy,

ta chỉ cần chọn Eε chính bằng Yao Graph thì Định lý 3.1 được chứng

minh xong trong trường hợp p = 1.

3.3.3 Trường hợp p < 1

Như vậy, ta chỉ còn quan tâm trường hợp p < 1, khi đó nhìn chung P̃A,B

được định nghĩa phía trên không tồn tại trong Xp.

Phần 1: Một số kết quả chuẩn bị

Xét A,B ∈ X , ta có hai bổ đề mô tả tính chất của Xp khi khoảng cách

Euclid |A−B| ≥ Rε.

Bổ đề 3.1. Nếu |A−B| ≥ Rε thì với xác suất 1− o(n−10) thì

|A− Y | ≤ ε|A−B|,

trong đó Y = Y (iA,B, A).
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Chứng minh. Đặt r = |A− B| ⇒ r ≥ Rε. Ta gọi biến cố trong bổ đề là

E và ước lượng P(E). Rõ ràng:

P(E) = P(∃Y ∈ X ∩Kp(iA,B, A), |A− Y | ≤ εr, Y ∼ A).

Chọn ngẫu nhiên một điểm Y ∈ [0, 1]2, ta có:

P(E ′) := P(Y ∈ X ∩Kp(iA,B, A), |A− Y | ≤ εr, Y ∼ A)

=
ε

2π
.π(εr)2.p ≥ ε3R2

εp

2
.

Suy ra P(Ē ′) ≤ 1− ε3R2
εp

2
, nên

P(Ē) ≤
(
1− ε3R2

εp

2

)n−2

hay P(E) ≥ 1−
(
1− ε3R2

εp

2

)n−2

.

Đến đây, sử dụng giả thiết Rε =
√

Mθ,ε log n
np1+θ và bất đẳng thức e−x ≥ 1−x,

ta thu được:

P(E) ≥ 1−
(
1− ε3R2

εp

2

)n−2

≥ 1−
(
1− ε3Mθ,ε log n

2pεn

)n−2

≥ 1− exp

(
−(n− 2)

ε3Mθ,ε log n

2pεn

)
≥ 1− n−(ε3Mθ,ε)/3p

ε

= 1− o(n−10).

Vậy ta có điều phải chứng minh.

Bổ đề 3.2. Nếu |A−B| ≥ Rε thì với xác suất cao

dA,B ≤ (1 + 4ε)|A−B|.

Chứng minh. Đặt r = |A−B| ⇒ r ≥ Rε.

Trên đoạn thẳng AB lấy hai điểm O1, O2 chia AB thành 3 phần bằng

nhau. Đặt Bi, (i = 1, 2), là hình cầu tâm Oi, bán kính εr.

Gọi
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Hình 3.2: Mô tả hình cầu B1, B2.

� A1 là tập các điểm thuộc X ∩B1 mà kề với A;

� A2 là tập các điểm thuộc X ∩B2 mà kề với B;

� Biến cố E = {dA,B ≤ (1 + 4ε)|A−B|};

� Biến cố E1 =
{
|A1| ≥ πr2np

10

}
;

� Biến cố E2 =
{
|A2| ≥ πr2np

10

}
;

� E3 là biến cố tồn tại một cạnh của Xp nối giữa B1 và B2, tức chúng

nối hai đỉnh u, v nào đó, với u ∈ B1 và v ∈ B2.

Sử dụng bất đẳng thức tam giác, ta dễ dàng chứng minh được nếu E1, E2,
và E3 xảy ra đồng thời thì E sẽ xảy ra. Vậy:

P(E) ≥ P(E1 ∩ E2 ∩ E3) = P(E3 | E1 ∩ E2)P(E1 ∩ E2). (3.3.1)

Đến đây, ta sẽ đi ước lượng các thừa số ở vế phải.

� Ước lượng P(E1 ∩ E2):
Lấy ngẫu nhiên một điểm Y ∈ [0, 1]2, ta có với ∀i = 1, 2 thì

P(Y ∈ Bi) = π(εr)2p.

Ta suy ra |Ai| ∼ Bin(n, π(εr)2p), xong ta áp dụng Bất đẳng thức

Chernoff 1.3:

P
(
|Ai| ≥ (1− α)nπ(εr)2p

)
≥ 1− exp(−α2nπ(εr)2p/2).



42

Chọn (1− α)ε2 = 1
10 hay α = 1− 1

10ε2 , và α
2ε2 ≥ 1

500 , ta thu được

P(Ei) = P
(
|A1| ≥

πr2np

10

)
≥ 1− e

−nπr2p
1000 , ∀i = 1, 2.

Mặt khác, vì các điểm được lấy độc lập theo phân phối đều trong

hình vuông đơn vị nên E1 và E2 độc lập. Do đó

P(E1 ∩ E2) ≥
(
1− e

−nπr2p
1000

)2
≥ 1− 2e

−nπr2p
1000 .

Cuối cùng, sử dụng giả thiết r ≥ Rε =
√

Mθ,ε log n
np1+θ , ta có ước lượng

P(E1 ∩ E2) ≥ 1− 2n
−π

1000pθ . (3.3.2)

� Ước lượng P(E3 | E1 ∩ E2):
Vì P(E3 | |A1|, |A2|) = 1− (1− p)|A1|·|A2| nên

P(E3 | E1 ∩ E2) ≥ 1− (1− p)
π2r4n2p2

100

≥ 1− (1− p)
π2R4

εn
2p2

100

≥ 1− (1− p)
π2M2

θ,ε log2 n

100p2θ

≥ 1− e
−pπ2M2

θ,ε log2 n

100p2θ = 1− n
−π2M2

θ,ε logn

100p2θ−1 .

(3.3.3)

Sau cùng, ta thế (3.3.2) và (3.3.3) vào (3.3.1) và đi đến kết luận:

P(E) ≥
(
1− 2n

−π

1000pθ

)(
1− n

−π2M2
θ,ε logn

100p2θ−1

)
→ 1.

Ta thu được điều phải chứng minh.

Phần 2: Chứng minh (i): Thuật toán xây dựng Eε

Xét A,B ∈ X , kí hiệu r = |A−B|. Ta đặt

� E1 =
⋃

|A−B|≤rε
E (PA,B).

� E2 = {{A, Y (i, A)} ∈ E(Xp), A ∈ X , i = 0, 1, . . . , τ − 1}.
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� E3 =
⋃

{A,B}∈Bε
E (PA,B), trong đó

Bε = {{A,B} : dA,B ≥ (1 + ε)r, r ≥ rε}.

� E4 =
⋃

{A,B}∈Cε E (PA,B), trong đó

Cε = {{A,B} : dA,B ≤ (1 + ε)r, |A− Y | ≥ εr, r ∈ [rε, Rε]}.
Ở đây, Y = Y (iA,B, A).

Đặt

Eε =
4⋃

i=1

Ei.

Mệnh đề 3.1. Với xác suất cao Eε là (1 + 5ε)− bao của Xp.

Để chứng minh được Mệnh đề 3.1, trước tiên ta xây dựng Thuật

toán 3.1.

Thuật toán 3.1. Cho trước A,B ∈ X , ta sẽ xây dựng một đường đi từ

A đến B, kí hiệu P̂A,B = (A = Z0, Z1, Z2, . . . , Zk = B) trong Xp như sau:

Tại bước thứ j, (j ≥ 0), sau khi xác định được Zj, kí hiệu Yj = Y (iZj ,B, Zj),

ta thực hiện lần lượt 4 khâu:

1. Nếu |Zj −B| ≤ rε, ta sử dụng PZj ,B để hoàn thiện P̂A,B.

Kết thúc thuật toán.

2. Nếu |Zj − Yj > ε|Zj −B|, ta sử dụng PZj ,B để hoàn thiện P̂A,B.

Kết thúc thuật toán.

3. Nếu dYj ,B ≥ (1 + 5ε)|Yj −B|, ta sử dụng PZj ,B để hoàn thiện P̂A,B.

Kết thúc thuật toán.

4. Zj+1 := Yj.

Tiếp tục vòng lặp với bước thứ j + 1.

Áp dụng Thuật toán 3.1, ta thu được một kết quả quan trọng về

sự gia tăng của đường đi ngắn nhất như sau.
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Bổ đề 3.3. Với A,B ∈ X , ta kí hiệu d̂A,B là độ dài của P̂A,B. Khi đó:

d̂A,B ≤ (1 + 5ε)dA,B, ∀A,B ∈ X .

Chứng minh. Giả sử đường đi P̂A,B = (A = Z0, Z1, Z2, . . . , Zk = B) được

tạo ra bởi Thuật toán 3.1 sau đúng l bước (l ≤ k−1). Điều này có nghĩa

là:

A = Z0 → Z1 → Z2 → · · · → Zl︸ ︷︷ ︸
Zj+1=Yj ∀0≤j<l

PZl,B
trong Xp−−−−−−−−→ Zk = B. (3.3.4)

Ta nhắc lại rằng Yj = Y (iZj ,B, Zj). Như vậy:

d̂A,B =
l−1∑
j=0

|Zj+1 − Zj|+ dZl,B. (3.3.5)

Trường hợp l = 0 thì hiển nhiên d̂A,B = dA,B ≤ (1 + 5ε)dA,B.

Ta xét l > 0. Theo giả thiết về số bước của thuật toán mô tả tại (3.3.4),

ta suy ra các điều kiện của khâu 1, khâu 2, và khâu 3 của Thuật toán

3.1 đồng thời không xảy ra từ bước 0 tới bước thứ l − 1. Do đó:

∀ 0 ≤ j ≤ l − 1 :


|Zj −B| > rε;

|Zj − Yj| ≤ ε|Zj −B|;

d(Yj, B) < (1 + 5ε)|Yj −B|.

(3.3.6)

Đặt dj = |Zj −B| với 0 ≤ j ≤ l. Ta sẽ chứng minh

|Zj+1 − Zj| ≤ (1 + 5ε)(dj − dj+1) ∀ 0 ≤ j < l. (3.3.7)

Thật vậy, theo mô tả (3.3.4) và tính chất (3.3.6), ta có:

|Zj+1 − Zj| = |Yj − Zj| ≤ ε|Zj −B| < |Zj −B|, ∀ 0 ≤ j < l.

Do đó ta thu được hình vẽ dưới đây, với YjHj ⊥ ZjB và α = ŶjZjB ≤ ε.
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Ta có

(1 + 5ε)(dj − dj+1) = (1 + 5ε)(|Zj −B| − |Zj+1 −B|)

= (1 + 5ε)(|Zj −B| − |Yj −B|)

≥ (1 + 5ε) [|Zj −B| − (|Yj −Hj|+ |Hj −B|)]

= (1 + 5ε) (|Zj −Hj| − |Yj −Hj|)

= (1 + 5ε)(cosα− sinα)|Zj − Yj|

≥ (1 + 5ε)(cos ε− sin ε)︸ ︷︷ ︸
≥1 khi ε đủ nhỏ

|Zj − Yj|

≥ |Zj − Yj| = |Zj+1 − Zj|.

Như vậy ta đã chứng minh xong bất đẳng thức (3.3.7). Thêm nữa, rõ

ràng Zl = Yl−1, sử dụng tính chất (3.3.6) với j = l − 1 ta có:

dZl,B = dYl−1,B ≤ (1 + 5ε)|Yl−1 −B| = (1 + 5ε)|Zl −B| = (1 + 5ε)dl.

Áp dụng (3.3.7) và nhận xét trên vào (3.3.5) ta thu được:

d̂A,B =
l−1∑
j=0

|Zj+1 − Zj|+ dZl,B

≤
l−1∑
j=0

(1 + 5ε)(dj − dj+1) + dl = d0 = |A−B| ≤ dA,B.

Vậy ta có điều phải chứng minh.
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Theo Bổ đề 3.3 rõ ràng
⋃

{A,B}∈X E(P̂A,B) là (1+5ε)− bao của Xp.

Bổ đề 3.4. Với xác suất cao thì⋃
{A,B}∈X

E(P̂A,B) ⊂ Eε.

Chứng minh. Ta sẽ chứng minh
⋃

{A,B}∈X E(P̂A,B) ⊂
⋃4

i=1Ei. Thật vậy,

hiển nhiên tất cả các cạnh sinh ra bởi khâu 1 đều thuộc E1.

Xét các cạnh sinh ra vởi khâu 2, khi đó điều kiện ở khâu 1 không xảy

ra, tức là:|Zj −B| ≥ rε;

|Zj − Yj| > ε|Zj −B| ⇒ w.h.p |Zj −B| ≤ Rε (Bổ đề 3.1).

Khi đó:

� Nếu dZj ,B ≥ (1 + ε)|Zj −B| thì các cạnh đó thuộc E3.

� Nếu dZj ,B ≤ (1 + ε)|Zj −B| thì w.h.p các cạnh đó thuộc E4.

Xét các cạnh sinh ra ở khâu 3, khi đó điều kiện ở khâu 1 và khâu 2 đồng

thời không xảy ra, tức là:
|Zj −B| ≥ rε;

|Zj − Yj| ≤ ε|Zj −B|;

dYj ,B ≥ (1 + 5ε)|Yj −B|.

Khi đó:

� Nếu dZj ,B ≥ (1 + ε)|Zj −B| thì các cạnh đó thuộc E3.

� Nếu dZj ,B ≤ (1 + ε)|Zj −B| thì

(1 + 5ε)|Yj −B| ≤ dYj ,B ≤ |Yj − Zj|+ dZj ,B

≤ ε|Zj −B|+ (1 + ε)|Zj −B|
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= (1 + 2ε)|Zj −B|

≤ (1 + 2ε) (|Yj − Zj|+ |Yj −B|) ,

suy ra |Yj − Zj| ≥ 3ε
1+2ε|Yj −B|. Mà |Zj − Yj| ≤ ε|Zj −B| nên

|Zj −B| ≥ 3

1 + 2ε
|Yj −B|.

Lúc này, ta có đánh giá

|Zj − Yj| ≥ |Zj −B| − |Yj −B| (bđt tam giác)

≥
(
1− 1 + 2ε

3

)
|Zj −B|

≥
(
1− 1 + 2ε

3

)
|Zj − Yj|

ε

tương đương 5ϵ ≥ 2 - mâu thuẫn với giả thiết 0 < ε ≪ 1. Vậy

trường hợp này không xảy ra.

Xét các cạnh sinh ra ở khâu 4, hiển nhiên chúng thuộc E2.

Kết hợp tất cả các khẳng định trên, ta có điều phải chứng minh.

Vậy với xác suất cao Eε cũng là (1 + 5ε) − bao của Xp, ta chứng

minh xong Mệnh đề 3.1.

Phần 3: Chứng minh (ii): Ước lượng |Eε|
Ta sẽ ước lượng |Eε| qua việc ước lượng các |Ei|, i = 1, 4

1. Ước lượng |E2|
Nhắc lại E2 = {{A, Y (i, A)} ∈ E(Xp), A ∈ X , i = 0, 1, . . . , τ − 1}.
Do đó:

|E2| ≤ τn ≤ 2π

ε
n = O(n/ε). (3.3.8)

2. Ước lượng |E3|
Nhắc lại rằng với A,B ∈ X , r = |A−B| thì

E3 =
⋃

{A,B}∈Bε

E (PA,B) , với Bε = {{A,B} : dA,B ≥ (1 + ε)r, r ≥ rε} .
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Nhận xét rằng nếu {A,B} ∈ Bε thì A ≁ B nên đường đi ngắn nhất

từ A→ B là PA,B có tối thiểu 2 cạnh.

Với K, k ∈ Z+, A,B ∈ X ta định nghĩa LK,k,A,B là tập hợp tất cả

các đường đi P từ A → B trong Xp có đúng k + 1 cạnh thỏa mãn

đồng thời các điều kiện sau:

(i). P là một đường đi rút gọn (induced path1),

(ii). l(P ) ∈ [(1 +Kε)r, (1 + (K + 1)ε)r],

(iii). l(P ∗) ≥ l(P ) ∀ đường đi P ∗ : A→ B không sử dụng đỉnh của P .

Khi đó, rõ ràng với ∀{A,B} ∈ Bε thì ∃K, k ∈ Z+ : PA,B ∈ LK,k,A,B.

Ta suy ra:

|E3| ≤
∑

{A,B}∈Bε

|E(PA,B)| ≤
∑

A,B∈X
|A−B|≥rε

∑
K,k∈Z+

(k + 1)|LK,k,A,B|. (3.3.9)

Do đó, để ước lượng được |E3|, ta đi ước lượng |LK,k,A,B|.
Đầu tiên, ta thấy k ≤ n − 2, và khi k cố định thì vì các điểm đều

thuộc [0, 1] nên khoảng cách lớn nhất giữa hai điểm là
√
2, do đó:

(1 +Kε)r ≤ l(P ) ≤ (k + 1)
√
2 ⇒ K ≤ (k + 1)

√
2

rε
.

Thêm nữa, xét k ≥ kn với kn = 20 log(np)
p = o(n) thì:

E(|LK,k,A,B|) ≤
(
n

k

)
P(P : đường rút gọn)

≤ nkpk+1(1− p)k(k+1)/2

≤ p · (npe−p(k+1)/2)k ≤ p · (npe−pkn/4)k

≤ p ·
(

1

(np)4

)k

= p ·O(n−4).

1Induced path là một đường đi không có đường tắt. Tức nó là một dãy có thứ tự các đỉnh sao cho

hai đỉnh kề nhau trong dãy thì nối với nhau, hai đỉnh không kề nhau thì không nối với nhau.
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Tiếp theo, ta xét k ≤ kn = o(n).

Cố định A,B ∈ X , |A−B| = r ≥ rε, và K, k ∈ Z+. Xét một đường

đi P = (A = P0, P1, P2, . . . , Pk, Pk+1 = B), và E = {P ∈ LK,k,A,B}.
Khi đó:

P(E) := P (P ∈ LK,k,A,B)

= P(P : đường rút gọn, l(P ) ∈ [(1 +Kε)r, (1 + (K + 1)ε)r],

l(P ∗) ≥ l(P ) ∀P ∗ : A→ B,P ∗ ⊂ X \ P )

≤ P(P : đường rút gọn, l(P ) ≤ (1 + (K + 1)ε)r,

l(P ∗) ≥ (1 +Kε)r ∀P ∗).

Đặt

E1 = {P : đường rút gọn},

E2 = {l(P ) ≤ (1 + (K + 1)ε)r},

và E3 = {l(P ∗) ≥ (1 +Kε)r ∀P ∗ : A→ B,P ∗ ⊂ X \ P}.

Ta thấy chúng độc lập với nhau nên:

P(E) ≤ P(E1 ∩ E2 ∩ E3) = P(E1) · P(E2) · P(E3) (3.3.10)

� Tính P(E1):
Ta có:

P(E1) = P(P : đường rút gọn) = pk+1(1− p)k(k+1)/2.

� Tính P(E2):
Đặt a = (1 + (K + 1)ε)r, Zi = |Pi − Pi−1|. Ta có:

P(E2) = P (l(P ) ≤ (1 + (K + 1)ε)r)

≤ P (Z1 + Z2 + · · ·+ Zk ≤ a) .

Tới đây, ta sẽ chứng minh bằng phương pháp quy nạp rằng:

∀1 ≤ l ≤ k : P

(
l∑

i=1

Zi ≤ a

)
≤ P

(
l∑

i=1

√
Ui ≤ a

√
π

)
(∗),
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trong đó, U1, U2, . . . là các các biến ngẫu nhiên độc lập, cùng

phân phối U [0, 1].

– Với l = 1:

Kí hiệu B(I, R) là hình tròn tâm I, bán kính R. Ta có:

P(Z1 ≤ a) = P (|P1 − P0| ≤ a)

≤ max
P0∈[0,1]2

P
(
P1 ∈ B(P0, a) ∩ [0, 1]2

)
≤ min{πa2, 1} = P

(√
U1 ≤ a

√
π
)
.

Suy ra mệnh đề (*) đúng với l = 1.

– Giả sử mệnh đề (*) đúng tới l ≥ 1, ta chứng minh nó cũng

đúng với l + 1.

Thật vậy: Đặt Sl = Z1 + Z2 + · · ·+ Zl, ta có

P(Zl+1 ≤ v | Sl) ≤ min{πv21{v>0}, 1} h.c.c .

Giải thích: bất đẳng thức trên không phụ thuộc vào các vị

trí của các điểm P0, P1, . . . , Pl (giống cách chứng minh ở

trường hợp l = 1) nên nó đúng với mọi khả năng của Sl. Do

đó:

P(Sl + Zl+1 ≤ a) = E [P(Zl+1 ≤ a− Sl | Sl)]

≤ E
[
min{π(a− Sl)

21{a>Sl}, 1}
]
.

Mặt khác, ta cũng có:

P
(
Sl +

√
Ul+1√
π

≤ a

)
= E

(
P
(√

Ul+1 ≤
√
π(a− Sl)

))
= E

[
min{π(a− Sl)

21{a>Sl}, 1}
]
.

Kết hợp cùng với giả thiết quy nạp thì ta sẽ thu được:

P

(
l+1∑
i=1

Zi ≤ a

)
= P(Sl + Zl+1 ≤ a)
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≤ E
[
min{π(a− Sl)

21{a>Sl}, 1}
]

= P
(
Sl +

√
Ul+1√
π

≤ a

)
= P

(
l∑

i=1

Zi ≤ a−
√
Ul+1√
π

)

≤ P

(
l∑

i=1

√
Ui ≤

(
a−

√
Ul+1√
π

)√
π

)

= P

(
l+1∑
i=1

√
Ui ≤ a

√
π

)

Vậy mệnh đề (*) cũng đúng với l + 1.

Theo nguyên lý quy nạp, ta đã chứng minh được tính đúng đắn

của mệnh đề (*). Sử dụng Định lý 1.4 với γ = 1/2 và u = a
√
π,

và Hệ quả xấp xỉ Stirling 1.2, ta kết luận:

P(E2) ≤ P

(
k∑

i=1

Zi ≤ a

)
≤ P

(
k∑

i=1

√
Ui ≤ a

√
π

)

≤ (a
√
π)2k · 2k

(2k)!
≤ a2kπke2k

2kk2k
.

� Tính P(E3) :
Với γ là một hằng số nguyên dương bất kỳ, ta có:

P(E3) = P (l(P ∗) ≥ (1 +Kε)r ∀P ∗)

≤ P
(
l(P ∗) ≥ (1 +Kε)r ∀P ∗ có γ + 1 cạnh

)
,

với P ∗ : path A→ B,P∗ ⊂ X \ P .
Ta chia đoạn AB thành γ đoạn L1, L2, . . . , Lγ bằng nhau, độ

dài bằng |A−B|
γ = r

γ . Với mỗi i = 1, 2, . . . , γ, ta vẽ một hình

thoi Ri có một đường chéo là Li, đường chéo còn lại có độ dài

h = rF (K,ε)
γ = r

√
2Kε+K2ε2

γ . Gọi diện tích của hình thoi như vậy

là α, tức α = rh
2γ . Đặt R̂i = Ri∩ [0, 1]2 và αi là diện tích của R̂i,
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ta suy ra ∀i : α ≥ αi ≥ 1
2α.

Xét một đường đi Q : A → S1 → S2 → · · · → Sγ → B, với

Si ∈ R̂i ∀i = 1, . . . , γ, ta có:

l(Q) ≤ 2γ

√(
1

2
· r
γ

)2

+

(
1

2
· h
)2

≤ (1 +Kε)r.

Khi đó, nếu kí hiệu Z là số đường đi Q như vậy trong Xp \ P ,
thì:

P(E3) ≤ P(Z = 0).

Mặt khác, đặt ν = |X \ P | = n− k = n− o(n), ta có:

E(Z) = ν(ν − 1) . . . (ν − γ + 1)pγ+1

γ∏
i=1

αi ≥
(n
2

)γ
pγ+1

(α
2

)γ
.

Đồng thời, với hai đường đi Q,Q′, đặt ρ(Q,Q′) và σ(Q,Q′) lần

lượt là số điểm chung (không tính A,B) và số cạnh chung của

hai đường đi. Kí hiệu Q ∼ Q′ nếu σ(Q,Q′) > 0. Khi đó do

ν(ν − 1) . . . (ν − (2γ − ρ) + 1) < ν2γ−ρ và αi ≤ α ∀i nên:

∆̄ :=
∑
Q∼Q′

P(Q,Q′) ≤
∑

1≤σ≤γ+1
σ≤ρ≤2σ

ν2γ−ρ

(
2γ − ρ

ρ

)
α2γ−ρp2γ+2−σ

≤ 22γ−1(γ + 2)2(nα)2γ−1p2γ+1.
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Áp dụng công thức ước lượng 1.7 trong [15], ta thu được:

P(E3) ≤ P(Z = 0) ≤ exp

(
−E2(Z)

2∆̄

)
≤ exp

(
− nαp

26γ(γ + 2)2

)
≤ exp

(
− nr2F (K, ε)p

26γ+1(γ + 2)2γ2

)
.

Vậy ta đã ước lượng xong P(Ei) với i = 1, 2, 3. Lắp các thừa số này

vào (3.3.10), ta được:

P(P ∈ LK,k,A,B) = P(E) ≤ P(E1) · P(E2) · P(E3)

≤ pk+1(1− p)k(k+1)/2 · a
2kπke2k

2kk2k
· exp

(
− nr2F (K, ε)p

26γ+1(γ + 2)2γ2

)
= p ·

(
C0a

2p(p− 1)(k+1)/2

k2

)k

· exp
(
−C2npr

2F (K, ε)
)
,

trong đó a = (1 + (K + 1)ε)r, F (K, ε) =
√
2Kε+K2ε2, và C0, C2

là các hằng số dương. Ta suy ra với k < kn:

E(|LK,k,A,B|) =
(
n− 2

k

)
P(P ∈ LK,k,A,B)

≤ p ·
(
C1a

2np(p− 1)(k+1)/2

k3

)k

· exp
(
−C2npr

2F (K, ε)
)
,

vì
(
n−2
k

)
≤ nk

k! ≤
nk·ek
kk

.

Lúc này, với giả thiết
√
2 ≥ |A − B| = r ≥ rε, để thuận tiện ta sẽ

thay thế r bởi ρ√
np , và chia các khoảng Jρ =

[
ρ√
np ,

ρ+1√
np

]
. Ta suy ra

rε
√
np ≤ ρ ≤

√
2np.

Sử dụng đánh giá (3.3.9) và giả thiết rε =
√

Mθ,ε

np1+θ , ta có:

E(|E3|) ≤ E

 ∑
A,B∈X

|A−B|≥rε

∑
K,k∈Z+

(k + 1)|LK,k,A,B|


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≤

√
2np∑

ρ=rε
√
np

(
n

2

) ∑
K,k∈Z+

(k + 1)E (|LK,k,A,B|) · P (r ∈ Jρ)

≤ n2 ·

√
2np∑

ρ=rε
√
np

π(2ρ+ 1)

np

∑
K,k∈Z+

(k + 1)E (|LK,k,A,B|)

≤ 6πn ·

√
2np∑

ρ=rε
√
np

∑
K,k∈Z+

kρ

p
E (|LK,k,A,B|)

= 6πn(H1 +H2),

trong đó:

H1 =
∑
ρ,K
k≥kn

kρ

p
E (|LK,k,A,B|) và H2 =

∑
ρ,K
k≤kn

kρ

p
E (|LK,k,A,B|) .

Nhắc lại rằng: kn = 20 log(np)
p = o(n) và K ≤ (k+1)

√
2

rε ≤ (k+1)
√
2np

ρε .

� Tính H1.

Ta có:

H1 =

√
2np∑

ρ=rε
√
np

(k+1)
√
2np

ρε∑
K=1

n−2∑
k=kn

kρ

p
E (|LK,k,A,B|)

≤
√
2np

(n− 1)
√
2np

ρε
(n− 2)2ρ ·O(n−4) = O(1).

� Tính H2.

Với a = (1 + (K + 1)ε)ρ/
√
np, F (K, ε) =

√
2Kε+K2ε2 >

Kε := h, kn = 20 log(np)
p , và rε =

√
Mθ,ε

np1+θ , ta có:

H2 =
∑
ρ,K
k≤kn

kρ

p
E (|LK,k,A,B|)

≤
∑
ρ,K
k≤kn

kρ

(
C1a

2np(p− 1)(k+1)/2

k3

)k

exp
(
−C2ρ

2F (K, ε)
)
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≤
∑
ρ,h

k≤kn

ρ

(
C3h

2

k3

)k

exp
(
−C2hρ

2
)
(với C3 = const)

(Vì k(1− p)k(k+1)/2 ≤ 1 ∀ k ∈ Z+,∀ 0 < p < 1)

≤

√
2np∑

ρ=rε
√
np

(k+1)
√
2np

ρ∑
h=ε

kn∑
k=1

ρ

(
C3h

2

k3

)k

exp
(
−C2hρ

2
)

≤ 2np(kn + 1)

kn∑
k=1

(
C4np

1−θ

k

)k

exp
(
−C5k

√
np1−θ

)
= O(1) (với C4, C5 = const).

Vậy ta kết luận:

E(|E3|) ≤ 6πn(H1 +H2) = O(n). (3.3.11)

3. Ước lượng |E4|
Nhắc lại E4 =

⋃
{A,B}∈Cε E (PA,B), trong đó

Cε = {{A,B} : dA,B ≤ (1 + ε)r, |A− Y | ≥ εr, r ∈ [rε, Rε]} .

Ở đây Y = Y (iA,B, A), rε =
√

Mθ,ε

np1+θ , Rε =
√

Mθ,ε log n
np1+θ .

Đầu tiên, ta tách E4 thành hai phần:

E4 =

 ⋃
{A,B}∈Cε

A∼B

E (PA,B)


︸ ︷︷ ︸

E4,1

∪

 ⋃
{A,B}∈Cε

A≁B

E (PA,B)


︸ ︷︷ ︸

E4,2

.

Với E4,1, để ý rằng khi A ∼ B thì dA,B = |A − B| = r ≤ (1 +

ε)r. Còn điều kiệu |A − Y | ≥ εr tương đương với việc ∄ Y ∈
K(iA,B, A) ∩ (A, εr)2, Y ∼ A nên xác suất của nó bị chặn trên bởi(
1− ε

2π · π(εr)2 · p
)n−2

=
(
1− ε3r2p

)n−2
. Do đó:

E(|E4,1|) ≤
∫ Rε

r=rε

(
n

2

)
(2πr)p

(
1− ε3r2p

)n−2
dr

2Hình cầu tâm A, bán kính εr.
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≤ 2πp

(
n

2

)∫ Rε

r=rε

exp(−ε3p(n− 2)r2)rdr

=
πn(n− 1)

2ε3(n− 2)

∫ −ε3p(n−2)R2
ε

−ε3p(n−2)r2ε

e−tdt

= O(n).

Với E4,2, ta sẽ ước lượng E (|E4,2|) tương tự như cách ước lượng

E (|E3|) đã nêu ở phần trên. Cụ thể: Với k ∈ Z+, A,B ∈ X ta định

nghĩa Hk,A,B là tập hợp tất cả các đường đi P từ A → B trong Xp

có đúng k + 1 cạnh thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau:

(i). P là một đường đi rút gọn.

(ii). l(P ) ≤ (1 + ε)r.

(iii). ∄X ∈ X \ P : X ∈ K(iA,B, A), X ∼ A, |A−X| < εr.

Khi đó rõ ràng với ∀A,B ∈ Cε, A ≁ B thì tồn tại k ∈ Z+ : PA,B ∈
Hk,A,B. Với điều kiện (i) và (ii) thì cách xử lý giống hệt với LK,k,A,B

ở phần E3, còn với (iii) ta để ý rằng xác suất để nó xảy ra sẽ bị

chặn trên bởi
(
1− ε

2π · π(εr)2 · p
)n−2−k

=
(
1− ε3r2p

)n−2−k
. Do đó

nếu đặt ā = (1 + ε)r thì:

E (|Hk,A,B|) ≤
(
n− 2

k

)
·
(
pk+1(1− p)

k(k+1)
2

)
·
(
ā2kπke2k

2kk2k

)
·
(
1− ε3r2p

)n−2−k
.

Lại có
(
n−2
k

)
≤ nk

k! nên với C = e3π(1+ε)2

2 là hằng số dương:

E (|Hk,A,B|) ≤
p

k!
·
(
Cnp(1− p)(k+1)/2r2

ek2

)k

·
(
1− ε3r2p

)n−2−k

≤ p

k!
·
(
Cnp(1− p)(k+1)/2r2

ek2

)k

· e−ε3r2p(n−2−k)(
Vì r ≤

√
2 ⇒ eε

3r2p(k+2) ≤ e6ε
3k ≤ ek

)
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≤ p

k!
·
(
Cnp(1− p)(k+1)/2r2

k2

)k

· e−ε3r2pn

:= Ckr
2ke−ε3r2pn.

Lúc này ta có đánh giá:

E(|E4,2|) ≤
∫ Rε

r=rε

(
n

2

)
(2πr)

(
n−2∑
k=0

(k + 1)E (|Hk,A,B|)

)
dr

≤ πn
n−2∑
k=1

kn

∫ Rε

r=rε

E (|Hk,A,B|) 2rdr.

Đặt S = ε3r2εpn =
ε3Mθ,ε

pθ
thì:∫ Rε

r=rε

E (|Hk,A,B|) 2rdr ≤ Ck

∫ Rε

r=rε

r2ke−ε3r2pn2rdr

≤ Ck

(ε3pn)k+1

∫ ∞

S

ske−sds.

Bây giờ, ta đặt Ik =
∫∞
S ske−sds thì rõ ràng Ik = kSk−1e−S + kIk−1,

do vậy:

Ik = e−S · k! ·
k−1∑
l=0

Sl

l!
≤ 2e−S · k! · Sk.

Để ý rằng Ck =
p
k! ·
(
Cnp(1−p)(k+1)/2

k2

)k
= p

k! ·
(
(1+ε)2πe3np(1−p)(k+1)/2

2k2

)k
và

∀k ∈ Z+,∀0 < p < 1 : k(1− p)k(k+1)/2 ≤ 1, ta suy ra:

n−2∑
k=1

kn

∫ Rε

r=rε

E (|Hk,A,B|) 2rdr ≤
n−2∑
k=1

kn
Ck

(ε3pn)k+1
Ik

≤
n−2∑
k=1

2k

(
(1 + ε)2πe3(1− p)(k+1)/2S

2ε3k2

)k

e−S

≤
n−2∑
k=1

2e−S

(
(1 + ε)2πe3S

2ε3k2

)k

≤ 2e−S
n−2∑
k=1

(
C̃

k2

)k

= O(1),
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với C̃ =
Mθ,ε(1+ε)2πe3

2pθ
= const.

Do đó:

E(|E4,2|) ≤ πn
n−2∑
k=1

kn

∫ Rε

r=rε

E (|Hk,A,B|) 2rdr = O(n).

Vậy ta thu được kết luận:

E(|E4|) ≤ E(|E4,1|) + E(|E4,2|) = O(n). (3.3.12)

4. Ước lượng |E1|
Ta có E1 =

⋃
|A−B|≤rε

E (PA,B) := E1,1 ∪ E1,2 ∪ E1,3 với:

E1,1 =
⋃

|A−B|≤rε
A∼B

E (PA,B) ,

E1,2 =
⋃

|A−B|≤rε
A≁B

dA,B≥(1+ε)|A−B|

E (PA,B) ,

E1,3 =
⋃

|A−B|≤rε
A≁B

dA,B≤(1+ε)|A−B|

E (PA,B) .

Đặt |A−B| = r. Ta sẽ đi ước lượng từng thành phần.

� Tính |E1,1|.
Rõ ràng khi A ∼ B thì cạnh AB chính là đường đi ngắn nhất

từ A→ B, tức E (PA,B) = {cạnh AB}. Do đó:

E1,1 = {{A,B} ∈ Xp : |A−B| ≤ rε}.

Ta suy ra:

E(|E1,1|) ≤
(
n

2

)
πr2εp ≤

Mθ,εn

2pθ
= O(np−θ).

� Tính |E1,2|.
Hoàn toàn tương tự như cách tính |E3|, chỉ thay r ≥ rε bởi

r ≤ rε. Vì vậy ta cũng thu được E(|E1,2|) = O(n).
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� Tính |E1,3|.
Hoàn toàn tương tự như cách tính |E4,2|, chỉ thay rε ≤ r ≤ Rε

bởi r ≤ rε, và không có điều kiện (iii). Cụ thể với C ′
k = p

k! ·(
(1+ε)2πe2np(1−p)(k+1)/2

2k2

)k
≤ p ·

(
(1+ε)2πe3np(1−p)(k+1)/2

2k3

)k
thì

E(|E1,3|) ≤ πn
n−2∑
k=1

kn

∫ rε

r=0

C ′
kr

2k2rdr

≤ πn
n−2∑
k=1

knC ′
k

r2k+2
ε

k + 1

(
có rε =

√
Mθ,ε

np1+θ

)

≤ πn
n−2∑
k=1

(
πe3(1 + ε)2

k3

)k (
Mθ,ε

pθ

)k+1

≤ πMθ,εn

pθ

n−2∑
k=1

(
πe3(1 + ε)2Mθ,ε

k3pθ

)k

= O(np−θ).

Lấy tổng các thành phần nêu trên, ta thu được:

E(|E1|) ≤ E(|E1,1|) + E(|E1,2|) + E(|E1,3|)

= O(np−θ). (3.3.13)

Vậy, sau tất cả các bước tính toán, sử dụng các kết quả (3.3.13), (3.3.8),

(3.3.11), (3.3.12), ta kết luận:

E(|Eε|) = E

(
4⋃

i=1

Ei

)
≤

4∑
i=1

E(|Ei|) = Oε,θ(np
−θ),

và kết thúc việc chứng minh định lý 3.1.



Kết luận

Các kết quả nghiên cứu chính của luận văn bao gồm:

� Tìm hiểu về bài toán kích thước của t − bao trên đồ thị có trọng

ngẫu nhiên. Cụ thể là xấp xỉ kích thước của 1−bao của một lớp các

đồ thị ngẫu nhiên có trọng là các biến ngẫu nhiên phân phối mũ.

� Tìm hiểu về bài toán kích thước của t− bao trên đồ thị ngẫu nhiên

có trọng hình học. Cụ thể là đưa ra thuật toán xây dựng Eε - w.h.p

là (1 + 5ε)− bao của Xp, và ước lượng kích thước của nó. Ở đây Xp

là một mô hình đồ thị ngẫu nhiên với trọng là độ dài Euclid, hiểu

đơn giản là nhúng Gn,p vào [0, 1]2.

Một số câu hỏi mở:

� Liệu có thể làm giảm nhẹ các điều kiện về chính quy của lớp các

đồ thị ngẫu nhiên trong Chương 2? Khi đó kích cỡ của bao của đồ

thị sẽ như thế nào? Các câu hỏi tương tự với phân phối khác phân

phối mũ?

� Liệu có thể trả lời các câu hỏi tương tự của Chương 3 trong không

gian nhiều chiều, cụ thể là với X n
p : tương tự Xp nhưng tập đỉnh

được chọn ngẫu nhiên trong [0, 1]n?

� Liệu có tồn tại mối liên hệ giữa p, q sao cho w.h.p Xq là t− bao của

Xp?
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