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LỜI CAM ĐOAN

Tôi xin cam đoan những gì viết trong luận văn là do sự tìm tòi, học hỏi của

bản thân dưới sự hướng dẫn tận tình của thầy Đoàn Trung Cường. Mọi kết quả

nghiên cứu cũng như ý tưởng của tác giả khác, nếu có đều được trích dẫn cụ

thể. Đề tài luận văn này cho đến nay chưa được bảo vệ tại bất kỳ một hội đồng

bảo vệ luận văn thạc sĩ nào và cũng chưa công bố trên bất kỳ một phương tiện

nào. Tôi xin chịu trách nhiệm về những lời cam đoan.

Hà Nội, tháng 9 năm 2023

Học viên

Trần Thị Hoàng Anh
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LỜI CẢM ƠN

Đầu tiên, tôi xin được gửi lời cảm ơn chân thành nhất của mình đến PGS.

TS. Đoàn Trung Cường. Thầy là người hướng dẫn tôi tìm ra hướng nghiên cứu,

thầy đã dành rất nhiều thời gian quý báu của mình để hướng dẫn và giảng dạy

cho tôi. Thầy cũng luôn quan tâm và động viên tôi trong suốt quá trình học tập

và làm luận văn. Luận văn này được hoàn thành dưới sự hướng dẫn tận tình của

thầy trong suốt một thời gian dài.

Tôi xin chân thành cảm ơn các thầy cô thuộc phòng Đại số và Lý thuyết số,

Viện Toán học đã luôn tạo điều kiện giúp tôi hoàn thành luận văn. Đặc biệt, tôi

xin cảm ơn TS. Nguyễn Đăng Hợp vì những tiết học Đại số giao hoán thú vị

cùng sự giúp đỡ tận tình của thầy.

Tôi cũng xin trân trọng cảm ơn sự giúp đỡ và tạo điều kiện thuận lợi của cơ

sở đào tạo là Học viện Khoa học và Công nghệ, Viện Hàn lâm Khoa học và

Công nghệ Việt Nam trong quá trình thực hiện luận văn.

Tôi cũng xin cảm ơn Quỹ Đổi mới sáng tạo VINIF đã tài trợ học bổng thạc

sĩ với mã số VINIF.2021.ThS.70 và VINIF.2022.ThS.005 cho tôi.

Lời cảm ơn cuối cùng tôi xin được gửi đến gia đình và bạn bè của tôi đã luôn

động viên và khích lệ tôi trong suốt quá trình học tập và nghiên cứu.

Hà Nội, tháng 9 năm 2023

Học viên

Trần Thị Hoàng Anh
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MỞ ĐẦU

Cho I là một iđêan thuần nhất trong vành đa thức S = k[x1, . . . , xn] gồm n

biến trên trường k. Với mỗi thứ tự từ ≤, ta xác định được một iđêan khởi đầu

J = in≤(I) của I và một iđêan khởi đầu phổ dụng gin≤(I) của I . Quá trình

chuyển từ S/I sang S/J được gọi là suy biến Gröbner. Khi đó, các bất biến đại

số như số Betti và hàm Hilbert của môđun đối đồng điều địa phương có giá là

iđêan cực đại thuần nhất sẽ tăng theo quá trình này. Mặt khác, nếu chuyển từ

I sang iđêan khởi đầu phổ dụng gin≤(I) thì một số bất biến không đổi. Trong

[1], Bayer và Stillman đã chứng minh rằng reg(S/I) = reg(S/gin≤(I)) và

depth(S/I) = depth(S/gin≤(I)) đối với thứ tự từ điển ngược rlex. Sau đó,

Bayer, Charalambus và Popescu [2] đã tổng quát hóa kết quả của Bayer và Still-

man khi chỉ ra rằng S/I và S/gin≤(I) có cùng số Betti góc (corner/extremal

Betti number).

Herzog đã đưa ra một giả thuyết về số Betti như sau: "Cho I là iđêan thuần

nhất của vành đa thức S và J là iđêan khởi đầu của I đối với thứ tự từ nào đó.

Nếu iđêan J không chứa bình phương thì các số Betti góc của S/I và S/J là

trùng nhau."

Gần đây, Conca-Varbaro [3] chứng minh một kết quả rất mạnh về hàm

Hilbert của môđun đối đồng điều địa phương có giá cực đại. Cụ thể, "Cho I

là iđêan thuần nhất của vành đa thức S và J là iđêan khởi đầu của I đối với

thứ tự từ nào đó. Giả sử J không chứa bình phương. Khi đó,

hi
S/I(j) = hi

S/J(j) với mọi i, j,

trong đó hi
S/I(j) = dimk(H

i
m(S/I)j)." Vì các số Betti góc của S/I có thể

được đặc trưng theo các giá trị hi
S/I(j) nên từ đó họ đưa ra câu trả lời khẳng

định cho giả thuyết trên của Herzog.

Trong luận văn này, chúng tôi hướng tới tìm hiểu một số quan hệ bất biến

của suy biến Gröbner của iđêan thuần nhất có iđêan khởi đầu không chứa bình
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phương như hàm Hilbert của môđun đối đồng điều địa phương có giá cực đại, số

Betti góc, độ sâu và chỉ số chính quy Castelnouvo-Mumford. Đồng thời, chúng

tôi tìm hiểu một số tính chất của lớp iđêan Cartwright-Sturmfels, một trường

hợp riêng của lớp iđêan thuần nhất có iđêan khởi đầu không chứa bình phương

đối với thứ tự từ nào đó. Trước hết, chúng tôi trình bày một số kiến thức cần

thiết về cơ sở Gröbner, thuần nhất hóa một iđêan theo trọng số, môđun đối đồng

điều địa phương và vành đầy đủ đối đồng điều. Trong đó, vành đầy đủ đối đồng

điều có vai trò quan trọng để chứng minh định lý chính của luận văn. Tiếp theo,

chúng tôi sẽ tìm hiểu một số quan hệ bất biến của quá trình suy biến Gröbner

của iđêan thuần nhất có iđêan khởi đầu không chứa bình phương như là hàm

Hilbert, độ sâu, số Betti góc và chỉ số chính quy Castelnouvo-Mumford. Một

số ví dụ tính toán bằng Macaulay2 sẽ được đưa ra để minh họa cho các kết quả

trên. Sau đó, chúng tôi trình bày một số tính chất thú vị của lớp iđêan thuần nhất

có iđêan khởi đầu không chứa bình phương Cartwright-Sturmfels.

Nội dung của luận văn gồm 03 chương:

Chương 1: Kiến thức chuẩn bị. Trong chương này, chúng tôi trình bày một

số kiến thức cơ bản về cơ sở Gröbner, quá trình thuần nhất hóa một iđêan theo

trọng số và môđun đối đồng điều địa phương để chuẩn bị cho các chương tiếp

theo. Một số kết quả quan trọng trong chương này là Định lý Macaulay, Định lý

1.2.8, Định lý đối ngẫu địa phương và Định lý triệt tiêu của Grothendieck.

Chương 2: Iđêan thuần nhất có iđêan khởi đầu không chứa bình phương.

Đây là chương cốt lõi của luận văn, gồm 3 tiết. Trong tiết thứ nhất, chúng tôi

tìm hiểu định nghĩa và một số tính chất của vành đầy đủ đối đồng điều. Ở hai

tiết còn lại, trước hết chúng tôi chứng minh hàm Hilbert của môđun đối đồng

điều địa phương có giá là iđêan cực đại thuần nhất của S/I và S/J là như nhau.

Sau đó, chúng tôi chứng minh các bất biến như là độ sâu, số Betti góc và chỉ số

chính quy Castelnouvo-Mumford của S/I và S/J bằng nhau.

Chương 3: Iđêan Cartwright-Sturmfels. Chương này mô tả một lớp các iđêan

thuần nhất có iđêan khởi đầu không chứa bình phương, gọi là iđêan Cartwright-



3

Sturmfels. Mô tả hai lớp iđêan con trong lớp các iđêan Cartwright-Sturmfels,

đó là lớp iđêan cạnh nhị thức và lớp iđêan đa chiều (multiview). Trong đó, lớp

iđêan đa chiều được quan tâm trong lĩnh vực nghiên cứu về thị giác máy tính.



Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này, chúng tôi trình bày một số khái niệm, tính chất cơ bản về

cơ sở Gröbner, quá trình thuần nhất hóa và môđun đối đồng điều địa phương.

Tài liệu tham khảo trong phần này là [4], [5], [6] và [8].

Trong luận văn, nếu không đề cập gì thêm, ta luôn xét S = k[x1, ..., xn] là

vành đa thức n biến trên trường k, có cấu trúc phân bậc S =
⊕

i∈N Si. Trong

đó, Si là k-không gian véctơ gồm các đa thức thuần nhất bậc i và N là tập các

số nguyên không âm.

1.1 Cơ sở Gröbner

Một đơn thức trong vành S = k[x1, ..., xn] là biểu thức có dạng xa :=

xa11 · · ·xann , trong đó a = (a1, . . . , an) ∈ Nn được gọi là bộ số mũ của đơn

thức. Từ là biểu thức có dạng auu = aux
a1
1 · · · xann , trong đó au ∈ k được gọi là

hệ số của từ. Tập các đơn thức trong S được kí hiệu là

M = {xa11 · · ·xann | (a1, . . . , an) ∈ Nn }.

Một đa thức f trong vành S là một tổng hình thức của các từ

f =
∑
u∈M

auu,

4
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trong đó chỉ có một số hữu hạn hệ số 0 ̸= au ∈ k. Khi đó, tập

supp(f) = {u ∈ M | au ̸= 0}

được gọi là giá của f .

1.1.1. Iđêan khởi đầu

Trước hết, ta sẽ giới thiệu các thứ tự từ dùng trong cơ sở Gröbner.

Định nghĩa 1.1.1. Thứ tự từ ≤ là một thứ tự toàn phần trên M thoả mãn các

tính chất sau:

1. Với mọi m ∈ M, 1 ≤ m;

2. Nếu m1,m2,m ∈ M mà m1 ≤ m2 thì mm1 ≤ mm2.

Từ định nghĩa, ta thấy rằng trên vành đa thức một biến k[x] chỉ có thứ tự xác

định bởi bậc của đơn thức là một thứ tự từ. Tiếp theo, ta sẽ thấy có nhiều thứ tự

từ khác nhau khi số biến nhiều hơn một.

Định nghĩa 1.1.2. Thứ tự từ điển ≤lex là một thứ tự toàn phần trên M và được

xác định như sau:

xa11 · · ·xann ≤lex x
b1
1 · · · xbnn

nếu thành phần đầu tiên khác không kể từ bên trái của véctơ (a1−b1, . . . , an− bn)

là một số âm.

Định nghĩa 1.1.3. Thứ tự từ điển phân bậc ≤glex là một thứ tự toàn phần trên

M và được xác định như sau:

xa11 · · ·xann ≤glex x
b1
1 · · ·xbnn

nếu a1 + · · · + an < b1 + · · · + bn hoặc a1 + · · · + an = b1 + · · · + bn và

xa11 · · ·xann ≤lex x
b1
1 · · ·xbnn .
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Định nghĩa 1.1.4. Thứ tự từ điển ngược ≤rlex là một thứ tự toàn phần trên M
và được xác định như sau:

xa11 · · · xann ≤rlex x
b1
1 · · ·xbnn

nếu a1 + · · ·+ an < b1 + · · ·+ bn hoặc a1 + · · ·+ an = b1 + · · ·+ bn và tồn

tại 1 ≤ i ≤ n sao cho an = bn, . . . , ai+1 = bi+1 nhưng ai > bi.

Mệnh đề 1.1.5. [4, Mệnh đề 8.10] Ba thứ tự kể trên là các thứ tự từ.

Từ bây giờ, nếu không đề cập gì thêm thì ta luôn giả sử I ⊂ S là một iđêan

khác không của vành S và ≤ là một thứ tự từ trên M.

Định nghĩa 1.1.6. Cho f ∈ S và một thứ tự từ ≤. Đơn thức đầu của f , kí hiệu

là lm≤(f), là đơn thức lớn nhất của đa thức f đối với thứ tự từ ≤.

Nếu lm≤(f) = xa11 · · ·xann có hệ số là 0 ̸= af ∈ k thì lc≤(f) = af được gọi

là hệ số đầu và in≤(f) = afx
a1
1 · · ·xann được gọi là từ khởi đầu của f đối với

thứ tự từ ≤. Ta quy ước in≤(0) = lc≤(0) = lm≤(0) = 0.

Định nghĩa 1.1.7. Iđêan khởi đầu của I , kí hiệu in≤(I), là iđêan của S được

sinh bởi các từ khởi đầu của các phần tử của I , nghĩa là

in≤(I) = ⟨in≤(f) | f ∈ I⟩.

Rõ ràng, ta cũng có in≤(I) = ⟨lm≤(f) | f ∈ I⟩ nên in≤(I) là iđêan đơn

thức. Nó có vai trò quan trọng trước hết vì kết quả sau đây.

Mệnh đề 1.1.8. (Định lý Macaulay) Với mọi thứ tự từ ≤, tập B tất cả các đơn

thức của M nằm ngoài in≤(I) lập thành một cơ sở của không gian véctơ S/I

trên trường k.

Chứng minh. Xét tập B = {u | u ∈ M và u /∈ in≤(I)}. Trước tiên, ta sẽ chỉ

ra rằng B là độc lập tuyến tính trên k. Giả sử ngược lại, nghĩa là lấy

f = c1u1 + · · ·+ crur ∈ I,
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trong đó tồn tại 0 ̸= ci ∈ k với i = 1, . . . , r và ui ∈ B với mọi i = 1, . . . , r.

Cho u1 > · · · > ur. Ta có thể giả sử a1 ̸= 0. Do đó, 0 ̸= f ∈ I và u1 =

in≤(f) ∈ in≤(I). Điều này mâu thuẫn với ui ∈ B với mọi i = 1, . . . , r.

Tiếp theo, ta chứng minh B là hệ sinh của S/I trên k. Ta viết ⟨B⟩ là không

gian con của S/I được sinh bởi B. Lấy 0 ̸= f ∈ S. Khi đó, ta sẽ chứng minh

f ∈ ⟨B⟩ bằng quy nạp theo in≤(f). Gọi u = lm≤(f) và c = lc≤(f). Nếu

u ∈ B thì theo giả thiết quy nạp, ta có f − c · u ∈ ⟨B⟩. Do đó, f ∈ ⟨B⟩. Giả

sử u /∈ B. Vì u ∈ in≤(I) nên tồn tại đa thức g ∈ I sao cho u = in≤(g). Gọi

c′ = lc≤(g). Khi đó, theo giả thiết quy nạp ta có c′f − cg ∈ ⟨B⟩. Tuy nhiên, cả

hai đa thức c′f − cg và c′f cùng thuộc một lớp tương đương trong vành S/I .

Vì c′ ̸= 0 nên f ∈ ⟨B⟩.

Mệnh đề 1.1.9. Cho ≤′ là thứ tự từ khác trên M. Khi đó, nếu in≤(I) ⊆ in≤′(I)

thì in≤(I) = in≤′(I).

Chứng minh. Theo Mệnh đề 1.1.8, ta có tập các đơn thức trong S \ in≤(I) cũng

như tập các đơn thức trong S\ in≤′(I) tạo thành một cơ sở của không gian véctơ

S/I trên k. Giả sử rằng in≤(I) ̸= in≤′(I). Khi đó, S \ in≤′(I) là một tập con

thực sự của S \ in≤(I) (vô lý). Do đó, in≤(I) = in≤′(I).

1.1.2. Cơ sở Gröbner

Trong vành đa thức S, khi thực hiện phép chia đa thức cho đa thức, ta có thể

dùng thứ tự từ thay cho bậc của đa thức để giảm dần từ khởi đầu của đa thức bị

chia cho đến khi không thể chia được thì dừng. Bằng cách này, nếu thực hiện

phép chia đa thức cho nhiều đa thức cùng lúc thì ta có định lý sau.

Định lý 1.1.10 (Định lý chia đa thức). Cố định một thứ tự từ ≤ trên M và cho

G = {g1, . . . , gs} ⊂ S. Khi đó, mọi đa thức g ∈ S có thể viết được dưới dạng

g = q1g1 + · · ·+ qsgs + r,

trong đó qi, r ∈ S thỏa mãn các điều kiện sau:
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1. Hoặc r = 0 hoặc không có từ nào của r chia hết cho một trong các từ khởi

đầu in≤(g1), · · · , in≤(gs). Hơn nữa, in≤(r) ≤ in≤(g);

2. Nếu qi ̸= 0 thì in≤(qigi) ≤ in≤(f), i = 1, . . . , s.

Định nghĩa 1.1.11. Tập hữu hạn các đa thức G = {g1, . . . , gs} với mỗi 0 ̸=
gi ∈ I được gọi là một cơ sở Gröbner của I đối với thứ tự từ ≤ nếu

in≤(I) = ⟨in≤(g1), . . . , in≤(gs)⟩.

Nếu m = xa11 · · · xann và m′ = xb11 · · ·xbnn thì kí hiệu BCNN(m,m′) là đơn

thức bậc nhỏ nhất chia hết cho m và m′ và kí hiệu UCLN(m,m′) là đơn thức

bậc lớn nhất chia hết m và m′. Khi đó,

BCNN(m,m′) = x
max{a1,b1}
1 · · ·xmax{an,bn}

n ,

UCLN(m,m′) = x
min{a1,b1}
1 · · ·xmin{an,bn}

n .

Định nghĩa 1.1.12. Cho 0 ̸= f, g ∈ S. Kí hiệu

mf =
BCNN(lm(f), lm(g))

in(f)
và mg =

BCNN(lm(f), lm(g))

in(g)
.

S-đa thức của f và g là đa thức

S(f, g) = mff −mgg.

Bổ đề 1.1.13. [4, Chú ý 11.8] Nếu in≤(f) và in≤(g) nguyên tố cùng nhau thì

phần dư của S(f, g) trong phép chia cho f, g bằng 0.

Định lý 1.1.14 (Tiêu chuẩn Buchberger). Cho G = {g1, . . . , gs} là hệ sinh

của I . Khi đó, G là một cơ sở Gröbner của I nếu và chỉ nếu với mọi cặp 1 ≤
i ̸= j ≤ s, một (hoặc mọi) đa thức dư của S-đa thức S(gi, gj) trong phép chia

cho G bằng 0.
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Định nghĩa 1.1.15. Cơ sở Gröbner G = {g1, . . . , gs} của iđêan I đối với một

thứ tự từ ≤ được gọi là cơ sở Gröbner tối tiểu của I nếu nó thoả mãn các điều

kiện sau:

1. lc≤(gi) = 1 với mọi gi ∈ G;

2. Với mọi gi ∈ G, không tồn tại gj ∈ G \ {gi} để in≤(gj) | in≤(gi).

Định nghĩa 1.1.16. Cơ sở Gröbner G = {g1, . . . , gs} của iđêan I đối với một

thứ tự từ đã cho được gọi là cơ sở Gröbner rút gọn của I nếu thoả mãn các điều

kiện sau:

1. lc≤(gi) = 1 với mọi gi ∈ G;

2. Với mọi gi ∈ G và mọi từ m của gi, không tồn tại gj ∈ G \ {gi} để

in≤(gj) | m.

Rõ ràng, mọi cơ sở Gröbner rút gọn đều là cơ sở Gröbner tối tiểu. Định lý

sau đây khẳng định rằng cơ sở Gröbner rút gọn tồn tại duy nhất.

Định lý 1.1.17. [4, Mệnh đề 9.12] Cho 0 ̸= I ⊆ S. Khi đó, I có duy nhất một

cơ sở Gröbner rút gọn đối với mỗi thứ tự từ.

1.1.3. Iđêan khởi đầu phổ dụng

Ở mục này, ta xét S = k[x1, . . . , xn] là vành đa thức n biến trên trường vô

hạn k và GLn(k) là nhóm tuyến tính tổng quát, gồm các ma trận vuông khả

nghịch cấp n với các phần tử thuộc k . Với α = (aij)n×n ∈ GLn(k), xét tự

đồng cấu tuyến tính

α : S −→ S, f(x1, . . . , xn) 7→ f(
n∑

i=1

ai1xi, . . . ,
n∑

i=1

ainxi).

Định lý 1.1.18. [5, Theorem 4.1.2] Cho I ⊂ S là một iđêan thuần nhất. Khi đó,

tồn tại một tập con mở khác rỗng U ⊂ GLn(k) sao cho in≤(αI) = in≤(α
′I)

với mọi α, α′ ∈ U .
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Định nghĩa 1.1.19. Iđêan in≤(αI) với α ∈ U và U ⊂ GLn(k) được đề cập ở

Định lý 1.1.18 được gọi là iđêan khởi đầu phổ dụng (generic initial ideal) của I

đối với thứ tự từ ≤. Nó được kí hiệu là gin≤(I).

Nhóm con B ⊂ GLn(k) gồm tất cả các ma trận vuông tam giác trên cấp n

khả nghịch được gọi là nhóm con Borel của GLn(k).

Định nghĩa 1.1.20. Một iđêan I ⊂ S được gọi là Borel-fixed nếu α(I) = I với

mọi α ∈ B.

Định lý sau sẽ chỉ ra rằng gin≤(I) là cố định dưới tác động của B.

Định lý 1.1.21. [5, Theorem 4.2.1] Cho I ⊂ S là một iđêan thuần nhất. Khi

đó, gin≤(I) là một iđêan Borel-fixed, nghĩa là α(gin≤(I)) = gin≤(I) với mọi

α ∈ B.

1.2 Thuần nhất hóa

1.2.1. Thứ tự từ và trọng số

Một trọng số w = (w1, . . . , wn) ∈ Nn là một véctơ. Với mỗi trọng số w,

vành đa thức S = k[x1, . . . , xn] có cấu trúc phân bậc cho bởi degw xi = wi,

với i = 1, . . . , n. Khi đó,

degw xa = ⟨a,w⟩ =
n∑

i=1

aiwi.

Một đa thức f ∈ S bất kỳ được gọi là thuần nhất bậc d đối với trọng số w nếu

degw(u) = d với mọi u ∈ supp(f). Khi đó, ta viết degw(f) = d.

Ví dụ 1.2.1. Đa thức f = 3x61 − x1x2x3 − 2x21x
2
2 là thuần nhất bậc 6 đối với

trọng số w = (1, 2, 3).

Bậc của f ∈ S đối với trọng số w được định nghĩa là

degw(f) := max{d | fd là thành phần thuần nhất bậc d của f đối với w}.
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Nếu degw(f) = d thì fd được gọi là từ khởi đầu của f đối với w, kí hiệu là

inw(f). Do đó, inw(f) không nhất thiết là đơn thức.

Định nghĩa 1.2.2. Iđêan khởi đầu của I đối với w là iđêan

inw(I) = ⟨inw(f) | f ∈ I⟩.

Từ định nghĩa trên, ta thấy rằng inw(I) không nhất thiết là iđêan đơn thức

nhưng nó là iđêan thuần nhất đối với w và hữu hạn sinh. Tập các đa thức

f1, . . . , fs ∈ I sao cho inw(I) = ⟨inw(f1), . . . , inw(fs)⟩ được gọi là cơ sở

chuẩn của I đối với w.

Ví dụ 1.2.3. Cho I = ⟨x51x22 + x41x
4
2 + x41 + x21x

5
2 + x1x

2
2 + x62 + x2⟩ ⊂ S.

Nếu w = (1, 1) thì inw(I) = ⟨x41x42⟩ là một iđêan đơn thức. Tuy nhiên, nếu

w = (1, 2) thì inw(I) = ⟨x41x42 + x21x
5
2 + x62⟩ không phải là iđêan đơn thức.

Định nghĩa 1.2.4. Cho w = (w1, . . . , wn) ∈ Nn và thứ tự từ ≤ trên M. Khi

đó, thứ tự từ ≤w trên M được xác định như sau:

xa11 · · ·xann ≤w xb11 · · ·xbnn

nếu
∑n

i=1 aiwi <
∑n

i=1 biwi hoặc
∑n

i=1 aiwi =
∑n

i=1 biwi và xa11 · · ·xann ≤
xb11 · · ·xbnn .

Mệnh đề 1.2.5. Với mọi iđêan I ⊂ S, ta có in≤(inw(I)) = in≤w(I).

Chứng minh. Với mọi đa thức f ∈ I , ta có in≤(inw(f)) = in≤w(f). Điều

này suy ra in≤(inw(I)) và in≤w(I) chứa các đơn thức giống nhau. Vì vậy,

in≤(inw(I)) = in≤w(I).

Mệnh đề 1.2.5 có hệ quả sau đây.

Hệ quả 1.2.6. Giả sử w là trọng số. Nếu inw(I) là iđêan đơn thức thì

inw(I) = in≤w(I).
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Tiếp theo, ta sẽ có mối liên hệ giữa cơ sở Gröbner và cơ sở chuẩn.Trước hết

ta đến với bổ đề sau.

Bổ đề 1.2.7. Xét một số hữu hạn các cặp đơn thức (u1, v1), . . . , (um, vm) sao

cho ui > vi với mọi i = 1, . . . ,m. Khi đó, tồn tại một trọng số w sao cho

degw ui > degw vi với mọi i = 1, . . . ,m.

Chứng minh. Cho ui = xai và vi = xbi với mọi i = 1, . . . ,m. Ta cần chỉ ra

rằng tồn tại véctơ nguyên w ∈ Nn sao cho ⟨ai − bi,w⟩ > 0 với mọi i. Giả

sử rằng ⟨ai − bi,w⟩ ≤ 0 với mọi w ∈ Nn. Theo Bổ đề Farkas ( [6, Corollary

7.1d]), tồn tại các số nguyên không âm ci không đồng thời bằng không sao cho

véctơ g =
∑m

i=1 ci(ai − bi). Khi đó, ta có

m∏
i=1

(xbi)ci =
m∏
i=1

(xai)cix−g,

hay
m∏
i=1

(vi)
ci =

m∏
i=1

(ui)
cix−g.

Ta có ai = (ai1, . . . , ain), bi = (bi1, . . . , bin) và ai−bi = (ai1−bi1, . . . , ain− bin).

Ta chọn e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1). Khi đó, ⟨ai − bi, ej⟩ ≤ 0,

nghĩa là aij − bij ≤ 0 với mọi i = 1, . . . ,m và j = 1, . . . , n. Từ đó suy

ra véctơ g có các thành phần tọa độ nhỏ hơn không nên x−g > 1. Do đó,∏m
i=1(ui)

ci |
∏m

i=1(vi)
ci. Điều này mâu thuẫn với giả thiết rằng ui > vi với mọi

i = 1, . . . ,m. Vì vậy, tồn tại trọng số w sao cho degw ui > degw vi với mọi

i = 1, . . . ,m.

Định lý sau đây là kết quả chính của mục này và là kết quả quan trọng được

sử dụng trong chương sau.

Định lý 1.2.8. Cho một thứ tự từ ≤ và iđêan I , tồn tại trọng số w sao cho

in≤(I) = inw(I).
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Chứng minh. Giả sử g1, . . . , gm là cơ sở Gröbner rút gọn của I . Ta xét tất cả

các cặp (in≤(gi), u), trong đó u ∈ supp(gi) và u ̸= in≤(gi). Ta thấy có hữu

hạn các cặp như vậy. Theo Bổ đề 1.2.7 suy ra tồn tại trọng số nguyên không âm

w sao cho

degw in≤(gi) > degw u,

với mọi u ∈ supp(gi) mà u ̸= in≤(gi) và với mọi i = 1, . . . ,m. Khi đó,

in≤(gi) = inw(gi) suy ra

in≤(I) = ⟨in≤(g1), . . . , in≤(gm)⟩ ⊂ inw(I).

Do đó, ta có

in≤(I) = in≤(in≤(I)) ⊂ in≤(inw(I)) = in≤w(I).

Theo Mệnh đề 1.1.9 suy ra in≤(I) = in≤w(I). Vì w ≥ 0 và inw(I) là iđêan đơn

thức nên theo Hệ quả 1.2.6 ta có inw(I) = in≤w(I). Vậy tồn tại trọng số w sao

cho in≤(I) = inw(I).

1.2.2. Thuần nhất hóa

Ta sẽ trình bày quá trình thuần nhất hoá cho vành phân bậc được xác định

bởi trọng số w.

Cho 0 ̸= f ∈ S là một đa thức có các thành phần thuần nhất fj có bậc

degw(fj) = j đối với trọng số w. Ta gán thêm biến mới t và định nghĩa thuần

nhất hóa của f đối với w là đa thức

fh =
∑
j

fjt
degw f−degw(fj) ∈ S[t].

Vì các số hạng của fh đều có bậc degw(f) nên fh là đa thức thuần nhất

thuộc S[t] đối với trọng số mở rộng w’= (w1, . . . , wn, 1) ∈ Nn+1, trong đó

deg(t) = 1.
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Ví dụ 1.2.9. Cho f = x1x2 − 1. Nếu w = (1, 1) thì fh = x1x2 − t2 là đa thức

thuần nhất bậc 2. Nếu w = (1, 2) thì fh = x1x2 − t3 là đa thức thuần nhất

bậc 3.

Định nghĩa 1.2.10. Thuần nhất hóa của iđêan I được định nghĩa là iđêan

Ih = ⟨fh | f ∈ I⟩ ⊂ S[t].

Cho f1, . . . , fm là hệ sinh của I . Nói chung, Ih ̸= ⟨fh
1 , . . . , f

h
m⟩. Tuy nhiên, ta

có thể sử dụng cơ sở Gröbner để tính toán hệ sinh của Ih.

Định nghĩa 1.2.11. Cho w là trọng số trên S. Một thứ tự từ ≤ được gọi là phân

bậc đối với w nếu khi degw(u) ≤ degw(v) với u, v ∈ M thì u ≤ v.

Định nghĩa 1.2.12. Cho thứ tự từ ≤ phân bậc đối với w. Thứ tự từ ≤′ trên S[t]

được xác định như sau:

xatc ≤′ xbtd ⇔

 xa ≤ xb,

xa = xb và c ≤ d.

Thứ tự từ ≤′ có tính chất sau.

Bổ đề 1.2.13. Cho 0 ̸= g ∈ S. Khi đó, in≤(g) = in≤′(gh). Nói riêng, in≤′(gh) ∈ S.

Chứng minh. Giả sử g =
∑

j gj có degw(gj) = j và degw g = l. Ta có

gh =
l∑

j=0

gjt
l−j = gl +

l−1∑
j=0

gjt
l−j,

trong đó gl =
∑

i gli ∈ S với degw gli = l. Vì degw gj ≤ degw gli với mọi

j = 1, . . . , l−1, với mọi i và ≤ là thứ tự từ phân bậc đối với w nên gj ≤ gli. Xét

các gli ∈ supp(gl) ta thấy in≤(gl) = in≤(g). Do đó, in≤(g) = in≤′(gh).

Mệnh đề 1.2.14. [5, Proposition 3.2.2] Cho G = {g1, . . . , gs} là cơ sở Gröbner

của I đối với thứ tự từ ≤ phân bậc đối với w. Khi đó, Gh = {gh1 , . . . , ghs} là cơ

sở Gröbner của Ih đối với ≤′.
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Ví dụ 1.2.15. Cho I = ⟨x1x2 − 1, x21 − x2⟩. Khi đó, I có cơ sở Gröbner

G = {x1x2 − 1, x21 − x2, x
2
2 − x1} đối với thứ tự từ điển ngược ≤rlex. Do đó,

Ih = ⟨x1x2 − t2, x21 − tx2, x
2
2 − tx1⟩.

Bao hàm thức k[t] ⊂ S[t] cảm sinh đồng cấu k-đại số k[t] −→ S[t]/Ih.

Khi đó, S[t]/Ih là k[t]-môđun. Hơn nữa, ta có

Mệnh đề 1.2.16. S[t]/Ih là k[t]-môđun tự do.

Chứng minh. Giả sử {g1, . . . , gs} là cơ sở Gröbner của I đối với thứ tự từ ≤
phân bậc đối với w. Theo Mệnh đề 1.2.14, {gh1 , . . . , ghs} là cơ sở Gröbner của Ih

đối với ≤′. Theo Mệnh đề 1.1.8, các lớp thặng dư modulo Ih của các đơn thức

thuộc S[t] mà nằm ngoài in≤′(Ih) lập thành một cơ sở của k-không gian véctơ

S[t]/Ih. Nghĩa là,

S[t]/Ih =
⊕
i

kui, với ui ∈ MS[t] \ in≤′(Ih).

Theo Bổ đề 1.2.13, in≤(gi) = in≤′(ghi ) với mọi i = 1, . . . , s dẫn đến ui = vit
a

với vi ∈ MS \ in≤(I) và a ∈ N. Do đó, S[t]/Ih là k[t]-môđun tự do.

Bổ đề sau đây là hệ quả của Mệnh đề 1.2.16.

Bổ đề 1.2.17. [5, Corollary 3.2.5] Với mọi a ∈ k, phần tử t − a không phải là

ước của không trên S[t]/Ih.

Bổ đề tiếp theo là kết quả chính của mục này và là thông tin quan trọng được

sử dụng cho chương sau.

Bổ đề 1.2.18. Cho I ⊂ S là một iđêan, w ∈ Nn là một trọng số và ≤ là thứ tự

từ phân bậc đối với w. Khi đó, ta có các đẳng cấu k-đại số

(S[t]/Ih)⊗k[t] (k[t]/⟨t⟩) ∼= S/inw(I),
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và

(S[t]/Ih)⊗k[t] (k[t]/⟨t− a⟩) ∼= S/I,

trong đó 0 ̸= a ∈ k.

Chứng minh. Xét S-đồng cấu φ : S[t] −→ S với φ(t) = 0. Đồng cấu φ là toàn

cấu và φ(Ih) = inw(I) do Bổ đề 1.2.13. Ta có sơ đồ giao hoán sau

S[t] S

S/inw(I)

φ

φ∗
.

Khi đó, Ker(φ∗) = ⟨t, Ih⟩ và

S[t]

Ker(φ∗)
∼=

S[t]

⟨t, Ih⟩
∼=

S

inw(I)
.

Vì (S[t]/Ih)⊗k[t] (k[t]/⟨t⟩) ∼= (S[t]/Ih)/(⟨t, Ih⟩/Ih) ∼= S[t]/⟨t, Ih⟩ nên

(S[t]/Ih)⊗k[t] (k[t]/⟨t⟩) ∼= S/inw(I).

Theo Mệnh đề 1.2.14 ta thấy rằng nếu g1, . . . , gs là cơ sở Gröbner của I thì

gh1 , . . . , g
h
s là cơ sở Gröbner của Ih. Xét đồng cấu k-đại số φ : S[t] −→ S cho

bởi φ(t) = a với 0 ̸= a ∈ k. Ta có φ là toàn cấu. Nếu viết gi =
∑

u c
i
uu ∈ I

thì

φ(ghi ) = gi,a =
∑
u

ciua
degw gi−degw uu ∈ S.

Xét tự đồng cấu φ′ : S −→ S với φ′(xi) = awixi với mọi i. Khi đó,

φ′(gi,a) =
∑
u

ciua
degw gi−degw uφ′(u) =

∑
u

ciua
degw gi−degw uadegw uu = adegw gigi.
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Đặt α := φ′ ◦ φ. Khi đó, α(Ih) = I và xét sơ đồ giao hoán

S[t] S

S/I

α

α∗
.

Ta có Ker(α∗) = ⟨t− a, Ih⟩ và

S[t]

Ker(α∗)
∼=

S[t]

⟨t− a, Ih⟩
∼=

S

I
.

Vì (S[t]/Ih)⊗k[t] (k[t]/⟨t− a⟩) ∼= S[t]/⟨t− a, Ih⟩ với 0 ̸= a ∈ k nên

(S[t]/Ih)⊗k[t] (k[t]/⟨t− a⟩) ∼= S/I.

Vậy ta được điều cần phải chứng minh.

1.3 Môđun đối đồng điều địa phương

Trước hết, xét S là một vành Noether bất kỳ, M là một S-môđun, I ⊂ S là

một iđêan khác không và m ⊂ S là iđêan cực đại.

Định nghĩa 1.3.1. Môđun con I-xoắn của môđun M được xác định như sau:

ΓI(M) :=
⋃
n≥1

(0 :
M
In) = {x ∈ M | ∃n ≥ 1 : Inx = 0}.

ΓI(•) cho một tương ứng trên phạm trù các S-môđun. Tương ứng này xác

định một hàm tử tuyến tính hiệp biến, khớp trái giữa các S-môđun. Hàm tử dẫn

xuất phải (xem [7, 6.2.3 Covariant Right Derived Functors]) thứ i của ΓI(•),
kí hiệu là H i

I(•), được gọi là hàm tử đối đồng điều địa phương thứ i có giá là

iđêan I .

Mệnh đề 1.3.2. [8, Theorem 4.2.1] Cho S là vành Noether, I ⊂ S là iđêan,

ϕ : S −→ S ′ là đồng cấu vành và M là S ′-môđun. Khi đó, có một đẳng cấu
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giữa các S-môđun H i
I(M) ∼= H i

IS′(M) với mọi i ∈ N.

Tuy các môđun đối đồng điều địa phương nhìn chung là không hữu hạn sinh

nhưng chúng vẫn có cấu trúc đại số tốt như trong định lý sau.

Định lý 1.3.3. [8, Theorem 7.1.3] Giả sử (S,m) là vành địa phương và M là

S-môđun hữu hạn sinh. Khi đó, các môđun đối đồng điều địa phương H i
m(M)

là các S-môđun Artin với mọi i ≥ 0.

Tiếp theo là một số kết quả thú vị về tính triệt tiêu và không triệt tiêu của

môđun đối đồng điều địa phương. Từ đó cung cấp thông tin về độ sâu và chiều

của S-môđun hữu hạn sinh.

Định lý 1.3.4. (Định lý triệt tiêu của Grothendieck) Cho M ̸= 0 là S-môđun

hữu hạn sinh và m ⊂ S là iđêan cực đại. Khi đó,

1. H i
m(M) ̸= 0 với i = dim(M) và i = depth(M);

2. H i
m(M) = 0 với mọi i < depth(M) và i > dim(M) .

Nói cách khác, ta có

depth(M) = min{i | H i
m(M) ̸= 0},

dim(M) = max{i | H i
m(M) ̸= 0}.

Nếu S = k[x1, . . . , xn] là vành đa thức n biến trên trường k, M là S-môđun

phân bậc hữu hạn sinh và m = ⟨x1, . . . , xn⟩ ⊂ S là iđêan cực đại thuần nhất

thì môđun đối đồng điều địa phương H i
m(M) =

⊕
j∈ZH

i
m(M)j có cấu trúc

S-môđun phân bậc. Do tính chất Artin của H i
m(M) theo Định lý 1.3.3 nên ta

có H i
m(M)j triệt tiêu tại bậc đủ lớn.

Mệnh đề 1.3.5. [8, Theorem 16.1.5] Cho M là S-môđun phân bậc hữu hạn

sinh. Khi đó,

1. Tồn tại r ∈ Z sao cho H i
m(M)j = 0 với mọi i ∈ N và j ≥ r;
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2. Với mọi i ∈ N và với mọi j ∈ Z, H i
m(M)j là k-không gian véctơ hữu hạn

sinh.

Từ Mệnh đề này, ta có định nghĩa sau.

Định nghĩa 1.3.6. Hàm Hilbert của H i
m(M) là hàm số học

hi
M : Z → N, hi

M(j) = dimk(H
i
m(M)j).

Kết quả quan trọng sau cho mối liên hệ giữa môđun phân bậcExtn−i
S (S/I, S)

(xem [7, 6.2.3 Covariant Right Derived Functors]) và môđun đối đồng điều địa

phương phân bậc H i
m(S/I).

Định lý 1.3.7. (Định lý đối ngẫu địa phương) Cho m ⊂ S là iđêan cực đại thuần

nhất và E là bao nội xạ (xem[8, Reminders 10.1.1]) của S/I-môđun S/m. Khi

đó, ta có đẳng cấu các S/I-môđun

H i
m(S/I)

∼= HomS/I(Ext
n−i
S (S/I, S), E).



Chương 2

Iđêan thuần nhất có iđêan khởi đầu
không chứa bình phương

Trong chương này, chúng tôi trình bày một số bất biến của sự suy biến

Gröbner của iđêan thuần nhất có iđêan khởi đầu không chứa bình phương:

hàm Hilbert đối đồng điều, độ sâu, số Betti và chỉ số chính quy Castelnouvo-

Mumford. Tài liệu tham khảo chính của chương này là [3], [8] và [9].

Cho S = k[x1, . . . , xn] là vành đa thức trên trường k, m là iđêan cực đại

thuần nhất của S và M là một S-môđun phân bậc hữu hạn sinh.

2.1 Vành đầy đủ đối đồng điều

Trong mục này, chúng tôi tìm hiểu định nghĩa và một số tính chất của vành

đầy đủ đối đồng điều. Các kết quả được tham khảo chủ yếu trong bài báo [3] và

[9].

Nhắc lại rằng, cho R là vành giao hoán có đơn vị. Nếu tồn tại số nguyên

dương m sao cho m · 1 = 0 thì số m nhỏ nhất có tính chất đó được gọi là đặc

số của vành R, được kí hiệu là char(R). Một vành địa phương (R,m) được gọi

là đẳng đặc trưng nếu char(R) = char(R/m).

Định nghĩa 2.1.1. Vành Noether địa phương (A, n) được gọi là đầy đủ đối

đồng điều (cohomologically full) nếu với mọi vành địa phương (B,m) sao

20
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cho char(B) = char(A) và char(B/m) = char(A/n) và với mọi toàn ánh

ϕ : (B,m) → (A, n) sao cho ánh xạ cảm sinh ϕ : B/
√
(0) → A/

√
(0) là

đẳng cấu thì ánh xạ cảm sinh của các B-môđun H i
m(B) → H i

m(A)
∼= H i

n(A)

là toàn ánh với mọi i ∈ N.

Mệnh đề 2.1.2. Cho (R, t) là vành Artin địa phương và (A, n) là R-đại số

Noether phẳng địa phương sao cho thớ đặc biệt A/tA là đầy đủ đối đồng điều.

Giả sử R là đẳng đặc trưng, N là R-môđun hữu hạn sinh và N = N0 ⊇
N1 ⊇ · · · ⊇ Nq ⊇ Nq+1 = 0 là một dãy lọc của các môđun con sao cho

Nj/Nj+1
∼= R/t với mọi j = 0, . . . , q. Khi đó, với mọi i ∈ N và j = 0, . . . , q,

dãy phức các A- môđun sau là khớp:

0 → H i
n(Nj+1 ⊗R A) → H i

n(Nj ⊗R A) → H i
n((Nj/Nj+1)⊗R A) → 0.

Chứng minh. Xét vành Noether địa phương (A/tA, n/tA). Ta sẽ chứng minh

toàn ánh ϕ : A → A/tA cảm sinh đẳng cấu giữa A/
√
(0) và (A/tA)/

√
(0).

Thật vậy, ta có sơ đồ giao hoán

A A′ = A/tA

A′/
√
(0)A′

ϕ

ϕ′

Vì (R, t) là vành Artin địa phương nên tồn tại n ≫ 0 sao cho tn = 0. Do đó,

tA ⊂ p,∀p ∈ Spec(A).
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Ta có

Ker(ϕ′) =

{
a ∈ A | ϕ′(a) ∈

√
(0)A′

}
=

a ∈ A | ϕ(a) ∈
⋂

p∈Spec(A)

p/tA


= {a ∈ A | a+ tA ∈ p+ tA, ∀p ∈ Spec(A), p ⊃ tA}

= {a ∈ A | a ∈ p,∀p ∈ Spec(A)}

=

{
a ∈ A | a ∈

√
(0)A

}
.

Theo Định lý đẳng cấu Noether thứ nhất ta có A/Ker(ϕ′) ∼= Im(ϕ′), nghĩa

là A/
√
(0) ∼= (A/tA)/

√
(0). Vì A/tA là đầy đủ đối đồng điều nên ánh xạ

cảm sinh của các A-môđun H i
n(ϕ) : H

i
n(A) → H i

n(A/tA) là toàn ánh với mọi

i ∈ N.

Vì tích tenxơ là khớp phải nên ta có một toàn ánh của các A-môđun

Nj ⊗R A
β−→ (Nj/Nj+1)⊗R A ∼= (R/t)⊗R A ∼= A/tA,

trong đó α′ : (Nj/Nj+1)⊗R A −→ A/tA. Kí hiệu β′ := α′ ◦ β. Vì β′ là toàn

ánh nên tồn tại x ∈ Nj ⊗R A sao cho β′(x) = 1. Kí hiệu α : A −→ Nj ⊗R A

là phép nhân với x. Khi đó, ϕ = β′ ◦ α : A −→ A/tA. Với mọi i ∈ N, ánh xạ

cảm sinh của các A-môđun

H i
n(β

′ ◦ α) = H i
n(β

′) ◦H i
n(α) : H

i
n(A) −→ H i

n(A/tA)

là toàn ánh dẫn đến H i
n(β

′) là toàn ánh. Vì H i
n(α

′) là song ánh với mọi i ∈ N
nên

H i
n(β) : H

i
n(Nj ⊗R A) −→ H i

n((Nj/Nj+1)⊗R A)

là toàn ánh với mọi i ∈ N.

Với mỗi j = 0, . . . , q, ta có dãy khớp ngắn các A-môđun

0 −→ Nj+1 −→ Nj −→ Nj/Nj+1 −→ 0.
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Vì A là R-đại số phẳng nên ta có dãy khớp ngắn các A-môđun

0 −→ Nj+1 ⊗R A −→ Nj ⊗R A −→ (Nj/Nj+1)⊗R A −→ 0.

Khi đó, dãy khớp trên sẽ cảm sinh dãy khớp dài của các A-môđun đối đồng

điều địa phương có giá là iđêan n

· · · −→ H i−1
n (Nj ⊗R A)

Hi−1
n (β)−→ H i−1

n ((Nj/Nj+1)⊗R A)
Hi−1

n (δ)−→

H i
n(Nj+1 ⊗R A) −→ H i

n(Nj ⊗R A)
Hi

n(β)−→ H i
n((Nj/Nj+1)⊗R A)

Hi
n(δ)−→ . . . .

Với mỗi i ∈ N, xét dãy khớp ngắn các A-môđun

H i−1
n ((Nj/Nj+1)⊗R A)

Hi−1
n (δ)−→ H i

n(Nj+1 ⊗R A)
Hi

n(α)→ H i
n(Nj ⊗R A)

Hi
n(β)−→

H i
n((Nj/Nj+1)⊗R A)

Hi
n(δ)−→ H i+1

n (Nj+1 ⊗R A).

Vì H i
n(β) là toàn ánh nên

Im(H i−1
n (δ)) = 0 và Ker(H i

n(δ)) = Im(H i
n(β)) = H i

n((Nj/Nj+1)⊗R A).

Khi đó, Coker(H i−1
n (δ)) = H i

n(Nj+1 ⊗R A). Do đó, với mọi i ∈ N và j =

0, . . . , q, ta có dãy khớp cảm sinh các A-môđun

0 → H i
n(Nj+1 ⊗R A) → H i

n(Nj ⊗R A) → H i
n((Nj/Nj+1)⊗R A) → 0.

Vậy ta được điều cần chứng minh.

Tiếp theo, ta sẽ giới thiệu khái niệm iđêan đơn thức không chứa bình phương.

Định nghĩa 2.1.3. Nếu u = xa11 · · ·xann là đơn thức trong S thì căn
√
u của nó

là
√
u =

∏
ai>0

xi.

Một đơn thức u được gọi là không chứa bình phương nếu u =
√
u. Một iđêan
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đơn thức J được gọi là iđêan không chứa bình phương nếu J sinh bởi các đơn

thức không chứa bình phương.

Ví dụ 2.1.4.
√
x51x2x

2
3x

5
4 = x1x2x3x4.

Mệnh đề dưới đây là ví dụ cụ thể về vành đầy đủ đối đồng điều.

Mệnh đề 2.1.5. [9, Remark 2.4 (5)] Cho J ⊂ S = k[x1, . . . , xn] là iđêan đơn

thức không chứa bình phương. Khi đó, (S/J)m là đầy đủ đối đồng điều.

Bây giờ, ta xét thêm một biến t và vành địa phương R = k[t]⟨t⟩. Đặt P =

R[x1, . . . , xn] = R ⊗k[t] S. Kí hiệu n = tP + ⟨x1, . . . , xn⟩ thì n là iđêan cực

đại thuần nhất duy nhất của P .

Cho A là một vành thương phân bậc của P và giả sử A là R-đại số phẳng.

Nếu (A/tA)n là đầy đủ đối đồng điều thì theo [3, proof of Proposition 2.4],

ExtiPn
(An, Pn) là R-môđun phẳng. Vì ExtiPn

(An, Pn) ∼= (ExtiP (A,P ))n nên

ExtiP (A,P ) là R-đại số phẳng, dẫn đến ExtiP (A,P )j là R-môđun phẳng. Vì

ExtiP (A,P )j là hữu hạn sinh nên ExtiP (A,P )j là R-môđun tự do. Từ đó, ta có

mệnh đề

Mệnh đề 2.1.6. Cho A là một vành thương phân bậc của P . Giả sử A là một

R-đại số phẳng và (A/tA)n là đầy đủ đối đồng điều. Khi đó, ExtiP (A,P )j là

R-môđun tự do với mọi i, j ∈ Z.

2.2 Hàm Hilbert và độ sâu

Trong mục này, chúng tôi chứng minh kết quả của Conca-Varbaro về mối

liên hệ hàm Hilbert của môđun đối đồng điều địa phương có giá là iđêan cực

đại thuần nhất m của S/I và S/J khi iđêan thuần nhất I có iđêan khởi đầu J

không chứa bình phương đối với thứ tự từ nào đó.

Ta bắt đầu với định nghĩa sau.
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Định nghĩa 2.2.1. Một R-môđun A được gọi là biểu diễn hữu hạn nếu tồn tại

các R-môđun tự do hữu hạn sinh Rn, Rm trong đó n,m là các số nguyên dương

sao cho dãy các R-môđun Rm −→ Rn −→ A −→ 0 là khớp.

Bổ đề 2.2.2. [10, Theorem 7.11] Cho φ : R −→ R′ là đồng cấu phẳng, A và

B là các R-môđun sao cho A có biểu diễn hữu hạn. Khi đó, ta có đẳng cấu

R′-môđun

HomR(A,B)⊗R R′ ∼= HomR′(A⊗R R′, B ⊗R R′).

Mệnh đề sau là hệ quả của Bổ đề 2.2.2.

Mệnh đề 2.2.3. Cho φ : R −→ R′ là đồng cấu phẳng, trong đó R là vành

Noether. Lấy A và B là các R-môđun bất kỳ sao cho A là R-môđun hữu hạn

sinh. Khi đó, có một đẳng cấu của các R′-môđun với mọi i ≥ 0

ExtiR(A,B)⊗R R′ ∼= ExtiR′(A⊗R R′, B ⊗R R′).

Chứng minh. Vì R là vành Noether và A là R-môđun hữu hạn sinh nên tồn tại

một giải xạ ảnh của R-môđun A

PA : · · · −→ Pi −→ Pi−1 −→ · · · −→ P1 −→ P0,

với mỗi Pi là hữu hạn sinh. Tác động hàm tử HomR(−, B) vào PA

HomR(PA, B) : 0 −→HomR(P0, B) −→ HomR(P1, B) −→ · · ·

−→ HomR(Pi−1, B) −→ HomR(Pi, B) −→ · · ·

Tác động tenxơ −⊗R R′ vào dãy phức HomR(PA, B) ta được

HomR(PA, B)⊗R R′ : 0 −→ HomR(P0, B)⊗R R′ −→ HomR(P1, B)⊗R (R′)

−→· · · −→ HomR(Pi−1, B)⊗R (R′) −→ HomR(Pi, B)⊗R (R′) −→ · · ·
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Theo Bổ đề 2.2.2, ta có đẳng cấu tự nhiên của các R′-môđun

HomR(PA, B)⊗R R′ ∼= HomR′(PA ⊗R R′, B ⊗R R′).

Với mỗi i ∈ N, ta có đẳng cấu của các R′-môđun

Hi(HomR(PA, B)⊗R R′) ∼= Hi(HomR(PA, B))⊗R R′

∼= ExtiR(A,B)⊗R R′.

Hơn nữa, Hi(HomR′(PA⊗RR′, B⊗RR′)) ∼= ExtiR′(A⊗RR′, B⊗RR′). Vậy

ExtiR(A,B)⊗R R′ ∼= ExtiR′(A⊗R R′, B ⊗R R′).

Ta biết rằng x ∈ R được gọi là phần tử B-chính quy nếu với mọi 0 ̸= b ∈ B

thì bx ̸= 0.

Bổ đề 2.2.4. Cho A,B là các môđun trên vành R. Nếu x là phần tử R-chính

quy và B-chính quy sao cho x · A = 0 thì với mọi i ≥ 0 ta có

Exti+1
R (A,B) ∼= ExtiR/⟨x⟩(A,B/xB).

Chứng minh. Ta có HomR(A,B) = 0. Thật vậy, nếu a ∈ A thì x · a = 0. Do

đó, nếu f ∈ HomR(A,B) thì

xf(a) = f(xa) = f(0) = 0.

Vì x là phần tử B-chính quy nên f(a) = 0 với mọi a ∈ A. Do đó, f = 0.

Ta sẽ chứng minh hàm tử Exti+1
R (−, B) với i ≥ 0 từ phạm trù các R/⟨x⟩-

môđun vào chính nó là hàm tử dẫn xuất phải của HomR/⟨x⟩(−, B/xB). Rõ

ràng, hàm tử Exti+1
R (−, B) với i ≥ 0 là nối mạnh (strongly connected). Từ dãy

khớp ngắn các R-môđun

0 −→ B
·x−→ B −→ B/xB −→ 0
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sẽ cảm sinh dãy khớp

HomR(A,B) −→ HomR(A,B/xB) −→ Ext1R(A,B)
·x−→ Ext1R(A,B).

Vì A bị triệt tiêu bởi x nên Ext1R(A,B) cũng bị triệt tiêu bởi x. Kết hợp với

HomR(A,B) = 0 suy ra

HomR(A,B/xB) ∼= Ext1R(A,B).

Vì HomR/⟨x⟩(A,B/xB) ∼= HomR(A,B/xB) nên

HomR/⟨x⟩(A,B/xB) ∼= Ext1R(A,B).

Do đó, các hàm tử Ext1R(−, B) và HomR/⟨x⟩(−, B/xB) là tương đương với

nhau. Bây giờ, ta cần chứng minh Exti+1
R (F,B) = 0 với mọi i > 0 và mọi

F là R/⟨x⟩-môđun tự do. Chọn một cơ sở của R/⟨x⟩-môđun F và lấy Q là

R-môđun tự do có cùng cơ sở với F . Vì x là Q-phần tử chính quy nên ta có dãy

khớp các R-môđun

0 −→ Q
x−→ Q −→ F −→ 0.

Khi đó, ta có dãy khớp

· · · −→ ExtnR(Q,B) −→ Extn+1
R (F,B) −→ Extn+1

R (Q,B) −→ · · · .

Vì Q là R-môđun tự do nên ExtiR(Q,B) = 0 với mọi i > 0 dẫn đến

Exti+1
R (F,B) = 0 với mọi i > 0 và mọi R-môđun B. Vậy ta được điều cần

phải chứng minh.

Định lý tiếp theo chứng minh rằng hàm Hilbert của môđun đối đồng điều địa

phương có giá là iđêan m của S/I và S/J là trùng nhau khi iđêan thuần nhất I

có iđêan khởi đầu J là không chứa bình phương đối với thứ tự từ nào đó. Đây

là kết quả chính của mục này.
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Định lý 2.2.5. Cho I là iđêan thuần nhất của vành đa thức S và J là iđêan khởi

đầu của I đối với thứ tự từ nào đó. Giả sử J không chứa bình phương. Khi đó,

hi
S/I(j) = hi

S/J(j),

với mọi i, j.

Chứng minh. Theo Định lý 1.2.8, tồn tại véctơ w = (w1, . . . , wn) ∈ Nn sao

cho J = inw(I). Lấy thêm một biến mới t, xét R = k[t]⟨t⟩ là vành địa phương

và P = R[x1, . . . , xn] là vành phân bậc với deg(xi) = 1. Xét iđêan thuần nhất

hóa Ih ⊂ P , đặt A = P/⟨Ih⟩. Theo Mệnh đề 1.2.16, S[t]/Ih là k[t]-môđun tự

do, dẫn đến A là R-môđun tự do. Ta có A/⟨t⟩ ∼= S/J . Theo Bổ đề 1.2.18, với

0 ̸= a ∈ k

(S[t]/Ih)⊗k[t] (k[t]/⟨t− a⟩) ∼= S/I.

Do đó,

S[t]

Ih
⊗k[t]

k[t]

⟨t− a⟩
⊗kk(t) ∼=

S[t]

Ih
⊗k[t]k⊗kk(t) ∼=

S[t]

Ih
⊗k[t]k(t) ∼= (S/I)⊗kk(t).

Ta lại có

S[t]

Ih
⊗k[t] k(t) ∼=

S[t]

Ih
⊗k[t] k[t]⟨t⟩ ⊗k[t]⟨t⟩ k(t)

∼=
(
S[t]

Ih

)
⟨t⟩

⊗k[t]⟨t⟩ k(t).

Suy ra, A ⊗R k(t) ∼= (S/I) ⊗k k(t). Theo Mệnh đề 2.1.5, (A/⟨t⟩)n là đầy

đủ đối đồng điều, trong đó n là iđêan cực đại thuần nhất duy nhất của P . Do

đó, theo Mệnh đề 2.1.6, ExtiP (A,P )j là R-môđun tự do hữu hạn sinh với mọi

j ∈ Z, hay ExtiP (A,P )j ∼= Rri,j . Theo Bổ đề 1.2.17, t ∈ P không phải là ước

của không trên A nên ta có dãy khớp ngắn

0 −→ A
·t−→ A −→ A/⟨t⟩ −→ 0.

Tác động hàm tử HomP (−, P ) vào dãy khớp trên ta được dãy khớp dài cảm
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sinh

· · · −→ ExtiP (A,P )
αi,t−→ExtiP (A,P ) −→ Exti+1

P (A/⟨t⟩, P ) −→

Exti+1
P (A,P )

αi+1,t−→ Exti+1
P (A,P ) −→ · · · ,

trong đó αi,t là phép nhân t vào ExtiP (A,P ) với i ∈ Z. Từ đó, ta có dãy khớp

ngắn với mọi i ∈ Z

0 −→ Coker(αi,t) −→ Exti+1
P (A/⟨t⟩, P ) −→ Ker(αi+1,t) −→ 0.

Theo Bổ đề 2.2.4, ta có đẳng cấu ExtiS(A/⟨t⟩, S) ∼= Exti+1
P (A/⟨t⟩, P ). Khi

đó, với mọi i ∈ Z ta có dãy khớp ngắn

0 −→ Coker(αi,t) −→ ExtiS(A/⟨t⟩, S) −→ Ker(αi+1,t) −→ 0.

Với mọi j ∈ Z, dãy khớp ngắn trên cảm sinh dãy khớp ngắn của các k-không

gian véctơ

0 −→ Coker(αi,t)j −→ ExtiS(A/⟨t⟩, S)j −→ Ker(αi+1,t)j −→ 0.

Vì ExtiP (A,P )j ∼= Rri,j và t không phải là ước của không trên R nên

Ker(αi+1,t)j = 0 và Coker(αi,t)j ∼=
(
R

⟨t⟩

)ri,j
∼= kri,j .

Do đó, ExtiS(S/J, S)j ∼= ExtiS(A/⟨t⟩, S)j ∼= kri,j . Ta lại có,

S[t]⊗k[t] k(t) ∼= S[t]⊗k[t]
k[t]

⟨t− a⟩
⊗k k(t) ∼=

S[t]

⟨t− a⟩
⊗k k(t) ∼= S ⊗k k(t)

mà

S[t]⊗k[t] k(t) ∼= S[t]⊗k[t] k[t]⟨t⟩ ⊗k[t]⟨t⟩ k(t)
∼= S[t]⟨t⟩ ⊗k[t]⟨t⟩ k(t).
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Do đó, P ⊗R k(t) ∼= S ⊗k k(t). Mặt khác,

(ExtiS(S/I, S)j)⊗k k(t) ∼= ExtiS⊗kk(t)
((S/I)⊗k k(t), S ⊗k k(t))j

∼= ExtiP⊗Rk(t)
(A⊗R k(t), P ⊗R k(t))j

∼= (ExtiP (A,P )j)⊗R k(t)

∼= k(t)ri,j .

Do đó, ExtiS(S/J, S)j ∼= kri,j ∼= ExtiS(S/I, S)j với mọi i, j ∈ Z. Hơn nữa,

theo Định lý Đối ngẫu địa phương (Định lý 1.3.7) ta có

hi
S/I(j) = dimk Ext

n−i
S (S/I, S)j−n và hi

S/J(j) = dimk Ext
n−i
S (S/J, S)j−n,

với mọi i, j ∈ Z. Vậy hi
S/I(j) = hi

S/J(j).

Tiếp theo là một kết quả tương tự cho độ sâu.

Định lý 2.2.6. Cho I ⊂ S là iđêan thuần nhất và J là iđêan khởi đầu của I đối

với thứ tự từ nào đó. Nếu J không chứa bình phương thì

depth(S/I) = depth(S/J).

Chứng minh. Ta có depth(S/I) = min{i | H i
m(S/I) ̸= 0} và depth(J) =

min{i | H i
m(S/J) ̸= 0}. Theo Định lý 2.2.5, ta có H i

m(S/I)j
∼= H i

m(S/J)j

với mọi i, j ∈ N nên depth(S/I) = depth(S/J).

2.3 Số Betti và chỉ số chính quy Castelnouvo-Mumford

Nhắc lại rằng, theo Định lý Hilbert về xoắn (xem [11, Định lý 19.7]), S-

môđun phân bậc hữu hạn sinh M có giải tự do phân bậc có độ dài hữu hạn.

Bây giờ, giả sử F• là một giải tự do của S-môđun M

F• : 0 −→ Fs −→ · · · −→ F1 −→ F0 −→ M −→ 0,
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trong đó s ≤ n và Fi =
⊕

j∈N S(−j)βi,j(M) là các S-môđun tự do phân bậc

hữu hạn sinh. Ta có các định nghĩa sau.

Định nghĩa 2.3.1. Chiều xạ ảnh của S-môđun M , được ký hiệu là pdS(M), là

sup{i | TorSi (M,k) ̸= 0}.

Định nghĩa 2.3.2. Số Betti phân bậc của S-môđun phân bậc hữu hạn sinh M là

βi,j(M) := rankk(Fi)i+j,

trong đó (Fi)j là thành phần phân bậc thứ i + j của S-môđun phân bậc tự do

hữu hạn sinh Fi trong giải tự do tối tiểu của M .

Chú ý 2.3.3. Số Betti phân bậc của S-môđun phân bậc hữu hạn sinh M còn

được xác định như sau

βi,j(M) := dimk(Tor
S
i (M,k)i+j).

Tiếp theo, ta có khái niệm chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford.

Định nghĩa 2.3.4. Cho M là S-môđun phân bậc hữu hạn sinh và i ≥ 0 là một

số nguyên bất kỳ. Đặt

ai(M) :=

 max{t | H i
m(M)t ̸= 0} nếu H i

m(M) ̸= 0,

−∞ nếu H i
m(M) = 0.

Chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford hay nói ngắn gọn là chỉ số chính quy

của môđun M được định nghĩa là

reg(M) := max{ai(M) + i | i ≥ 0}.

Chú ý 2.3.5. Chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford của S-môđun M có thể

được tính qua số Betti như sau:

reg(M) := max{j − i | βi,j(M) ̸= 0}.
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Ta có bảng Betti của S-môđun phân bậc M được biểu diễn như sau

0 1 · · · s · · ·
...

...
...

. . .
...

. . .

i β0,i β1,i+1 · · · βs,i+s · · ·

i+ 1 β0,i+1 β1,i+2 · · · βs,i+s+1 · · ·
...

...
...

. . .
...

. . .

j β0,j β1,j+1 · · · βs,j+s · · ·
...

...
...

. . .
...

. . .

Ví dụ 2.3.6. Cho S = k[x1, x2, x3] và M = S/I với I = ⟨x52, x31, x1x2⟩. Ta có

giải tự do phân bậc tối tiểu của M là

0 −→ S(−6)⊕S(−4) −→ S(−5)⊕S(−3)⊕S(−2) −→ S −→ S/I −→ 0.

Bảng Betti của S-môđun M là

0 1 2

0 1 0 0

1 0 1 0

2 0 1 1

3 0 0 0

4 0 1 1

Từ đó, ta có reg(M) = 4.

Định nghĩa 2.3.7. Số Betti βi,i+j(M) ̸= 0 được gọi là số Betti góc (cor-

ner/extremal Betti number) nếu βh,h+l(M) = 0 với mọi cặp (h, l) ̸= (i, j)

với h ≥ i và l ≥ j.

Ví dụ 2.3.8. Trong Ví dụ 2.3.6, β2,6 = 1 là số Betti góc của S/I .

Phần tiếp theo mô tả quan hệ giữa các số Betti phân bậc βi,j và chiều của

các môđun phân bậc H i
m(M)j−i là αi,j := hi

M(j − i).

Số Betti phân bậc:
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c− 1 c c+ 1 · · · · · · i · · · · · · p p+ 1

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

· · · 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

reg + 1 · · · 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

reg · · · ⊠ ⊠ ■ 0 0 0 0 0 0 0

reg − 1 · · · ∗ ∗ □ 0 0 0 0 0 0 0

· · · ∗ ∗ □ 0 0 0 0 0 0 0

· · · ∗ ∗ ⊞ ⊠ ⊠ ■ 0 0 0 0

· · · ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ⊞ ⊠ ⊠ ■ 0

· · · ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ □ 0

· · · ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ □ 0

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

trong đó p := pdS(M) và c := codim(M).

Chiều của môđun H i
m(M)j−i:
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q − 1 q · · · · · · i · · · · · · d− 1 d d+ 1

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·

reg + 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·

reg 0 0 0 0 0 0 0 ■ ⊠ 0 · · ·

reg − 1 0 0 0 0 0 0 0 □ ∗ 0 · · ·

0 0 0 0 0 0 0 □ ∗ 0 · · ·

0 0 0 0 ■ ⊠ ⊠ ⊞ ∗ 0 · · ·

0 ■ ⊠ ⊠ ⊞ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 · · ·

0 □ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 · · ·

0 □ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 · · ·
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

trong đó q := depth(M) = n− p và d := dim(M) = n− c.

Mệnh đề 2.3.9. [13, Lecture 4] Các số tại các vị trí được đánh dấu bởi ■,⊠,⊞

hoặc □ trong hai bảng trên thỏa mãn α̃i,j ≤ βi,j ≤ α̃i,j +
∑

l>0

(
n
l

)
αi−l,j , trong

đó α̃i,j := dimk(Socle(H
i
m(M))j−i).

Cụ thể là,

1. Tại các vị trí được đánh dấu bởi ■ : αi,j = βi,j ̸= 0;

2. Tại các vị trí được đánh dấu bởi ⊠ : αi,j ≤ βi,j ≤
∑

l≥0

(
n
l

)
αi,j−l;

3. Tại các vị trí được đánh dấu bởi □ : βi,j = ãi,j;

4. Tại các vị trí được đánh dấu bởi ⊞ : α̃i,j ≤ βi,j ≤ α̃i,j +
∑

l>0

(
n
l

)
αi−l,j .

Vì các số Betti góc của S/I được biểu diễn qua hi
S/I(j) nên theo Định lý

2.2.5, ta có
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Định lý 2.3.10. Cho I ⊂ S là iđêan thuần nhất và J là iđêan khởi đầu của I

đối với thứ tự nào đó. Nếu J không chứa bình phương thì các số Betti góc của

S/I và S/J là trùng nhau (giá trị và vị trí).

Ví dụ 2.3.11. Cho S = k[x1, ..., x9] và I ⊂ S là iđêan được sinh bởi các định

thức con cấp 2 của ma trận 
x1 x2 x3

x4 x5 x6

x7 x8 x9


Ta sử dụng Macaulay2 và tính được

I = ⟨x1x5 − x2x4, x1x8 − x2x7, x4x8 − x5x7, x1x6 − x3x4, x1x9 − x3x7,

x4x9 − x6x7, x2x6 − x3x5, x2x9 − x3x8, x5x9 − x6x8⟩

là iđêan thuần nhất và iđêan khởi đầu của I đối với thứ tự từ điển ngược ≤rlex

J = in≤rlex
(I) = ⟨x6x8, x3x8, x6x7, x5x7, x3x7, x2x7, x3x5, x3x4, x2x4⟩

là iđêan không chứa bình phương. Ta cũng tính được các bảng số Betti của S/I

và S/J tương ứng là

0 1 2 3 4

0 1 0 0 0 0

1 0 9 16 9 0

2 0 0 0 0 1

0 1 2 3 4

0 1 0 0 0 0

1 0 9 16 10 2

2 0 0 1 2 1

Ta thấy rằng các số Betti góc của S/I và S/J lần lượt là β4,6(S/I), β4,6(S/J)

và β4,6(S/I) = β4,6(S/J) = 1.

Ví dụ 2.3.12. Cho S = Q[x1, ..., x5] và I ⊂ S là iđêan được sinh bởi các định
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thức con cấp 2 của ma trậnx4 + x5 x3 x2

x1 x4 −x2 + x3

 .

Ta sử dụng Macaulay2 và tính được

I = ⟨−x1x3+x24+x4x5,−x1x2−x2x4−x2x5+x3x4+x3x5,−x2x3−x2x4+x23⟩

là iđêan thuần nhất và iđêan khởi đầu của I đối với thứ tự từ điển ≤lex

J = in≤lex
(I) = ⟨x1x2, x1x3, x2x3⟩

là không chứa bình phương. Ta cũng tính được các bảng Betti của S/I và S/J

lần lượt là

0 1 2

0 1 0 0

1 0 3 2

0 1 2

0 1 0 0

1 0 3 2

Ta thấy rằng các số Betti góc của S/I và S/J lần lượt là β2,3(S/I), β2,3(S/J)

và β2,3(S/I) = β2,3(S/J) = 2 .

Định lý sau là hệ quả của Định lý 2.2.5.

Định lý 2.3.13. Cho I ⊂ S là iđêan thuần nhất và J là iđêan khởi đầu của I

đối với thứ tự từ nào đó. Giả sử J không chứa bình phương. Khi đó,

reg(S/I) = reg(S/J).

Chứng minh. Thật vậy, ta có
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ai(S/I) :=

 max{t | H i
m(S/I)t ̸= 0} nếu H i

m(S/I) ̸= 0,

−∞ nếu H i
m(S/I) = 0.

Do đó, chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford của S/I là

reg(S/I) := max{ai(S/I) + i | i ≥ 0}.

Tương tự, ta có

ai(S/J) :=

 max{t | H i
m(S/J)t ̸= 0} nếu H i

m(S/J) ̸= 0,

−∞ nếu H i
m(S/J) = 0.

Do đó, chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford của S/J là

reg(S/J) := max{ai(S/J) + i | i ≥ 0}.

Vì H i
m(S/I)j

∼= H i
m(S/J)j với mọi i, j ∈ N nên reg(S/I) = reg(S/J).



Chương 3

Iđêan Cartwright-Sturmfels

Trong chương này, chúng tôi mô tả một lớp các iđêan có iđêan khởi đầu

không chứa bình phương, gọi là Cartwright-Sturmfels và mô tả hai lớp iđêan

con của lớp iđêan này, đó là lớp iđêan cạnh nhị thức và lớp iđêan đa chiều

(multiview).

3.1 Iđêan Cartwright-Sturmfels

Mục này giới thiệu khái niệm và một số tính chất của iđêan Cartwright-

Sturmfels. Tài liệu tham khảo chính là [14].

Cho n1, . . . , nm là các số nguyên dương và xét S ′ = k[xij : 1 ≤ i ≤
m và 1 ≤ j ≤ ni] là vành đa thức Zm-phân bậc trên trường k vô hạn, trong đó

deg(xij) = ei ∈ Zm. Giả sử nhóm G = GLn1
(k)×· · ·×GLnm

(k) là nhóm các

k-tự đồng cấu tuyến tính Zm phân bậc trên S ′ và B = Bn1
(k)× · · · ×Bnm

(k)

là nhóm con Borel của G gồm các ma trận tam giác trên khả nghịch.

Định nghĩa 3.1.1. Cho một iđêan thuần nhất Zm-phân bậc I của S và một thứ

tự từ ≤ trên S ′. Khi đó, nếu tồn tại một tập con mở khác rỗng U ⊂ G sao cho

in≤(α(I)) = in≤(α
′(I)) với mọi α, α′ ∈ U thì in≤(α(I)), kí hiệu gin≤(I),

được gọi là iđêan khởi đầu phổ dụng Zm-phân bậc của I đối với thứ tự từ ≤.

Mệnh đề 3.1.2. [14, Remark 1.3] Cho I ⊂ S ′ là iđêan thuần nhất Zm-phân

38
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bậc và ≤ là thứ tự từ trên S ′. Khi đó, gin≤(I) là iđêan Borel-fixed, nghĩa là

α(gin≤(I)) = gin≤(I) với mọi α ∈ B.

Xét M là S ′-môđun Zm-phân bậc, kí hiệu Ma là thành phần thuần nhất bậc

a ∈ Zm của M . Khi đó, ta có định nghĩa sau.

Định nghĩa 3.1.3. Cho M là một S ′-môđun Zm-phân bậc hữu hạn sinh. Khi

đó, chuỗi Hilbert Zm-phân bậc của M là

HS(M, z1, . . . , zm) =
∑
a∈Zm

(dimk Ma)z
a ∈ Q[[z1, . . . , zm]][z

−1
1 , . . . , z−1

m ].

Nếu m đã xác định, ta có thể ký hiệu HS(M, z1, . . . , zm) là HS(M, z).

Ví dụ 3.1.4. Cho vành đa thức song phân bậc S ′ = k[x11, x12, x21, x22], trong

đó deg(x11) = deg(x12) = (1, 0) và deg(x21) = deg(x22) = (0, 1). Xét

R = S ′/I trong đó I = ⟨x11, x21⟩∩⟨x12, x22⟩ = ⟨x11x12, x11x22, x12x21, x21x22⟩.
Khi đó, I là iđêan song phân bậc. Ở đây, ta đặt HFR(i, j) := dimk(R(i,j)). Vì

các phần tử sinh của I có bậc là (2, 0); (1, 1) và (0, 2) nên dimk(I(0,0)) =

dimk(I(1,0)) = dimk(I(0,1)) = 0. Khi đó, HFR(0, 0) = 1,HFR(1, 0) = 2 và

HFR(0, 1) = 2. Bây giờ, ta xét tại các bậc (i, j) ∈ N2 \ {(0, 0); (1, 0); (0, 1)}.

Mọi đơn thức bậc (i, j) là phần tử của I(i,j) ngoại trừ phần tử xi11x
j
21 và xi12x

j
22.

Do đó, dimk(I(i,j)) = (i + 1)(j + 1) − 2. Từ đó suy ra, hàm Hilbert của S ′-

môđun R với (i, j) ∈ N2 \ {(0, 0); (1, 0); (0, 1)}

HFR(i, j) = (i+ 1)(j + 1)− (i+ 1)(j + 1) + 2 = 2.

Vậy chuỗi Hilbert song phân bậc của R là

HS(R, z) =
∑

(i,j)∈N2

(dimk(R(i,j))z
i
1z

j
2 = 1 +

∑
(i,j)∈N2\(0,0)

2zi1z
j
2.

Định nghĩa 3.1.5. Cho I là iđêan Zm-thuần nhất của S ′. Iđêan I được gọi là

iđêan Cartwright-Sturmfels nếu tồn tại một iđêan căn Borel-fixed Zm-phân bậc

J của S ′ sao cho HS(I, z) = HS(J, z).
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Mệnh đề sau khẳng định rằng iđêan Cartwright-Sturmfels có iđêan khởi đầu

không chứa bình phương đối với thứ tự từ nào đó.

Mệnh đề 3.1.6. [15, Proposition 3.4] Cho I là một iđêan Cartwright-Sturmfels

và J là một iđêan căn Borel-fixed sao cho HS(I, z) = HS(J, z). Khi đó,

1. Iđêan I là iđêan căn và gin≤(I) = J với mọi thứ tự từ ≤;

2. in≤(I) là iđêan Cartwright-Sturmfels và nó là iđêan không chứa bình phương

với mọi thứ tự từ ≤.

Hơn nữa, lớp iđêan Cartwright-Sturmfels (CS) có đặc trưng sau

CS = {I | I là iđêan Zm-thuần nhất và

gin≤(I) là iđêan căn đối với thứ tự từ ≤ nào đó}.

3.2 Iđêan cạnh nhị thức

Trong mục này, chúng tôi mô tả iđêan khởi đầu phổ dụng Zn-phân bậc của

iđêan cạnh nhị thức và chứng minh rằng mọi iđêan cạnh nhị thức là iđêan

Cartwright-Sturmfels. Tài liệu tham khảo chính là bài báo [16].

Trước hết, ta đến với khái niệm của lớp iđêan này.

Cho S ′ = k[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn] là vành đa thức với 2n biến trên trường

k. Xét X là ma trận cấp 2× n như sau.

X =

x1 x2 · · · xn

y1 y2 · · · yn

 .

Ta kí hiệu ∆ij là định thức con cấp 2 của X tương ứng với hai cột i, j, nghĩa là

∆ij =

∣∣∣∣∣∣∣
xi xj

yi yj

∣∣∣∣∣∣∣ = xiyj − xjyi.
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Ta nhắc lại một số khái niệm trong lý thuyết đồ thị. Một đồ thị là một cặp thứ

tự G = (V,E), trong đó V là một tập hữu hạn những đỉnh và E ⊂ V × V

là một tập những cạnh của đồ thị G. Nghĩa là nếu V = {a1, . . . , an} thì E ⊂
{(ai, aj) | 1 ≤ i, j ≤ n}. Một đường đi trong đồ thị G = (V,E) là một dãy

những cạnh liên tiếp

(a1, a2), (a2, a3), . . . , (an, an+1) ∈ E.

Định nghĩa 3.2.1. Cho G = (V,E) là một đồ thị đơn có tập đỉnh V = [n] =

{1, . . . , n}. Iđêan JG ⊂ S ′ được gọi là iđêan cạnh nhị thức của G nếu

JG = ⟨∆ij | i < j, (i, j) ∈ E⟩.

Ví dụ 3.2.2. Xét đồ thị G được gắn nhãn như sau.

Hình 3.1: Đồ thị G

Khi đó, iđêan cạnh nhị thức của đồ thị G là

JG = ⟨∆12,∆13,∆14,∆15,∆25,∆34,∆45⟩

= ⟨x1y2 − x2y1, x1y3 − x3y1, x1y4 − x4y1, x1y5 − x5y1

x2y5 − x5y2, x3y4 − x4y3, x4y5 − x5y4⟩.

Định lý sau sẽ chứng minh rằng JG là một iđêan Cartwright-Sturmfels trên

vành đa thức Zn-phân bậc S ′, trong đó deg(xi) = deg(yi) = ei ∈ Zn.
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Định lý 3.2.3. Iđêan khởi đầu phổ dụng Zn-phân bậc của JG được sinh bởi

các đơn thức ya1 · · · yavxixj , trong đó i, a1, · · · , av, j là một đường đi trong đồ

thị G. Hơn nữa, JG là một iđêan Cartwright-Sturmfels.

Chứng minh. Xét ≤ là thứ tự từ bất kỳ trên S ′ = k[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn] với

giả thiết x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn ≥ y1 ≥ y2 ≥ · · · ≥ yn. Để xác định iđêan khởi

đầu phổ dụng, trước hết tác động một phép biến đổi đa phân bậc ϕ lên JG sao

cho với mỗi i ta có ϕ(xi) = xi và ϕ(yi) = αixi + yi với αi ∈ k. Khi đó, ta có

ma trận

ϕ(X) =

 x1 x2 · · · xn

α1x1 + y1 α2x2 + y2 · · · αnxn + yn

 ,

trong đó các định thức con cấp 2 là

ϕ(∆ij) =

∣∣∣∣∣∣∣
xi xj

αixi + yi αjxj + yj

∣∣∣∣∣∣∣ = (αj − αi)xixj +∆ij.

Giả sử αi ̸= αj với mọi i ̸= j và đặt λij := (αi − αj)
−1 là phần tử nghịch đảo

của (αi − αj). Ta có

Fij = (αj − αi)
−1ϕ(∆ij) = xixj − λij∆ij

là đa thức monic. Với mọi 1 ≤ i < j < l ≤ n,

S ′(Fil, Fjl) = xjFil − xiFjl

= − λjlyjxixl + λilyixjxl + (λjl − λil)ylxixj.

Thực hiện phép chia S ′(Fil, Fjl) cho Fil, Fjl và Fij , ta được

S ′(Fil, Fjl) = −λjlyjFil + λilyiFjl + (λjl − λil)ylFij + r,
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trong đó đa thức dư r

r = − λjlyjλil∆il + λilyiλjl∆jl + (λjl − λil)ylλij∆ij

= λjlλil(−yj∆il + yi∆jl) + (λjl − λil)ylλij∆ij.

Vì yi∆jl − yj∆il + yl∆ij = 0 nên

r = λjlλil(−yj∆ij) + (λjl − λil)ylλij∆ij

= (−λjlλil + λjlλij − λilλij)yl∆ij.

Từ tính toán trực tiếp ta có

−λjlλil + λjlλij − λilλij = 0,

suy ra r = 0 dẫn đến

S ′(Fil, Fjl) = −λjlyjFil + λilyiFjl + (λjl − λil)ylFij. (3.2.1)

Bây giờ, xét riêng iđêan JG ta có

ϕ(JG) = ⟨Fij | (i, j) ∈ E⟩.

Gọi

F = {yaFij | i, a1, . . . , av, j là một đường đi trong G},

trong đó

ya = ya1 · · · yav .

Ta chứng minh rằng F là một cơ sở Gröbner của ϕ(JG) với mọi ánh xạ ϕ thỏa

mãn αj ̸= αi với mọi i ̸= j. Trước hết, ta chỉ ra rằng yaFij ∈ ϕ(JG) với mỗi

đường đi i, a1, · · · , av, j trong G. Vì Fij và ϕ(∆ij) chỉ sai khác hệ số khác

không nên ta chứng minh yaϕ(∆ij) ∈ ϕ(JG) với mỗi đường đi i, a1, · · · , av, j
trong G. Ta chứng minh quy nạp theo v. Thật vậy, với v = 0 ta có (i, j) ∈ E(G)
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nên Fij ∈ ϕ(JG). Áp dụng cho ma trận ϕ(X) một quan hệ

⟨xl, αlxl + yl⟩ϕ(∆i′j′) ⊂ ⟨ϕ(∆i′al), ϕ(∆alj′)⟩,

trong đó i′ ̸= j′ ̸= l là các chỉ số cột của ma trận X , ta được điều cần chứng

minh. Thật vậy, với v = 1 ta cần chứng minh ya1ϕ(∆i′j′) ∈ ϕ(JG), trong đó

(i′, a1), (a1, j
′) ∈ E. Vì ⟨xa1, αa1xa1 + ya1⟩ϕ(∆i′j′) ⊂ ⟨ϕ(∆i′a1), ϕ(∆a1j′)⟩

nên ya1ϕ(∆i′j′) ⊂ ⟨ϕ(∆i′a1), ϕ(∆a1j′)⟩. Do đó, ya1ϕ(∆i′j′) ∈ ϕ(JG). Bây giờ,

giả sử với v = k − 1 ta có

yak−1
· · · ya1ϕ(∆i′j′) ∈ ⟨yak−1

yak−2
· · · ya2ϕ(∆i′a1), . . . , ϕ(∆ak−2ak−1

), ϕ(∆ak−1j′)⟩,

trong đó (i′a1), . . . , (ak−2, ak−1), (ak−1, j
′) ∈ E. Ta cần chứng minh

yakyak−1
· · · ya1ϕ(∆i′j′) ∈ ϕ(JG).

Vì

yakϕ(∆ak−1j′) ∈ ⟨ϕ(∆ak−1ak), ϕ(∆akj′)⟩

nên

yakyak−1
· · · ya1ϕ(∆i′j′) ∈ ⟨yakyak−1

· · ·ya2ϕ(∆i′a1), . . . , yakϕ(∆ak−2ak−1
),

ϕ(∆ak−1ak), ϕ(∆akj′)⟩.

Do đó yakyak−1
· · · ya1ϕ(∆i′j′) ∈ ϕ(JG).

Tiếp theo, lấy bất kỳ hai phần tử yaFij và ybFhl thuộc F , trong đó a =

a1, . . . , av, b = b1, . . . , br và i, a, j và h, b, l là các đường đi trong G. Ta sẽ

chứng minh rằng đa thức dư của S ′(yaFij, ybFhl) trong phép chia cho F bằng

0. Xét ba trường hợp phân biệt sau.

Trường hợp 1. Nếu (i, j) = (h, l) thì ta có thể giả sử i = h và j = l. Khi đó,

S ′(Fij, Fhl) = 0.

Trường hợp 2. Nếu (i, j) ∩ (h, l) = ∅. Đặt u = UCLN(ya, yb). Ta có
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yaFij = u(ya/u)Fij và ybFhl = u(yb/u)Fhl. Vì in≤(ya/u)Fij và in≤(yb/u)Fhl

là nguyên tố cùng nhau nên theo Bổ đề 1.1.13, đa thức dư trong phép chia

S ′((ya/u)Fij, (yb/u)Fhl) cho F bằng 0. Do đó, phần dư của S ′(yaFij, ybFhl)

trong phép chia cho F bằng 0. Vậy {yaFij, ybFhl} thuộc cơ sở Gröbner của

ϕ(JG).

Trường hợp 3. Nếu #(i, j)∩ (h, l) = 1. Không mất tính tổng quát, ta có thể

giả sử i = 1, h = 2 và j = l = n. Khi đó, yaFij, ybFhl lần lượt tương ứng là

yaF1n, ybF2n. Lấy u = BCNN(ya, yb). Ta có

S ′(yaF1n, ybF2n) = ux2F1n − ux1F2n = uS ′(F1n, F2n).

Áp dụng công thức (3.2.1) với i = 1, j = 2 và l = n ta có

S ′(F1n, F2n) = −λ2ny2F1n + λ1ny1F2n + (λ2n − λ1n)ynF12. (3.2.2)

Do đó,

S ′(yaF1n, ybF2n) = −λ2ny2uF1n+λ1ny1uF2n+(λ2n−λ1n)ynuF12. (3.2.3)

Theo (3.2.2), đa thức dư của S ′(F1n, F2n) trong phép chia cho F1n, F2n và

F12 bằng 0. Rõ ràng, y2uF1n là bội đơn thức của yaF1n và y1uF2n là bội đơn

thức của ybF2n. Xét ynuF12. Nếu u chia hết cho một đơn thức yd = yd1 · · · ydt
sao cho 1, d1, · · · , dt, 2 là một đường đi trong G thì ynuF12 là bội của ydF12

của F . Mặt khác, nếu u không chia hết cho đơn thức yd = yd1 · · · ydt sao cho

1, d1, · · · , dt, 2 là một đường đi trong G thì

{1, a1, . . . , av} ∩ {2, b1, . . . , br} = ∅ và u = yayb.

Khi đó, 1, a, n, b, 2 là một đường đi từ đỉnh 1 đến đỉnh 2 trong G. Do đó,

ynuF12 = ynyaybF12 thực sự thuộc F .

Vậy tập F là cơ sở Gröbner của ϕ(JG) đối với thứ tự từ ≤. Khi đó, iđêan
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khởi đầu phổ dụng Zn-phân bậc của JG đối với thứ tự từ ≤

gin≤(JG) = ⟨ya1 · · · yavxixj | i, a1, . . . , av, j là một đường đi trong G⟩.

Vì JG là iđêan Zn-thuần nhất và gin≤(JG) là iđêan căn nên theo Mệnh đề 3.1.6,

JG là iđêan Cartwright-Sturmfels.

Ví dụ 3.2.4. Với iđêan JG đã biết ở Ví dụ 3.2.2, ta sử dụng Macaulay2 và tính

được iđêan khởi đầu phổ dụng Z5-phân bậc của JG đối với thứ tự từ điển ≤lex

gin≤lex
(JG) = ⟨x1x2, x1x3,x1x4, x3x4, x1x5, x2x5, x4x5, y1x2x3,

y1x2x4, y1x3x5, y4x3x5, y5x2x4, y4y5x2x3⟩.

3.3 Iđêan đa chiều

Trong mục này, chúng tôi tìm hiểu lớp iđêan đa chiều. Đây là lớp iđêan đặc

biệt cũng là iđêan Cartwright-Sturmfels xuất hiện trong lĩnh vực nghiên cứu về

thị giác máy tính. Tài liệu tham khảo chính là bài báo [17].

Cho k là trường đóng đại số bất kỳ. Mỗi máy ảnh là một ma trận Ai cấp 3×4

có hạng 3. Mỗi ma trận xác định một ánh xạ hữu tỷ từ P3 vào P2. Phép chiếu

này xác định tốt trên P3 \ {fi}, trong đó fi là phần tử sinh của hạt nhân của Ai,

được gọi là tiêu điểm của máy ảnh thứ i. Không gian ảnh từ n ≥ 2 máy ảnh là

ảnh của ánh xạ hữu tỷ

ϕA : P3 99K P2 × · · · × P2︸ ︷︷ ︸
n

x 7−→ (A1x, A2x, . . . , Anx).
(3.3.4)

Ta đặt (P2)n := P2 × · · · × P2︸ ︷︷ ︸
n

. Tập con VA := Im(ϕA) của (P2)n là đa tạp

đại số, được gọi là đa tạp đa chiều của bộ n ma trận cỡ 3 × 4 có hạng 3,

A = (A1, A2, . . . , An).

Định nghĩa 3.3.1. JA là iđêan tương ứng với đa tạp VA, nghĩa là JA là iđêan
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gồm tất cả các đa thức triệt tiêu trên đa tạp VA. Ta gọi JA là iđêan đa chiều

(multiview).

Iđêan JA nằm trong vành đa thức k[x, y, z] với 3n biến (xi, yi, zi) biểu thị

tọa độ liên kết trên (P2)n với i = 1, 2, . . . , n. Iđêan JA là nguyên tố vì đa tạp

VA của nó là ảnh của một đa tạp bất khả quy.

Bây giờ, ta sẽ xác định một iđêan khởi đầu phổ dụng của iđêan đa chiều của

họ n máy ảnh.

Ta nói rằng A là phổ dụng (generic) nếu mọi định thức con cấp 4 của ma

trận [AT
1 AT

2 · · · AT
n ] cấp 4 × 3n đều khác không. Đối với tập con σ =

{σ1, . . . , σs} ⊆ [n] bất kỳ, xét ma trận cấp 3s× (s+ 4)

Aσ :=



Aσ1
pσ1

0 · · · 0

Aσ2
0 pσ2

. . . 0
... ... . . . . . . ...

Aσs
0 · · · 0 pσs


,

trong đó pi := [xi yi zi]
T với i ∈ [n]. Giả sử rằng s ≥ 2, mỗi định thức con

cấp lớn nhất của Aσ là một đa thức thuần nhất bậc s = |σ|, tuyến tính trong pi

với i ∈ σ.

Bổ đề 3.3.2. Các định thức con cấp lớn nhất của Aσ với |σ| ≥ 2 đều thuộc vào

iđêan nguyên tố JA.

Chứng minh. Thật vậy, nếu (p1, . . . , pn) ∈ (k3)n đại diện cho một điểm trong

Im(ϕA) thì tồn tại một véctơ khác không q ∈ k4 và c1, . . . , cn ∈ k khác không

sao cho Aiq = cipi với i = 1, 2, . . . , n. Điều đó có nghĩa các cột của Aσ là phụ

thuộc tuyến tính. Vì Aσ có số dòng ít nhất bằng số cột nên các định thức con

cấp lớn nhất của Aσ phải triệt tiêu tại mọi điểm p ∈ VA.

Giả sử Mn ⊂ k[x, y, z] là iđêan sinh bởi
(
n
2

)
đơn thức xixj , 3

(
n
3

)
đơn thức

xiyjym và
(
n
4

)
đơn thức yiyjymyl, trong đó i, j,m, l là các chỉ số phân biệt
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trong [n]. Xét thứ tự từ điển ≺ trên k[x, y, z] với thứ tự các biến

x1 ≻ · · · ≻ xn ≻ y1 ≻ · · · ≻ yn ≻ z1 ≻ · · · ≻ zn.

Bổ đề 3.3.3. Cho ≺ là thứ tự từ. Nếu A phổ dụng thì Mn ⊂ in≺(JA).

Chứng minh. Ta sẽ chứng minh xixj , xiyjym và yiyjymyl, trong đó i, j,m, l là

các chỉ số phân biệt trong [n] tương ứng là những đơn thức khởi đầu của các

định thức con cấp lớn nhất của A{ij},A{ijm} và A{ijml} đối với thứ tự từ ≺.

Xét ma trận A{ij} vuông cấp 6, ta có

det(A{ij}) = det



A1
i xi 0

A2
i yi 0

A3
i zi 0

A1
j 0 xj

A2
j 0 yj

A3
j 0 zj


= det



A2
i

A3
i

A2
j

A3
j


xixj + lex. các từ nhỏ hơn,

(3.3.5)

trong đó Ar
i là hàng thứ r của ma trận Ai. Vì A phổ dụng nên hệ số của xixj là

khác không. Do đó, lm≺(det(A{ij})) = xixj .

Xét ma trận A{ijm} cấp 9× 7

A{ijm} =


Ai pi 0 0

Aj 0 pj 0

Am 0 0 pm

 . (3.3.6)

Ta có xiyjym là đơn thức khởi đầu của định thức con cấp 7 được tạo thành bằng

cách bỏ hàng thứ tư và hàng thứ bảy của A{ijm}. Vì A phổ dụng nên các véctơ

A2
i , A

3
i , A

3
j , A

3
m là độc lập tuyến tính dẫn đến hệ số của xiyjym là khác không.
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Do đó, lm≺(det(A{ijm})) = xiyjym.

Xét ma trận A{ijml} cấp 12× 8

A{ijml} =



Ai pi 0 0 0

Aj 0 pj 0 0

Am 0 0 pm 0

Al 0 0 0 pl


. (3.3.7)

Lập luận tương tự như trên. Ta có yiyjymyl là đơn thức khởi đầu đối với thứ tự

từ ≺ của định thức con cấp 8 được tạo thành bằng cách bỏ hàng đầu tiên của

các ma trận Ai, Aj, Am và Al.

Kết quả sau khẳng định Mn là iđêan khởi đầu của JA đối với thứ tự từ ≺ nếu

A phổ dụng.

Bổ đề 3.3.4. [17, Lemma 2.5] Nếu A là phổ dụng thì Mn = in≺(JA).

Định lý 3.3.5. JA là iđêan Cartwright-Sturmfels với iđêan khởi đầu phổ dụng

đối với thứ tự từ ≺ là Mn.

Chứng minh. Thật vậy, xét bộ nma trận cấp 3× 4 có hạng 3,A = (A1, A2, . . . , An)

với các hạt nhân k{fi} đôi một phân biệt. Nếu g = (g1, g2, . . . , gn) là phổ dụng

trong G = (GL3(k))
n thì g ◦ A là phổ dụng, nghĩa là mọi định thức con cấp 4

của ma trận cấp 4× 3n[
(g1A1)

T (g2A2)
T · · · (gnAn)

T

]
khác không. Theo Bổ đề 3.3.4, Mn là iđêan khởi đầu của Jg◦A. Do đó, Mn

là iđêan khởi đầu phổ dụng của JA. Vì Mn là iđêan căn nên JA là iđêan

Cartwright-Sturmfels.

Ví dụ 3.3.6. Xét A = {A1, A2, A3} phổ dụng, trong đó



50

A1 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

 A2 =


−0, 22 0, 95 −0, 18 1

0, 96 0, 24 0, 08 1, 44

−0, 12 0, 15 0, 97 0, 97

 A3 =


0, 17 0, 94 −0, 28 1, 41

−0, 95 0, 22 0, 18 −0, 13

−0, 24 −0, 23 −0, 94 −1, 16

 .

Ta có JA được sinh bởi các định thức con cấp cao nhất của


A1 p1 0 0

A2 0 p2 0

A3 0 0 p3

,

det

A1 p1 0

A2 0 p2

 , det

A1 p1 0

A3 0 p3

 và det

A2 p2 0

A3 0 p3

 .

Sử dụng Macaulay2, ta tính được iđêan khởi đầu phổ dụng Z3-phân bậc

gin≺(JA) = ⟨x1x2, x1x3, x2x3, x1y2y3, x2y1y3, x3y1y2⟩.
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KẾT LUẬN CHUNG

Trong luận văn này, chúng tôi đã trình bày một số vấn đề sau.

1. Giới thiệu một số kiến thức về cơ sở Gröbner, môđun đối đồng điều địa

phương và một số định lý quan trọng như là Định lý Macaulay, Định lý

triệt tiêu của Grothendiek và Định lý đối ngẫu địa phương.

2. Giới thiệu khái niệm và một số tính chất của vành đầy đủ đối đồng điều.

Trình bày định lý về mối liên hệ về hàm Hilbert của môđun đối đồng điều

địa phương có giá là iđêan cực đại thuần nhất của S/I và S/J khi I là

iđêan thuần nhất trong vành đa thức n biến có iđêan khởi đầu J không

chứa bình phương đối với thứ tự từ nào đó. Từ đó, chứng minh rằng độ

sâu, các số Betti góc và chỉ số chính quy Castelnouvo-Mumford của vành

S/I và S/J là như nhau.

3. Trình bày khái niệm và một số tính chất của một lớp các iđêan thuần nhất

có iđêan khởi đầu không chứa bình phương, gọi là các iđêan Cartwright-

Sturmfels. Mô tả iđêan khởi đầu phổ dụng phân bậc của lớp iđêan cạnh

nhị thức và lớp iđêan đa chiều (multiview) và chứng minh hai lớp iđêan

này là các iđêan Cartwright-Sturmfels.
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