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R Tập hợp các số thực;

Rn Không gian Euclid n chiều;

Ω Tập mở trong Rn;

Γ Tập con của ∂Ω;

C2(Ω) Không gian các hàm có đạo hàm liên tục cấp hai trên Ω;

X, Y Không gian định chuẩn (hoặc Hilbert) X, Y ;

R(A) Miền giá trị của toán tử A;

∥A∥ Chuẩn của toán tử A;

A∗ Toán tử liên hợp của toán tử A;

L Toán tử tuyến tính;

I Toán tử đơn vị;

Rα Toán tử chỉnh hóa;

α Tham số chỉnh hóa;

ANN Mạng neuron nhân tạo (Artificial Neural Network);

w Trọng số (weights);

b Độ lệch (bias);

σ Hàm kích hoạt (hàm sigmoid);

|u| Chuẩn cho trường hợp ANN.
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MỞ ĐẦU

Trong những năm gần đây, mạng neuron nhân tạo (Artificial Neural Network = ANN)

đã trở thành một công cụ phổ biến được sử dụng để giải các bài toán có số chiều lớn

hoặc phi tuyến. Tính hiệu quả và tính tổng quát của ANN đã thúc đẩy việc áp dụng

kỹ thuật này vào các bài toán cho phương trình vi phân, phương trình đạo hàm riêng

khác nhau. Trong số đó, bài toán Cauchy là một lớp bài toán đặc thù của phương

trình đạo hàm riêng. Ứng dụng và vai trò của bài toán Cauchy rất quan trọng trong

nhiều lĩnh vực như khoa học, công nghệ, địa vật lý, y học, vật lý plasma, thủy động

học,... Cụ thể, trong việc nghiên cứu trường trọng lực (trường điện và từ trường),

chúng ta cần xác định thế vị của trường bên ngoài một vật thể dựa trên giá trị thế

vị trong một phần của miền đó. Trong việc xác định hoạt động não điện hoặc hoạt

động tim, người ta sử dụng các đo đạc điện thế và cường độ dòng điện tại hộp sọ

hoặc ngực, sau đó giải quyết một bài toán Cauchy cho phương trình elliptic tương

ứng ([1], [2], [3], [4]).

Trong nghiên cứu này, cho Ω ⊂ Rd là một miền có biên liên tục ∂Ω, với d là số chiều

không gian, và Γ ⊂ ∂Ω. Chúng tôi xét bài toán Cauchy cho phương trình elliptic






























Lu(x) = 0, x trong Ω,

u(x) = f, x trên Γ,

∂u(x)
∂n = g, x trên Γ,

(0.1)

và bài toán Cauchy cho phương trình parabolic


































∂u(x,t)
∂t + Lu(x, t) = 0, (x, t) trong Ω× T ,

u(x, t) = f, (x, t) trên Γ× T ,
∂u(x,t)

∂n = g, (x, t) trên Γ× T ,

u(x, 0) = h, x trong Ω.

(0.2)

Trong đó, n là vector pháp tuyến đơn vị hướng ra ngoài, L là một toán tử elliptic
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đều, và T = [0, T ] là khoảng thời gian. Mục tiêu của bài toán ngược Cauchy là tìm

một nghiệm u trong miền Ω và trên phần còn lại của biên ∂Ω/Γ sao cho nó thỏa mãn

phương trình trạng thái của bài toán Cauchy, cùng với các điều kiện ban đầu và điều

kiện biên thích hợp h, f, g.

Bài toán Cauchy cho phương trình elliptic là một bài toán đặc biệt trong tập hợp các

bài toán Cauchy, nó là bài toán đặt không chỉnh theo nghĩa Hadamard. Một bài toán

được gọi là đặt chỉnh nếu thỏa mãn các tính chất sau:

1. Tồn tại một nghiệm của bài toán (tính tồn tại).

2. Tồn tại không quá một nghiệm (tính duy nhất).

3. Nghiệm phụ thuộc liên tục vào dữ kiện của bài toán (tính ổn định).

Nếu ít nhất một trong ba điều kiện này không thoả mãn, chúng ta nói rằng bài toán

đặt không chỉnh. Đối với bài toán Cauchy của phương trình elliptic, không phải với

tất cả các dữ kiện Cauchy bài toán đều có nghiệm, nghiệm chỉ tồn tại khi và chỉ khi

có độ trơn và tính tương thích giữa các dữ kiện Cauchy. Hadamard đã đưa ra các

điều kiện về tính giải được của bài toán Cauchy cho phương trình Laplace vào năm

1902. Ông cũng đã đưa ra một ví dụ nổi tiếng về sự phụ thuộc không liên tục vào các

dữ kiện Cauchy của bài toán Cauchy cho phương trình Laplace. Cụ thể, Hadamard

đã xem xét bài toán Cauchy cho phương trình Laplace 2 chiều.

uxx + uyy = 0, a < x < b, 0 < y < Y, (0.3)

u(x, 0) = φ(x), uy(x, 0) = ψ(x), a < x < b, 0 < y < Y. (0.4)

Vào năm 1902, Hadamard [5] đã chỉ ra rằng, nếu φ và ψ là các hàm liên tục, thì bài

toán sẽ có nghiệm khi và chỉ khi hàm số

1

2
φ(x)− 1

2π

∫ b

a

ψ(ξ) log |x− ξ|dξ

giải tích trên khoảng a < x < b. Điều này cho thấy rằng, ở đây, điều kiện Cauchy

không nhất thiết phải là các hàm giải tích.

Sau đó, vào năm 1917, Hadamard [6] đã đưa ra ví dụ: Với φ = φn(x) = 0 và ψ =

ψn(x) = ne−
√
n sin(nx), bài toán (0.3)- (0.4) có nghiệm là

un(x, y) = e−
√
n sin(nx) sinh(ny).

Chúng ta có thể thấy rằng |φn| , |ψn| giới nội, nhưng |un(x, y)| không giới nội khi x > 0

và n → ∞. Do đó, nghiệm của bài toán (0.3)- (0.4) không phụ thuộc một cách liên

tục vào điều kiện Cauchy.
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Đối với bài toán Cauchy cho phương trình parabolic, tính đặt không chỉnh được

Ginsberg [7] đưa ra bằng ví dụ xét phương trình nhiệt uxx = ut, cho 0 < x < 1, 0 <

t ≤ T , với các điều kiện Cauchy: u(0, t) = exp(ikt) và ux(0, t) = 0. Ta có:

u(x, t) = cosh(x
√
ik) exp(ikt).

Chúng ta thấy rằng, nếu k → ∞, thì |u(x, t)| ∼ exp(x
√

k/2) → ∞, nhưng |u(0, t)| = 1

bị chặn. Nghĩa là, dù giá trị k có thay đổi đến đâu, giá trị tại điểm x = 0 vẫn giữ

nguyên là 1 và không phụ thuộc vào k. Điều này cho thấy rằng nghiệm của bài toán

không phụ thuộc liên tục vào điều kiện Cauchy tại x = 0.

Trong nghiên cứu của mình, Hadamard đã chỉ ra các ví dụ chứng minh rằng không

phải với dữ kiện Cauchy nào bài toán cũng có nghiệm và nghiệm của bài toán Cauchy

cho phương trình Laplace (trường hợp đặc biệt nhất của phương trình elliptic) nói

chung không phụ thuộc liên tục vào dữ kiện Cauchy. Do đó, Hadamard cũng cho rằng

các bài toán đặt không chỉnh không có ý nghĩa vật lý vì nghiệm không phụ thuộc

liên tục vào điều kiện Cauchy của bài toán. Tuy nhiên, trong thực tế nhiều bài toán

trong các lĩnh vực như khoa học và công nghệ, như đã được đề cập ở trên, dẫn đến

bài toán Cauchy và bài toán đặt không chỉnh nói chung. Vì những lý do này, từ đầu

thập kỷ 50 của thế kỷ trước, nhiều nghiên cứu đã tập trung vào bài toán đặt không

chỉnh. Các nhà toán học như A. N. Tikhonov, M. M. Lavrent’ev, F. John, C. Pucci,

V. K. Ivanov đã tiên phong trong lĩnh vực này ([8], [9], [10], [11], [12], [13]). Vào năm

1963, Tikhonov [14] đã đưa ra phương pháp hiệu chỉnh nổi tiếng, từ đó lý thuyết về

bài toán đặt không chỉnh đã được phát triển mạnh mẽ và áp dụng rộng rãi trong hầu

hết các bài toán thực tế. Điều này đã làm cho bài toán đặt không chỉnh và bài toán

ngược trở thành các lĩnh vực độc lập quan trọng trong toán học và tính toán. Bài

toán Cauchy cũng không nằm ngoài xu hướng này.

Trong luận văn này, chúng tôi tập trung vào giải số bài toán Cauchy (0.1) và (0.2)

một cách ổn định dựa trên ANN. Đầu tiên, chúng tôi giải thích sự khó khăn khi giải

số các bài toán này. Giả sử chúng ta có một phương trình Au = b cần giải, trong đó

A là một toán tử tuyến tính hoặc phi tuyến từ không gian hàm X sang không gian

hàm Y , và b là một điều kiện đã cho thuộc không gian Y . Khi bài toán là bài toán

đặt không chỉnh, không phải với mọi dữ kiện b bài toán đều có nghiệm và thậm chí

khi có nghiệm, nghiệm đó không phụ thuộc liên tục vào dữ kiện b hoặc (tồn tại theo

một nghĩa nào đó). Tính không ổn định này của bài toán khiến việc giải số trở nên

khó khăn. Một sai số nhỏ trong điều kiện của bài toán có thể dẫn đến một sai số

lớn trong nghiệm. Do đó, việc giải bài toán số trở nên khó khăn vì không thể loại
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bỏ hoàn toàn sai số trong điều kiện. Bên cạnh sai số thường gặp trong quá trình đo

đạc, chúng ta còn phải đối mặt với sai số không thể bỏ qua do quá trình rời rạc hóa

và sự làm tròn của máy tính. Mục tiêu của lý thuyết bài toán đặt không chỉnh là

cung cấp các phương pháp số hiệu quả để giải quyết các bài toán này một cách ổn

định. Để đạt được mục tiêu đó, trước tiên cần nghiên cứu tính ổn định có điều kiện

của bài toán, đã được nghiên cứu trong các tài liệu ([12], [13], [15], [16]). Năm 1943,

Tikhonov đã đưa ra nhận xét ban đầu trong bài viết [8], sau này được gọi là ổn định

theo nghĩa Tikhonov ([9], [15], [17]). Tiếp sau đó, M. M. Lavrent’ev ([10], [11]) đã đưa

ra các đánh giá ổn định dạng Holder cho bài toán Cauchy của phương trình Laplace.

Phương pháp số để giải bài toán Cauchy cho phương trình elliptic và parabolic đang

nhận được sự quan tâm ngày càng lớn do nhu cầu thực tiễn. Việc tìm kiếm các thuật

toán ổn định và hiệu quả cho bài toán này là một thách thức khó khăn nhưng rất

cần thiết. Trong thời gian gần đây, phương pháp sử dụng mạng neuron nhân tạo giải

bài toán ngược, phương trình đạo hàm riêng đã thu hút được nhiều sự quan tâm của

nhiều nhà khoa học trên thế giới và đã có nhiều công trình nghiên cứu nổi bật như:

[18], [19], [20], [21], [22], [23], [24], [25], [26], [27], [28], [29], [30],... Mặc dù lý thuyết

toán học cho phương pháp này chưa được phát triển một cách chi tiết, nhưng sự hiệu

quả và tính ứng dụng rộng rãi của nó, đặc biệt là trong các bài toán có số chiều lớn,

bài toán phi tuyến hoặc có tính kỳ dị, đã khuyến khích nhiều nhà nghiên cứu quốc

tế áp dụng kỹ thuật này.

Công trình đầu tiên [31] giới thiệu việc sử dụng mạng neuron là của George E. Hinton

và đồng nghiệp vào năm 1986. Tác giả đã giới thiệu một kiến trúc mạng neuron nhân

tạo mới, được gọi là "mạng neuron tích chập" (convolutional neuron network - CNN).

Bài báo này tập trung vào việc sử dụng mạng neuron tích chập để giải quyết bài toán

phân loại ảnh. Đặc biệt, họ áp dụng thuật toán lan truyền ngược (backpropagation)

để tự động học các trọng số của mạng neuron dựa trên dữ liệu huấn luyện. Mặc dù

nghiên cứu không trực tiếp sử dụng mạng neuron để giải phương trình đạo hàm riêng,

nhưng lại đánh dấu sự xuất hiện ban đầu của các mô hình mạng neuron và thuật

toán backpropagation, đóng góp quan trọng cho sự phát triển mạnh mẽ của deep

learning và ứng dụng rộng rãi của mạng neuron trong các lĩnh vực khác nhau. Năm

1998, [20] Lagaris, Likas và Fotiadis đã ứng dụng mạng neuron nhân tạo để giải các

phương trình vi phân thường. Ý tưởng này được mở rộng cho phương trình vi phân

bậc cao [21], [22] và phương trình đạo hàm riêng [23]. Các kết quả nghiên cứu đã tạo

tạo ra một cơ sở lý thuyết cho việc sử dụng mạng neuron giải các bài toán phương
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trình đạo hàm riêng và có ảnh hưởng sâu sắc đến các nghiên cứu sau này.

Năm 2018, [24] tác giả Sirignano và Spiliopoulos giới thiệu thuật toán DGM (Deep

Galerkin Method), một thuật toán tiên tiến kết hợp giữa deep learning và phương

pháp Galerkin truyền thống để tạo ra cách tiếp cận mới giải các bài toán PDEs.

Phương pháp này đã có một số tính năng ưu việt hơn so với các phương pháp truyền

thống. Năm 2019, [18] Maziar Raissi và cộng sự đã trình bày việc sử dụng mạng

neuron học sâu, kết hợp với kiến thức vật lý, để giải các bài toán thuận và ngược của

phương trình đạo hàm riêng phi tuyến. Phương pháp được chứng minh là có hiệu quả

đối với nhiều bài toán khác nhau, bao gồm phương trình vi phân đạo hàm bậc phân

số [25], bài toán thuận và ngược ngẫu nhiên [26].

Năm 2022, [30] Yixin Li và Xianliang Hu đã sử dụng mạng neuron nhân tạo để xấp

xỉ bài toán Cauchy cho phương trình đạo hàm riêng tuyến tính. Tác giả khẳng định

phương pháp cho kết quả ổn định nhưng khi chúng tôi chạy thử nghiệm trên máy

tính bằng các code do chính tác giả viết thì kết quả không đúng như mô tả. Cụ thể,

xét bài toán Cauchy sau


































∂u(x;t)
∂t +∆u(x; t) = 0, x, t in Ω, T

u(x; t) = sin (x1) cos(x2)e
2t, x, t on Γ, T

∂u(x)
∂n =

[

cos(x1) cos(x2)e
2t,− sin(x1) sin(x2)e

2t
]

∗ n, x, t on Γ, T

u(x; 0) = sin(x1) cos(x2), x in Ω

trong đó, Ω là một miền có biên liên tục ∂Ω, Γ là 1/2 biên đường tròn và T =
[

0, π2
]

.

Hình 1: Bên trái là miền dữ liệu Ω, biên Γ(màu đỏ) được tạo ra bằng cách lấy mẫu ngẫu

nhiên từ phân phối đều với kích thước dữ liệu đào tạo Nr = 10000 điểm trên miền Ω và

Nb = 2500 điểm trên biên Γ. Bên phải là biểu đồ hội tụ của thuật toán ADAM.



6

Theo biểu đồ sự hội tụ, chúng ta có thể thấy rằng khoảng 1000 lần lặp đầu tiên giá

trị của hàm mất mát giảm nhanh nhưng không ổn định, sau đó giá trị của hàm có

xu hướng theo một đường thẳng.

Hình 2: Nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số với t = π
5
trong trường hợp nhiễu 1%.

Dựa vào hình minh họa, ta thấy sai số giữa nghiệm chính xác và nghiệm số ANN là

lớn. Điều này cho thấy thuật toán được áp dụng cho bài toán chưa đủ hiệu quả và

không ổn định. Theo chúng tôi, nguyên nhân không có được sự ổn định của lời giải số

là do tác giả đã không chỉnh hóa bài toán. Với suy luận như vậy chúng tôi đã đi đến

ý tưởng viết lại bài toán Cauchy dưới dạng bài toán biến phân kết hợp với chỉnh hóa

Tikhonov, sau đó dùng mạng neuron nhân tạo để giải bài toán đã chỉnh hóa này. Từ

những lý do trên nên tôi chọn đề tài: "Giải bài toán Cauchy cho một số phương
trình đạo hàm riêng bằng mạng neural nhân tạo", với mong muốn sử dụng

mạng neuron nhân tạo kết hợp với chỉnh hóa Tikhonov để giải quyết bài toán này.

Nội dung của luận văn được trình bày trong 3 chương. Ngoài ra, luận văn còn có

phần mở đầu, kết luận, tài liệu tham khảo và phụ lục.

Chương 1: Cơ sở lý thuyết. Trong chương này, chúng tôi sẽ trình bày những kiến

thức cơ bản về định nghĩa không gian hàm, bài toán Cauchy cho phương trình elliptic

và parabolic, bài toán đặc chỉnh, lý thuyết về chỉnh hóa Tikhonov, và trình bày tổng

quan về mạng neuron.

Chương 2: Giải bài toán Cauchy cho phương trình đạo hàm riêng bằng
chỉnh hóa Tikhonov với mạng neuron nhân tạo. Trong chương này, chúng tôi
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trình bày một phương pháp giải bài toán Cauchy bằng cách kết hợp phương pháp

chỉnh hóa Tikhonov với mạng neuron nhân tạo để giải bài toán bài toán Cauchy đặt

không chỉnh cho phương trình elliptic và parabolic.

Chương 3: Kết quả mô phỏng. Trong chương này, chúng tôi sẽ thử nghiệm mạng

neuron nhân tạo (ANN) kết hợp với phương pháp chỉnh hóa Tikhonov thông qua

các ví dụ cụ thể trong không gian hai chiều (2D), ba chiều (3D) cho hai trường hợp

tuyến tính và phi tuyến. Những ví dụ này sẽ giúp chúng ta hiểu rõ hơn về việc kết

hợp ANN với chỉnh hóa Tikhonov cũng như tính hiệu quả và tiềm năng của phương

trong việc giải quyết các bài toán Cauchy cho phương trình đạo hàm riêng.
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Chương 1

CƠ SỞ LÝ THUYẾT

Trong chương này, chúng tôi nhắc lại định nghĩa một số không gian hàm cơ bản,

bài toán Cauchy cho phương trình elliptic và parabolic, bài toán đặt chỉnh, lý thuyết

chỉnh hóa Tikhonov, và trình bày tổng quan về mạng neuron. Những kết quả này là

cần thiết và phục vụ cho việc nghiên cứu ứng dụng ANN kết hợp phương pháp chỉnh

hóa Tikhonov để giải bài toán Cauchy trong chương 2 và chương 3. Hầu hết các kết

quả đều không chứng minh mà tham khảo ở các tài liệu [9], [16], [32], [33], [34], [35].

1.1.Định nghĩa các không gian hàm

Nội dung phần này được trích dẫn dựa trên tài liệu tham khảo [32] trang 702.

(i) C(Ω) = {u : Ω → R | u liên tục}.

(ii) C(Ω̄) = {u ∈ C(Ω) | u liên tục đều}.

(iii) Ck(Ω) = {u : Ω → R | u là khả vi liên tục k lần}.

(iv) Lp(Ω) = {u : Ω → R | u là đo được Lebesgue, ∥u∥Lp(Ω) <∞
}

, trong đó

∥u∥Lp(Ω) =

(∫

Ω

|u|pdx
)1/p

(1 ≤ p <∞).

(v) H1(Ω) =
{

u ∈ L2(Ω) : ∇u ∈ L2(Ω)
}

, trong đó ∇u là gradient của u. Chuẩn ∥u∥H1(Ω)

được định nghĩa như sau:

∥u∥H1(Ω) =

(∫

Ω

|u|2 dx+
∫

Ω

|∇u|2 dx
)1/2

(vi) H2(Ω) =
{

u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω), |α| ≤ 2
}

.

1.2. Bài toán Cauchy cho phương trình loại elliptic

Nội dung phần này được trích dẫn dựa trên tài liệu tham khảo [36], [37].

Giả sử Ω là một miền (có thể không giới nội) trong không gian Rn, n ≥ 2, với biên đủ
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trơn. Xét phương trình elliptic trong miền Ω

−
n
∑

i,j=1

∂

∂xi

(

aij(x)
∂u

∂xj

)

+

n
∑

i=1

∂

∂xi
(bi(x)u) +

n
∑

i=1

ci(x)
∂

∂xi
(u) + d(x)u = f (1.1)

với các hệ số aij , bi, ci, d trong Lp(Ω) nào đó. Hơn thế nữa aij thoả mãn điều kiện

elliptic đều
n
∑

i,j=1

aijξiξj ≥ a0

n
∑

i=1

ξ2i với a0 > 0, ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ R
n.

Giả sử Γ0 là một phần của biên ∂Ω. Trên Γ0 cho hai điều kiện Cauchy

u|Γ0
= φ (1.2)

∂u

∂N

∣

∣

∣

∣

Γ0

= ψ, (1.3)

ở đây, ∂u
∂N (x) =

∑n
i,j=1 aijuxi

cos (ν, xi)−
∑n

i=1 ciu cos (ν, xi), còn (ν, xi) là góc giữa pháp

tuyến ngoài đối với ∂Ω và trục xi.

Bài toán tìm u thoả mãn (1.1) - (1.3) được gọi là bài toán Cauchy cho phương trình

(1.1). Đây là một trong những bài toán Cauchy đơn giản nhất cho phương trình

elliptic. Ngoài bài toán này, ta còn có các bài toán dạng Cauchy khác, ví dụ như

ngoài điều kiện Cauchy (1.2), (1.3) tại một số phần của biên ta có thêm một điều

kiện biên. Sự tồn tại và tính ổn định của bài toán có thể tham khảo ở các tài liệu

sau [12], [37], [39]. Tính đặt không chỉnh của bài toán Cauchy cho phương trình loại

elliptic có thể tham khảo ví dụ của Hadamard [5], [6] ở phần mở đầu của luận văn.

1.3. Bài toán Cauchy cho phương trình loại parabolic

Nội dung phần này được trích dẫn dựa trên tài liệu tham khảo [36], [37].

Giả sử Ω là một miền (có thể không giới nội) trong không gian Rn, n ≥ 2, với biên đủ

trơn. Xét phương trình parabolic trong miền Ω× (0, T ).

ut −
n
∑

i,j=1

∂

∂xi

(

aij(x, t)uxj
+ ai(x, t)u

)

+

n
∑

i=1

bi(x, t)uxi
+ a(x, t)u = f(x, t) +

∂fi(x, t)

∂xi
, (1.4)

với các hệ số aij , ai, bi, a trong Lp(Ω) nào đó. Giả sử Γ0 là một phần của biên ∂Ω, kí

hiệu ST = Γ0 × (0, T ), bài toán cho điều kiện Cauchy sau

u|ST
= φ (1.5)

∂u

∂N

∣

∣

∣

∣

ST

= ψ (1.6)

u|t=0,x∈Ω = ϕ, (1.7)
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ở đây, ∂u
∂N (x) =

∑n
i,j=1 aijuxj

cos (n, xi), còn (n, xi) là góc giữa pháp tuyến ngoài đối với

∂Ω× (0, T ) và trục xi.

Bài toán tìm u thoả mãn (1.4) - (1.7) được gọi là bài toán Cauchy cho phương trình

(1.4). Đây là một trong những bài toán Cauchy đơn giản nhất cho phương trình

parabolic. Ngoài bài toán này, ta còn có các bài toán dạng Cauchy khác, ví dụ như

ngoài điều kiện (1.5), (1.6), (1.7) tại một số phần của biên ta có thêm một điều kiện

biên. Sự tồn tại và tính ổn định của bài toán có thể tham khảo ở các tài liệu sau [37],

[38], [40]. Tính đặt không chỉnh của bài toán Cauchy cho phương trình loại Parabolic

có thể tham khảo ví dụ của Ginsberg [7] ở phần mở đầu của luận văn hoặc tham

khảo trong luận án tiến sĩ khoa học [38] của GS. TSKH Đinh Nho Hào.

1.4. Bài toán đặt không chỉnh và lý thuyết chỉnh hóa

Nội dung kiến thức phần này được trích dẫn từ tài liệu [33].

Định nghĩa 1.1. (Tính đặt chỉnh và đặt không chỉnh theo nghĩa Hadamard [33]):

Giả sử U, V là các không gian định chuẩn và một ánh xạ A : U −→ V (tuyến tính

hoặc phi tuyến). Bài toán Au = b gọi là đặt chỉnh, nếu thỏa các tính chất sau

1. Tính tồn tại (existence): Với mọi b ∈ V tồn tại u ∈ U sao cho Au = b,

2. Tính duy nhất (uniqueness): Với mọi b ∈ V có không quá một u ∈ U sao cho Au = b,

3. Tính ổn định (stability): Nghiệm u phụ thuộc liên tục vào b, nghĩa là với mọi dãy

{un} ⊂ U và Aun −→ b thì un −→ u(n −→ ∞).

Nếu bài toán không thỏa ít nhất một trong ba tính chất trên thì bài toán đó được

gọi là đặt không chỉnh (ill-posed).

Sự chỉnh hóa, nghĩa là ta xét sự xấp xỉ giữa nghiệm chính xác (ứng với dữ liệu chính

xác) và nghiệm chỉnh hóa (ứng với dữ liệu nhiễu). Một sự chỉnh hóa được gọi là tốt

nếu sai số xấp xỉ càng nhỏ.

Định lý 1.1. Cho X, Y là hai không gian định chuẩn và U là tập mở trong X. Nếu

A : U −→ Y compact và X vô hạn chiều thì A−1 không liên tục; nghĩa là, phương trình

Af = g đặt không chỉnh.

Định nghĩa 1.2. Một phương pháp chỉnh hóa là một họ các toán tử tuyến tính, bị

chặn Rα : Y −→ X,α > 0 sao cho

lim
α→0

RαAx = x, ∀x ∈ X.



11

Định nghĩa 1.3. Cho toán tử tuyến tính, bị chặn A : X −→ Y và y ∈ Y . Khi đó

Jα(x) = ∥Ax− y∥2 + α∥x∥2, x ∈ X,

được gọi là phiếm hàm Tikhonov.

Định lý 1.2. Cho X, Y là hai không gian Hilbert. A : X −→ Y là toán tử tuyến tính

compact, bị chặn và α > 0. Khi đó phiếm hàm Tikhonov Jα có một cực tiểu là xα ∈ X.

Cực tiểu xα này là nghiệm duy nhất của phương trình

αxα + A∗Axα = A∗y.

Tốc độ hội tụ của phương pháp chỉnh hóa Tikhonov trong trường hợp dữ liệu bị nhiễu

được đưa ra trong các định lí sau:

Định lý 1.3. Nếu x∗ = A∗z ∈ A∗(Y ) với ∥z∥ ≤ E thì khi chọn α(δ) = cδ
E (c > 0), ta có:

∥

∥xδα − x∗
∥

∥ ≤ 1

2

(√
c+

1√
c

)√
δE.

Định lý 1.4. Nếu x∗ = A∗Az với ∥z∥ ≤ E, thì với cách chọn:

α(δ) = c

(

δ

E

)
2
3

, c > 0,

ta có:
∥

∥xδα − x∗
∥

∥ ≤
(

c+
1

2
√
c

)

E
1
3 δ

2
3 .

Bậc hội tụ của chỉnh hoá Tikhonov:

Mệnh đề 1.1. Cho A : X → Y là toán tử tuyến tính, compact, đơn ánh sao cho R(A)

là vô hạn chiều. Xét x ∈ X, nếu tồn tại một hàm liên tục:

α : [0,+∞) → [0,+∞)

với α(0) = 0 sao cho:

lim
δ→0

∥

∥

∥
xδα(δ) − x

∥

∥

∥
δ−

2
3 = 0

với mọi yδ ∈ Y,
∥

∥yδ − Ax
∥

∥ ≤ δ, thì x = 0.

1.5. Chọn tham số chỉnh hóa

Trong phần này, chúng tôi trình bày hai phương pháp để chọn tham số chỉnh hóa,

bao gồm phương pháp hậu nghiệm (posterior regularization) và phương pháp L-curve

(xem [9], [16], [41]). Cả hai phương pháp này thường được sử dụng để giải quyết vấn

đề chọn tham số chỉnh hóa trong phương trình Au = b.
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1.5.1. Phương pháp hậu nghiệm

Phương pháp hậu nghiệm (posterior regularization [9], [16]) là một phương pháp được

sử dụng hiệu quả trong việc giải quyết các bài toán ước lượng tham số khi có sẵn

thông tin tiên nghiệm (prior information). Trong phương pháp này, ta xem xét bài

toán ước lượng tham số dưới dạng một bài toán tối ưu, trong đó mục tiêu là tìm một

giá trị tham số phù hợp để giảm thiểu sai số giữa dữ liệu quan sát và dữ liệu dự đoán.

Cho A là một toán tử tuyến tính ánh xạ từ không gian tham số u sang không gian

quan sát b, uδα là nghiệm chỉnh hóa được ước lượng, bδ là dữ liệu quan sát được, ta

xem xét bài toán ước lượng tham số dưới dạng:

∥

∥Auδα − bδ
∥

∥ = τδ,

trong đó, δ độ nhiễu; τ là một hằng số, xác định mức độ sai số được chấp nhận giữa

dữ liệu quan sát và dữ liệu dự đoán và thường τ > 1. Để tìm giá trị tham số chỉnh

hóa α, ta có thể sử dụng thuật toán chia đôi (bisection algorithm) như sau:

Thuật toán 1 : Giải phương trình chỉnh hóa hậu nghiệm bằng phương pháp chia đôi
1: procedure

2: Bước 1: Xác định khoảng giá trị ban đầu cho α, ta có thể chọn khoảng [αmin, αmax].

Đây là khoảng chứa các giá trị của α gần với giá trị chính xác.

3: Bước 2: Thực hiện thuật toán tìm kiếm nhị phân để xác định giá trị của α.

4: Bước 2.1: Đặt α = (αmin + αmax) / 2 là giá trị ở giữa của khoảng ban đầu.

5: Bước 2.2: Tính ∥Auδα − bδ∥ bằng cách sử dụng giá trị α hiện tại và giá trị đã biết

của b.

6: Bước 2.3: So sánh giá trị tính toán được với giá trị mục tiêu τδ.

7: if ∥Auδα − bδ∥ < τδ then

8: Tăng giá trị của α. Đặt αmin = α và quay lại Bước 2.1.

9: else if ∥Auδα − bδ∥ > τδ then

10: Giảm giá trị của α. Đặt αmax = α và quay lại Bước 2.1.

11: else

12: ∥Auδα − bδ∥ = τδ. Ta đã tìm thấy giá trị α cần tìm. Kết thúc thuật toán.

13: end if

14: Bước 3: Lặp lại Bước 2 cho đến khi tìm được giá trị α cần tìm hoặc đạt được độ

chính xác yêu cầu.

15: end procedure
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Trong phương pháp này, mức độ nhiễu (noise level) trong dữ liệu là một yếu tố quan

trọng. Phương pháp hậu nghiệm sử dụng thông tin về mức độ nhiễu để xác định một

giá trị thích hợp cho α. Phương pháp này thường cho kết quả tốt hơn khi mức độ

nhiễu được xác định chính xác và đáng tin cậy.

1.5.2. Phương pháp L-curve

Phương pháp L-curve [41] là một phương pháp đồ thị được sử dụng để xác định giá

trị tối ưu của tham số chỉnh hóa α. Cách tiếp cận này không phụ thuộc vào mức

độ nhiễu (noise level) trong dữ liệu. Ý tưởng của L-curve là vẽ đường cong trong R2

(log ∥Au− b∥, log ∥u∥), trong đó ∥Au− b∥ là sai số dữ liệu và ∥u∥ là sai số nghiệm. Điểm

góc trên đường cong L-curve thường tương ứng với sự cân bằng tốt giữa sai số dữ

liệu và sai số nghiệm của mô hình, giá trị α tương ứng với điểm này được chọn là giá

trị tối ưu. Để tìm hệ số chỉnh hóa α, ta có thể thực hiện các bước sau để xây dựng

đường cong L-curve:

Thuật toán 2 : L-curve
1: procedure

2: Xây dựng một tập các giá trị α.

3: Khởi tạo một tập để lưu trữ giá trị log ∥Au− b∥ và log ∥u∥.
4: for mỗi giá trị α trong tập đã xác định do

5: Giải PT chỉnh hóa Tikhonov để tính toán giá trị ∥Au− b∥ và ∥u∥ tương ứng.

6: Thêm giá trị log ∥Au− b∥ và log ∥u∥ vào tập đã khởi tạo.

7: end for

8: Vẽ đường cong L-curve trong R
2 (log ∥Au− b∥, log ∥u∥) sử dụng các điểm từ tập đã

xác định.

9: Xác định điểm góc của đường cong L-curve (điểm có độ cong lớn nhất).

10: Chọn giá trị α tương ứng với điểm góc là giá trị chỉnh hóa tối ưu.

11: end procedure

Thuật toán bắt đầu bằng việc xây dựng một tập giá trị α. Sau đó, với mỗi giá trị

α trong tập đã xác định, thuật toán giải phương trình chỉnh hóa Tikhonov để tính

toán các giá trị ∥Au− b∥ và ∥u∥. Các giá trị logarithmic tương ứng được thêm vào các

tập tương ứng. Sau khi thu thập được các giá trị logarithmic, thuật toán vẽ đường

cong L-curve trong R2 (log ∥Au − b∥, log ∥u∥). Điểm góc của đường cong, có độ cong

lớn nhất, được xác định và giá trị α tương ứng với điểm này được chọn là giá trị chỉnh

hóa tối ưu.
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1.6. Tổng quan về mạng neuron nhân tạo

Mạng thần kinh nhân tạo (Artificial Neural Networks - ANN) là một mô hình lập

trình được tạo ra dựa trên cấu trúc của mạng thần kinh trong hệ thống não của con

người. Nhờ sự kết hợp với kỹ thuật học sâu (Deep Learning - DL), ANN đã phát

triển thành một công cụ mạnh mẽ trong việc giải quyết các vấn đề phức tạp như

nhận dạng hình ảnh, giọng nói, xử lý ngôn ngữ tự nhiên và cả các vấn đề liên quan

đến lĩnh vực vật lý. Trong phần này, chúng tôi sẽ trình bày tổng quan và chi tiết về

ANN, dựa trên nội dung tài liệu tham khảo [35].

1.6.1. Sigmoid Neurons

Chúng ta sẽ xây dựng mạng neuron dựa trên hàm sigmoid, được định nghĩa như sau:

σ(x) =
1

1 + e−x
, (1.8)

trên khoảng −10 ≤ x ≤ 10.

Hình 1.1: Đồ thị hàm Sigmoid.

Để thuận lợi cho việc tính toán, ta cần hiểu hàm sigmoid dưới khái niệm vector hóa.

Giả sử có một vectơ z ∈ Rm và hàm σ : Rm → Rm, ta định nghĩa σ là một phép toán

áp dụng hàm sigmoid cho từng thành phần của vectơ z độc lập, tức là giá trị của

σ(z) tại thành phần thứ i là σ(zi). Điều này được biểu diễn như sau:

(σ(z))i = σ(zi) =
1

1 + e−zi
.

Giả sử rằng các số thực tạo ra bởi các neuron trên một lớp được tổng hợp thành một

vector a, ta có thể biểu diễn vector đầu ra từ lớp tiếp theo bằng công thức sau:

σ(Wa+ b) (1.9)
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trong đó, ma trận W chứa các trọng số (weights) và vector b chứa các giá trị độ lệch

(bias). Số cột của ma trận W tương ứng với số neuron trên lớp trước, và số hàng

của W tương ứng với số neuron trên lớp hiện tại. Số thành phần trong vector b cũng

tương ứng với số neuron trên lớp hiện tại. Để nhấn mạnh vai trò của neuron thứ i

trong công thức trên (1.9), chúng ta có thể biểu diễn thành phần thứ i của nó theo

công thức sau:

σ

(

∑

j

wijaj + bi

)

.

Ở đây, tổng được tính qua tất cả các thành phần trong vector a.

1.6.2.Mạng neuron nhân tạo

Trong phần này, sẽ giới thiệu một tập ký hiệu đầy đủ, cho phép xác định một mạng

neuron tổng quát. Trước khi đi vào chi tiết, chúng ta xét một ví dụ về mạng neuron

nhân tạo bốn lớp cụ thể như hình 1.2

Hình 1.2: Mạng neuron nhân tạo bốn lớp.

Dữ liệu biểu diễn dưới dạng x ∈ R2. Do đó, các trọng số và độ lệch cho lớp thứ 2 được

biểu diễn bằng một ma trận W [2] ∈ R2×2 và một vector b[2] ∈ R2 tương ứng. Đầu ra

lớp thứ 2 được tính bằng công thức:

σ
(

W [2]x+ b[2]
)

∈ R
2

Lớp thứ 3 có ba neuron, mỗi neuron nhận đầu vào từ không gian R2. Do đó, các

trọng số và độ lệch cho lớp thứ 3 được biểu diễn bằng một ma trận W [3] ∈ R3×2 và

một vector b[3] ∈ R3 tương ứng. Đầu ra từ lớp thứ 3 được tính bằng công thức:

σ
(

W [3]σ
(

W [2]x+ b[2]
)

+ b[3]
)

∈ R
3

Lớp thứ 4, cũng là lớp đầu ra, có hai neuron. Mỗi neuron nhận đầu vào từ không

gian R3. Do đó, các trọng số và độ lệch cho lớp này được biểu diễn bằng một ma trận
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W [4] ∈ R2×3 và một vector b[4] ∈ R2 tương ứng. Đầu ra lớp thứ 4 là tính trên toàn bộ

mạng neuron bằng công thức sau:

F (x) = σ
(

W [4]σ
(

W [3]σ
(

W [2]x+ b[2]
)

+ b[3]
)

+ b[4]
)

∈ R
2. (1.10)

Giả sử có N = 10 điểm dữ liệu (hoặc điểm huấn luyện) trong Rn1, mỗi điểm huấn

luyện
{

x{i}
}10

i=1
ta có đầu ra tương ứng

{

y
(

x{i}
)}10

i=1
trong RnL. Hàm chi phí có dạng

Cost
(

W [2],W [3],W [4], b[2], b[3], b[4]
)

=
1

10

10
∑

i=1

1

2

∥

∥

∥
y
(

x{i}
)

− F
(

x{i}
)∥

∥

∥

2

2
(1.11)

Trường hợp tổng quát, giả sử một mạng neuron có L lớp, trong đó lớp 1 và lớp L là

đầu vào và đầu ra. Mỗi lớp thứ l, với l = 1, 2, 3, . . . , L, chứa nl neuron. Số chiều của

dữ liệu đầu vào là n1, mạng neuron từ không gian Rn1 đến không gian RnL. Chúng ta

sử dụng ma trận trọng số W [l] ∈ Rnl×nl−1 để biểu diễn trọng số tại lớp l. Cụ thể, w[l]
jk

là trọng số áp dụng từ neuron k tại lớp l− 1 đến neuron j tại lớp l. Tương tự, vector

b[l] ∈ Rnl là độ lệch của lớp l, nghĩa là neuron j tại lớp l sử dụng độ lệch b
[l]
j .

Hình 1.3: Cấu trúc của ANN với L lớp ẩn.

Hình 1.3, xét mạng neuron gồm L = 5 lớp. Trong ví dụ này, n1 = 4, n2 = 3, n3 = 4, n4 =

5, n5 = 2. Vì vậy, các ma trận trọng số là W [2] ∈ R3×4, W [3] ∈ R4×3, W [4] ∈ R5×4,

W [5] ∈ R2×5, và các vector độ lệch là b[2] ∈ R3, b[3] ∈ R4, b[4] ∈ R5, b[5] ∈ R2. Cho một

đầu vào x ∈ Rn1, chúng ta mô tả hoạt động của mạng bằng cách ký hiệu a[l]j là đầu ra

(hoặc kích hoạt) của neuron thứ j tại lớp thứ l. Khi đó, ta có các phương trình sau:

a[1] = x ∈ R
n1 , (1.12)

a[l] = σ
(

W [l]a[l−1] + b[l]
)

∈ R
nl cho l = 2, 3, . . . , L. (1.13)
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Rõ ràng, phương trình (1.12) và (1.13) tạo thành một thuật toán để truyền dữ liệu

đầu vào qua mạng để tạo một đầu ra là a[L] ∈ RnL. Thuật toán này được mô tả ở mục

5 của tài liệu [35] như một phương pháp để huấn luyện mạng. Giả sử chúng ta có N

điểm dữ liệu huấn luyện
{

x(i)
}N

i=1
trong không gian Rn1, và mỗi điểm huấn luyện đi

kèm với đầu ra tương ứng
{

y
(

x(i)
)}N

i=1
trong không gian RnL. Tổng quát hóa công

thức (1.11), hàm chi phí bậc hai mà chúng ta cần tối thiểu hóa có dạng:

Cost =
1

N

N
∑

i=1

1

2

∥

∥

∥
y
(

x(i)
)

− a[L]
(

x(i)
)∥

∥

∥

2

2
, (1.14)

1.6.3. Phương pháp Gradient ngẫu nhiên

Để tối thiểu hóa hàm chi phí (cost function):

minCost(p) =
1

N

N
∑

i=1

1

2

∥

∥

∥
y
(

x{i}
)

− a[L]
(

x{i}
)∥

∥

∥

2

2
, p ∈ R

s.

Trong đó,

Cx{i}(p) =
1

2

∥

∥

∥
y
(

x{i}
)

− a[L]
(

x{i}
)∥

∥

∥

2

2
.

∇Cost(p) =
1

N

N
∑

i=1

∇Cx{i}(p).

Thuật toán Gradient Descent (GD) và Stochastic Gradient Descent (SGD) là hai

phương pháp quan trọng được sử dụng trong quá trình huấn luyện mạng neuron

nhân tạo (ANN).

Thuật toán 3 : Giảm độ dốc (Gradient Descent).

1: Chọn p0 ∈ R
s ban đầu.

2: pk+1 = pk − η∇Cost(pk).

3: Khi k tiến đến vô cùng, p∗ = limk→∞ pk.

Thuật toán GD tính toán gradient của hàm mất mát trên toàn bộ tập dữ liệu đào

tạo để cập nhật các trọng số của mạng neuron. Vì vậy thuật toán GD có thể cập nhật

trọng số chậm hơn, đặc biệt khi dữ liệu đào tạo lớn.

Thuật toán 4 : Gradient ngẫu nhiên (Stochastic Gradient Descent).

1: Chọn p0 ∈ R
s ban đầu.

2: Chọn ngẫu nhiên i từ tập {1, 2, . . . , N}.
3: pk+1 = pk − η∇Cx{i}(pk).

4: Khi k tiến đến vô cùng, p∗ = limk→∞ pk.
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Thuật toán SGD mỗi lần cập nhật, nó sử dụng chỉ một mẫu dữ liệu ngẫu nhiên từ

tập dữ liệu đào tạo để tính gradient và cập nhật trọng số. Do đó, SGD thường cập

nhật trọng số nhanh và hội tụ nhanh hơn GD. Ngoài ra, viêc sử dụng mẫu ngẫu nhiên

có thể giúp tránh rơi vào điểm cực tiểu địa phương.

Lựa chọn giữa GD và SGD phụ thuộc vào bài toán cụ thể và kích thước dữ liệu đào

tạo. SGD thường được ưa chuộng trong các tình huống khi tập dữ liệu lớn và khi

muốn đạt được tốc độ học nhanh hơn.

1.6.4. Lan truyền ngược

Trong phần này, giới thiệu thuật toán lan truyền ngược (back propagation) để tính

đạo hàm các hệ số trong mạng neuron nhân tạo.

Chúng ta viết lại

Cx{i}(p) =
1

2

∥

∥

∥
y
(

x{i}
)

− a[L]
(

x{i}
)∥

∥

∥

2

2
,

để đơn giản ta viết lại như sau:

C =
1

2

∥

∥

∥
y − a[L]

∥

∥

∥

2

2
.

Nhắc lại a[l] = σ
(

W [l]a[l−1] + b[l]
)

∈ Rnl và đặt z[l] = W [l]a[l−1] + b[l] ∈ Rnl,

a[l] = σ
(

W [l]a[l−1] + b[l]
)

= σ
(

z[l]
)

, l = 1, 2, . . . , L.

Định nghĩa

δ[l] =

(

∂C

∂z
[l]
j

)T

1≤j≤nl

=
(

δ
[l]
j

)T

1≤j≤nl

∈ R
nl , l = 1, 2, . . . , L

z
[l]
j là đầu vào có trọng số cho neuron thứ j tại lớp l, δ[l]j được gọi là sai số trong

neuron thứ j tại lớp l.

Bây giờ, chúng ta cũng cần định nghĩa phép nhân Hadamard. Cho x = (x1, x2, . . . , xn) , y =

(y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn, tích Hadamard

x ◦ y = (x1y1, x2y2, . . . , xnyn)
T ∈ R

n.

Với ký hiệu này, chúng ta có thể trình bày các kết quả sau đây, mà đều là hệ quả của

đạo hàm hợp (chain rule).

Bổ đề 1.1. Ta có:

δ[L] = σ′
(

z[L]
)

◦
(

aL − y
)

, (1.15)
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δ[l] = σ′
(

z[l]
)

◦
(

W [l+1]
)T

δ[l+1] cho 2 ≤ l ≤ L− 1, (1.16)

∂b
[l]
j = δ

[l]
j cho 2 ≤ l ≤ L, (1.17)

∂C

∂w
[l]
jk

= δ
[l]
j a

[l−1]
k cho 2 ≤ l ≤ L. (1.18)

Thuật toán 5 : Lan truyền ngược (Backpropagation).
1: procedure

2: Cho số bước lặp từ 1 đến Niter.

3: Chọn một số nguyên k một cách ngẫu nhiên từ {1, 2, 3, . . . , N}. x{k} là điểm dữ liệu

huấn luyện hiện tại.

4: a[1] = x{k}

5: for l = 2 đến L do

6: z[l] = W [l]a[l−1] + b[l]

7: a[l] = σ(z[l])

8: D[l] = diag(σ′(z[l]))

9: δ[L] = D[L](a[L] − y(x{k}))

10: end for

11: for l = L− 1 đến 2 do

12: δ[l] = D[l](W [l+1])T δ[l+1]

13: end for

14: for l = L đến 2 do

15: W [l] → W [l] − ηδ[l]a[l−1]T

16: b[l] → b[l] − ηδ[l]

17: end for

18: end procedure

Trong thuật toán trên, Niter là số lần lặp, L là số lớp ẩn trong mạng neuron, W [l] và

b[l] là trọng số và độ lệch của lớp thứ l, σ là hàm kích hoạt, σ′ là đạo hàm của hàm

kích hoạt, y(x{k}) là đầu ra mong muốn tương ứng với điểm dữ liệu huấn luyện x{k},

η là tốc độ học (learning rate). Biến δ[l] là sai số trong nueron tại lớp thứ l, a[l] đầu

ra lớp thứ l, z[l] tổng trọng số đầu vào của lớp thứ l và D[l] là ma trận đường chéo

chứa đạo hàm của hàm kích hoạt tại lớp thứ l.
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1.6.5. Định lý xấp xỉ phổ quát

Định lý 1.5. [27] Cho φ : R → R là một hàm số liên tục, bị chặn và không đồng

nhất bằng hằng số. Ký hiệu Im là hình vuông đơn vị trong Rm, tức tập [0, 1]m. Ký hiệu

C (Im) là không gian các hàm số liên tục trong Im. Khi đó, với mọi ε > 0 và f ∈ C (Im),

tồn tại số nguyên dương N , các số thực vi, bi và các vector wi ∈ Rm, i = 1, 2, . . . , N sao

cho

F (x) =

N
∑

i=1

viφ
(

wT
i x+ bi

)

thỏa mãn

|F (x)− f(x)| < ε

với mọi x ∈ Im. Hay hàm số có dạng F (x) trù mật trong C (Im). Khẳng định vẫn đúng

khi thay Im bằng tập compact bất kỳ.

Định lý 1.5 khẳng định về việc mạng neuron có thể xấp xỉ mọi hàm số liên tục trên

tập compact. Tuy nhiên, phiên bản năm 1991 chỉ áp dụng cho mạng neuron một tầng

ẩn với số neuron trong tầng đó không giới hạn, chứ không áp dụng cho mạng nhiều

tầng ẩn. Nếu chỉ sử dụng một tầng ẩn, số lượng neuron trong đó có thể sẽ phải tăng

lên tới hàng triệu khiến việc huấn luyện thực tế là bất khả thi. Cho tới 2017, Zhou

Lu [42] và Hanin [43] đã chứng minh các phiên bản của định lý dành cho mạng có

chiều sâu thay vì chiều rộng không giới hạn. Đây đã là cơ sở của rất nhiều hướng

tiếp cận sử dụng mạng neuron trong các bài toán khác nhau và trong luận văn là sử

dụng mạng neuron để xấp xỉ nghiệm của phương trình đạo hàm riêng.

Trên đây là toàn bộ lý thuyết tổng quan về cấu trúc của một ANN. Bây giờ, chúng

tôi xét cấu trúc chi tiết của mạng neuron áp dụng cho Chương 2 và Chương 3. Giả

sử mạng gồm L lớp ẩn, trong đó lớp đầu vào và đầu ra được ký hiệu là lớp 0 và L+1.

Mỗi lớp của mạng sử dụng một hàm kích hoạt phi tuyến σ. Về mặt toán học mạng

ANN được xem là một ánh xạ từ không gian RN đến không gian R, có cấu trúc như

Hình 1.4

Dựa trên cấu trúc của ANN, ta có thể hiểu rằng zl là đầu vào, σl là hàm kích hoạt,

wl là trọng số và bl là độ lệch của lớp l với l = 0, 1, ..., L. Công thức biểu diễn mạng

neuron giữa các lớp liền kề như sau:

zl+1 = wl+1yl + bl+1,

yl+1 = σl+1

(

zl+1
)
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Hình 1.4: Cấu trúc của ANN với L lớp ẩn

Ở đây, yl+1 đại diện cho cả đầu vào và đầu ra của lớp ẩn thứ l + 1 và lớp thứ l. Ký

hiệu w =
{

w1,w2, . . . ,wL+1
}

, b =
{

b1,b2, . . . ,bL+1
}

và đầu vào được ký hiệu là x.

Để đơn giản, chúng tôi định nghĩa đầu ra như sau:

yL+1 := NET (x;w,b),

điều này cho thấy rằng ANN nhận đầu vào x ∈ RN và được tham số hóa bởi w và b.
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Chương 2

GIẢI BÀI TOÁN CAUCHY CHO PHƯƠNG TRÌNH

ĐẠO HÀM RIÊNG BẰNG CHỈNH HÓA

TIKHONOV VỚI MẠNG NEURON NHÂN TẠO

Trong phần này, chúng tôi sẽ giới thiệu phương pháp sử dụng mạng neuron nhân tạo

kết hợp với chỉnh hóa Tikhonov để xấp xỉ bài toán Cauchy cho phương trình đạo

hàm riêng. Trong [30], các tác giả đã sử dụng mạng neuron để giải bài toán Cauchy,

tuy nhiên, chưa áp dụng phương pháp chỉnh hóa Tikhonov cho bài toán. Do đó, kết

quả thu được không ổn định trong nhiều trường hợp bài toán phức tạp, có số chiều

lớn hoặc bài toán có độ phi tuyến cao. Vấn đề quan trọng trong bài toán Cauchy là

làm thế nào để xử lý tính đặt không chỉnh trong quá trình xấp xỉ, và đây vẫn là một

thách thức lớn trong lĩnh vực nghiên cứu này.

Trong chương này, đầu tiên chúng tôi trình bày mô hình mạng neuron nhân tạo kết

hợp với phương pháp chỉnh hóa Tikhonov cho bài toán Cauchy cho phương trình

elliptic (0.1) trong mục 2.1 và parabolic (0.2) trong mục 2.2. Sau đó, chúng tôi sẽ

trình bày thuật toán để huấn luyện mạng trong mục 2.3. Cuối cùng, chúng tôi trình

bày về sự hội tụ của xấp xỉ mạng neuron trong mục 2.4.

Để áp dụng chỉnh hóa Tikhonov cho bài toán (0.1), chúng ta cần chuyển bài toán về

dạng phương trình toán tử sau

Au = b, trong đó Au =

















Lu

u|Γ

∂u
∂n |Γ

















, b =

















0

f

g

















. (2.1)

Bài toán (0.2) cũng viết tương tự. Ở đây, A là toán tử tuyến tính và đơn ánh đi từ

không gian Rn vào không gian Rm trên trường R. Hơn nữa, dữ liệu vế phải b không
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được biết chính xác mà chỉ có dữ liệu xấp xỉ bδ của b với δ > 0, bδ ∈ R thỏa mãn:
∥

∥b− bδ
∥

∥ ≤ δ. (2.2)

Chúng ta luôn giả sử rằng phương trình không bị nhiễu (2.1) tồn tại một nghiệm u.

Nói cách khác, chúng ta giả sử rằng b ∈ R(A). Với A là hàm đơn ánh thì u là nghiệm

duy nhất.

Thông thường, để tìm nghiệm xấp xỉ cho bài toán (2.1), người ta nghĩ đến việc tìm

uδ, nghiệm của phương trình:

Auδ = bδ,

và xem uδ là giá trị xấp xỉ của nghiệm chính xác u. Chúng ta biết rằng điều này chỉ

đúng khi bài toán (2.1) là đặt chỉnh và bδ ∈ R(A). Chú ý, phương trình trên có thể

không giải được vì chúng ta không thể đảm bảo dữ liệu được đo bδ nằm trong miền

giá trị R(A). Hơn nữa, ngay cả khi phương trình giải được, vì bài toán (2.1) là đặt

không chỉnh nên uδ không phải là nghiệm xấp xỉ của nghiệm chính xác u.

Như đã được đề cập trước đó, bài toán Cauchy là một bài toán đặt không chỉnh. Vì vậy,

trong phần này, chúng ta sẽ kết hợp mạng neuron nhân tạo (ANN) với phương pháp

chỉnh hóa Tikhonov để giải bài toán Cauchy cho phương trình elliptic và parabolic.

2.1.Áp dụng chỉnh hóa Tikhonov cho bài toán Cauchy trong phương trình
elliptic

Theo cách tiếp cận của Li và Hu [30] là tìm nghiệm ū cho bài toán (0.1) dưới dạng

đầu ra của mạng neuron NET (x;w,b). Định nghĩa hàm mục tiêu

J(ū) = ∥Lū∥2L2(Ω)
+ ∥ū− f∥2L2(Γ)

+

∥

∥

∥

∥

∂ū

∂n
− g

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γ)

. (2.3)

Khi đó, phương pháp ANN cho bài toán (0.1) được viết như sau:

min
w,b

J(ū)

sao cho ū = NET (x;w,b),

(2.4)

ở đây, NET : Ω → R là một ánh xạ của mạng neuron, w và b là các tham số trong

mạng.

Trong phần này, chúng ta nghiên cứu phương pháp chỉnh hóa Tikhonov cho bài toán

(0.1). Do đó, họ toán tử chỉnh hóa được định nghĩa như sau:

Rαb := min
w,b

Jα(ū), α > 0

sao cho ū = NET (x;w,b)

(2.5)
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trong đó, Jα(ū) là phiếm hàm Tikhonov xác định bởi:

Jα(ū) = ∥Lū∥2L2(Ω)
+ ∥ū− f∥2L2(Γ)

+

∥

∥

∥

∥

∂ū

∂n
− g

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γ)

+ αΦ(u) (2.6)

ở đây, α là hệ số chỉnh hóa, Φ(u) là hàm chỉnh hóa có thể là các hàm sau:

|ū|2
L2(Γ2)

=

NΓ2
∑

i=1

(ūi)
2 , |ū|2

L2(Ω)
=

No
∑

i=1

(ūi)
2 , |∂ū

∂n
|2
L2(Γ2)

=

NΓ2
∑

i=1

(

∂ūi
∂n

)2

,

|ū|2
H1(Ω)

= |ū|2
L2(Ω)

+ |∇ū|2
L2(Ω)

=

No
∑

i=1

(ūi)
2 +

No
∑

i=1

(

(

∂ūi
∂x1

)2

+

(

∂ūi
∂x2

)2

+ ...+

(

∂ūi
∂xd

)2
)

.

Để giải bài toán (2.6), chúng ta lấy mẫu ngẫu nhiên một số điểm xin = [x1, x2, . . . , xN ]

trong Ω, với No, Nd, Nn, Nk là số điểm thuộc Ω, Γ (điều kiện biên Dirichlet), Γ (điều

kiện biên Neumann), Nk (số điểm chỉnh hóa), tương ứng sao cho No+Nd+Nn+Nk = N .

Để đánh giá tính ổn định của xấp xỉ, chúng ta thêm thủ công nhiễu thống kê vào dữ

liệu nhãn f, g như sau:
∥

∥f δ − f
∥

∥

Γ
≤ δ,

∥

∥gδ − g
∥

∥

Γ
≤ δ,

trong đó δ là mức độ nhiễu thống kê. Để thuận tiện trong tính toán giải số, hàm mục

tiêu (2.6) có thể được biểu diễn dưới dạng rời rạc như sau:

Jα(ū) = Jo(ū) + Jd(ū) + Jn(ū) + αΦ(u)

=

No
∑

i=1

(Lūi)2 +
Nd
∑

i=1

(

ūi − f δi
)2

+

Nn
∑

i=1

(

∂ūi
∂n

− gδi

)2

+ αΦ(u)
(2.7)

trong đó, ūi = NET (xi;w,b), f δi = f δ (xi), gδi = gδ (xi).

Áp dụng thuật toán lan truyền ngược để tính các đạo hàm sau
∂Jα(ū)

∂w
=
∂Jo(ū)

∂w
+
∂Jd(ū)

∂w
+
∂Jn(ū)

∂w
+ α

∂Φ(u)

∂w

= 2

(

No
∑

i=1

Lūi
∂Lūi
∂w

+

Nd
∑

i=1

(

ūi − f δi

) ∂ūi

∂w
+

Nn
∑

i=1

(

∂ūi

∂n
− gδi

)

∂2ūi

∂n∂w

)

+ α
∂Φ(u)

∂w
.

(2.8)

Tương tự,
∂Jα(ū)

∂b
=
∂Jo(ū)

∂b
+
∂Jd(ū)

∂b
+
∂Jn(ū)

∂b
+ α

∂Φ(u)

∂b

= 2

(

No
∑

i=1

Lūi
∂Lūi
∂b

+

Nd
∑

i=1

(

ūi − f δi

) ∂ūi

∂b
+

Nn
∑

i=1

(

∂ūi

∂n
− gδi

)

∂2ūi

∂n∂b

)

+ α
∂Φ(u)

∂b
.

(2.9)

Cách tính Lū, ∂ū
∂n , và ū cùng với quá trình lan truyền ngược tương ứng sẽ được trình

bày chi tiết trong phần phụ lục của luận văn. Ta có thể hiểu phương pháp ANN khi

áp dụng chỉnh hóa Tikhonov cho bài toán (0.1) bằng sơ đồ trong Hình 2.1 dưới đây



25

Hình 2.1: Sơ đồ ANN để giải bài toán Cauchy trong trường áp dụng chỉnh hóa Tikhonov.

Bằng cách thêm hàm chỉnh hóa vào hàm mục tiêu J(ū), chúng ta thu được một hàm

mục tiêu mới Jα(ū) như trong công thức (2.7). Quá trình tối ưu hiện tại là tìm giá

trị của biến ū để hàm mục tiêu mới này đạt giá trị nhỏ nhất.

2.2.Áp dụng chỉnh hóa Tikhonov cho bài toán Cauchy trong phương trình
parabolic

Tương tự, trong [30] tác giả đã định nghĩa hàm mục tiêu cho bài toán (0.2) như sau:

J(ū) =

∥

∥

∥

∥

∂ū

∂t
+ Lū

∥

∥

∥

∥

2

L2(Ω×T )

+ ∥ū− f∥2L2(Γ×T ) +

∥

∥

∥

∥

∂ū

∂n
− g

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γ×T )

+ ∥ū− h∥2L2(Ω)
,

(2.10)

bài toán (0.2) có thể được viết lại là

min
w,b

J(ū)

ū = NET (x, t;w,b)

(2.11)

trong đó, w và b là các tham số trong mạng.

Trong phần này, chúng ta nghiên cứu phương pháp chỉnh hóa Tikhonov cho bài toán

(0.2). Do đó, họ toán tử chỉnh hóa được định nghĩa như sau:

Rαb := min
w,b

Jα(ū), α > 0

sao cho ū = NET (x;w,b)

(2.12)
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trong đó, Jα(ū) là phiếm hàm Tikhonov xác định bởi:

Jα(ū) =

∥

∥

∥

∥

∂ū

∂t
+ Lū

∥

∥

∥

∥

2

L2(Ω×T )

+ ∥ū− f∥2L2(Γ×T ) +

∥

∥

∥

∥

∂ū

∂n
− g

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γ×T )

+ ∥ū− h∥2L2(Ω)
+ αΦ(u)

(2.13)

ở đây, α là hệ số chỉnh hóa, Φ(u) là hàm chỉnh hóa có thể là một trong các hàm sau:

|ū|2
L2(Γ2)

, |ū|2
L2(Ω)

, |∂ū∂n|
2

L2(Γ2)
, |ū|2

H1(Ω)
.

Để giải bài toán (2.13), chúng ta lấy ngẫu nhiên một số điểm xin = [x1, x2, . . . , xN ]

trong không gian Ω×T , với No, Nd, Nn, Nt, Nk là số điểm lấy mẫu thuộc Ω×T , Γ×T
(điều kiện biên Dirichlet), Γ× T (điều kiện biên Neumann), Nk (số điểm chỉnh hóa),

tương ứng sao cho No+Nd+Nn+Nt+Nk = N . Để đánh giá tính ổn định của xấp xỉ,

chúng ta thêm thủ công nhiễu thống kê vào dữ liệu nhãn f, g, h, sao cho

∥

∥f δ − f
∥

∥

Γ
≤ δ,

∥

∥gδ − g
∥

∥

Γ
≤ δ,

∥

∥hδ − h
∥

∥

Ω
≤ δ,

trong đó δ là mức độ nhiễu thống kê. Để thuận tiện trong tính toán giải số, hàm mục

tiêu (2.13) được viết dưới dạng rời rạc như

Jα(u) = Jo(u) + Jd(u) + Jn(u) + Jt(u) + αΦ(u)

=

No
∑

i=1

(

∂ūi
∂t

+ Lūi
)2

+

Nd
∑

i=1

(

ūi − f δi
)2

+

Nn
∑

i=1

(

∂ūi
∂n

− gδi

)2

+

Nt
∑

i=1

(

ūi − hδi
)2

+ αΦ(u),

(2.14)

trong đó, ūi = NET (xi, ti;w,b) , f
δ
i = f δ (xi) , g

δ
i = gδ (xi), hδi = hδ (xi).

Áp dụng thuật toán lan truyền ngược để tính các đạo hàm sau

∂Jα(ū)

∂w
=
∂Jo(ū)

∂w
+
∂Jd(ū)

∂w
+
∂Jn(ū)

∂w
+
∂Jt(ū)

∂w
+ α

∂Φ(u)

∂w

= 2

[

No
∑

i=1

(

∂ūi
∂t

+ Lūi
)(

∂2ūi
∂t∂w

+
∂Lūi
∂w

)

+

Nn
∑

i=1

(

∂ūi
∂n

− gδi

)

∂2ūi
∂n∂w

+

Nd
∑

i=1

(

ūi − f δi
) ∂ūi
∂w

+

Nt
∑

i=1

(

ūi − hδi
) ∂ūi
∂w

]

+ α
∂Φ(u)

∂w
.

(2.15)

Tương tự,
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∂Jα(ū)

∂b
=
∂Jo(ū)

∂b
+
∂Jd(ū)

∂b
+
∂Jn(ū)

∂b
+
∂Jt(ū)

∂b
+ α

∂Φ(u)

∂b
,

=2

[

No
∑

i=1

(

∂ūi
∂t

+ Lūi
)(

∂2ūi
∂t∂b

+
∂Lūi
∂b

)

+

Nn
∑

i=1

(

∂ūi
∂n

− gδi

)

∂2ūi
∂n∂b

+

Nd
∑

i=1

(

ūi − f δi
) ∂ūi
∂b

+

Nt
∑

i=1

(

ūi − hδi
) ∂ūi
∂b

]

+ α
∂Φ(u)

∂b
.

(2.16)

Cách tính ∂ū
∂t ,Lū, ∂ū∂n , ū và lan truyền ngược tương ứng được trình bày chi tiết ở phần

phụ lục của luận văn. Ta có thể hiểu phương pháp ANN khi áp dụng chỉnh hóa

Tikhonov cho bài toán (0.2) bằng sơ đồ trong Hình 2.2 dưới đây

Hình 2.2: Sơ đồ ANN để giải bài toán Cauchy trong trường áp dụng chỉnh hóa Tikhonov.

Bằng cách thêm hàm chỉnh hóa vào hàm mục tiêu J(ū), chúng ta thu được một hàm

mục tiêu mới Jα(ū) như trong công thức (2.14). Quá trình tối ưu hiện tại là tìm giá

trị của biến ū để hàm mục tiêu mới này đạt giá trị nhỏ nhất.

2.3. Thuật toán huấn luyện mạng

Thuật toán ban đầu cho các mạng neuron là phương pháp giảm độ dốc (GD). Nó

được thực hiện như sau:

wn+1 = wn −∆t
∂Jα(ū)

∂w
, bn+1 = bn −∆t

∂Jα(ū)

∂b
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trong đó, n là số lần lặp và ∆t là bước thời gian. Tuy nhiên, trong nghiên cứu của

chúng tôi, thuật toán Gradient Descent (GD) không đạt được kết quả số tốt như

chúng tôi mong đợi. Trong [30], các tác giả đã sử dụng thuật toán ADAM. Chúng

ta đều biết rằng thuật toán ADAM là một thuật toán tối ưu ngẫu nhiên ổn định và

nhanh. Tuy nhiên, dường như thuật toán ADAM không hiệu quả cho các bài toán

Cauchy phi tuyến 2D và 3D. Vì vậy, để cải thiện quá trình tối ưu hóa mô hình, chúng

tôi đã phải kết hợp hai thuật toán tối ưu là ADAM và L-BFGS. Chúng tôi kỳ vọng

rằng bằng cách sử dụng cả hai thuật toán này, sẽ tăng cường hiệu suất của quá trình

tối ưu hóa và đạt được kết quả tốt hơn trong việc huấn luyện và ước lượng các tham

số của mô hình.

Công thức chính của ADAM cho việc cập nhật trọng số w được biểu diễn như sau:






















wn+1 = wn −∆t vn+1
w√

sn+1
w +ϵ

∂Jα(ū)
∂wn

vn+1
w =

β1v
n
w+(1−β1)

∂Jα(ū)
∂wn

1−βn
1

sn+1
w =

β2s
n
w+(1−β2)( ∂Jα(ū)

∂wn )
2

1−βn
2























bn+1 = bn −∆t
vn+1
b√

sn+1
b +ϵ

∂Jα(ū)
∂bn

vn+1
b =

β1v
n
b +(1−β1)

∂Jα(ū)
∂bn

1−βn
1

sn+1
b =

β2s
n
b+(1−β2)( ∂Jα(ū)

∂bn )
2

1−βn
2

(2.17)

Trong cả hai công thức trên, wn và bn là các trọng số và bias tại vòng lặp thứ n; ∆t

đại diện cho bước thời gian; vnw, snw, vnb , s
n
b là các ma trận tham số tại vòng lặp thứ

n; β1 và β2 là các hằng số trong khoảng từ 0 đến 1, đại diện cho tỉ lệ giảm gradient

và tỉ lệ giảm gradient bình phương, tương ứng; ϵ là một hằng số nhỏ được thêm vào

trong mẫu số để tránh việc chia cho 0.

Thuật toán 6 : Giải bài toán Cauchy bằng thuật toán ADAM
1: procedure

2: Đầu vào: xi ∈ Ω hoặc Ω× T ; Dữ liệu f δ, gδ, hδ; Số lớp ẩn L; Số nơron N ;

3: Khởi tạo cấu trúc mạng neuarl; Trọng số wl, bias bl và các tham số khác;

4: while Iter ≤ np do

5: Tính kết quả đầu ra yL+1 với mạng;

6: Tính hàm mục tiêu Jα cho bởi (2.7) và (2.14);

7: Tính gradient theo ∂Jα(ū)
∂w

và ∂Jα(ū)
∂b

;

8: Cập nhật wl và bl bằng thuật toán (2.17);

9: end while

10: Đầu ra: Quá trình của hàm mục tiêu Jα;

11: Đầu ra: Nghệm ū của PDEs;

12: end procedure
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L-BFGS (Limited-memory Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno) [44] là một thuật

toán tối ưu hóa phổ biến được sử dụng trong việc tối ưu hóa tham số cho mạng

neuron. Thuật toán này thuộc loại các thuật toán quasi-Newton, và nổi tiếng vì khả

năng hiệu quả và linh hoạt trong việc giải quyết các bài toán tối ưu hóa không ràng

buộc. Với cấu trúc lưu trữ hạn chế, L-BFGS rất phù hợp với việc tối ưu hóa mô hình

mạng neuron, đặc biệt là khi mô hình có số lượng tham số lớn. Thay vì tính toán ma

trận Hessian đầy đủ như các phương pháp Newton truyền thống, L-BFGS chỉ cần lưu

trữ một số xấp xỉ của ma trận Hessian để giảm chi phí tính toán. Công thức chính

của thuật toán L-BFGS cho việc cập nhật trọng số w và bias b là như sau:














wn+1 = wn − βH−1
n ∇Jα(wn),

bn+1 = bn − βH−1
n ∇Jα(bn).

(2.18)

Trong đó, wn và bn là trọng số và bias tại vòng lặp thứ n; ∇Jα(wn) và ∇Jα(bn) là

gradient của hàm mục tiêu Jα tại wn và bn; H−1
n là ma trận xác định dương nghịch

đảo BFGS được xấp xỉ từ lịch sử của các bước trước đó và được cập nhật theo quy

tắc BFGS trong quá trình lặp lại của thuật toán và được biểu diễn như sau:

H−1
n =

(

I− ρnsny
T
n

)

H−1
n−1

(

I− ρnyns
T
n

)

+ ρnsns
T
n , (2.19)

với H−1
n−1 là ma trận xác định dương nghịch đảo BFGS của vòng lặp trước, I là ma

trận đơn vị, ρn là hệ số cập nhật được tính toán dựa trên các vector sn và yn:

ρn =
1

yT
n sn

, (2.20)

sn = wn+1 − wn là vector chênh lệch giữa các trọng số tại hai vòng lặp liên tiếp,

yn = ∇Jα(wn+1) − ∇Jα(wn) là vector chênh lệch giữa các gradient tại hai vòng lặp

liên tiếp. Công thức mô tả quá trình cập nhật ma trận xác định dương nghịch đảo

BFGS H−1
n dựa trên lịch sử của các vector sn và yn. Quá trình này giúp xấp xỉ ma

trận Hessian của hàm mục tiêu và đảm bảo tính chất xác định dương của ma trận

xác định dương nghịch đảo H−1
n .

Trong công thức trên, β là một hệ số học được chọn sao cho thuật toán hội tụ tốt.

Các giá trị khác nhau của β có thể được thử nghiệm để tìm ra giá trị tối ưu cho bài

toán cụ thể. Việc cập nhật trọng số w và bias b dựa trên công thức trên giúp tối ưu

hóa hàm mục tiêu và điều chỉnh các tham số của mạng neuron để đạt được kết quả

tốt nhất khi giải bài toán Cauchy.
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Thuật toán 7 : Giải bài toán Cauchy bằng thuật toán L-BFGS
1: procedure

2: Đầu vào: xi ∈ Ω hoặc Ω× T ; Dữ liệu f δ, gδ, hδ;

3: Đầu vào:Số lớp ẩn L; Số nơron N ; Hệ số học (learning rate) β;

4: Khởi tạo cấu trúc mạng neuarl;

5: Khởi tạo trọng số (weights) wl, bias bl và các tham số khác;

6: Khởi tạo các ma trận nghịch đảo H−1
n của ma trận Hessian xấp xỉ;

7: while Iter ≤ np do

8: Tính kết quả đầu ra yL+1 với mạng;

9: Tính hàm mục tiêu Jα cho bởi (2.7) và (2.14);

10: Tính gradient ∇Jα(wn) và ∇Jα(bn);

11: Cập nhật ma trận xác định dương nghịch đảo H−1
k ;

12: Cập nhật trọng số wl và bias bl theo (2.18);

13: end while

14: Đầu ra: Quá trình của hàm mục tiêu Jα;

15: Đầu ra: Nghệm ū của PDEs;

16: end procedure

Thuật toán này sử dụng phương pháp L-BFGS để tìm giá trị cực tiểu của hàm mục

tiêu và cập nhật trọng số và độ lệch của mạng neuron. Phương pháp L-BFGS là một

thuật toán tối ưu không ràng buộc dựa trên gradient, nó sử dụng một ma trận xác

định dương nghịch đảo để xấp xỉ ma trận Hessian của hàm mục tiêu. Quá trình lặp

lại này được thực hiện cho đến khi số lần lặp vượt qua giới hạn np. Cuối cùng, thuật

toán trả về quá trình của hàm mục tiêu Jα và nghiệm ū của bài toán ngược Cauchy

là kết quả cuối cùng.

2.4. Phân tích hội tụ cho xấp xỉ ANN

Trong phần này, chúng tôi sẽ trình bày về sự tương đương giữa bài toán (0.2) và bài

toán tối ưu (2.11). Để chứng minh điều này, chúng ta cần định nghĩa khái niệm trù

mật (dense) và m-trù mật (m-dense) trong miền Ω× T .

2.4.1. Trù mật và m-trù mật của ANN

Theo tài liệu [28], các định nghĩa về trù mật (denseness) và m-trù mật (m-denseness)

được định nghĩa như sau:

Định nghĩa 2.1. Một mạng Net(x, t;w,b) được gọi là trù mật nếu thỏa mãn điều
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kiện sau:

∥Net(x, t;w,b)− f(x, t)∥1 ≤ ϵ, ∀f ∈ C(Ω̄), (2.21)

ở đây, || · ||1 là chuẩn L1.

Định nghĩa 2.2. Một mạng Net(x, t;w,b) được gọi là m-trù mật nếu thỏa mãn điều

kiện sau:

max
|α|≤m

∥∇αNet(x, t;w,b)−∇αf(x, t)∥1 ≤ ϵ. (2.22)

ở đây, || · ||1 là chuẩn L1.

Giả sử mạng có l lớp ẩn có thể được xem như một ánh xạ Al
n(x, t), trong đó x và t

là đầu vào và đầu ra của mạng. Ánh xạ này được biểu diễn bằng công thức:

Al
n(x, t) =

{

ξ(x; t) : Rd → R | ξ(x; t) =
n
∑

i=1

ξiσ
(

wl
iz

l(x; t) + bli
)

}

,

trong đó d là kích thước của đầu vào và n là số lượng neuron trong lớp thứ l. Có thể

định nghĩa ngắn gọn là Al(x, t) = ∪∞
n=1Al

n(x, t).

2.4.2. Tính trù mật của Al(σ)

Xét tập Ω bị chặn trong không gian Rd với biên ∂Ω. Trong [28], Kurt Hornik đã chứng

minh tính trù mật và tính m-trù mật của mạng một lớp ẩn, và điều này sẽ được mở

rộng sang mạng nhiều lớp ẩn trong định lý 2.1. Để thuận tiện cho chứng minh, ta xét

một bổ đề quan trọng sau:

Bổ đề 2.1. Định nghĩa hàm mạng neuron lớp ẩn thứ lth (l = 1, 2, . . . , L+1) như sau:

zl(x; t) = wlσ
(

zl−1(x; t)
)

+ bl, zl ∈ R
nl

với mọi ϵ > 0, tồn tại Al =
[

al1, a
l
2, . . . , a

l
d

]T ∈ Rd×nl sao cho

∥

∥Alσ
(

zl(x; t)
)

− (x, t)
∥

∥

Ω̄×T := sup
i|(xi,ti)∈Ω̄×T

∣

∣aliσ
(

zl(x; t)
)

− (xi, ti)
∣

∣ < ϵ. (2.23)

Chứng minh. Sử dụng phương pháp quy nạp.

I. Kiểm tra phương trình (2.23) đúng khi l = 1.

Theo định lý 2 trong tài liệu [28], rõ ràng là với bất kỳ ϵ > 0 và xi ∈ Ω, tồn tại

a1i ∈ Rn1 sao cho

∥

∥A1σ
(

z1(x; t)
)

− x
∥

∥

Ω̄
=
∣

∣a1iσ
(

z1(x; t)
)

− xi
∣

∣ < ϵ,
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II. Giả sử phương trình (2.23) đúng với l = k, ta chứng minh nó đúng với l = k + 1.

Cố định Ak+1, vì hàm sigmoid σ thỏa mãn tính liên tục Lipschitz nên ta có

sup
i

∣

∣ak+1
i σ

(

zk+1(x; t)
)

− xi
∣

∣ = sup
i

∣

∣ak+1
i σ

(

wk+1σ
(

zk(x; t)
)

+ bk
)

− xi
∣

∣

= sup
i

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

j

ak+1
ij σ

(

wk+1
j σ

(

zk(x; t)
)

+ bk
j

)

− xi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ sup
i

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

j

ak+1
ij

(

σ
(

wk+1
j σ

(

zk(x; t)
)

+ bk
j

)

− xi

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ sup
i

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

j

ak+1
ij xi − xi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ sup
i

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

j

ak+1
ij ϵ|+ sup

i

|
∑

j

ak+1
ij xi − xi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ϵ, với
∑

j

ak+1
ij = 1,

hoàn thành chứng minh bổ đề 2.1. ■

Với bổ đề trên, Li và Hu [30] đã mở rộng định lý trong [45] thành mạng neuron nhiều

lớp ẩn, xem trong định lý sau:

Định lý 2.1. Cho σ là hàm kích hoạt sigmoid, mạng Al(σ) là trù mật trong C(Ω̄×T ).

Chứng minh. Theo định lý 1 trong tài liệu [45], ta có:

∥

∥A1σ
(

w1x+ b1
)

− f(x)
∥

∥ ≤ ϵ, ∀f ∈ C(Ω̄× T ). (2.24)

Dễ thấy rằng:

∥Ad(σ)− f(x)∥ =
∥

∥AL+1σ
(

zL+1(x; t)
)

− f(x)
∥

∥

≤
∥

∥A1σ
(

w1x+ b1
)

− f(x)
∥

∥

+
∥

∥AL+1σ
(

zL+1(x; t)
)

−A1σ
(

w1x+ b1
)∥

∥

≤ 2ϵ, ∀f ∈ C(Ω̄× T )

hoàn thành chứng minh định lý 2.1. ■

2.4.3. Tính m - trù mật của Al(σ)

Đầu tiên, ta xem xét một bổ đề quan trọng sau:
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Bổ đề 2.2. Định nghĩa hàm mạng neuron lớp ẩn thứ lth như sau:

zl(x; t) = wlσ
(

zl−1(x; t)
)

+ bl, zl ∈ R
nl

với mọi ϵ > 0, tồn tại ma trận Al =
[

al1, a
l
2, . . . , a

l
d

]T ∈ Rd×nl

, sao cho:

max
|α|≤m

sup
x,t∈Ω̄×T

∣

∣∇αAlσ
(

zl(x; t)
)

−∇αA1σ
(

w1(x, t) + b1
)∣

∣ < ϵ. (2.25)

Chứng minh. Sử dụng phương pháp quy nạp để chứng minh bổ đề này.

I. Kiểm tra phương trình (2.25) đúng khi l = 1. Rõ ràng rằng với bất kỳ ϵ > 0 và

xi ∈ Ω, ta có:

max
|α|≤m

sup
x∈Ω̄

∣

∣∇αAlσ
(

zl(x; t)
)

−∇αA1σ
(

w1x+ b1
)∣

∣ = 0 < ϵ, (2.26)

và phương trình (2.25) được kiểm tra.

II. Giả sử phương trình (2.25) đúng với l = k, ta chứng minh nó đúng với l = k + 1.

Cố định Ak+1, vì hàm sigmoid σ thỏa mãn tính chất liên tục Lipschitz và bị chặn,

nên ta có:

max
|α|≤m

sup
x∈Ω̄

∣

∣

∣∇αAk+1σ
(

zk+1(x; t)
)

−∇αA1σ
(

w1x+ b1
)

∣

∣

∣

= max
|α|≤m

sup
x∈Ω̄

sup
i

∣

∣

∣
∇αak+1

i σ
(

zl(x; t)
)

−∇αa1iσ
(

w1x+ b1
)

∣

∣

∣

= max
|α|≤m

sup
x∈Ω̄

sup
i

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∇α





∑

j

ak+1
ij σ

(

wk+1
j σ

(

zk(x; t)
)

+ bk
j

)

−
∑

j

a1ijσ
(

w1
jx+ b1

j

)





∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ max
|α|≤m

sup
x∈Ω̄

sup
i

∇α





∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

j

ak+1
ij

(

σ
(

wk+1
j σ

(

zk(x; t)
)

+ bk
j

)

− σ
(

w1
jx+ b1

j

)

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ |
∑

j

(

ak+1
ij − a1ij

)

σ
(

w1
jx+ b1

j

)



 |





≤Lϵ với
∑

j

ak+1
ij =

∑

j

a1ij = 1,

hoàn thành chứng minh của bổ đề 2.2. ■

Với bổ đề trên, Li và Hu [30] đã mở rộng định lý 3 trong tài liệu [45] cho mạng neuron

đa lớp ẩn, từ đó thu được định lý sau:

Định lý 2.2. Cho hàm kích hoạt sigmoid σ ∈ Cm(Ω̄×T ), ta có Al(σ) m-trù mật đều

trên Cm(Ω̄× T ).
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Chứng minh. Theo Định lý 3 trong tài liệu [45], ta có

max
|α|≤m

∥

∥∇αA1σ
(

w1x+ b1
)

−∇αf(x)
∥

∥ ≤ ϵ, ∀f ∈ Cm(Ω̄). (2.27)

Rõ ràng là

max
|α|≤m

∥

∥∇αAL+1σ
(

zL+1(x; t)
)

−∇αf(x)
∥

∥

≤ max
|α|≤m

(

∥∇αAL+1σ
(

zL+1(x; t)
)

−∇αA1σ
(

w1x+ b1
))

∥

+
∥

∥∇αA1σ
(

w1x+ b1
)

−∇αf(x)
∥

∥

)

≤ (L+ 1)ϵ, ∀f ∈ Cm(Ω̄× T ).

(2.28)

hoàn thành chứng minh định lý 2.2. ■

2.4.4. Sự tương đương giữa bài toán (0.2) và (2.11)

Điều kiện 1. Giả sử ban đầu bài toán (0.2) có các điều kiện sau đây:

a) Tồn tại một nghiệm duy nhất up trong (0.2), và up ∈ H2(Ω× T ).

b) L liên tục Lipschitz trên Ω̄× T .

c) Hàm h thuộc lớp C2(Ω̄× T ) và có đạo hàm cấp một bị chặn trên Ω̄× T .

d) Biên ∂Ω ∈ C2.

Với những điều kiện này, sự tương đương được thiết lập trên các định lý sau:

Định lý 2.3. Với mọi ϵ > 0, tồn tại một chuỗi mạng neuron ψn(x; t;w,b) sao cho

J (ψn) < Kϵ, trong đó K = max(|Ω× T |, |Γ× T |, |Ω|) và J (ψn) là phương trình (2.10).

Chứng minh. Bây giờ, chúng ta định nghĩa ψ ∈ Ad(σ) là một mạng neuron xấp xỉ.

Giả sử rằng toán tử L ∈ Cm
(

Rd
)

và hàm sigmoid σl ∈ Cm
(

Rd × T
)

không phải là

hằng số và bị chặn trong khoảng [0, 1]. Rõ ràng rằng Ω × T là một tập con compact

trong Rd. Theo định lý 2.2, ta có

max
|α≤m|

sup
x∈Ω

|∇αu(x; t)−∇αψ| < ϵ

4
, với mọi u ∈ Cm

(

R
d × T

)

, (2.29)

do đó

sup
x∈Γ,t∈T

|u− ψ|+ sup
x∈Γ,t∈T

∣

∣

∣

∣

∂u

∂n
− ∂ψ

∂n

∣

∣

∣

∣

+ sup
x∈Ω,t∈T

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
+ Lu− (

∂ψ

∂t
+ Lψ)

∣

∣

∣

∣

+ sup
x∈Ω,t=0

|u− ψ|

< 4

m
∑

α=0

sup
x∈Ω̄

|∇αu(x; t)−∇αψ| < ϵ

(2.30)
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Gọi up(x) là nghiệm của bài toán (0.2) và sử dụng kết luận từ phương trình (2.30) và

bất đẳng thức Hölder, ta có

J(ψ) =

∥

∥

∥

∥

∂ψ

∂t
+ Lψ − (

∂up

∂t
+ Lup)

∥

∥

∥

∥

2

L2(Ω×T )

+

∥

∥

∥

∥

∂ψ

∂n
− ∂up

∂n

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γ×T )

+ ∥ψ − up∥2L2(Γ×T ) + ∥ψ − up∥2L2(Ω×(t=0))

≤ |Γ× T | sup
x∈Γ,t∈T

|up − ψ|2 + |Ω| sup
x∈Ω,t=0

|up − ψ|2

+ |Γ× T | sup
x∈Γ,t∈T

∣

∣

∣

∣

∂up

∂n
− ∂ψ

∂n

∣

∣

∣

∣

2

+ |Ω× T | sup
x∈Ω,t∈T

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂t
+ Lψ − (

∂up

∂t
+ Lup)

∣

∣

∣

∣

2

< Kϵ2 < Kϵ, khi ϵ→ 0,

(2.31)

hoàn thành chứng minh định lý 2.3. ■

Định lý 2.4. Chuỗi mạng neuron xấp xỉ {ψn} hội tụ đến nghiệm u∗ của (0.2) khi

n→ ∞.

Chứng minh. Vì ψn là một nghiệm của (2.11), rõ ràng rằng J (ψn) ≤ J(ψ) với mọi

ψ ∈ Ad(σ). Đặt 0 ≤ J (ψn) ≤ J(ψ) ≤ Kϵ. Khi ϵ→ 0, tương đương với
(

∂

∂t
+ L
)

ψn = gn trong Ω× T ,

ψn − f = gnf trên Γ× T ,
∂ψn

∂n
− g = gng trên Γ× T

ψn(x; 0)− h = gnh trong Ω,

cho gn, gnf , g
n
g , g

n
h thỏa mãn

∥gn∥2L2(Ω×T ) +
∥

∥gnf
∥

∥

2

L2(Γ×T )
+
∥

∥gng
∥

∥

2

L2(Γ×T )
+ ∥gnh∥2L2(Ω×(t=0)) → 0, khi n→ ∞ (2.32)

Giả sử điều kiện 1 thiết lập và ψn ∈ L2(Ω× T ). Rõ ràng là {ψn} bị chặn đều đối với

n trong L∞ (T , L2(Ω)
)

, nghĩa là tồn tại một dãy con, được ký hiệu
{

ψ̂n
}

, hội tụ tới u

theo nghĩa yếu trong L∞ (T , L2(Ω) ).

Tiếp theo theo điều kiện 1 và định lý 7.3 trong [24], rõ ràng là tồn tại hằng số C <∞
sao cho

∫

Ω̄×T

(

∂

∂t
L
)

ψ̂ndxdt < C,
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dẫn đến
{

ψ̄n
}

hội tụ hầu khắp nơi về u trong Ω̄×T . Sau đó, có thể chứng minh rằng

ψn là nghiệm của bài toán (0.2) khi n→ ∞, hoàn thành chứng minh của định lý 2.4.

Cuối cùng, chúng ta đã chứng minh bài toán (0.2) tương đương với bài toán (2.11)(cũng

như bài toán (0.1) và (2.4) đều thỏa mãn điều kiện 1. ■

2.5.Nhận xét

Trong chương này, chúng tôi đã trình bày các kết quả cụ thể như sau:

1. Trình bày mô hình mạng neuron nhân tạo (ANN) áp dụng chỉnh hóa Tikhonov

cho cả bài toán Cauchy phụ thuộc thời gian và không phụ thuộc thời gian.

2. Áp dụng hiệu quả thuật toán ADAM kết hợp với thuật toán L-BFGS để đào tạo

mạng neuron nhân tạo (ANN) giải bài toán Cauchy đặt không chỉnh cho phương

trình elliptic và parabolic.

3. Trình bày sự hội tụ xấp xỉ mạng neuron.

Để minh chứng cho tính hiệu quả khi áp dụng phương pháp chỉnh hóa Tikhonov kết

hợp với ANN trong giải bài toán Cauchy cho phương trình đạo hàm riêng, chúng tôi

trình bày phần ví dụ mô phỏng ở chương 3.



37

Chương 3

KẾT QUẢ MÔ PHỎNG

Trong chương này, trình bày các ví dụ số mô phỏng quá trình huấn luyện mạng

neuron nhân tạo (ANN) để giải bài toán Cauchy, bao gồm cả trường hợp tuyến tính

và phi tuyến. Để tối ưu hóa các tham số của mạng, chúng tôi sử dụng kết hợp giữa

thuật toán ADAM và thuật toán L-BFGS. Hàm kích hoạt sigmoid được chọn cho mỗi

lớp ẩn trong ANN. Tham số chỉnh hóa α được chọn theo phương pháp L-curve và

phương pháp hậu nghiệm. Các ví dụ được viết trên ngôn ngữ lập trình Python.

Các ví dụ trong luận văn này sử dụng dữ liệu số hóa và chúng tôi đã biết được giá

trị chính xác của nghiệm, từ đó có thể tính được sai số L2 để đánh giá hiệu suất của

mạng ANN. Gọi u∗ là giá trị chính xác của nghiệm và ū là giá trị xấp xỉ của nghiệm,

N là số lượng điểm dữ liệu. Độ chính xác của ū được tính bằng công thức sau:

L2 =

√

√

√

√

1

N

N
∑

i=1

(ū (xi)− u∗ (xi))
2

trong đó, {xi}Ni=1 là tập hợp các điểm trên miền Ω. Chúng tôi sử dụng một tập hợp

các điểm được chọn ngẫu nhiên từ trong và trên Ω để tính sai số L2.

3.1.Ví dụ cho bài toán tuyến tính 2D

Ví dụ 3.1. Xét bài toán Cauchy cho phương trình phụ thuộc thời gian:


































∂u(x;t)
∂t +∆u(x; t) = 0 x, t trong Ω, T

u(x; t) = sin (x1) cos(x2)e
2t x, t trên Γ1, T

∂u(x)
∂n =

[

cos(x1) cos(x2)e
2t,− sin(x1) sin(x2)e

2t
]

∗ n x, t trên Γ1, T

u(x; 0) = sin(x1) cos(x2) x trong Ω

trong đó, Ω là một miền có biên liên tục ∂Ω, Γ1 là 3/4 biên đường tròn và T =
[

0, π2
]

.

Các điểm dữ liệu trên miền Ω và biên Γ1 được tạo ra bằng cách lấy mẫu ngẫu nhiên

từ phân phối đều với kích thước kích thước dữ liệu đào tạo Nr = 3000 điểm trên miền

Ω và Nb = 300 điểm trên biên Γ1.
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Hình 3.1: Miền dữ liệu Ω,Γ1 và lịch sử hội tụ qua mỗi bước lặp của thuật toán ADAM.

Hình 3.2: Đồ thị minh họa phương pháp L-curve và phương hậu nghiệm.

Hình 3.3: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số với t = π
5
trong trường

hợp nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.004071 chọn theo phương pháp L-curve.



39

Hình 3.4: Sai số giữa nghiệm chính xác và nghiệm số với t = π
5
trong các trường hợp nhiễu

1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α = 0.004071 chọn theo phương pháp L-curve.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

Sai số - L2 5.215928e-03 8.335032e-03 2.789440e-02

Bảng 3.1: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5% với t = π
5
. Tham số chỉnh hóa

α = 0.004071 chọn theo phương pháp L-curve.

Hình 3.5: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số với t = π
5
trong trường

hợp nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.002501 chọn theo phương pháp hậu nghiệm.
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Hình 3.6: Sai số giữa nghiệm chính xác và nghiệm số với t = π
5
trong các trường hợp nhiễu

1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

α 0.002501 0.006152 0.013729

Sai số - L2 6.173957e-03 9.525805e-03 3.563391e-02

Bảng 3.2: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5% với t = π
5
. Tham số chỉnh hóa

α chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Ví dụ 3.2. Cho Ω ⊂ R2 là hình chữ nhật mở (0, 1) × (0, 0.5) và định nghĩa các tập

con sau của ∂Ω:

Γ1 := {(x1, 0); x1 ∈ (0, 1)}, Γ2 := {(x1, 0.5); x1 ∈ (0, 1)},

Γ3 := {(0, x2); x2 ∈ (0, 0.5)}, Γ4 := {(0.5, x2); x2 ∈ (0, 0.5)}.

Xét bài toán Cauchy sau


































∆u(x) = 0 x trong Ω

u(x) = x21 + 5x1 x trên Γ1

∂u(x)
∂n = ∇(x21 − x22 + 5x1 + 2x2 − 3x1x2 + ex1 sin x2) ∗ n x trên Γ1

u(x) = x21 − x22 + 5x1 + 2x2 − 3x1x2 + ex1 sin x2 x trên Γ3 ∪ Γ4

Trong ví dụ này các điểm dữ liệu trên miền Ω và biên Γ1,Γ3 ∪ Γ4 được tạo ra bằng

cách lấy mẫu ngẫu nhiên từ phân phối đều với kích thước kích thước dữ liệu đào tạo

Nr = 3500 điểm trên miền Ω và Nb = 350 điểm trên biên Γ1,Γ3 ∪ Γ4.
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Hình 3.7: Miền dữ liệu Ω,Γ1,Γ3 ∪ Γ4 và lịch sử hội tụ của thuật toán ADAM.

Hình 3.8: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.008654 chọn theo phương pháp L-curve.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

Sai số - L2 1.117616e-03 2.015243e-03 2.823571e-02

Bảng 3.3: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α =

0.008654 chọn theo phương pháp L-curve.
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Hình 3.9: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.004384 chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Hình 3.10: Nghiệm số và sai số trong trường hợp nhiễu 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α chọn

theo phương pháp hậu nghiệm.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

α 0.0043841 0.007323 0.0132282

Sai số - L2 4.413840e-04 1.005104e-03 3.471376e-02

Bảng 3.4: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α chọn

theo phương pháp hậu nghiệm.



43

ADAM Không chỉnh |ū|2
L2(Γ2)

|ū|2
L2(Ω)

|∂ū
∂n
|2
L2(Γ2)

|ū|2
H1(Ω)

L 3 3 3 3 3

N 7 7 7 7 7

Nhiễu (%) 0.1% 0.1% 0.1% 0.1% 0.1%

α 0 0.008654 0.008654 0.008654 0.008654

Bước lặp 3000 3000 3000 3000 3000

Thời gian/Bước lặp 0.00613s 0.00641s 0.00740s 0.00620s 0.00831s

Hàm mất mát (Loss) 2.48e-03 5.06e-05 3.68e-05 3.22e-05 1.81e-05

Bảng 3.5: Kết quả số cho bài toán bằng thuật toán ADAM.

Ví dụ 3.3. Xét bài toán Cauchy cho phương trình không phụ thuộc thời gian:






















∆u(x) = 0 x trong Ω,

u(x) = x1e
−x1 sin(x2)− x2e

−x1 cos(x2) x trên Γ1,

∂u(x)
∂n = ∇(x1e

−x1 sin(x2)− x2e
−x1 cos(x2)) ∗ n x trên Γ1,

trong đó Ω là miền và Γ1 là 1/2 biên của đường tròn như Hình 1.

Hình 3.11: Miền dữ liệu Ω,Γ1 và lịch sử hội tụ qua mỗi bước lặp của thuật toán ADAM.

Trong ví dụ này các điểm dữ liệu trên miền Ω và biên Γ1 được tạo ra bằng cách lấy

mẫu ngẫu nhiên từ phân phối đều với kích thước kích thước dữ liệu đào tạo Nr = 3000

điểm trên miền Ω và Nb = 300 điểm trên biên Γ1.
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Hình 3.12: Đồ thị minh họa phương pháp L-curve và phương pháp hậu nghiệm.

Hình 3.13: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.004085 chọn theo phương pháp L-curve.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

Sai số - L2 4.750695e-03 8.671825e-03 2.823641e-02

Bảng 3.6: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α =

0.004085 chọn theo phương pháp L-curve.
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Hình 3.14: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.003512 chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Hình 3.15: Sai số giữa nghiệm chính xác và nghiệm số trong các trường hợp nhiễu 1%, 5%.

Tham số chỉnh hóa α chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

α 0.0035121 0.0057246 0.0212954

Sai số - L2 5.163842e-03 6.849026e-03 2.853535e-02

Bảng 3.7: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α chọn

theo phương pháp hậu nghiệm.
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Hình 3.16: So sánh các kết quả khi ta thay đổi dữ liệu Cauchy trên biên Γ1 lần lược 3/4,

1/2, 1/4 cho bài toán. Tham số chỉnh hóa α = 0.004085 chọn theo phương pháp L-curve.

Trường hợp Γ1 là 3/4 biên Γ1 là 1/2 biên Γ1 là 1/4 biên

Sai số - L2 5.518368e-03 2.684806e-02 1.225842e-01

Bảng 3.8: Sai số L2 trong các trường hợp thay đổi các điều kiện Cauchy với nhiễu 1%. Tham

số chỉnh hóa α = 0.004085 chọn theo phương pháp L-curve.

Bảng số liệu trên thể hiện kết quả sai số L2 trong các trường hợp thay đổi các điều

kiện Cauchy với mức nhiễu (noise) bằng 1%. Ở trường hợp Γ1 là 3/4 biên, sai số L2
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là 5.518368e-03. Trong khi đó, sai số tăng lên rất nhiều lần ở trường hợp Γ1 là 1/4

biên với giá trị là 1.225842e-01. Điều này cho thấy độ nhạy cảm của phương pháp khi

thay đổi các điều kiện Cauchy và khi giảm xuống 1/4 trên biên thì bài toán không

thể giải được.

Bây giờ, ta điều chỉnh điều kiện Dirichlet(Γ1) là 3/4 biên, điều kiện Neumann(Γ2) là

1/4 của biên và Γ2 ⊂ Γ1. Cụ thể bài toán được viết lại như sau






















∆u(x) = 0 x trong Ω,

u(x) = x1e
−x1 sin(x2)− x2e

−x1 cos(x2) x trên Γ1,

∂u(x)
∂n = ∇(x1e

−x1 sin(x2)− x2e
−x1 cos(x2)) ∗ n x trên Γ2,

Hình 3.17: Kết quả khi ta thay đổi dữ liệu Cauchy cho bài toán.

Trường hợp Nhiễu Sai số - L2

Điều kiện biên Dirichlet (Γ1) là 3/4, 1% 1.865966e-02

Điều kiện biên Neumann (Γ2) là 1/4 và Γ2 ⊂ Γ1

Bảng 3.9: Sai số L2 trong các trường hợp thay đổi điều kiện Cauchy. Tham số chỉnh hóa

α = 0.004085 chọn theo phương pháp L-curve.

3.2.Ví dụ cho bài toán tuyến tính 3D

Ví dụ 3.4. Cho Ω ⊂ R3 là hình khối 3D gồm tất cả các điểm (x1, x2, x3) trong đó

0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1 và định nghĩa các tập con của ∂Ω:

Γ1 := {x|0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1, x3 = 0}, Γ2 := {x|0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1, x3 = 1},

Γ3 := {x|x1 = 0, 0 ≤ x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1}, Γ4 := {x|x1 = 1, 0 ≤ x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1},

Γ5 := {x|0 ≤ x1 ≤ 1, x2 = 0, 0 ≤ x3 ≤ 1}, Γ6 := {x|0 ≤ x1 ≤ 1, x2 = 0, 0 ≤ x3 ≤ 1}.
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Xét bài toán Cauchy sau


































∆u(x) = 0 x trong Ω

u(x) = 0 x trên Γ1

∂u(x)
∂n = ∇(sinh(

√
2x1) sin x2 sin x3) ∗ n x trên Γ1

u(x) = sinh(
√
2x1) sin x2 sin x3 x trên Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6

Trong ví dụ này các điểm dữ liệu trên miền Ω và biên Γ1,Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6 được tạo

ra bằng cách lấy mẫu ngẫu nhiên từ phân phối đều với kích thước kích thước dữ liệu

đào tạo Nr = 3500 điểm trên miền Ω và Nb = 1000 điểm trên biên Γ1,Γ3 ∪Γ4 ∪Γ5 ∪Γ6.

Chạy bằng thuật toán L-BFGS.

Hình 3.18: Miền dữ liệu Ω(màu xanh), Γ1(màu đỏ) và Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6(màu xanh lá).

Hình 3.19: Đồ thị minh họa phương pháp L-curve và phương pháp hậu nghiệm.
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Hình 3.20: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.002362 chọn theo phương pháp L-curve.

Hình 3.21: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.001715 chọn theo phương pháp hậu nghiệm.
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Hình 3.22: Sai số giữa nghiệm chính xác và nghiệm số của phương pháp ANN trong trường

hợp nhiễu 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

α 0.001715 0.006371 0.023163

Sai số - L2 9.345354e-03 2.199138e-02 3.014483e-02

Bảng 3.10: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α chọn

theo phương pháp hậu nghiệm.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

Sai số - L2 8.186427e-03 2.414273e-03 3.725438e-02

Bảng 3.11: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α =

0.002362 chọn theo phương pháp L-curve.

Ví dụ 3.5. Cho Ω ⊂ R3 là hình khối 3D gồm tất cả các điểm (x1, x2, x3) trong đó

0 ≤ x1 ≤ 0.5, 0 ≤ x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1 và định nghĩa các tập con của ∂Ω:

Γ1 := {x|0 ≤ x1 ≤ 0.5, 0 ≤ x2 ≤ 1, x3 = 0}, Γ2 := {x|0 ≤ x1 ≤ 0.5, 0 ≤ x2 ≤ 1, x3 = 1},

Γ3 := {x|x1 = 0, 0 ≤ x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1}, Γ4 := {x|x1 = 0.5, 0 ≤ x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1},

Γ5 := {x|0 ≤ x1 ≤ 0.5, x2 = 0, 0 ≤ x3 ≤ 1}, Γ6 := {x|0 ≤ x1 ≤ 0.5, x2 = 1, 0 ≤ x3 ≤ 1}.

Xét bài toán Cauchy sau



51































∆u(x) = 0 x trong Ω

u(x) = x21 + x22 + cosh(
√
2x1) cosx2 x trên Γ1

∂u(x)
∂n

= ∇(x21 + x22 − 2x23 − 3x1x2x3 + cosh(
√
2x1) cosx2 cosx3) ∗ n x trên Γ1

u(x) = x21 + x22 − 2x23 − 3x1x2x3 + cosh(
√
2x1) cosx2 cosx3 x trên Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6

Trong ví dụ này các điểm dữ liệu trên miền Ω và biên Γ1,Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6 được tạo

ra bằng cách lấy mẫu ngẫu nhiên từ phân phối đều với kích thước kích thước dữ liệu

đào tạo Nr = 3500 điểm trên miền Ω và Nb = 1000 điểm trên biên Γ1,Γ3 ∪Γ4 ∪Γ5 ∪Γ6.

Chạy bằng thuật toán L-BFGS.

Hình 3.23: Đồ thị minh họa phương pháp L-curve và phương pháp hậu nghiệm.

Hình 3.24: Hình minh họa 2D nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.007858 chọn theo phương pháp L-curve.
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Hình 3.25: Hình minh họa 3D nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.007858 chọn theo phương pháp L-curve.

Hình 3.26: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.004693 chọn theo phương pháp hậu nghiệm.
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Hình 3.27: Sai số giữa nghiệm chính xác và nghiệm số của phương pháp ANN trong trường

hợp nhiễu 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

α 0.004693 0.009182 0.047321

Sai số - L2 1.703517e-02 3.408868e-02 4.205427e-02

Bảng 3.12: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α chọn

theo phương pháp hậu nghiệm.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

Sai số - L2 1.832647e-02 3.725541e-02 4.634183e-02

Bảng 3.13: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α =

0.007858 chọn theo phương pháp L-curve.

3.3.Ví dụ cho bài toán phi tuyến 2D

Cho Ω ⊂ Rn là một tập mở bị chặn và Γ ⊂ ∂Ω là một đa tạp nào đó. Cho hàm số

q : R → R+, ký hiệu P là một toán tử elliptic bậc hai có dạng
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P (u) = −∇ · (q(u)∇u)

được định nghĩa trên Ω. Xét bài toán Cauchy phi tuyến elliptic như sau (không phụ

thuộc vào thời gian):


















Pu = h, trong Ω

u = f, tại Γ

q(u)uv = g, tại Γ

trong đó, các hàm số f, g : Γ → R đã cho được gọi là dữ liệu Cauchy, phía bên phải của

phương trình là một hàm số h : Ω → R được cho bởi h(x, y) = −2ū(x1, x2)|∇ū(x1, x2)|2.

Ví dụ 3.6. Cho Ω ⊂ R2 là hình tròn mở có tâm (0.25, 0.25), R = 0.25, ∂Ω là biên và

Γ1 là tập con của ∂Ω (1/2 của biên). Lấy q(t) = 1 + t2 và ū : Ω̄ → R là hàm điều hòa

ū(x, y) := ex2 sin(x1).

Xét bài toán Cauchy sau


















−∇ · (q(u)∇u) = h, trong Ω

u = f, trên Γ1

∂u(x,y)

∂n
= g, trên Γ1

f(x) = ex2 sin(x1), g(x) = [ex2 cos(x1), e
x2 sin(x1)] ∗ n

được cho tại Γ1 và vế phải h : Ω → R được cho bởi

h(x, y) = −2ū(x1, x2)|∇ū(x1, x2)|2 = −(ex2 sin(x1))
√

(ex2 cos(x1))2 + (ex2 sin(x1))2

Hình 3.28: Miền dữ liệu Ω,Γ1 và lịch sử hội tụ của thuật toán ADAM.
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Trong ví dụ này các điểm dữ liệu trên miền Ω và biên Γ1 được tạo ra bằng cách lấy

mẫu ngẫu nhiên từ phân phối đều với kích thước kích thước dữ liệu đào tạo Nr = 3500

điểm trên miền Ω và Nb = 350 điểm trên biên Γ1.

Hình 3.29: Đồ thị minh họa phương pháp L-curve và phương pháp hậu nghiệm.

Hình 3.30: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.004436 chọn theo phương pháp L-curve.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

Sai số - L2 8.173542e-03 1.854531e-02 2.823537e-02

Bảng 3.14: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α =

0.004436 chọn theo phương pháp L-curve.
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Hình 3.31: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.002581 chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Hình 3.32: Sai số giữa nghiệm chính xác và nghiệm số ANN trong trường hợp nhiễu 1%, 5%.

Tham số chỉnh hóa α chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

α 0.002581 0.00814 0.023148

Sai số - L2 6.586173e-03 1.428083e-02 2.566206e-02

Bảng 3.15: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α chọn

theo phương pháp hậu nghiệm.
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Hình 3.33: So sánh các kết quả khi ta thay đổi dữ liệu Cauchy trên biên Γ1 lần lược 3/4,

1/2, 1/4 cho bài toán. Tham số chỉnh hóa α = 0.004436 chọn theo phương pháp L-curve.

Trường hợp Γ1 là 3/4 biên Γ1 là 1/2 biên Γ1 là 1/4 biên

Sai số - L2 5.860621e-03 2.814800e-02 2.334579e-01

Bảng 3.16: Sai số L2 trong các trường hợp thay đổi các điều kiện Cauchy với nhiễu 1%.

Tham số chỉnh hóa α = 0.004436 chọn theo phương pháp L-curve.

Ví dụ 3.7. Cho Ω ⊂ R2 là hình vuông mở (0, 0.5)× (0, 0.5) và định nghĩa các tập con

sau của ∂Ω:

Γ1 := {(x, 0); x ∈ (0, 0.5)}, Γ2 := {(x, 0.5); x ∈ (0, 0.5)},
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Γ3 := {(0, y); y ∈ (0, 0.5)}, Γ4 := {(0.5, y); y ∈ (0, 0.5)}.

Lấy q(t) = 1 + t2 và ū : Ω̄ → R là hàm điều hòa

ū(x, y) := x2 − y2 − 2x+ xy.

Xét bài toán Cauchy sau






























−∇ · (q(u)∇u) = h, trong Ω

u = f, trên Γ1

q(u)uv = g, trên Γ1

u = ū, trên Γ3 ∪ Γ4

trong đó dữ liệu Cauchy

f(x) = x2 − 2x, g(x) =
[

1 +
(

x2 − 2x
)2
]

(−x)

được cho tại Γ1 và vế phải h : Ω → R được cho bởi

h(x, y) = −2ū(x, y)|∇ū(x, y)|2

= −2(x2 − y2 − 2x+ xy)
√

(2x− 2− y)2 + (−2y + x)2

Trong ví dụ này các điểm dữ liệu trên miền Ω và biên Γ1,Γ3 ∪ Γ4 được tạo ra bằng

cách lấy mẫu ngẫu nhiên từ phân phối đều với kích thước kích thước dữ liệu đào tạo

Nr = 3000 điểm trên miền Ω và Nb = 300 điểm trên biên Γ1,Γ3 ∪ Γ4.

Hình 3.34: Miền dữ liệu Ω,Γ1,Γ3 ∪ Γ4 và lịch sử hội tụ của thuật toán ADAM.
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Hình 3.35: Đồ thị minh họa phương pháp L-curve và phương pháp hậu nghiệm.

Hình 3.36: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.008664 chọn theo phương pháp L-curve.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

Sai số - L2 5.702368e-03 7.164284e-03 3.225173e-02

Bảng 3.17: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α =

0.008664 chọn theo phương pháp L-curve.
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Hình 3.37: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.007136 chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Hình 3.38: Sai số giữa nghiệm chính xác và nghiệm số ANN trong trường hợp nhiễu 1%, 5%.

Tham số chỉnh hóa α chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

α 0.007136 0.009521 0.049123

Sai số - L2 7.162943e-03 8.205305e-03 3.797375e-02

Bảng 3.18: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α chọn

theo phương pháp hậu nghiệm.
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Ví dụ 3.8. Cho Ω ⊂ R2 là hình vuông mở (0, 0.25) × (0, 0.25) và định nghĩa các tập

con sau của ∂Ω:

Γ1 := {(x, 0); x ∈ (0, 0.25)}, Γ2 := {(x, 0.25); x ∈ (0, 0.25)},

Γ3 := {(0, y); y ∈ (0, 0.25)}, Γ4 := {(0.25, y); y ∈ (0, 0.25)}.

Lấy q(t) = 1 + t2 và ū : Ω̄ → R là hàm điều hòa

ū(x, y) := x2 − y2 − 3xy + ex cos y

Xét bài toán Cauchy sau






























−∇ · (q(u)∇u) = h, trong Ω

u = f, trên Γ1

q(u)uv = g, trên Γ1

u = ū, trên Γ3 ∪ Γ4

trong đó dữ liệu Cauchy

f(x) = x2 + ex, g(x) =
[

1 +
(

x2 + ex
)2
]

(3x)

được cho tại Γ1 và vế phải h : Ω → R được cho bởi

h(x, y) = −2ū(x, y)|∇ū(x, y)|2

= −2(x2 − y2 − 3xy + ex cos y)
√

(2x− 3y + ex cos y)2 + (−2y − 3x− ex sin y)2

Trong ví dụ này các điểm dữ liệu trên miền Ω và biên Γ1,Γ3 ∪ Γ4 được tạo ra bằng

cách lấy mẫu ngẫu nhiên từ phân phối đều với kích thước kích thước dữ liệu đào tạo

Nr = 3000 điểm trên miền Ω và Nb = 300 điểm trên biên Γ1,Γ3 ∪ Γ4.

Hình 3.39: Lịch sử hội tụ qua mỗi bước lặp, bên trái là thuật toán L-BFGS, bên phải là

ADAM.
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Hình 3.40: Đồ thị minh họa phương pháp L-curve và phương pháp hậu nghiệm.

Hình 3.41: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1% bằng thuật toán L-BFGS. Tham số chỉnh hóa α = 0.052274 chọn theo phương

pháp L-curve.

Hình 3.42: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1% bằng thuật toán L-BFGS. Tham số chỉnh hóa α = 0.012092 chọn theo phương

pháp hậu nghiệm.
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Hình 3.43: Nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp nhiễu 0.1% bằng

thuật toán ADAM. Tham số chỉnh hóa α = 0.004436 chọn theo phương pháp L-curve.

Hình 3.44: Nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp nhiễu 0.1% bằng

thuật toán ADAM. Tham số chỉnh hóa α = 0.012092 chọn theo phương pháp hậu nghiệm.
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Hình 3.45: Sai số giữa nghiệm chính xác và nghiệm số trong trường hợp nhiễu 1%, 5% -

thuật toán L-BFGS. Tham số chỉnh hóa α chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Hình 3.46: Sai số giữa nghiệm chính xác và nghiệm số trong trường hợp nhiễu 1%, 5% -

thuật toán Adam. Tham số chỉnh hóa α chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

α 0.012092 0.059738 0.081362

Sai số L2 - Thuật toán L-BFGS 2.345575e-03 8.085642e-03 2.452185e-02

Sai số L2 - Thuật toán ADAM 1.353665e-02 2.672507e-02 4.154810e-02

Bảng 3.19: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α chọn

theo phương pháp hậu nghiệm.
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Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

Sai số L2 - Thuật toán L-BFGS 1.723624e-03 5.153463e-03 2.237712e-02

Sai số L2 - Thuật toán ADAM 2.016246e-02 3.615211e-02 4.162531e-02

Bảng 3.20: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α =

0.052274 chọn theo phương pháp L-curve.

L-BFGS Không chỉnh |ū|2
L2(Γ2)

|ū|2
L2(Ω)

|∂ū
∂n
|2
L2(Γ2)

|ū|2
H1(Ω)

L - N 3 - 7 3 - 7 3 - 7 3 - 7 3 - 7

Nhiễu (%) 0.1% 0.1% 0.1% 0.1% 0.1%

α 0 0.012092 0.012092 0.012092 0.012092

Bước lặp 1000 1000 1000 1000 1000

Thời gian/Bước lặp 0.0731s 0.0846s 0.0725s 0.0871s 0.0931s

Hàm mất mát (Loss) 2.99e-04 1.26e-04 1.36e-04 1.07e-04 2.81e-05

ADAM Không chỉnh |ū|2
L2(Γ2)

|ū|2
L2(Ω)

|∂ū
∂n
|2
L2(Γ2)

|ū|2
H1(Ω)

L - N 3 - 7 3 - 7 3 - 7 3 - 7 3 - 7

Nhiễu (%) 0.1% 0.1% 0.1% 0.1% 0.1%

α 0 0.012092 0.012092 0.012092 0.012092

Bước lặp 3000 3000 3000 3000 3000

Thời gian/Bước lặp 0.00647s 0.00731s 0.00815s 0.00708s 0.00831s

Hàm mất mát (Loss) 3.31e-04 8.39e-05 3.41e-05 1.12e-05 3.69e-06

Bảng 3.21: Kết quả số cho bài toán bằng thuật toán L-BFGS và thuật toán ADAM

Từ bảng số liệu trên, ta có thể thấy rằng thuật toán ADAM hoạt động nhanh hơn

so với thuật toán L-BFGS, tuy nhiên kết quả của ADAM khá chênh lệch so với kết
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quả L-BFGS. Số liệu trong bảng này cho chúng ta thấy rằng khi sử dụng thuật toán

ADAM, số lần lặp cần thiết để đạt được kết quả tốt là 3000, trong khi đó khi sử

dụng thuật toán L-BFGS thì chỉ cần 1000 lần lặp để đạt được kết quả tương tự. Tuy

nhiên, thời gian tính toán mỗi lần lặp lại của thuật toán L-BFGS lớn hơn đáng kể so

với thuật toán ADAM.

Từ kết quả so sánh phía trên cùng với các kết quả [44] nghiên cứu của các tác giả

đi trước, ta thấy rằng L-BFGS có thể tìm ra giải pháp chấp nhận được nhanh hơn

ADAM và sử dụng ít vòng lặp hơn. Điều này là rõ ràng bởi vì thuật toán tối ưu hóa

ADAM chỉ dựa vào đạo hàm bậc nhất trong khi đó L-BFGS sử dụng đạo hàm bậc hai

của hàm tổn thất. Tuy nhiên, theo như kinh nghiệm khi chạy số, trong nhiều trường

hợp khi sử dụng L-BFGS sẽ bị mắc kẹt ở nghiệm cục bộ. Do đó, khi chạy số ta nên

kết hợp cả hai thuật toán ADAM và L-BFGS để có thể cho ra một kết quả tốt nhất

có thể.

3.4.Ví dụ cho bài toán phi tuyến 3D

Cho Ω ⊂ R3 là hình khối 3D, được định nghĩa Ω := {(x, y, z) ∈ (0, a) × (0, b) × (0, c)}.
Xét bài toán Cauchy cho phương trình phi tuyến trong miền Ω

uxx(x, y, z) + uyy(x, y, z) + uzz(x, y, z) + L[u(x, y, z)] = S(x, y, z) +N [u(x, y, z)], (3.1)

và định nghĩa các tập con của ∂Ω:

Γ1 := {x|0 ≤ x1 ≤ a, 0 ≤ x2 ≤ b, x3 = 0}, Γ2 := {x|0 ≤ x1 ≤ a, 0 ≤ x2 ≤ b, x3 = c},

Γ3 := {x|x1 = 0, 0 ≤ x2 ≤ b, 0 ≤ x3 ≤ c}, Γ4 := {x|x1 = a, 0 ≤ x2 ≤ b, 0 ≤ x3 ≤ c},

Γ5 := {x|0 ≤ x1 ≤ a, x2 = 0, 0 ≤ x3 ≤ c}, Γ6 := {x|0 ≤ x1 ≤ a, x2 = b, 0 ≤ x3 ≤ c}.

trong đó, L là một toán tử tuyến tính bậc nhất, N là một toán tử phi tuyến bậc nhất.

Dữ liệu Cauchy được cho như sau






















u(x1, x2, 0) = f x trên Γ1

∂u(x1,x2,x3)
∂n = ∇(u) ∗ n x trên Γ1

u(x1, x2, x3) = ū x trên Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6

(3.2)

Bài toán tìm u thỏa mãn (3.1)-(3.2) được là bài toán Cauchy cho phương trình phi

tuyến (3.1). Dữ liệu u(x, y, c) không được xác định cụ thể. Tuy nhiên, chúng ta đã xác

định dữ liệu trên Γ1,Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6 để khôi phục dữ liệu trên biên còn lại của bài

toán, từ đó hoàn tất dữ liệu trên toàn biên. Đây là một dạng bài toán Cauchy cho

hình hộp.
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Ví dụ 3.9. Cho Ω ⊂ R3 là hình khối 3D gồm tất cả các điểm (x1, x2, x3) trong đó

0 ≤ x1 ≤ 0.5, 0 ≤ x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1 và định nghĩa các tập con của ∂Ω:

Γ1 := {x|0 ≤ x1 ≤ 0.5, 0 ≤ x2 ≤ 1, x3 = 0}, Γ2 := {x|0 ≤ x1 ≤ 0.5, 0 ≤ x2 ≤ 1, x3 = 1},

Γ3 := {x|x1 = 0, 0 ≤ x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1}, Γ4 := {x|x1 = 0.5, 0 ≤ x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1},

Γ5 := {x|0 ≤ x1 ≤ 0.5, x2 = 0, 0 ≤ x3 ≤ 1}, Γ6 := {x|0 ≤ x1 ≤ 0.5, x2 = 1, 0 ≤ x3 ≤ 1}.

Xét bài toán Cauchy sau

ux1x1 + ux2x2 + ux3x3 + L[u(x1, x2, x3)] = S(x1, x2, x3) +N [u(x1, x2, x3)], x trong Ω, (3.3)

dữ liệu Cauchy được cho như sau






















u(x1, x2, 0) = xyex + xy2 x trên Γ1

∂u(x1,x2,x3)
∂n = ∇(xyex + xy2 + x2z + xz2) ∗ n x trên Γ1

u(x1, x2, x3) = xyex + xy2 + x2z + xz2 x trên Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6

(3.4)

Nghiệm chính xác của bài toán là u(x1, x2, x3) = xyex + xy2 + x2z + xz2, L = −2u,

N = eu + u2 và S(x1, x2, x3) dễ dàng suy ra khi ta thế nghiệm chính xác vào phương

trình (3.3).

Hình 3.47: Miền dữ liệu Ω(màu xanh), Γ1(màu đỏ) và Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6(màu xanh lá).

Trong ví dụ này các điểm dữ liệu trên miền Ω và biên Γ1,Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6 được tạo

ra bằng cách lấy mẫu ngẫu nhiên từ phân phối đều với kích thước kích thước dữ liệu

đào tạo Nr = 3500 điểm trên miền Ω và Nb = 1000 điểm trên biên Γ1,Γ3 ∪Γ4 ∪Γ5 ∪Γ6.

Chạy bằng thuật toán L-BFGS.
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Hình 3.48: Đồ thị minh họa phương pháp L-curve và phương pháp hậu nghiệm.

Hình 3.49: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.006085 chọn theo phương pháp L-curve.

Hình 3.50: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.004912 chọn theo phương pháp hậu nghiệm.
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Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

Sai số - L2 1.253721e-02 2.254321e-02 4.745323e-02

Bảng 3.22: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α =

0.004436 chọn theo phương pháp L-curve.

Hình 3.51: Sai số giữa nghiệm chính xác và nghiệm số của phương pháp ANN trong trường

hợp nhiễu 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

α 0.004912 0.007938 0.018333

Sai số - L2 9.598386e-03 1.626991e-02 4.174019e-02

Bảng 3.23: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α chọn

theo phương pháp hậu nghiệm.

Ví dụ 3.10. Cho Ω ⊂ R3 là hình khối 3D gồm tất cả các điểm (x1, x2, x3) trong đó

0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1 và định nghĩa các tập con của ∂Ω:



70

Γ1 := {x|0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1, x3 = 0}, Γ2 := {x|0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1, x3 = 1},

Γ3 := {x|x1 = 0, 0 ≤ x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1}, Γ4 := {x|x1 = 1, 0 ≤ x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1},

Γ5 := {x|0 ≤ x1 ≤ 1, x2 = 0, 0 ≤ x3 ≤ 1}, Γ6 := {x|0 ≤ x1 ≤ 1, x2 = 1, 0 ≤ x3 ≤ 1}.

Xét bài toán Cauchy sau

ux1x1 + ux2x2 + ux3x3 + L[u(x1, x2, x3)] = S(x1, x2, x3) +N [u(x1, x2, x3)], x trong Ω, (3.5)

dữ liệu Cauchy được cho như sau






















u(x1, x2, 0) = x2y3 x trên Γ1

∂u(x1,x2,x3)
∂n = ∇(x2y3ez) ∗ n x trên Γ1

u(x1, x2, x3) = x2y3ez x trên Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6

(3.6)

Với nghiệm chính xác của bài toán là u(x1, x2, x3) = x2y3ez, L = 2u, N = u2x1
+ u2x2

+

u4 − 2uux1 và S(x1, x2, x3) dễ dàng suy ra khi ta thế nghiệm chính xác vào phương

trình (3.5).

Hình 3.52: Đồ thị minh họa phương pháp L-curve và phương pháp hậu nghiệm.

Hình 3.53: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.048240 chọn theo phương pháp L-curve.
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Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

Sai số - L2 2.2634271e-02 3.1524983e-02 4.373218e-02

Bảng 3.24: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α =

0.048240 chọn theo phương pháp L-curve.

Hình 3.54: Sai số giữa nghiệm chính xác và nghiệm số ANN trong trường hợp nhiễu 1%, 5%.

Tham số chỉnh hóa α chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

α 0.012317 0.062317 0.089273

Sai số - L2 1.352378e-02 2.509405e-02 3.091071e-02

Bảng 3.25: Tham số chỉnh hóa α và sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%.

Tham số chỉnh hóa α chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Ví dụ 3.11. Cho Ω ⊂ R3 là hình khối 3D gồm tất cả các điểm (x1, x2, x3) trong đó

0 ≤ x1 ≤ 0.5, 0 ≤ x2 ≤ 0.5, 0 ≤ x3 ≤ 1 và định nghĩa các tập con của ∂Ω:

Γ1 := {x|0 ≤ x1 ≤ 0.5, 0 ≤ x2 ≤ 0.5, x3 = 0}, Γ2 := {x|0 ≤ x1 ≤ 0.5, 0 ≤ x2 ≤ 0.5, x3 = 1},

Γ3 := {x|x1 = 0, 0 ≤ x2 ≤ 0.5, 0 ≤ x3 ≤ 1}, Γ4 := {x|x1 = 0.5, 0 ≤ x2 ≤ 0.5, 0 ≤ x3 ≤ 1},

Γ5 := {x|0 ≤ x1 ≤ 0.5, x2 = 0, 0 ≤ x3 ≤ 1}, Γ6 := {x|0 ≤ x1 ≤ 0.5, x2 = 0.5, 0 ≤ x3 ≤ 1}.
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Xét bài toán Cauchy sau






























ux1x1 + ux2x2 + ux3x3 + L[u(x1, x2, x3)] = S(x1, x2, x3) +N [u(x1, x2, x3)], x trong Ω

u(x1, x2, 0) =
1

x1+x2+1 x trên Γ1

∂u(x1,x2,x3)
∂n

= ∇( 1
x1+x2+x3+1) ∗ n x trên Γ1

u(x1, x2, x3) =
1

x1+x2+x3+1 x trên Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6

Với nghiệm chính xác của bài toán là u(x1, x2, x3) = 1
x1+x2+x3+1 , L = 0, N = u3 và

S(x1, x2, x3) = 0.

Trong ví dụ này các điểm dữ liệu trên miền Ω và biên Γ1,Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6 được tạo

ra bằng cách lấy mẫu ngẫu nhiên từ phân phối đều với kích thước kích thước dữ liệu

đào tạo Nr = 3500 điểm trên miền Ω và Nb = 1000 điểm trên biên Γ1,Γ3 ∪Γ4 ∪Γ5 ∪Γ6.

Hình 3.55: Biên Γ1(màu đỏ), Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6(màu xanh lá). Lịch sử hội tụ của thuật toán

L-BFGS qua mỗi bước lặp.

Hình 3.56: Đồ thị minh họa phương pháp L-curve và phương pháp hậu nghiệm.
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Hình 3.57: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.005235 chọn theo phương pháp L-curve.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

Sai số - L2 3.687912e-03 7.465824e-02 2.272312e-02

Bảng 3.26: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α =

0.005235 chọn theo phương pháp L-curve.

Hình 3.58: Hình minh họa nghiệm chính xác, nghiệm số ANN và sai số trong trường hợp

nhiễu 0.1%. Tham số chỉnh hóa α = 0.003115 chọn theo phương pháp hậu nghiệm.



74

Hình 3.59: Sai số giữa nghiệm chính xác và nghiệm số ANN trong trường hợp nhiễu 1%, 5%.

Tham số chỉnh hóa α chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

Nhiễu (%) 0.1% 1% 5%

α 0.003115 0.008123 0.028563

Sai số - L2 1.433903e-03 2.479424e-03 1.016865e-02

Bảng 3.27: Sai số L2 trong các trường hợp nhiễu 0.1%, 1%, 5%. Tham số chỉnh hóa α =

0.003115 chọn theo phương pháp hậu nghiệm.

L-BFGS Không chỉnh |ū|2
L2(Γ2)

|ū|2
L2(Ω)

|∂ū
∂n
|2
L2(Γ2)

|ū|2
H1(Ω)

L 5 5 5 5 5

N 10 10 10 10 10

Nhiễu (%) 0.1% 0.1% 0.1% 0.1% 0.1%

α 0 0.005235 0.005235 0.005235 0.005235

Bước lặp 1500 1500 1500 1500 1500

Thời gian/Bước lặp 0.0606s 0.0713s 0.0893s 0.0725s 0.0891s

Hàm mất mát (Loss) 1.94e-02 6.38e-04 5.79e-04 3.64e-04 3.38e-04

Bảng 3.28: Kết quả số cho bài bằng toán thuật toán L-BFGS.
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3.5.Nhận xét

Trong chương này, chúng tôi đã trình bày các kết quả cụ thể như sau:

1. Trình bày các ví dụ để minh họa cụ thể phương pháp cho bài toán Cauchy tuyến

tính, cho trường hợp hai chiều (2D) và ba chiều (3D).

2. Trình bày các ví dụ để minh họa cụ thể phương pháp cho bài toán Cauchy phi

tuyến, cho trường hợp hai chiều (2D) và ba chiều (3D).

3. Trình bày ví dụ so sánh hai thuật toán ADAM và L-BFGS (xem ví dụ 3.8).

Các ví dụ số thể hiện sự hiệu quả của việc kết hợp phương pháp chỉnh hóa Tikhonov

với mạng neuron nhân tạo (ANN) trong việc giải bài toán Cauchy. Kết quả cho thấy

tính ổn định của phương pháp khi đối mặt với nhiễu ở mức 0.1%, 1%, 5%, và sai số

vẫn duy trì ở khoảng từ 10−2 đến 10−3 cho tất cả các trường hợp.

Trong toàn bộ các ví dụ số, chúng tôi chọn tham số chỉnh hóa α theo phương pháp

L-curve và phương pháp hậu nghiệm. Phương pháp L-curve là một phương pháp đồ

thị được sử dụng để xác định giá trị tối ưu của tham số chỉnh hóa α, cách tiếp cận

này không phụ thuộc vào mức độ nhiễu (noise level) trong dữ liệu. Trong thực tế,

chúng ta thường không biết trước được mức độ nhiễu (noise level), do đó phương

pháp L-curve thường được ưa chuộng và áp dụng rộng rãi trong các bài toán thực tế.

Ngược lại, trong phương pháp hậu nghiệm (posterior regularization), mức độ nhiễu

(noise level) trong dữ liệu trở thành một yếu tố quan trọng để xác định tham số chỉnh

hóa α. Phương pháp này thường cho kết quả tốt hơn khi mức độ nhiễu được xác định

chính xác và đáng tin cậy.

Tóm lại, cả hai phương pháp L-curve và phương pháp hậu nghiệm đều có thể được sử

dụng để chọn tham số chỉnh hóa trong các bài toán chỉnh hóa. Việc lựa chọn phương

pháp tùy thuộc vào bối cảnh và mục tiêu của từng bài toán cụ thể. Tuy nhiên, để

đạt được kết quả tính toán tốt, chúng ta nên kết hợp cả hai phương pháp này. Bằng

cách sử dụng cả phương pháp L-curve và phương pháp hậu nghiệm, chúng ta có thể

tăng khả năng đánh giá và lựa chọn một giá trị α phù hợp cho từng bài toán chỉnh

hóa.

Để minh chứng cho tính hiệu quả khi áp dụng phương pháp chỉnh hóa Tikhonov kết

hợp với ANN trong giải quyết bài toán Cauchy, chúng tôi có vài nhận xét cho ví dụ

3.1, 3.3, 3.6 như sau
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Trong nghiên cứu của Li và Hu [30], không sử dụng chỉnh hóa, họ đã áp dụng điều

kiện biên đối xứng như được biểu diễn trong hình (a) cho ví dụ 1(xem [30]). Việc

này giúp cho bài toán trở nên dễ dàng hơn trong quá trình tính toán. Tuy nhiên, nếu

không sử dụng chỉnh hóa và chọn điều kiện biên như hình (b) và (c), phương pháp

của Li và Hu [30] không thể đạt kết quả tốt. Trong nghiên cứu của chúng tôi, nhờ

áp dụng phương pháp chỉnh hóa Tikhonov kết hợp với mạng ANN, chúng tôi có khả

năng giải quyết bài toán một cách dễ dàng và đạt được kết quả tốt với thời gian tính

toán hiệu quả và nhanh chóng (xem ví dụ 3.1, 3.3, 3.6).



77

KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

Luận văn đã tập trung nghiên cứu về đề tài: "Giải bài toán Cauchy cho một số
phương trình đạo hàm riêng bằng mạng neural nhân tạo" đã trình bày được

các kết quả sau:

1. Giới thiệu tổng quan về cấu trúc của mạng neuron nhân tạo (ANN) và ứng dụng

ANN để giải các bài toán liên quan đến phương trình đạo hàm riêng.

2. Trình bày một phương pháp mới giải bài toán Cauchy đặt không chỉnh cho phương

trình elliptic và parabolic thông qua việc kết hợp phương pháp chỉnh hóa Tikhonov

với mạng neuron nhân tạo. Để đạt được hiệu suất tốt, chúng tôi sử dụng thuật toán

ADAM kết hợp với L-BFGS, một công cụ mạnh mẽ, để huấn luyện mạng neuron.

Tham số chỉnh hóa α được chọn theo phương pháp L-curve và phương pháp hậu

nghiệm. Cuối cùng, trình bày về tính hội tụ của phương pháp này.

3. Trình bày ví dụ hai chiều (2D), ba chiều (3D) cho cả hai trường hợp tuyến tính

và phi tuyến. Kết quả số thu được từ những ví dụ cho thấy phương pháp mới trong

luận văn là hiệu quả. Điều này tạo cơ sở cho nghiên cứu và ứng dụng mạng neuron

nhân tạo kết hợp với chỉnh hóa trong việc giải các bài toán ngược cho phương trình

đạo hàm riêng.

Các kết quả trong luận văn là mới và đang tiếp tục hoàn thiện để viết thành một bài

báo khoa học.

Hướng nghiên cứu tiếp theo của luận văn sẽ bao gồm các khía cạnh sau:

1. Chúng tôi sẽ tiếp tục nghiên cứu và hoàn thiện lý thuyết kết hợp phương pháp

chỉnh hóa Tikhonov và ANN để nâng cao khả năng giải bài toán Cauchy và các bài

toán phương trình đạo hàm riêng khác.

2. Nghiên cứu và cải thiện lý thuyết liên quan đến tính ổn định và hội tụ của phương

pháp giải bài toán Cauchy bằng ANN, để tăng độ tin cậy của mô hình học máy.

3. Nghiên cứu các phương pháp chỉnh hóa khác kết hợp với ANN để giải bài toán



78

Cauchy. Điều này có thể tìm ra phương pháp tiếp cận mới hiệu quả hơn.

Hướng nghiên cứu mở rộng về việc áp dụng mạng neuron nhân tạo để giải
phương trình đạo hàm riêng:

1. Phát triển lý thuyết chỉnh hóa áp dụng cho ANN vì chỉnh hóa giúp tăng độ tin cậy

của mô hình học máy. Nó có thể giúp kiểm soát hiện tượng quá khớp (overfitting)

bằng cách giảm độ phức tạp của mô hình, đảm bảo rằng nó hoạt động tốt trên dữ

liệu mới.

2. Nghiên cứu tính ổn định, tính hội tụ và độ tin cậy của phương pháp giải phương

trình đạo hàm riêng bằng ANN trong các bài toán thực tế.

3. Có thể tập trung nghiên cứu ứng dụng ANN vào giải nhiều loại phương trình đạo

hàm riêng khác nhau như: Phương trình đạo hàm riêng phi tuyến, phương trình dạng

Hamilton-Jacobi, hoặc các phương trình trong lĩnh vực vật lý học.

4. Nghiên cứu cách tích hợp ANN vào các phương pháp truyền thống hoặc kết hợp

với xác suất, thống kê để tạo ra các kết quả chính xác và hiệu quả hơn. Điều này có

thể áp dụng trong các bài toán với điều kiện biên phức tạp hoặc cần độ chính xác

cao.

5. Nghiên cứu tối ưu hóa cấu trúc ANN để giảm thiểu số lượng tham số và tăng khả

năng tự học của mạng. Điều này giúp cải thiện hiệu suất và giảm thời gian đào tạo.

6. Nghiên cứu áp dụng ANN để giải các bài toán cụ thể trong các lĩnh vực như hình

ảnh y học, dự đoán thời tiết, mô phỏng không gian và thời gian, hoặc tối ưu hóa quy

trình sản xuất.
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PHỤ LỤC

Trong phần phụ lục này, chúng tôi trình bày một số tính toán về đạo hàm và lan

truyền ngược dựa trên quy tắc đạo hàm hợp (chain rule).

3.6. Lan truyền ngược với ANN

Lan truyền ngược là quá trình tính đạo hàm trong mạng neuron nhân tạo (ANN).

Để tính lan truyền ngược với đạo hàm
(

∂yL+1

∂wl ,
∂yL+1

∂bl

)

, chúng ta có thể tính đạo hàm

của zl và yl. Theo quy tắc đạo hàm hợp, ta có:

∂yL+1

∂wl
=
∂yL+1

∂zl
∗ ∂zl

∂wl
=
∂yL+1

∂zl
∗ yl−1,

∂yL+1

∂bl
=
∂yL+1

∂zl
∗ ∂z

l

∂bl
=
∂yL+1

∂zl
.

(3.7)

Chúng ta định nghĩa δl := ∂yL+1

∂zl
, l = 1, 2, . . . , L+ 1. Từ phương trình (3.7), ta có:

δL+1 = σ′L+1

(

zL+1
)

,

δl =
(

wl+1
)T ∗ δl+1 ⊙ σ′l

(

zl
)

, l = 1, 2, . . . , L;

ở đây, kí hiệu ⊙ biểu thị phép nhân các phần tử tương ứng của hai vectơ.

3.7. Lan truyền ngược đạo hàm cấp 1 với ANN

Giả sử rằng đầu vào x ∈ Ω×T ⊂ Rd×R1, lan truyền ngược với đạo hàm
(

∂2yL+1

∂w1∂xi
, ∂

2yL+1

∂bl∂xi

)

như sau:

∂2yL+1

∂xi∂wl
=
∂δl

∂xi
∗
(

yl−1
)T

+ δl ∗
∂
(

yl−1
)T

∂xi
, (3.8)

∂2yL+1

∂xi∂bl
=
∂δl

∂xi
, (3.9)

trong đó ∂δl

∂xi
được tính như sau:

∂δL+1

∂xi
= σ′′L+1

(

zL+1
)

⊙ ∂zL+1

∂xi
∂δl

∂xi
=
(

wl+1
)T ∗ ∂δ

l+1

∂xi
⊙ σ′l

(

zl
)

+
(

wl+1
)T ∗ δl+1 ⊙ σ′′l

(

zl
)

⊙ ∂zl

∂xi
.
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Công thức ∂yl

∂xi
và ∂zl

∂xi
trong các phương trình trên có thể biểu diễn cho từng lớp như

sau:
∂z1

∂xi
= w1

∂zl+1

∂xi
= wl+1 ∗ ∂z

l

∂xi
⊙ σ′l

(

zl
)

∂yl

∂xi
=
∂zl

∂xi
⊙ σ′l

(

zl
)

.

Khi Ω ⊂ Rd, d > 3, để thuận tiện trong tính toán ma trận, vectơ f = [f1, f2, . . . , fm],

ma trận Jacobi của f được định nghĩa là:

G(f) =











































∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xd

∂f1
∂t

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xd

∂f2
∂t

...
...

. . .
...

∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

. . . ∂fm
∂xd

∂fm
∂t











































,

và đối với một vectơ u = [u1, u2, . . . , un], các ma trận đường chéo được định nghĩa như

sau:

diag(u) =











































u1 0 . . . 0

0 u2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . un











































.

Với định nghĩa trên, ta có các công thức trong dạng ma trận như sau:

G
(

δL+1
)

= diag
(

σ′′L+1

(

zL+1
))

∗G
(

zL+1
)

,

G
(

δl
)

=diag
(

σ′l
(

zl
))

∗
(

wl+1
)T ∗G

(

δl+1
)

+ diag
(

σ′′l
(

zl
))

∗
(

wl+1
)T ∗ δl+1 ⊙G

(

zl
)

,

∂δl

∂xi
= G

(

δl
)

[i],

(3.10)
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trong đó:

G
(

z1
)

= w1 ∗ Id+1,

G
(

zl
)

= wl ∗ diag
(

σl−1

(

zl−1
))

∗G
(

zl−1
)

, l = 2, 3, . . . , L+ 1,

G
(

yl
)

= diag
(

σ′l
(

zl
))

∗G
(

zl
)

, l = 1, 2, . . . , L+ 1,

Id là ma trận đơn vị d× d.

3.8. Lan truyền ngược đạo hàm cấp 2 với ANN

Giả sử đầu vào x ∈ Ω×T ⊂ Rd×R1 và lan truyền ngược với đạo hàm
(

∂3yL+1

∂w1∂2xi
, ∂

3yL+1

∂bl∂2xi

)

được tính như sau:

∂3yL+1

∂w1∂2xi
=
∂2δl

∂x2i
∗
(

yl−1
)T

+ 2
∂δl

∂xi
∗
∂
(

yl−1
)T

∂xi
+ δl ∗

∂2
(

yl−1
)T

∂x2i
,

∂3yL+1

∂bl∂2xi
=
∂2δl

∂x2i
,

(3.11)

trong đó ∂2δl

∂x2
i

được tính bằng công thức:

∂2δL+1

∂x2i
= σ′′′L+1

(

zL+1
)

⊙
(

∂zL+1

∂xi

)2

,

∂2δl

∂x2i
=
(

wl+1
)T ∗

(

∂2δl+1

∂x2i
⊙ σ′l

(

zl
)

+ 2
∂δl+1

∂xi
⊙ σ′′l

(

zl
)

⊙ ∂zl

∂xi

)

+
(

wl+1
)T ∗ δl ⊙

(

σ′′′l
(

zl
)

⊙
(

∂zl

∂xi

)

+ σ′′l
(

zl
)

⊙ ∂2zl

∂x2i

)

.

Công thức phân tích của ∂2yl

∂x2
i

và ∂2zl

∂x2
i

trong các phương trình trên có thể biểu diễn cho

từng lớp như sau:

∂2z1

∂x2i
= 0,

∂2zl+1

∂x2i
= wl+1 ∗

(

∂2zl

∂x2i
⊙ σ′l

(

zl
)

+

(

∂zl

∂xi

)2

⊙ σ′′l
(

zl
)

)

,

∂2yl

∂x2i
=
∂2zl

∂x2i
⊙ σ′l

(

zl
)

+

(

∂zl

∂xi

)2

⊙ σ′′l
(

zl
)

.

Khi Ω ⊂ Rd, d > 3, để thuận tiện khi tính toán ở dạng ma trận, vectơ u, G2(u) được

định nghĩa là:
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G2(u) =











































∂2u1
∂x21

∂2u1
∂x22

. . . , ∂2u1
∂x2

d

∂2u2
∂x21

∂2u2
∂x22

. . . , ∂2u2
∂x2

d

...
...

. . .
...

∂2un
∂x21

∂2un
∂x22

. . . , ∂2un
∂x2

d











































.

Ma trận của đạo hàm cấp 2 được viết như sau:

G2
(

δL+1
)

=diag
(

σ
(3)
L+1

)

∗
(

∇zL+1 ⊙∇zL+1
)

+ diag
(

σ′′L+1

(

zL+1
))

∗G2
(

zL+1
)

,
(3.12)

G2
(

δl
)

= diag
(

σ′l
(

zl
))

∗
(

wl+1
)T ∗G2

(

δl+1
)

+ diag
(

σ′′l
(

zl
))

∗
(

wl+1
)T ∗

(

2∇δl+1
)

⊙∇zl

+ diag
(

σ
(3)
l

(

zl
)

)

∗
(

wl+1
)T ∗ δl+1 ⊙

(

∇zl ⊙∇zl
)

+ diag
(

σ′′l
(

zl
))

∗
(

wl+1
)T ∗ δl+1 ⊙ J

(

zl
)

, l = 1, 2, . . . , L

(3.13)

∂2δl

∂x2i
= G2

(

δl
)

[i]. (3.14)

Ta thiết lập phương trình cho G2
(

zl
)

và G2
(

zl
)

:

G2
(

z1
)

= w1 ∗Od+1,

G2
(

zl
)

=wl ∗
(

diag
(

σ′′l−1

(

zl−1
))

∗
(

∇zl−1 ⊙∇zl−1
)

+diag
(

σ′l−1

(

zl−1
))

∗G2
(

zl−1
))

,

G2
(

yl
)

= diag
(

σ′′l
(

zl
))

∗
(

∇zl ⊙∇zl
)

+ diag
(

σ′l
(

zl
))

∗G2
(

zL+1
))

,

trong đó Od là ma trận không có cỡ d× d.

Đầu tiên, chúng tôi đưa ra công thức lan truyền ngược cho bài toán (0.2), và bài toán

(0.1) cũng tương tự.

Lan truyền ngược cho điều kiện biên Dirichlet và điều kiện ban đầu có thể dễ dàng

thu được trong phương trình (3.7). Điều kiện biên Neumann và phương trình trạng

thái được xét với bài toán (0.2).
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3.9. Lan truyền ngược cho điều kiện biên Neumann

Trong bài toán phụ thuộc thời gian, chúng ta có:

G
(

yL+1
)

=

[

∂yL+1

∂x1

∂yL+1

∂x2
. . . ∂yL+1

∂xd

∂yL+1

∂t

]

. (3.15)

Điều kiện biên Neumann được viết như sau:

∂yL+1

∂n
= ∇yL+1 ∗DT (x) = G

(

yL+1
)

[1 : d] ∗DT (x), (3.16)

trong đó D(x) = (β1, β2, . . . , βd) biểu thị hướng tại các điểm x. Tương tự, lan truyền

ngược của điều kiện biên Neumann được viết như sau:

∂2yL+1

∂n∂wl
=
∂∇yL+1

∂wl
∗DT (x) = ∇∂yL+1

∂wl
∗DT (x), (3.17)

∂2yL+1

∂n∂bl
=
∂∇yL+1

∂bl
∗DT (x) = ∇∂yL+1

∂bl
∗DT (x). (3.18)

Đặt sum(A) là vectơ có phần tử tương ứng là tổng của các cột của A, được viết như

sau:

∇∂yL+1

∂wl
∗DT (x) = sum

(

diag(D(x)) ∗G
(

δl
)

[1 : d]
)

∗
(

yl−1
)T

+ δl ∗ sum
(

diag(D(x)) ∗G
(

yl−1
)T

[1 : d]
)

,

(3.19)

∇∂yL+1

∂bl
∗DT (x) = sum

(

diag(D(x)) ∗G
(

δl
)

[1 : d]
)

. (3.20)

Vì vậy, chúng ta có thể tính toán lan truyền ngược cho điều kiện biên Neumann với

các phương trình (3.16) đến (3.20).

3.10. Lan truyền ngược cho phương trình trạng thái

Rõ ràng
(

∂yL+1

∂t

)

trong bài toán (0.2) có thể được tính trực tiếp bằng phương trình

tham chiếu (3.8) và (3.9). Điều quan trọng hơn để tính toán là lan truyền ngược cho

toán tử L. Có rất nhiều sự lựa chọn cho L và trong bài này, chúng tôi chỉ trình bày

toán tử gradient ∇ và toán tử Laplace ∆. Nhiều toán tử bậc cao cũng tính tương tự.

Chúng ta biết rằng ∇yL+1 = G
(

yL+1
)

[1 : d], do đó lan truyền ngược có thể được tính

trực tiếp theo phương trình (3.8). Sau đó, hãy xem xét toán tử Laplace. Chúng ta

biết rằng

∆yL+1 =

d
∑

i=1

∂2yL+1

∂x2i
(3.21)
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Theo phương trình (3.12), đặt ∆u = sum
(

G2(u)[1 : d]
)

. Định nghĩa Gd(u) := G2(u)[1 :

d], ta có lan truyền ngược như sau

∂∆yL+1

∂wl
=

d
∑

i=1

∂3yL+1

∂x2i ∂w
l

=

d
∑

i=1

∂2

∂x2i

(

δl ∗
(

yl−1
)T
)

=

(

d
∑

i=1

∂2δl

∂x2i

)

∗
(

yl−1
)T

+ 2

d
∑

i=1

∂δl

∂xi
∗ ∂

(

yl−1
)T

∂xi

+ δl ∗
(

d
∑

i=1

∂2
(

yl−1
)T

∂x2i

)

= sum
(

Gd

(

δl
))

∗
(

yl−1
)T

+ 2∇δl ∗ ∇
(

yl−1
)T

+δl ∗ sum
(

GT
d

(

yl−1
)))

(3.22)

∂∆yL+1

∂bl
=

d
∑

i=1

∂3yL+1

∂x2i ∂b
l
= sum

(

Gd

(

δl
))

. (3.23)

Với tất cả các phương trình từ (3.21) đến (3.23), ta có thể tính toán lan truyền ngược

cho phương trình trạng thái của nhiều toán tử L.


