
BỘ GIÁO DỤC 

VÀ ĐÀO TẠO 

VIỆN HÀN LÂM KHOA HỌC 

VÀ CÔNG NGHỆ VIỆT NAM 

HỌC VIỆN KHOA HỌC VÀ CÔNG NGHỆ 

Đỗ Minh Thắng 

PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN NHÁM TRÊN MẠNG NEURON 

LUẬN VĂN THẠC SĨ TOÁN ỨNG DỤNG 

Hà Nội, Năm 2023 



https://v3.camscanner.com/user/download


https://v3.camscanner.com/user/download


https://v3.camscanner.com/user/download


MỤC LỤC

MỞ ĐẦU 5

1 MẠNG NEURON VÀ PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN TRÊN

MẠNG NEURON 7

1.1 Mạng neuron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.1 Mạng neuron hồi quy (reccurent neural network) . . . . . 8

1.1.2 Mạng ODE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Phương trình vi phân trên mạng neuron . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2.1 Hàm học máy fθ, l
(1)
θ , l

(2)
θ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.2 Lược đồ tương thích chấp nhận-từ chối,[3] . . . . . . . . . 11

1.3 Phương trình vi phân nhám trên mạng neuron . . . . . . . . . . . 11

2 LÝ THUYẾT ĐƯỜNG NHÁM, CÁC TÍNH CHẤT CỦA ĐẶC

TRƯNG CỦA ĐƯỜNG NHÁM 13

2.1 Nhóm luỹ linh tự do . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.1 Động lực . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.2 Đặc trưng của đường nhám . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.1.3 Các tính chất của đặc trưng của đường nhám . . . . . . . 15

2.2 Đại số Lie tN
(
Rd
)
và nhóm Lie 1 + tN

(
Rd
)
. . . . . . . . . . . . 16

2.2.1 Nhóm 1 + tN
(
Rd
)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2.2 Đại số Lie trên tN
(
Rd
)
và ánh xạ mũ . . . . . . . . . . . 17

2.2.3 Cấu trúc giải tích của không gian GN(Rd) . . . . . . . . . 19

2.3 Đường nhám . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3.1 Một số ký hiệu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3.2 Một số khoảng cách . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3 LÝ THUYẾT PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN NHÁM 23

3.1 Giới thiệu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2 Tích phân nhám . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2.1 Trường hợp α ∈ (12 , 1): tích phân Young . . . . . . . . . . 24

3.2.2 Trường hợp α ∈
(
1
4 ,

1
2

)
: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.3 Sự tồn tại duy nhất nghiệm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.4 Hệ rời rạc điều khiển bởi đường nhám . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.4.1 Một số ký hiệu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.4.2 Thiết lập của hệ rời rạc điều khiển bởi đường nhám . . . . 31

3.4.3 Tính ổn định của hệ rời rạc . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.5 Ứng dụng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3



4

4 XẤP XỈ PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN NHÁM TRÊN MẠNG

NEURON 45

4.1 Xấp xỉ toàn cục của phương trình vi phân nhám . . . . . . . . . . 45

4.2 So sánh với mô hình ODE thay thế . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

KẾT LUẬN 51

TÀI LIỆU THAM KHẢO 52



5

MỞ ĐẦU

1. Lý do chọn đề tài

Phương trình vi phân trên mạng lưới neuron mô tả một hệ vi phân mà ở đó

các trường vector được sinh bởi một hàm mạng lưới neuron. Khi đó dưới các dữ

kiện về thời điểm ban đầu, ta cần giải cho ra kết quả tại một thời điểm T nào

đó. Sự khác biệt với phương trình vi phân thường là thay vì trường vector là

hàm xác định thì các tham số của trường vector trên mạng lưới vẫn chưa xác

định và liên lục được học từ dữ liệu. Nói cách khác, nó có tính chất định hướng

dữ liệu.

Trong trường hợp dữ liệu đầu vào là các chuỗi thời gian, mục tiêu của các bài

toán mô phỏng là thiết lập được các phương trình được định hướng bởi chuỗi dữ

liệu đầu vào X. Do đó hệ vi phân này không có dạng của phương trình vi phân

thông thường theo vi phân dt, mà là dạng phương trình vi phân theo dX, được

giải thông qua sử dụng lý thuyết đường nhám. Đây là một hướng nghiên cứu

rất thời sự trong khoảng 10 năm trở lại đây, với nhiều kết quả sơ khởi ứng dụng

cho các dữ liệu chuỗi thời gian. Với mong muốn tìm hiểu kỹ hơn về lý thuyết

đường nhám và ứng dụng của nó, tôi quyết định chọn đề tài "Phương trình vi

phân nhám trên mạng neuron" cho luận văn thạc sĩ của mình.

2. Mục đích nghiên cứu

Mục tiêu của luận văn là nhằm tìm hiểu tính giải được của hệ phương trình vi

phân trên một mạng neuron dựa trên lý thuyết đường nhám, bài toán tồn tại

duy nhất nghiệm, và các tính chất ổn định của nghiệm. Đồng thời luận văn cũng

tìm hiểu về tính ổn định của hệ rời rạc nhám.

3. Nội dung nghiên cứu

Chương 1 giới thiệu về mạng neuron và phương trình vi phân trên mạng

neuron, bao gồm phương trình vi phân thường và phương trình vi phân nhám.

Trong chương 2 chúng tôi tìm hiểu các khái niệm cơ bản về đường nhám, lý thuyết

về đặc trưng của một đường nhám và một số tính chất của chúng. Chương 3

định nghĩa nghiệm của phương trình vi phân nhám thông qua tích phân nhám,

xây dựng bởi Gubinelli. Ngoài ra chúng tôi cũng trình bày một số kết quả mới

hệ rời rạc điều khiển bởi đường nhám và ứng dụng trong xấp xỉ nghiệm của

phương trình vi phân nhám ở chương này. Cuối cùng ở chương 4, chúng tôi tìm

hiểu về xấp xỉ nghiệm và giải phương trình vi phân nhám trên mạng neuron

thông qua đặc trưng của đường nhám.

4. Cơ sở khoa học và thực tiễn của đề tài

Việc sử dụng các mạng lưới neuron hồi quy để xấp xỉ các hệ động lực liên tục

(ví dụ được sinh bởi các phương trình vi phân) đã được biết đến rộng rãi từ 30

năm trước đây. Mục tiêu ở đây là tìm một phương án xấp xỉ có dạng y = Lθ(z),



6

ở đó z có động lực học tuân theo một phương trình vi phân có tham số

dz = fθ(z)dt.

với dữ kiện đầu vào z0 = Hθ(z). Do hàm fθ không cho ở dạng hiển, mục tiêu là

xác định θ thông qua việc học trên mạng neuron để xác định hàm này, hàm kết

quả sau đó được sử dụng để giải phương trình vi phân trên. Tuy vậy, việc mô

phỏng bài toán cho thấy z có dạng phụ thuộc vào chuỗi dữ liệu đầu vào dạng X,

ở đó X không đủ chính quy (ví dụ không đủ trơn hoặc có tính liên tục Holder

thấp), các phương pháp cổ điển trên không thể áp dụng. Thay vào đó, ta cần

phải xử lý và giải một bài toán có dạng

dz = fθ(z)dx.

Để giải hệ trên, ta cần đến các công cụ giải tích hiện đại là lý thuyết rough path,

được xây dựng và nghiên cứu bởi Terry Lyons và nhóm các chuyên gia hàng đầu

như Peter Friz, Martin Hairer, Massimiliano Gubinelli,... và có nhiều ứng dụng

rộng rãi trong giải tích ngẫu nhiên.

5. Đóng góp của luận văn

Luận văn nêu lại những khái niệm cơ bản nhất của lý thuyết đường nhám,

lý thuyết phương trình vi phân nhám. Luận văn cũng tìm hiểu và nêu lại ứng

dụng của vi phân nhám trên mạng neuron trong việc xấp xỉ các hàm liên tục

thông qua đặc trưng của đường nhám. Ngoài ra, luận văn cũng có những kết

quả mới như tính tồn tại duy nhất nghiệm của phương trình vi phân nhám, tính

ổn định của hệ rời rạc điều khiển bởi đường nhám và ứng dụng trong xấp xỉ

phương trình vi phân nhám.



Chương 1

MẠNG NEURON VÀ PHƯƠNG TRÌNH VI

PHÂN TRÊN MẠNG NEURON

Trong mục này, chúng tôi nhắc lại cấu trúc của mạng neuron, được trình bày

ở chương 6, [1].

1.1 Mạng neuron

Một cấu trúc của một mạng neuron được trình bày như ở Hình 1.1. Mạng

neuron bao gồm đầu vào x, các tầng ẩn x(1), x(2), . . . và đầu ra y. Một số mạng

neuron còn có thêm tầng nhớ, tầng hạch, tầng xoắn,... Mỗi tầng có thể có nhiều

nốt và các đường nối cho thấy tầng sau được tính toán bởi nốt nào của tầng

trước. Việc quyết định xem mạng neuron cần bao nhiêu tầng, mỗi tầng cần bao

nhiêu nốt chúng tôi sẽ không trình bày trong luận văn này mà chỉ đưa ra tổng

quan về nó. Cụ thể, số tầng và số nốt không được quá ít vì sẽ không cho ra kết

quả khớp với dữ liệu. Mặt khác nó cũng không được quá nhiều vì sẽ dẫn tới

hiện tượng overfitting. Các ma trận Aj chứa các hệ số biến mỗi biến từ các tầng

trước sang tầng sau.

Đối với ánh xạ tuyến tính giữa các tầng, mạng neuron sẽ được biểu diễn như

sau:

x(1) = A1x

x(2) = A2x
(1)

. . .

x(M−1) = AM−1x
(M−2)

y = AMx(M−1),

trong đó x(k) là tầng ẩn thứ k. Đối với ánh xạ không tuyến tính giữa các tầng,

ở mỗi tầng j chúng ta sẽ dùng thêm ánh xạ tác động fj. Cụ thể, liên kết giữa

các tầng ẩn được biểu diễn bởi

x(1) = f1(A1, x)

x(2) = f2(A2, x
(1))

. . .

x(M−1) = fM−1(AM−1, x
(M−2))

y = fM(AM , x(M))

Trong mạng neuron, f sẽ được chọn trước. Các ma trận A1, . . . , AM là tham số

của mạng và sẽ được học từ dữ liệu. Mội số cách chọn hàm f phổ biến:

7
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Hình 1.1: Một ví dụ về cấu trúc của mạng neuron. Nguồn: [1].

f(x) = x, (trường hợp tuyến tính),

f(x) =
1

1 + e−x
, (logistic),

f(x) =

{
0, x ≤ 0

1, x > 0
(bước nhị phân)

f(x) =

{
0, x ≤ 0,

x, x > 0
(ReLU)

Một số mạng neuron network mà chúng tôi quan tâm trong luận văn này:

Mạng neuron truyền thẳng (feedforward neural network)

Mạng neuron truyền thẳng là mạng neuron liên kết tầng đầu vào và tầng

đầu ra bằng cách thiết lập các liên kết giữa các đơn vị sao cho chúng không

tạo ra một chu trình. Hình 1.1 đã cho ta thấy một phiên bản của mạng neuron

truyền thẳng khi thông tin được truyền thẳng thẳng từ trái sang phải trong

mạng, không sử dụng các nốt cũ.

1.1.1 Mạng neuron hồi quy (reccurent neural network)

Mạng neuron hồi quy liên kết từ đầu vào tới đầu ra bằng cách tạo nên một

đồ thị có hướng. Không giống mạng neuron truyền thẳng, mạng neuron hồi quy

sử dụng một bộ nhớ để lưu lại thông tin từ những bước tính toán xử lý trước

để cập nhật thông tin cho hiện tại (xem Hình 1.2).

Mạng ResNet (residual neural network)

Mạng Resnet có cấu trúc giống mạng neuron truyền thẳng. Tuy nhiên trong

mạng Resnet có những kết nối tắt (Hình 1.3), cho phép xuyên qua hai hay nhiều
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Hình 1.2: Mạng neuron hồi quy. Nguồn: [1].

Hình 1.3: Mạng ResNet. Nguồn: [1].

tầng trong mạng. Liên kết tắt này được biểu diễn như sau:

ht+1 = ht + f(ht, θt), t ∈ [0...T ]. (1.1)

Chú ý rằng khi số tầng lớn, bộ nhớ của máy cũng phải lớn để lưu trữ thông tin

ở các tầng.

1.1.2 Mạng ODE

Ở mạng ResNet, sự cập nhật trạng thái này giống như rời rạc hoá phương

trình vi phân bằng phương pháp Euler. Khi chúng ta thêm nhiều tầng và lấy

bước đi nhỏ hơn thì (1.1) có thể xấp xỉ như sau:

dht

dt
= f(ht, t, θ), t ∈ [0, T ]. (1.2)

Cho một đầu vào, ta có thể tính toán đầu ra hT thông qua việc giải phương

trình vi phân. Mạng ODE là mạng cập nhật các tầng thông qua việc giải phương

trình vi phân như vậy.

1.2 Phương trình vi phân trên mạng neuron

Phương trình vi phân trên mạng neuron được dùng để xấp xỉ ánh xạ liên tục

x 7→ y bằng việc học hàm fθ và ánh xạ tuyến tính ℓ1θ, ℓ
2
θ sao cho

y ≈ ℓ1θ(zT ), trong đó zt = z0 +

∫ t

0

fθ(zs)ds và z0 = ℓ2θ(x). (1.3)
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1.2.1 Hàm học máy fθ, l
(1)
θ , l

(2)
θ

Trong mục này chúng tôi sẽ chỉ ra một cách để ước lượng tham số cho phương

trình vi phân trên mạng neuron. Xét một bài toán tối ưu hàm mất mát L qua

nghiệm của phương trình trên. Để tối ưu L, ta cần biết gradient của L qua θ.

Bước đầu là phải tính toán được đạo hàm của L qua các trạng thái ẩn dấu zt.

Theo [1], chúng ta sẽ tính toán các đạo hàm này thông qua việc giải phương

trình vi phân ngược như sau:

az(T ) =
dL

dz(T )
,

aθ(T ) = 0,

at(T ) =
dL

dT
,

az(t) = az(T )−
∫ t

T

az(s) ·
∂f

∂z
(s, z(s), θ)ds,

aθ(t) = aθ(T )−
∫ t

T

az(s) ·
∂f

∂θ
(s, z(s), θ)ds,

at(t) = at(T )−
∫ t

T

az(s) ·
∂f

∂s
(s, z(s), θ)ds,

dL

dz(τ)
= az(τ),

dL

dθ
= aθ(τ),

dL

dτ
= at(τ). (1.4)

Sau đó giải phương trình vi phân trên với nghiệm (az, aθ, at). Như vậy, việc dùng

mạng ODE thay cho mạng ResNet đem lại hiệu quả về bộ nhớ khi không phải

lưu trữ các đại lượng trung gian.

Một số lợi ích khác của việc sử dụng mạng ODE.

• Lợi ích về mặt tính toán: Các phương pháp xấp xỉ có lịch sử phát triển

hơn 100 năm và dần hoàn thiện về mặt lý thuyết.

• Giải quyết về mô hình chuỗi thời gian liên tục: thay vì ở mạng ResNet chỉ

có thể tính toán ở từng thời điểm, mạng ODE cho phép tính toán ở cả

khoảng thời gian liên tục, thích hợp để xử lý các dữ liệu đến ở bất kỳ thời

điểm nào.

Chúng tôi sẽ trình bày cách tiếp cận ở [2] cho việc giải số phương trình vi

phân trên mạng neuron. Ta xét phương trình vi phân trên mạng neuron tổng

quát

z(t) = z(τ) +

∫ t

τ

f(s, z(s), θ)ds,

với z(τ) = l1(x, ϕ). Trong đó ϕ, θ là các tham số được học, l1 là hàm tuyến tính.
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1.2.2 Lược đồ tương thích chấp nhận-từ chối,[3]

Xét trường hợp giải phương trình vi phân

y(t) = y(τ) +

∫ t

τ

f(s, y(s))ds,

với y(τ) ∈ Rd.

Giả sử cho t cố định ta có xấp xỉ ŷ(t) ≈ y(t), và bây giờ ta muốn tìm độ dài

của bước đi tiếp theo ∆ > 0 để tính ŷ(t+∆) ≈ y(t+∆). Chọn một độ dài bước

đi, và ta tính được một lựa chọn ŷcandidate(t +∆). Ta có thể xấp xỉ bằng nhiều

lược đồ. Ở đây ta có thể chọn lược đồ Runge-Kutta. Khi đó ta có thêm một ước

lượng yerr ∈ Rd cho sai số của lược đồ. Cụ thể, ước lượng sai số này có thể là sai

số giữa lược đồ Runge-Kutta bậc 2 và bậc 4.

Lựa chọn dung sai tuyệt đối ATOL (chẳng hạn 10−9), dung sai tương đối

RTOL (ví dụ 10−6), và (nửa) chuẩn ∥ · ∥ : Rd → [0,∞) (ví dụ chuẩn Euclid), và

ước lượng kích cỡ của nghiệm bởi

SCALE = ATOL+RTOL ·max(ŷ(t), ŷcandidate(t+∆)) ∈ Rd, (1.5)

với max được lấy bằng giá trị lớn nhất của từng toạ độ. Cuối cùng ta lấy tỉ lệ

sai số tính bởi

r =
∥∥∥ yerr
SCALE

∥∥∥ ∈ R. (1.6)

Nếu r ≤ 1, bước đi này được chấp nhận và ta có nghiệm xấp xỉ ŷ(t + ∆) =

ŷcandidate(t + ∆). Ngược lại, nếu r > 1 sai số được xem là quá loại bỏ nghiệm

xấp xỉ ŷcandidate(t+∆). Chúng ta sẽ chọn bước đi ∆ nhỏ hơn.

Chú ý rằng việc lựa chọn chuẩn, nửa chuẩn ∥ · ∥ ảnh hưởng lớn đến lược đồ chấp

nhận/từ chối của chúng ta. Ở trong (1.4), nhận thấy rằng việc giải z và az quan

trọng hơn nhiều so với giải aθ. Vì vậy ta thiết lập nửa chuẩn mới, cho trọng số

của aθ bằng 0 và dùng lược đồ tương thích như đã trình bày ở trên. Cụ thể, sử

dụng nửa chuẩn

∥[at, z, az, aθ]∥ = max{∥z∥RMS , ∥az∥RMS}.

với ∥ · ∥RMS là chuẩn Euclid.

1.3 Phương trình vi phân nhám trên mạng neuron

Điểm yếu của phương trình vi phân trên mạng neuron là nếu θ được học,

khi đó nghiệm của phương trình là được xác định, có thể sẽ không khớp với các

quan sát mà chúng ta thu được sau này.

Một cách tiếp cận là thay dt bởi dXt, trong đó Xt được quyết định từ chuỗi

dữ liệu quan sát được. Cụ thể, giả sử ta có n quan sát (t0, x0), . . . , (tn, xn), với

ti ∈ R, xi ∈ Rv and t0 < . . . < tn. Gọi X : [t0, tn] → Rv+1 là đường nội suy tự

nhiên bậc ba ở các mốc t0, . . . , tn. Trong đó đường cong nội suy bậc ba là đường
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cong bậc ba đi qua tất cả các điểm dữ liệu. Ta xem xét phương trình vi phân

nhám trên mạng neuron zt = zτ +

∫ t

t0

fθ(zs)dXs, t ∈ (t0, tn]

zt0 = ζθ(x0, t0),

(1.7)

với fθ : Rw → Rw(v+1) là mạng neuron phụ thuộc tham số θ. Trong đó w là tham

số chỉ cỡ của tầng ẩn trong mạng.

Trong chương 4, ta sẽ tìm hiểu xem nghiệm của phương trình có dạng (1.7) xấp

xỉ các ánh xạ liên tục tốt như thế nào.

Phương trình vi phân nhám trên mạng neuron được đưa về giải phương trình

vi phân trên mạng neuron nếu giả thiết thêm X là khả vi. Cụ thể đặt

gθ,X(z, s) = fθ(z)
dX

ds
(s), (1.8)

Khi đó (1.7) trở thành

zt = zt0+

∫ t

t0

fθ(zs)dXs = zt0+

∫ t

t0

fθ(zs)
dX

ds
(s)ds = zt0+

∫ t

t0

gθ,X(zs, s)ds. (1.9)

Đây là một phương trình vi phân trên mạng neuron. Bài toán đưa về ước lượng

nghiệm của phương trình vi phân trên mạng neuron.

Ta thấy việc xấp xỉ X bởi đường cong bậc ba là không tốt do các dữ liệu

quan sát có dạng nhịp tim, nhiệt độ,... biến động rất mạnh theo thời gian. Vì

vậy, ta phải có cách tiếp cận khác khi x không đủ trơn. Điều này thúc đẩy việc

nghiên cứu lý thuyết đường nhám. Để làm rõ về mặt toán học, trong chương 2

chúng tôi sẽ nêu định nghĩa chính xác của đường nhám, các tính chất của đặc

trưng đường nhám. Trong chương 3 chúng tôi sẽ định nghĩa phương trình vi

phân nhám, tính tồn tại duy nhất của nghiệm và lược đồ ước lượng nghiệm của

phương trình vi phân nhám. Cuối cùng chương 4 dùng để trình bày sự hiệu quả

của phương trình vi phân nhám trong xấp xỉ các hàm liên tục.



Chương 2

LÝ THUYẾT ĐƯỜNG NHÁM, CÁC TÍNH CHẤT

CỦA ĐẶC TRƯNG CỦA ĐƯỜNG NHÁM

Trong chương này, chúng tôi sẽ tìm hiểu và trình bày lại những khái niệm cơ

bản nhất của lý thuyết đường nhám, được trình bày ở [4].

2.1 Nhóm luỹ linh tự do

2.1.1 Động lực

Cho x là một hàm liên tục với biến phân bị chặn nhận giá trị trên Rd. xit là

giá trị của x tại thời điểm t tại toạ độ thứ i. Ta xét tích phân thứ k của hàm là

gk;i1,··· ,ik :=

∫ t

s

∫ uk

s

. . .

∫ u2

s

dxi1u1
. . . dxikuk

.

Tập hợp các tích phân,

g =
(
gk;i1,··· ,ik : 1 ≤ k ≤ N ; i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , d}

)
được gọi là đặc trưng thứ N của quỹ đạox|[s,t] và được ký hiệu là SN(x)s,t. Ta

xét lược đồ xấp xỉ Euler-Maruyama cho phương trình vi phân

dy = V (y)dx =
d∑

i=1

Vi(y)dx
i

với V ∈ C
(
Re, L

(
Rd,Re

))
. Giả sử π(V ) (0, y0;x) là nghiệm của phương trình

xuất phát từ y0. Gọi I là hàm đồng nhất trên Re và nhắc lại trường vector

W =
(
W 1, . . . ,W e

)T
: Re → Re với toán tử đạo hàm bậc nhất

e∑
k=1

W k(y)
∂

∂yk
.

Khi đó khai triển Taylor cho thấy một xấp xỉ tới cấp N , với 0 < t− s << 1 như

sau:

yt ≈ys +
d∑

i=1

Vi (ys)x
i
s,t

+ . . .

+
∑

i1,...,iN
∈{1,...,d}

Vi1 · · ·ViN I (ys)

∫ t

s

∫ uN

s

· · ·
∫ u2

s

dxi1u1
. . . dxiNuN

.

13
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2.1.2 Đặc trưng của đường nhám

Ký hiệu C1−var([s, t],Rd) là không gian các hàm đi từ [s, t] vào Rd với biến

phân bị chặn. Ta có khái niệm sau:

Định nghĩa 2.1.1 ([4]). Đặc trưng bậc N của đường cong x ∈ C1−var([s, t],Rd)

được cho bởi

SN(x)s,t ≡
(
1,

∫
s<u<t

dxu, . . . ,

∫
s<u1<...<uk<t

dxu1 ⊗ . . .⊗ dxuk

)
∈ ⊕N

k=0

(
Rd
)⊗k

,

trong đó ⊗ là ký hiệu của tích ten-xơ.

Quỹ đạo u 7→ SN(x)s,u được gọi là một sự nâng bậc N của x.

Cho hai vector

a =
∑

i1,...,ik

ai1,...,ikei1 ⊗ · · · ⊗ eik ∈
(
Rd
)⊗k

b =
∑
i1,...,il

bi1,...,ilei1 ⊗ · · · ⊗ eil ∈
(
Rd
)⊗l

Ta có tích ten-xơ a⊗ b định nghĩa bởi

a⊗ b =
∑

ai1,...,ikbj1,...,jlei1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ . . . ejl

∈
(
Rd
)⊗k ⊗

(
Rd
)⊗l ∼=

(
Rd
)⊗(k+l)

(2.1)

Giờ ta định nghĩa không gian

TN
(
Rd
)
:= ⊕N

k=0

(
Rd
)⊗k

,

Ký hiệu πk : TN
(
Rd
)
→
(
Rd
)⊗k

là phép chiếu tới ten-xơ bậc k và phép chiếu

lên k phần tử đầu:

π0,k : T
N
(
Rd
)
→ T k

(
Rd
)
, với k ≤ N,

Cho g, h ∈ TN
(
Rd
)
, ta có thể mở rộng (2.1) đến TN

(
Rd
)
bằng cách đặt

g ⊗ h =
∑

i+j≤N
i,j≥0

gi ⊗ hj ⇔ ∀k ∈ {0, . . . , N} : πk(g ⊗ h) =
k∑

i=0

gk−i ⊗ hi. (2.2)

Với các phép toán đã được trình bày ở trên, ta có mệnh đề sau

Mệnh đề 2.1.1 ([4]). Không gian (TN(Rd),+, .,⊗) là một R- đại số kết hợp

với phần tử trung hoà

1 := (1, 0, . . . , 0) ∈ TN(Rd).

Chúng ta gọi TN(Rd) là đại số cắt cụt bậc N .
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2.1.3 Các tính chất của đặc trưng của đường nhám

Trong mục này chúng tôi sẽ trình bày một số tính chất cơ bản của đặc trưng.

Bổ đề sau cho thấy các đặc trưng thoả mãn phương trình vi phân điều khiển

bởi quỹ đạo

Mệnh đề 2.1.2 ([4]). Cho x : [0, T ]→ Rd là một quỹ đạo liên tục với biến phân

bị chặn. Khi đó với s ∈ [0, T ) cố định, SN(x)s, . thoả mãn phương trình vi phân

điều khiển bởi x sau: {
dSN(x)s,t = SN(x)s,t ⊗ dxt,

SN(x)s,s = 1.

Chứng minh. Chúng tôi nhắc lại chứng minh ở [4]. Ta xét đặc trưng của x bậc

thứ k, k ≥ 1,∫
s<r1<...<rk<t

dxr1 ⊗ . . .⊗ dxrk =

∫ t

rk=s

(∫
s<r1<...<rk−1<rk

dxr1 ⊗ . . .⊗ dxrk−1

)
⊗ dxrk

=

∫ t

r=s

πk−1 (SN(x)s,r)⊗ dxr.

Như vậy, ta có

SN(x)s,t = 1 +

∫ t

s

SN(x)s,r ⊗ dxr.

Hiển nhiên SN(x)s,s = 1. Ta kết thúc chứng minh.

Bây giờ chúng tôi xem xét đặc trưng của hai quỹ đạo nối nhau. Cho hai

quỹ đạo γ ∈ C1-var
(
[0, T ],Rd

)
, η ∈ C1-var

(
[T, 2T ],Rd

)
, ta lấy quỹ đạo nối của

chúng như sau:

γ ⊔ η ≡
{

γ(·) on [0, T ]

η(·)− η(0) + γ(T ) on [T, 2T ]

Khi đó kiểm tra được γ ⊔ η ∈ C1-var
(
[0, 2T ],Rd

)
do từng quỹ đạo đã có biến

phân bị chặn.

Định lý sau của Chen cho ta biết đặc trưng của hai quỹ đạo nối nhau sẽ được

biểu diễn như thế nào:

Định lý 2.1.1 ([4]). Cho γ ∈ C1−var
(
[0, T ],Rd

)
, η ∈ C1−var

(
[T, 2T ],Rd

)
. Khi

đó

SN(γ ⊔ η)0,2T = SN(γ)0,T ⊗ SN(η)T,2T .

Nói một cách tương đương, x ∈ C1−var
(
[0, T ],Rd

)
và 0 ≤ s < t < u ≤ T ta có

SN(x)s,u = SN(x)s,t ⊗ SN(x)t,u.
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Chứng minh. Chúng tôi nhắc lại chứng minh ở [4]. Ta sẽ chứng minh quy nạp

theo N . Với N = 0, định lý trở thành 1 = 1⊗ 1. Giả sử định lý đúng tới N cho

mọi s < t < u ∈ [0, T ]. Trước hết, do định nghĩa của SN , ta có

SN+1(x)s,u = 1 +

∫ u

s

SN+1(x)s,r ⊗ dxr = 1 +

∫ u

s

SN(x)s,r ⊗ dxr,

Tương tự

SN(x)s,t ⊗
∫ u

t

SN(x)t,r ⊗ dxr = SN+1(x)s,t ⊗
∫ u

t

SN(x)t,r ⊗ dxr.

Sử dụng tính quy nạp để chia SN(x)s,r với s < t < r < u, ta thu được

SN+1(x)s,u = 1 +

∫ t

s

SN(x)s,r ⊗ dxr +

∫ u

t

SN(x)s,t ⊗ SN(x)t,r ⊗ dxr

= SN+1(x)s,t + SN+1(x)s,t ⊗
(∫ u

t

SN(x)t,r ⊗ dxr

)
= SN+1(x)s,t ⊗ (1 + (SN+1(x)t,u − 1))

= SN+1(x)s,t ⊗ SN+1(x)t,u.

2.2 Đại số Lie tN
(
Rd
)
và nhóm Lie 1 + tN

(
Rd
)

Ở mục trước, ta đã biết
(
TN
(
Rd
)
,+, .,⊗

)
là một đại số kết hợp. Nhắc lại

phép chiếu lên phần tử thứ k là πk, ta đặt

tN
(
Rd
)
≡
{
g ∈ TN

(
Rd
)
: π0(g) = 0

}
,

kéo theo

1 + tN
(
Rd
)
=
{
g ∈ TN

(
Rd
)
: π0(g) = 1

}
.

Chú ý rằng 1 ở đây chỉ phần tử trung hoà của TN(Rd).

2.2.1 Nhóm 1 + tN
(
Rd
)

Đầu tiên ta chứng minh phần tử 1+ tN
(
Rd
)
là khả nghịch trong TN(Rd) đối

với phép nhân là tích ten-xơ ⊗.

Bổ đề 2.2.1 ([4]). g = 1 + a ∈ 1 + tN
(
Rd
)
có khả nghịch với phép nhân tích

ten-xơ ⊗. Ta có công thức tường minh cho phần tử nghịch đảo của nó

g−1 = (1 + a)−1 =
N∑
k=0

(−1)ka⊗k,

tức là g ⊗ g−1 = g−1 ⊗ g = 1.
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Chứng minh. Chúng tôi nhắc lại chứng minh ở [4]. Để cho gọn ta sẽ viết ak thay

vì a⊗k. Do TN(Rd) là đại số kết hợp nên

(1 + a)
N∑
k=0

(−1)kak =
N+1∑
k=1

(−1)k+1ak +
N∑
k=0

(−1)kak

= aN+1 + 1.

Vì các phần tử thuộc
(
Rd
)⊗n

với n > N đều coi như phần tử 0 nên aN+1 = 0.

Vậy g ⊗ g−1 = 1. Hoàn toàn tương tự, g−1 ⊗ g = 1.

Chú ý rằng nếu g và h thuôc lớp 1+ tN
(
Rd
)
, do π0(g⊗h) = 1 nên g⊗h ∈ 1+

tN
(
Rd
)
. Chúng ta có một mệnh đề rất quan trọng sau

Mệnh đề 2.2.1 ([4]). Không gian 1 + tN
(
Rd
)
là một nhóm Lie với phép nhân

tích ten-xơ ⊗.

Chứng minh. [4]. Ta có 1+ tN
(
Rd
)
là một không gian affine tuyến tính con của

TN(Rd) nên nó là một đa tạp trơn, đồng phôi với tN
(
Rd
) ∼= Rd+d2+...+dN . Hơn

nữa từ bổ đề 2.2.1, toán tử ⊗−1 là một đa thức nên nó trơn. Ta kết thúc chứng

minh.

2.2.2 Đại số Lie trên tN
(
Rd
)
và ánh xạ mũ

Ở các mục trước, ta đã biết
(
tN
(
Rd
)
,+..

)
là một đại số. Với g, h ∈ tN

(
Rd
)
,

ta xét tích

(g, h) 7→ [g, h] := g ⊗ h− h⊗ g ∈ tN
(
Rd
)

Tích này là một ánh xạ song tuyến tính và phản đối xứng, tức

[g, h] = −[h, g],∀g, h ∈ tN
(
Rd
)

thoả mãn tính xác định Jacobi, tức là

[g, [h, k]] + [h, [k, g]] + [k, [g, h]] = 0 với mọi g, h, k ∈ tN
(
Rd
)
.

Tổng hợp các nhận xét trên, ta đến với mệnh đề sau:

Mệnh đề 2.2.2 ([4]).
(
tN
(
Rd
)
,+, ., [·, ·]

)
là một đại số Lie.

Bây giờ ta sẽ định nghĩa ánh xạ mũ là ánh xạ logarit trong đại số này:

Định nghĩa 2.2.1 ([4]). Ánh xạ mũ được định nghĩa bởi

exp : tN
(
Rd
)
→ 1 + tN

(
Rd
)

a 7→ 1 +
N∑
k=1

a⊗k

k!
.



18

và ánh xạ logarit được định nghĩa bởi

log : 1 + tN
(
Rd
)
→ tN

(
Rd
)

(1 + a) 7→
N∑
k=1

(−1)k+1a
⊗k

k
.

Ví dụ sau đây cho thấy mối liên hệ giữa đặc trưng của một quỹ đạo với ánh

xạ mũ

Ví dụ 2.2.1. Cho trước a ∈ Rd ∼= π1
(
tN
(
Rd
))
. Đặc trưng bậc N của quỹ đạo

x(·) : t ∈ [0, 1] 7→ t.a được tính như sau

SN(x)0,1 = 1 +
N∑
k=1

∫
0<r1<...<rk<1

dxr1 ⊗ . . .⊗ dxrk

= 1 +
N∑
k=1

a⊗k

∫
0<r1<...<rk<1

dr1 . . . drk

= 1 +
N∑
k=1

a⊗k

k!
= exp(a).

Định nghĩa 2.2.2 ([4]). Gọi gN
(
Rd
)
⊂ tN

(
Rd
)
là đại số con nhỏ nhất của

tN
(
Rd
)
mà chứa π1

(
tN
(
Rd
)) ∼= Rd. Cụ thể hơn,

gN
(
Rd
)
= Rd ⊕

[
Rd,Rd

]
⊕ · · · ⊕

[
Rd,
[
. . . ,

[
Rd,Rd

]]]︸ ︷︷ ︸
(N−1)

.

Ta gọi nó là đại số Lie luỹ linh bâc tự do N .

Ta sẽ xem xét một số không gian sau

1: Tập các đặc trưng bậc N của các quỹ đạo liên tục và biến phân bị chặn

GN
(
Rd
)
:=
{
SN(x)0,1 : x ∈ C1−var

(
[0, 1],Rd

)}
;

2) Ảnh của đại số con gN
(
Rd
)
⊂ tN

(
Rd
)
ở định nghĩa 2.2.2, dưới ánh xạ mũ

exp
(
gN
(
Rd
))
⊂ 1 + tN

(
Rd
)
;

3) Nhóm con
〈
exp

(
Rd
)〉

của 1+ tN
(
Rd
)
sinh bởi các phần tử thuộc exp

(
Rd
)
,

nghĩa là

〈
exp

(
Rd
)〉

:=

{
m⊗
i=1

exp (vi) : m ≥ 1, v1, . . . , vm ∈ Rd

}
.

Chúng tôi phát biểu không chứng minh Định lý của Chow sau. Định lý cho ta

thấy, một phần tử thuộc exp
(
gN
(
Rd
))

chính là một đặc trưng bậc N của một

quỹ đạo.
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Định lý 2.2.1. (Chow) Cho g ∈ exp
(
gN
(
Rd
))
. Khi đó tồn tại v1, . . . , vm ∈ Rd

thoả mãn

g = ev1 ⊗ · · · ⊗ evm.

Nói một cách tương đương, tồn tại quỹ đạo x : [0, 1]→ Rd tuyến tính từng khúc

với đặc trưng bậc N là g.

Định lý sau cho ta biết cả ba không gian ta vừa định nghĩa thực chất là một,

chúng tôi cũng phát biểu không chứng minh.

Định lý 2.2.2 ([4]). Ta có

GN
(
Rd
)
= exp

(
gN
(
Rd
))

=
〈
exp

(
Rd
)〉

và GN
(
Rd
)
là một nhóm con Lie của

(
1 + tN

(
Rd
)
,⊗
)
, gọi là nhóm luỹ linh tự

do bậc N trên Rd.

2.2.3 Cấu trúc giải tích của không gian GN(Rd)

Định lý 2.2.3. [[4]] Với mỗi g ∈ GN
(
Rd
)
, ta định nghĩa chuẩn "Carnot-

Caratheodory" như sau

∥g∥ := inf

{∫ 1

0

|dγ| : γ ∈ C1−var
(
[0, 1],Rd

)
và SN(γ)0,1 = g

}
Trong đó C1−var

(
[0, 1],Rd

)
là không gian các quỹ đạo từ [0, 1] vào Rd liên tục

và có biến phân bị chặn. Định nghĩa này là tốt và inf này đạt được tại một quỹ

đạo γ∗ nào đó. Cụ thể hơn,

∥g∥ =
∫ 1

0

|dγ∗| và SN (γ∗)0,1 = g. (2.3)

Chứng minh. [4]. Từ định lý của Chow, infimum được lấy trên một tập không

rỗng và không âm, do đó ∥g∥ < ∞. Hơn nữa, tồn tại dãy (γn) với đặc trưng g

và ta có thể giả sử

sup
n

cn := sup
n
|γn|1−Hol;[0,1] := sup

n
sup

s,t∈[0,1]

γn(t)− γ(s)

|t− s|1
<∞.

Áp dụng định lý Azela-Ascoli, γn hội tụ đều đến một quỹ đạo γ∗ liên tục và

|γ∗|1−Hol;[0,1] ≤ lim inf
n
|γn|1−Hol

nghĩa là chuẩn Holder của γ∗ là hữu hạn. Nói cách khác, γ∗ là liên tục tuyệt đối,

vì thế ∫ 1

0

|dγ∗| =
∫ 1

0

|γ̇∗t | dt.
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Chú ý rằng SN(γ) là một nghiệm của phương trình vi phân như ở mệnh đề 2.1.2,

vì vậy do tính hội tụ của γn, ta cũng có

g ≡ SN (γn)0,1 → SN (γ∗)0,1 .

Vậy SN (γ∗)0,1 = g. Mặt khác, ∥g∥ ≤
∫ 1

0 |γ̇
∗
t | dt từ định nghĩa của infimum ∥g∥.

Hơn nữa, ∫ 1

0

|γ̇∗t | dt = |γ∗|1−Hol;[0,1] ≤ lim inf cn = ∥g∥.

Vậy ∥g∥ =
∫ 1

0 |dγ
∗|. Chứng minh được hoàn tất.

Để kết thúc mục này, chúng tôi chỉ rằng không gian GN(Rd) là một không

gian metric.

Mệnh đề 2.2.3 ([4]). Cho g, h ∈ GN
(
Rd
)
. Chuẩn Carnot-Caratheodory ∥ · ∥ có

những tính chất sau.

1) ∥g∥ = 0 nếu và chỉ nếu g = 1.

2) (tính thuần nhất) ∥δλg∥ = |λ|∥g∥,∀λ ∈ R. Trong đó δλ : TN(Rd) →
TN(Rd) sao cho πk(δλ(g)) = λkπk(g). Gọi δλg là ánh xạ giãn nở hệ số

λ của g.

3) (tính đối xứng) ∥g∥ =
∥∥g−1

∥∥.
4) (cộng tính dưới) ∥g ⊗ h∥ ≤ ∥g∥+ ∥h∥;

Như vậy, chuẩn Carnot-Carathedory cảm sinh nên một metric trên GN
(
Rd
)
,

gọi là Carnot-Carathedory metric.

Chứng minh. [4]. Với mỗi g ∈ G ký hiệu γ∗g = γ∗ là quỹ đạo bất kỳ để đẳng

thức ở định lý 2.2.3 được thoả mãn. Nếu ∥g∥ = 0, do (2.3) nên γ∗g có đạo hàm

bằng 0 hầu khắp nơi, vì vậy g = SN

(
γ∗g
)
0,1

= 1. Ngược lại nếu g = 1, hiển nhiên

∥g∥ = 0.

Bây giờ ta chứng minh tính thuần nhất. Trường hợp λ = 0 là hiển nhiên nên

ta chỉ xét λ ̸= 0. Quỹ đạo λγ∗g thoả mãn SN

(
λγ∗g
)
0,1

= δλSN(γ
∗
g) = δλg. Do đó

∥δλg∥ ≤ |λγ∗g | = |λ||
(
γ∗g
)
| = |λ|∥g∥. Chiều ngược lại có từ việc thay λ bởi 1/λ

và g thay bởi δλg.

Ta xét tính đối xứng. Ký hiệu với mỗi x ∈ C1−var([0, T ]) → Rd, ←−x t := xT−t

là quỹ đạo ngược của x. Kiểm tra được SN

(
γ∗g
)
0,1
⊗ SN

(←−
γ∗g

)
0,1

= 1 nên

SN

(←−
γ∗g

)
0,1

= g−1. Ta thu được

∥∥g−1
∥∥ ≤ |(←−γ∗g) | = | (γ∗g) | = ∥g∥.

Thay g bởi g−1, ta có chiều ngược lại. Tiếp theo là chứng minh cộng tính dưới.

Xét γ∗g , γ
∗
h, dùng định lý Chen, 2.1.1 ta có g ⊗ h = SN

(
γ∗g,h

)
0,1

, với γ∗g,h là quỹ



21

đạo nối của γ∗g và γ∗h với độ dài là ∥g∥+ ∥h∥. Vì vậy, ∥g ⊗ h∥ ≤ |γ∗g,h|.

2.3 Đường nhám

2.3.1 Một số ký hiệu

Xét một quỹ đạo liên tục lấy giá trị trên một không gian metric, x : [0, T ]→
E, ta định nghĩa chuẩn biến phân bậc p trên [0, T ] ký hiệu là |x|p-var; [0,T ]. Ta xét

E = GN
(
Rd
)
, trong đó GN

(
Rd
)
là nhóm luỹ linh bậc tự do N đã được trình

bày ở mục trước. Ở mục trước, với khoảng cách d cảm sinh bởi chuẩn Carnot

Caratheodory, ta có thể định nghĩa các ký hiệu

∥x∥p−var;[0,T ] = sup
(ti)⊂[0,T ]

(∑
i

d
(
xti,xti+1

)p)1/p

= sup
(ti)⊂[0,T ]

(∑
i

∥∥xti,ti+1

∥∥p)1/p

,

và ký hiệu không gian

Cp−var
(
[0, T ], GN

(
Rd
))

=
{
x ∈ C

(
[0, T ], GN

(
Rd
))

: ∥x∥p−var;[0,T ] <∞
}
.

Khi E = Rd, ta sử dụng chuẩn ( nửa chuẩn) biến phân bậc p thông thường, và

(x, y) 7→ |x0 − y0|+ |x− y|p−var;0,T ].

Với chuẩn Holder ta cũng dùng những ký hiệu tương tự. Cụ thể hơn, chuẩn

1/p-Holder cho bởi

∥x∥1/p−Hol;[0,T ] = sup
0≤s<t≤T

d (xs,xt)

|t− s|1/p
= sup

0≤s<t≤T

∥xs,t∥
|t− s|1/p

,

và

C1/p−Hol
(
[0, T ], GN

(
Rd
))

=
{
x ∈ C

(
[0, T ], GN

(
Rd
))

: ∥x∥1/p−Hol;[0,T ] <∞
}
.

2.3.2 Một số khoảng cách

Định nghĩa 2.3.1 ([4]). Với p ≥ 1, cho trước x,y ∈ C
(
[0, T ], GN

(
Rd
))

ta định

nghĩa các khoảng cách sau

dp−var;[0,T ](x,y) :=

(
sup
D

∑
ti∈D

d
(
xti,ti+1,yti,ti+1

)p)1/p
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và

d1/p−Hol;[0,T ](x,y) := sup
0≤s<t≤T

d (xs,t,ys,t)

|t− s|1/p
,

Ngoài ra ta hiểu rằng

d0−var;[0,T ](x,y) := d0−Hol;[0,T ](x,y) := sup
0≤s<t≤T

d (xs,t,ys,t)

d∞;[0,T ](x,y) := sup
D

∑
ti∈D

d
(
xti,ti+1,yti,ti+1

)
Dễ thấy rằng cả hai khoảng cách ta định nghĩa đều không âm, đối xứng và

thoả mãn bất đẳng thức tam giác. Vì vậy chúng tạo ra một không gian metric

ứng với Cp−var
(
[0, T ], GN

(
Rd
))

và Cp−Hol
(
[0, T ], GN

(
Rd
))
. Hơn nữa, các không

gian này đều là không gian metric đầy (xem [4], định lý 8.13).

Cuối cùng ta đến với định nghĩa về đường nhám.

Định nghĩa 2.3.2 ([4]). Ta có các định nghĩa đường nhám như sau:

i) Một đường nhám bậc p (p ≥ 1) là một quỹ đạo có biến phân bậc p bị chặn

và nhận giá trị trong nhóm luỹ linh bậc tự do [p] trên Rd. Nói cách khác,

nó là một phần tử thuộc Cp−var
(
[0, T ], G[p]

(
Rd
))
.

ii) Một đường nhám bậc 1/p-Holder là một quỹ đạo liên tục Holder cấp 1/p

và nhận giá trị thuộc nhóm luỹ linh bậc tự do cấp [p] trên Rd, nghĩa là nó

là phần tử thuộc C1/p−Hol
(
[0, T ], G[p]

(
Rd
))
.

Ví dụ 2.3.1. Khi x = BH là một chuyển động Brown phân thứ 1
4 < H < 1

3 . Ta

có thể định nghĩa
∫
yδBH theo nghĩa Skorohod như ở [30, chương 5]. Sử dụng

công thức Wick-Ito [30] ta có định nghĩa cho hai đại lượng sau

X(1)
s,t :=

∫ t

s

BH
s,uδB

H
u =

1

2

(
BH

s,t

)2 − 1

2

(
t2H − s2H

)
,

X(2)
s,t :=

∫ t

s

X1
s,uδB

H
u =

1

6

(
BH

s,t

)3 − 1

2

(
t2H − s2H

)
BH

s,t.

Khi đó với xác suất 1, x = (x,X(1),X(2)) là một đường nhám cấp p Holder với
1
3 > p > H.



Chương 3

LÝ THUYẾT PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN

NHÁM

3.1 Giới thiệu

Ký hiệu Cv(I,Rn) là không gian các ánh xạ liên tục Holder hệ số v đi từ

khoảng I = [a, b] ⊂ R vào Rn, trang bị các chuẩn

∥y∥v,I := ∥ymin I∥+ sup
s<t∈I

∥yt − ys∥
(t− s)v

< +∞,

∥y∥∞,I = sup
s∈I
∥ys∥ < +∞.

Trong mục này chúng tôi sẽ trình bày về sự tồn tại duy nhất nghiệm của phương

trình dạng

dyt = f(yt)dt+ g(yt)dxt, y(a) = y0. (3.1)

với f , g và x thoả mãn các điều kiện sau

(H1) : f : Rd → Rd là hàm liên tục Lipschitz toàn cục với hệ số Lipschitz Lf .

Nghĩa là

∥f(x)− f(y)∥ ≤ Lf∥x− y∥, ∀x, y ∈ Rd.

(H2) : g : Rd → Rd là hàm bậc nhất, nghĩa là

g(x) = Cx+ g0, C ∈ Rd×d, g0 ∈ Rd.

(H3) : x ∈ Cα([a, b],Rm) có thể nâng lên thành một đường nhám x = (x,X(1),X(2))

bậc p = 1
α ∈ (3, 4)-Holder. Trang bị nửa chuẩn

|||x|||α,[s,t] := sup
s<t∈I

∥xt − xs∥
(t− s)α

+ sup
s<t∈I

∥X(1)
s,t ∥

(t− s)2α
+ sup

s<t∈I

∥X(2)
s,t ∥

(t− s)3α
< +∞.

3.2 Tích phân nhám

Trong chương này ta sẽ định nghĩa phương trình vi phân nhám dạng

dyt = f(yt)dt+ g(yt)dxt.

Đầu tiên ta sẽ làm rõ tích phân dạng g(yt)dxt với x có thể nâng lên thành một

đường nhám cấp p. Có nhiều cách tiếp cận cho việc định nghĩa nghiệm của

phương trình vi phân nhám (xem [4], chương 10). Trong bài luận văn này, chúng

tôi chọn cách tiếp cận của Gubinelli. Trong đó yêu cầu phải định nghĩa tích

phân nhám.

Chúng tôi phát biểu không chứng minh bổ đề sau, đóng vai trò then chốt trong

việc xây dựng các tích phân nhám, gọi là bổ đề sewing. Trong đó, chúng tôi điều

chỉnh một số ký hiệu của bổ đề 4.2,[5].

23
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Bổ đề 3.2.1. Ký hiệu ∆2
I := {(x, y) ∈ I2 : x ≤ y} ⊂ R2.

Giả sử µ là một hàm liên tục từ ∆2
I vào không gian Banach B thoả mãn tồn tại

các hằng số K và ε > 0 sao cho

∥δµ(a, c, b)∥ := ∥µ(a, c)+µ(c, b)−µ(a, b)∥ ≤ K|b−a|1+ε, ∀a ≤ c ≤ b, (a, b, c) ∈ I3.

Khi đó tồn tại duy nhất một hàm u : ∆2
I → B thoả mãn

∥(u− µ)(a, b)∥ ≤ C|b− a|1+ε, ∀(a, b) ∈ ∆2
T ,

trong đó hằng số C ≤ Kθ(ε) với θ(ε) = (1− 2−ε)
−1
.

3.2.1 Trường hợp α ∈ (12 , 1): tích phân Young

Cho y ∈ Cα([a, b],R) và x ∈ Cν([a, b],R) thoả mãn α + ν > 1, tích phân

Young
∫
I ytdxt có thể định nghĩa như là∫

[a,b]

ysdxs := lim
|Π|→0

∑
[u,v]∈Π[a,b]

yuxu,v,

trong đó Π[a, b] là một phân hoạch trên [a, b] và |Π| := max[u,v]∈Π[a,b] |v − u|.
Tích phân này thoả mãn tính chất sau∥∥∥∥∫ t

s

yudxu − ysxs,t

∥∥∥∥ ≤ K(α, ν)|t− s|α+ν∥y∥α,[s,t]∥x∥ν,[s,t],

với [s, t] ⊂ I = [a, b] và K(α, ν) :=
(
1− 21−α−ν

)−1
.

3.2.2 Trường hợp α ∈
(
1
4 ,

1
2

)
:

Trong bài luận văn này, chúng tôi chỉ quan tâm đến phương trình vi phân

nhám trong trường hợp ν ∈
(
1
4 ,

1
3

]
. Vì tính chính quy của nghiệm là thấp, chúng

ta cần nhiều hơn thông tin từ các đặc trưng. Cụ thể trong trường hợp này,

chúng ta cần đến đặc trưng bậc hai (x,X(1),X(2)). Với thông tin từ đặc trưng

đến cấp hai, chúng ta có thể xây dựng tích phân cho trường hợp y, x ∈ Cα(I)

với α ∈
(
1
4 , ν
)
.

Cụ thể, chúng tôi nhắc lại cách xây dựng của Gubinelli cho tích phân
∫
ydx,

được trình lại ở [6]. Ta xét trường hợp x có thể nâng lên (x,X(1),X(2)) là một

đường nhám cấp p. Một quỹ đạo y ∈ Cα(I,R) được gọi là điều khiển bởi(
x,X1

)
nếu tồn tại

(
y′, y′′, Ry, Ry′

)
với y′ ∈ Cα(I,R), y′′ ∈ C2α(I,R), Ry ∈

C3α
(
∆2(I),R

)
, Ry′ ∈ C2α

(
∆2(I),R

)
sao cho

y′s,t = y′′sxs,t +Ry′

s,t, ys,t = y′sxs,t + y′′sX1
s,t +Ry

s,t, ∀min I ≤ s ≤ t ≤ max I.

y′, y′′ lần lượt được gọi là đạo hàm Gubinelli bậc nhất và bậc hai của y. Các đạo

hàm này là duy nhất nếu x ∈ Cα\C2α.



25

Không gian Dα
(x,X1)(I) các quỹ đạo y điều khiển bởi

(
x,X1

)
trở thành không

gian Banach với chuẩn

∥y∥x,2α,I := ∥ymin I∥+ ∥y′min I∥+ ∥y′′min I∥+ ∥y∥x,α,I , trong đó

∥y∥x,α,I := ∥y′′∥α,I +
∥∥∥Ry′

∥∥∥
2α,I

+ ∥Ry∥3α,I .

Bây giờ cố định đường nhám x và với mỗi y ∈ Dα
(x,X1)(I), ta định nghĩa F ∈

Cα
(
∆2(I),R

)
bởi

Fs,t := ysxs,t + y′sX1
s,t + y′′sX2

s,t.

Khi đó sử dụng tương quan Chen, ta có

Fs,t−Fs,u−Fu,t = −Ry
s,uxu,t−Ry′

s,uX1
u,t−y′′s,uX2

u,t, ∀min I ≤ s ≤ u ≤ t ≤ max I.

Suy ra

∥Fs,t − Fs,u − Fu,t∥ ≤
∥∥Ry

s,uxu,t
∥∥+ ∥∥∥Ry′

s,uX1
u,t

∥∥∥+ ∥∥y′′s,uX2
u,t

∥∥
≤ |t− s|4α

(
∥Ry∥3α ∥x∥α +

∥∥∥Ry′
∥∥∥
2α

∥∥X1
∥∥
2α

+ ∥y′′∥α
∥∥X2

∥∥
3α

)
.

Sử dụng Bổ đề sewing 3.2.1, tích phân nhám
∫ t

s yudxu có thể định nghĩa như sau∫ t

s

yudxu := lim
|Π|→0

∑
[u,v]∈Π

[
yuxu,v + y′uX1

u,v + y′′uX2
u,v

]
.

Hơn nữa, cũng từ Bổ đề 3.2.1, tồn tại hằng số Cα = Cα,|I| > 1 phụ thuộc α và

|I| := max I −min I, sao cho∥∥∥∥∫ t

s

yudxu − ysxs,t + y′sX1
s,t + y′′sX2

s,t

∥∥∥∥
≤Cα(|I|)|t− s|4α

(
∥Ry∥3α ∥x∥α +

∥∥∥Ry′
∥∥∥
2α

∥∥X1
∥∥
2α

+ ∥y′′∥ ∥α∥X2∥2α
)
.

3.3 Sự tồn tại duy nhất nghiệm

Ta đã có định nghĩa cho tích phân nhám. Trong mục này chúng tôi sẽ trình

bày kết quả mới về sự tồn tại nghiệm của phương trình vi phân nhám.

yt =

∫ t

a

f(yt)dt+

∫ t

a

g(yt)dxt, y(a) = ya, a ≤ t ≤ b.

Cho trước 1
p ∈ (14 , α), với y là một ánh xạ từ I2 vào Rn ta ký hiệu các nửa chuẩn

sau:

|||y|||p−var,I :=

(
sup
Π(I)

n∑
i=1

∥∥yti,ti+1

∥∥p)1/p

,

|||x|||p−var,I :=

(
|||x|||pp−var,I +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣p/2

p/2−var,I
+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣p/3
p/3−var,I

)1/p

.
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trong đó sup được lấy trên tất cả các phân hoạch của I. Xây dựng chuỗi thời

gian dừng θk(γ) như sau:

θ0 = a, τk+1 = inf{t > θk : |||x|||p−var,[θk,t]
< γ} ∧ b

Đặt N[a,b] = Nγ,a,b(x) := sup{k ∈ N, θk(γ) ≤ b}. Khi đó

N ≤ 1 + γ−1/p|||x|||p−var,[a,b].

Ở [7], các tác giả đã chứng minh được nếu f(x) = Ax, g(x) = Cx, với A,C là

các ma trận cấp d × d, hệ (3.1) có nghiệm duy nhất. Trong bài luận văn này,

chúng tôi điều chỉnh một số lập luận để mở rộng các kết quả đó.

Định lý 3.3.1. Giả sử m = 1. Dưới các điều kiện (H1), (H2), (H3), hệ 3.1 có

nghiệm duy nhất trên khoảng thời gian [T1, T2]. Hơn nữa,

∥y∥∞,[a,b] ≤
[
∥ya∥+M0N[a,b](x)

]
e4Cf (b−a)+LN[a,b](x).

|||y,Ry|||p−var,[a,b] :=|||y|||p−var,[a,b] + |||R
y|||p/3−var,[a,b]

≤
[
∥ya∥+M0N[a,b](x)

]
×

× e4Lf (b−a)+LN[a,b](x)N
p−1
p

[a,b] (x)− ∥ya∥ ,

với M,L là các hằng số chỉ phụ thuộc p, g0, f(0), C, Lf .

Chứng minh. Chọn v đủ gần α sao cho 1
3 < v < α. Chúng tôi mô phỏng lại các

bước chứng minh trong [6]. Xây dựng chuỗi thời gian dừng τk(γ) như sau:

τ0 = a, τk+1 = inf{t > τk : |||x|||v,[τk,t] < γ} ∧ b

Đặt N = Nγ,T1,T2(x) := sup{k ∈ N, τk(γ) ≤ T2}. Khi đó

N ≤ 1 + γ−v|||x|||v,[T1,T2]
.

Đặt |||y,Ry|||v,[s,t] := |||y|||v,[s,t] + |||Ry|||2v,[s,t]
và ∥y∥v,x = |||y|||v,[a,b] + ∥ya∥+ ∥y′a∥+ ∥y′′a∥.
Ta viết lại hệ (3.1) thành

yt = G(y)t := ya +

∫ t

a

f(yu)du+

∫ t

a

[Cyu + g0]xu.

Trước hết ta chứng minh hệ có nghiệm duy nhất trên khoảng thời gian [a, T ]

với T −a ≤ 1. Ký hiệu D2v
x (ya, Cya+ g0, C

2ya) là tập các quỹ đạo (y, y′, y′′) điều

khiển bởi x với giá trị ban đầu ya, y
′
a = Cya + g0, y

′′
a = C2ya.

Ta chứng minh ánh xạ sau được định nghĩa tốt:

M : D2v
x (ya, Cya + g0, C

2ya)→ D2v
x (ya, Cya + g0, C

2ya)
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M(y, y′, y′′)t := (G(y)t, Cyt + g0, Cy′t) .

Thật vậy, nếu y được điều khiển bởi x. Ta có đánh giá của tích phân nhám∥∥∥∥∫ t

s

yudxu − ysxs,t − y′sX
(1)
s,t − y′′sX

(2)
s,t

∥∥∥∥
≤ Cv|t− s|4v

(
|||Ry|||3v,[s,t]|||x|||v,[s,t] +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣Ry′
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2v,[s,t]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2v,[s,t]

+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3v,[s,t]

|||y′′|||v,[s,t]
)
,

với Cv là hằng số phụ thuộc t − s, C và v. Đặc biệt Cv có thể coi như hằng số

chỉ phụ thuộc C, v nếu ta xét t− s < 1.

Do tính tuyến tính của tích phân nhám, G(y)t cũng được điều khiển bởi x với

G(y)′t = Cyt + g0, G(y)′′t = Cy′t.

Bây giờ ta sẽ ước lượngM(y)x,v = |||Cy′|||v +
∣∣∣∣∣∣RCy+g0

∣∣∣∣∣∣
2v

+
∣∣∣∣∣∣RG(y)

∣∣∣∣∣∣
3v

Ta có

R
G(y)
s,t =

∫ t

s

f(yu)du+

∫ t

s

(Cyu + g0)dxu − (Cys + g0)xs,t − Cy′sX
(1)
s,t . Do đó

∥RG(y)
s,t ∥ ≤Cp|t− s|4v

(
|||Ry|||3v,[s,t]|||x|||v,[s,t] +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣Ry′
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2v,[s,t]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2v,[s,t]

+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3v,[s,t]

|||y′′|||v,[s,t]
)
+ Lf (t− s)∥y∥∞,[s,t] + Lf (t− s)|f(0)|

+ ∥y′′∥∞,[s,t]∥X
(2)
s,t .

Chú ý ∥y∥∞,[s,t] ≤ ∥ya∥ + ∥y′a∥(T − a)|||x|||v,[s,t] + ∥y′a∥(t − s)2v
∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣
[2v,[s,t]

+

(T − a)3v|||Ry|||3v,[s,t],∀s, t ∈ [a, T ]. Ta suy ra∣∣∣∣∣∣∣∣∣RG(y)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3v,[a,T ]
≤Cv(T − a)v

[
|||Ry|||3v,[a,T ]|||x|||v,[a,T ] +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣Ry′
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2v,[a,T ]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2v,[s,t]

+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3v,[a,T ]

|||y′′|||v,[s,t]
]
+ Lf (T − a)1−3v

[
∥ya∥

+ ∥y′a∥(T − a)|||x|||v,[s,t] + ∥y
′
a∥(T − a)2v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

[2v,[a,T ]

+ (T − a)3v.|||Ry|||3v,[a,T ]
]
+ ∥y′′a∥

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

[3v,[a,T ]

+ (T − a)v|||y′′|||v,[a,T ]
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3v,[a,T ]

+ Lf |f(0)|(T − a)1−3v.

≤K1

[
(T − a)1−3v + |||x|||v,[a,T ] +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

[3v,[a,T ]
+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[3v,[a,T ]

]
×
[
∥ya∥+ ∥y′a∥+ ∥y′′a∥+ |||y|||x,v

]
+ Lf (T − a)1−3v|f(0)|,

trong đó |||y|||x,v := |||y′′|||v,[a,T ]+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣Ry′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2v,[a,T ]

+ |||Ry|||3v,[a,T ] và K1 là hằng số phụ

thuộc v, Lf , f0, C, g0.

Mặt khác, RCy+g0
s,t ≤ ∥Cy′′s,t∥∥X

(1)
s,t ∥+ ∥CRy

s,t∥ nên∣∣∣∣∣∣RCy+g0
∣∣∣∣∣∣

2v
≤∥C∥

[∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2v
+ (T − a)1−3v

][
∥y′′a∥+ |||y|||x,v

]
.
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Cuối cùng,

|||Cy′|||v ≤ ∥C∥|||y
′|||v ≤∥C∥

[
∥y′′∥∞|||x|||v + (T − a)v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣Ry′
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2v

]
≤∥C∥(|||x|||v + (T − a)1−3v)(∥y′′a∥+ |||y|||x,v).

Tổng hợp ba đánh giá trên, ta có

|||M(y)|||x,v ≤K
(
|T − a|1−3v + ∥x∥v,[a,T ] +

∥∥X1
∥∥
2v,[a,T ]

+
∥∥X2

∥∥
3v,[a,T ]

)
∥y∥x,α,[a,T ]

+ Lf (T − a)1−3v|f(0)|,

trong đó K ≥ 1 là hằng số phụ thuộc v, Lf , f0, C, g0.

Chọn µ < 1 và một thời gian T = T (a) thoả mãn

(1 ∨ Lf |f0|) (T − a)1−3α + ∥x∥α,[a,T ] +
∥∥X1

∥∥
2α,[a,T ]

+
∥∥X2

∥∥
3α,[a,T ]

=
µ

K
< 1.

Vì vậy, nếu ta giới hạn lại trong tập compact

B :=

{
(y, y′, y′′) ∈ Dα

x

(
ya, Cya + g0, C

2ya
)
: |||y|||x,α ≤

µ

1− µ

(
1 + ∥C∥+ ∥C∥2

)
∥ya∥

+
µ

1− µ
Lf |f(0)|

}
,

khi đó

|||M(y)|||x,α ≤ µ∥y∥x,α + Lf |f(0)|µ

≤
(

µ2

1− µ
+ µ

)(
1 + ∥C∥+ ∥C∥2

)
∥ya∥+

(
µ2

1− µ
+ µ

)
Lf |f(0)|

≤ µ

1− µ

(
1 + ∥C∥+ ∥C∥2

)
∥ya∥+

µ

1− µ
Lf |f(0)|.

Như vậy ánh xạ M : B → B định nghĩa tốt. Hơn nữa, với mỗi quỹ đạo y và

ȳ ∈ B, lặp lại các lập luận ở trên với chú ý rằng đại lượng chứa f0 sẽ biến mất,

ta thu được

∥M(y)−M(ȳ)∥x,v ≤ µ∥y − ȳ∥x,v.

Có nghĩaM là ánh xạ co trên B. Điều này chứng minh hệ có nghiệm trên [a, T ].

Cuối cùng, xây dựng chuỗi thời gian dừng

τ0 = min I, τi+1 := inf
{
t > τi : (1 ∨ Lf |f0|) (t− τi)

1−3α
+ ∥x∥v,[τi,t] =

µ

K

}
∧max I,

và đặt NI,v(x) := sup {i ∈ N : τi ≤ max I}, từ đánh giá

µ

K
< |τi+1 − τi|α−v

(1 + Lf |f0|+ ∥x∥α,I)

ta suy ra

NI,α(x) <

[
K

µ
(1 + Lf |f0|+ ∥x∥ν,I)

] 1
α−v

+ 1.
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Vậy chúng ta có thể mở rộng khoảng [a, T ] ra toàn khoảng I và chứng minh

được sự tồn tại duy nhất nghiệm của hệ.

Cuối cùng, ta ước lượng các chuẩn của hệ. Chú ý rằng :

y′s = Cys + g0, [Cy + g0]
′
s = C2ys + Cg0,

y′′s = C2ys, R
y′

s,t = CRy
s,t + C2ysX(1)

s,t .

Vậy

∥ys,t∥ ≤
∥∥∥∥∫ t

s

f(yu)du

∥∥∥∥+ ∥∥∥∫ t

s

(Cyu + g0)dxu − (Cys + g0)xs,t − C2ysX(1)
s,t

∥∥∥
+ ∥(Cys + g0)xs,t∥+ ∥C2ysX(1)

s,t ∥

≤
∫ t

s

[Lf |||y|||p−var,[s,u] + Lf∥ys∥+ ∥f(0)∥]du

+ Cp|t− s|4/p
(
|||Ry|||p/3−var,[s,t]|||x|||p−var,[s,t]

+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣Ry′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2−var,[s,t]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/2−var,[s,t]
+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/3−var,[s,t]

|||y′′|||p−var,[s,t]

)
+
(
|C|∥ys∥+ ∥g0∥

)[
∥xs,t∥+ C∥X(2)

s,t ∥
]

≤
∫ t

s

[Lf |||y|||p−var,[s,u] + Lf∥ys∥+ ∥f(0)∥]du

+ Cp|t− s|4/p
(
|||x|||p−var,[s,t] + |C

2|
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2−var,[s,t]

+ |C3|
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/3−var,[s,t]

)
× |||y,Ry|||p−var,[s,t] + 2

(
∥ys∥+

g0
|C|
) [
|C||xs,t|+ |C|2|X(1)

s,t |
]
.

Mặt khác,

∥Ry
s,t∥ =∥ys,t − (Cys + g0)xs,t − C2ysX(1)

s,t ∥

=

∥∥∥∥∫ t

s

f(yu)du+

∫ t

s

(Cyu + g0)dxu − (Cys + g0)xs,t − C2ysX(1)
s,t

∥∥∥∥
≤
∫ t

s

[Lf |||y|||p−var,[s,u] + Lf∥ys∥+ ∥f(0)∥]du

+ Cp|t− s|4/p
(
|||x|||p−var,[s,t] + |C

2|
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2−var,[s,t]

+ |C3|
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/3−var,[s,t]

)
× |||y,Ry|||p−var,[s,t].
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Kết hợp hai đánh giá trên, ta có

|||y,Ry|||p−var,[s,t]

≤2
∫ t

s

(
Lf |||y|||p−var,[s,u] + Lf ∥ys∥+ ∥f(0)∥

)
du

+ 3

(
∥C∥|||x|||p−var,[s,t] ∨ ∥C∥

2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2−var,[s,t]

∨ ∥C∥3
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/3−var,[s,t]

)
×
(
∥ys∥+

∥g(0)∥
∥C∥

)
+ 2Cp

{
∥C∥|||x|||p−var,[s,t] ∨ ∥C∥

2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2−var,[s,t]

∨ ∥C∥3
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/3−var,[s,t]

}
|||y,Ry|||p−var,[s,t].

Suy ra

|||y,Ry|||p−var,[s,t] ≤
∫ t

s

4Lf |||y,Ry|||p−var,[s,u]du

+ 4 (∥f(0)∥+ Lf ∥ys∥) (t− s) +
3

2Cp

(
∥ys∥+

∥g(0)∥
∥C∥

)
,

khi [s, t] đủ nhỏ sao cho 2Cp∥C∥∥x∥p−var,[s,t] ≤ 1
2 . Áp dụng bổ đề Gronwall, ta

có

|||y,Ry|||p−var,[s,t] ≤4 (∥f(0)∥+ Lf ∥ys∥) (t− s) +
3

2Cp

∥g(0)∥
∥C∥

+
3

2Cp
∥ys∥

+

∫ t

s

4lfe
4Lf (t−u) [4 (∥f(0)∥+ Lf ∥ys∥) (u− s)

+
3

2Cp

∥g(0)∥
∥C∥

+
3

2Cp
∥ys∥

]
du

≤
(
M0 + eL ∥ys∥

)
e4Lf (t−s) − ∥ys∥ ,

với M0 và L là các hằng số chỉ phụ thuộc C, f(0), g0, p. Xây dựng chuỗi thời gian

dừng θk với γ = 1
4Cp∥C∥ , ta thu được kết quả của định lý.

3.4 Hệ rời rạc điều khiển bởi đường nhám

Trong mục này, chúng tôi mở rộng các kết quả từ [8] cho bậc của đường nhám

lớn hơn. Cụ thể, chúng tôi xét trường hợp 3 < p < 4 thay vì 2 < p < 3 ở [8] và

chứng minh sự hội tụ của lược đồ Euler cho phương trình vi phân nhám.

3.4.1 Một số ký hiệu

Chúng ta bắt đầu với việc giới thiệu một số ký hiệu của hàm rời rạc.

Cho [a, b] là khoảng đóng của R, và

Π = {ti : 0 ≤ i ≤ n, a = t0 < t1 < . . . < tn = b}
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là một phân hoạch của [a, b]. |Π| := max0≤i≤n−1 (ti+1 − ti) > 0 là bán kính của

phân hoạch. Với B là không gian định chuẩn, một hàm rời rạc lấy giá trị trên B
định nghĩa trên Π là ánh xạ

y : Π→ B, Π ∋ ti 7→ yti ∈ B.

Trong chương này ta định nghĩa một chuẩn đối với hàm rời rạc:

∥y∥∞,Π := sup
ti∈Π
|yti| ,

và

∥|y|∥p,Π := sup
t∗i∈Π,0≤i≤r,t∗0<t∗1...<t∗r

(
r−1∑
i=0

∣∣∣yt∗i − yt∗i+1

∣∣∣p)1/p

,

∥y∥p,Π = |ya|+ ∥|y|∥p,Π.

Ta có thể thấy ∥·∥∞,Π và |||·|||p,Π là các chuẩn trên không gian các hàm rời rạc xác

định trên Π, còn |||y.|||p,Π là nửa chuẩn. Chú ý rằng nửa chuẩn này mạnh hơn so

với nửa chuẩn ta đã định nghĩa ở chương 3. Ta lấy c ∈ Π và y là hàm rời rạc định

nghĩa trên Π. Đặt Π[a, c] := {t ∈ Π : a ≤ t ≤ c},Π[c, b] := {t ∈ Π : c ≤ t ≤ b}.
Ta xét hạn chế của y trên [a, c] và [c, b] và ta có

|||y|||pp,Π[a,c] + |||y|||
p
p,Π[c,b] ≤ |||y|||

p
p,Π ≤ 2p−1

[
|||y|||pp,Π[a,c] + |||y|||

p
p,Π[c,b]

]
.

Ta nhắc lại định nghĩa của một điều khiển

Định nghĩa 3.4.1 ([8]). Một hàm không âm ω xác định trên ∆Π :=
{
(s, t) ∈ Π2 | s ≤ t

}
được gọi là một điều khiển của Π nếu nó triệt tiêu trên đường chéo, nghĩa là

ωs,s = 0,∀s ∈ Π, và hơn nữa nó cộng tính dưới, tức là với mọi s ≤ u ≤ t trong

Π, ta có

ωs,u + ωu,t ≤ ωs,t.

3.4.2 Thiết lập của hệ rời rạc điều khiển bởi đường nhám

Cho trước [T1, T2] và 3 ≤ p < 4, đặt Π = {ti : 0 ≤ i ≤ n, T1 = t0 < t1 < . . .

< tn = T2} là một phân hoạch hữu hạn của [T1, T2] và đặt x : Π→ R, X(1)(·, ·) :
Π2 → R ⊗ R và X(2)(·, ·) : Π2 → R ⊗ R ⊗ R là các hàm rời rạc lần lượt định

nghĩa trên Π, Π2,Π2 và thoả mãn tương quan Chen, tức

X(1)
s,t − X(1)

s,u − X(1)
u,t = xs,u ⊗ xu,t, s ≤ u ≤ t ∈ Π,

X(2)
s,t − X(2)

s,u − X(2)
u,t = xs,u ⊗ X(1)

u,t + X(1)
s,u ⊗ xu,t, s ≤ u ≤ t ∈ Π.

Đinh nghĩa nửa chuẩn

|||x|||p,Π[a,b] =

(
|||x|||pp,Π[a,b] +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣p/2

p/2,Π[a,b]
+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣p/3
p/3,Π[a,b]

)1/p

, a, b ∈ Π.
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Trong chương này chúng tôi luôn giả sử |||x|||p,Π[T1,T2]
< +∞. Cũng trong chương

này chúng tôi xem xét hệ rời rạc trên Π điều khiển bởi x như sau

yt0 ∈ Rd, và với k = 0, 1, . . . , n− 1,

ytk+1
=ytk + f (ytk) (tk+1 − tk) + g (ytk)xtk,tk+1

+Dg (ytk) g (ytk)X
(1)
tk,tk+1

+ A(ytk)X
(2)
tk,tk+1

+ ε∗tk,tk+1
,

(3.2)

trong đó

A(ys) := D2g(ys)g(ys)g(ys) +Dg(ys)Dg(ys)g(ys).

Trong chương này, chúng tôi sẽ áp đặt các giả thiết như sau

Giả thiết 3.4.1. Các điều kiện sau thoả mãn

(Hf ) f : Rd → Rd là hàm liên tục và tăng trưởng tuyến tính, nghĩa là tồn tại

Lf > 0 sao cho

∥f(y)∥ ≤ Lf∥y∥+ ∥f(0)∥, ∀y ∈ Rd,(
H

(1)
g

)
g : Rd → Rd bị chặn, khả vi liên tục bị chặn tới cấp 4. Cụ thể hơn, tồn tại

Lg > 0 thoả mãn

max
{
∥g∥∞, ∥Dg∥∞, ∥D2g∥∞, ∥D3g∥∞

}
≤ Lg.(

H
(2)
g

)
g là hàm tuyến tính, tức tồn tại K ∈ Rd×d, H ∈ Rd sao cho

g(x) = Kx+H,∀x ∈ Rd.

(Hϵ) ε∗ : Π2 → Rd là nhiễu và thoả mãn∥∥∥ε∗tk,tk+1

∥∥∥ ≤ H∗ω∗
tk,tk+1

,

trong đó H∗ là một hằng số không âm và ω∗ là một điều khiển trên ∆Π :=

{s, t ∈ R2 : s ≤ t}.

Chúng tôi ký hiệu các biểu thức sau

Ry,1
s,t = yt − ys − g (ys)xs,t, (s, t) ∈ ∆Π.

Ry,2
s,t = yt − ys − g (ys)xs,t, (s, t)−Dg(ys)g(ys)X(1)

s,t , (s, t) ∈ ∆Π.

R
g(y),1
s,t = g(yt)− g(ys)−Dg(ys)g (ys)xs,t.

R
g(y),2
s,t = g(yt)− g(ys)−Dg(ys)g (ys)xs,t − A(ys)X(1)

s,t .

và ký hiệu∣∣∣∣∣∣y,Ry,1, Ry,2
∣∣∣∣∣∣

p,Π[a,b]
:= |||y|||p,Π[a,b] +

∣∣∣∣∣∣Ry,1
∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[a,b]
+
∣∣∣∣∣∣Ry,2

∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[a,b]

.

Trước hết, chúng tôi nhắc lại bổ đề sewing rời rạc, được chứng minh ở [2].



33

Bổ đề 3.4.1. Cho Π = {ti, 0 ≤ i ≤ n, a = t0 < t1 < . . . < tn = b} là một phân

hoạch của [a, b] và F là một hàm xác định trên ∆Π := {(s, t) ∈ Π2, s ≤ t} sao

cho Fs,s = 0,∀s ∈ Π. Đặt

δFs,u,t := Fs,u + Fu,t − Fs,t, s, u, t ∈ Π

Ik,l :=
∑

k≤j≤l−1

Ftj ,tj+1 − Ftk,tl, tk < tl ∈ Π.

Giả sử rằng tồn tại một điều khiển ω trên Π và một số λ > 1 sao cho với mọi

s < u < t ∈ Π, ta có

∥δFs,u,t∥ ≤ wλ
s,t.

Khi đó tồn tại θ > 0 phụ thuộc chỉ vào λ sao cho

∥Ik,l∥ ≤ θwλ
s,t,∀tk < tl ∈ Π.

3.4.3 Tính ổn định của hệ rời rạc

Mệnh đề 3.4.1. Dưới các giả thiết (Hf ), (H
(1)
g ), (Hϵ). Hơn nữa giả sử X một

quỹ đạo của chuyển động Brown phân thứ B1/p. Khi đó với mọi s, t ∈ Π ta có

đánh giá sau∣∣∣∣∣∣y,Ry,1, Ry,2
∣∣∣∣∣∣

p,Π[s,t]

≤C
∣∣∣∣∣∣y,Ry,1, Ry,2

∣∣∣∣∣∣
p,Π[s,t]

[
|||x|||p,Π[s,t] ∨

(∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]
|||x|||p,Π[s,t] + |||x|||

3
p,Π[s,t]

+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

)
∨
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

]
+ C

[∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]
.|||x|||2p,Π[s,t] +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/3,Π[s,t]
+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

]
+ C.(t2/p − s2/p)|||x|||p,Π[s,t] + 3

[
Lf∥y∥∞,Π[s,t] + f0

]
(t− s) + 3H∗w∗

s,t,

với C là một hằng số chỉ phụ thuộc Lg, p.

Chứng minh. Đặt

Fs,t := g(ys)xs,t +Dg(ys)g(ys)X(1)
s,t + A(ys)X(2)

s,t

ϵs,t = f(ys)(t− s) + ϵ∗s,t

Hệ rời rạc được viết lại ytk+1
= ytk + Ftk,tk+1

+ ϵtk,tk+1
. Khi đó với mọi s ≤ u ≤ t

ta có

δFs,u,t :=Fs,u + Fu,t − Fs,t

=R
g(y),2
s,t xu,t + [Dg(yu)g(yu)−Dg(ys)g(ys)− A(ys)xs,u]X(1)

s,t

+ [A(yu)− A(ys)]X(2)
s,t (3.3)



34

Ta có

Rg(y),2
s,u =g(yu)− g(ys)−Dg(ys)g(ys)xs,u − A(ys)X(1)

s,t

=

[∫ 1

0

Dg(ys + λ(yu − ys))(yu − ys)dλ

]
−Dg(ys)g(ys)xs,u − A(ys)X(1)

s,u

=

∫ 1

0

Dg(ys + λ(yu − ys)).R
y,2
s,udλ

+

∫ 1

0

[
Dg(ys + λ(yu − ys))Dg(ys)g(ys)X(1)

s,u −Dg(ys)Dg(ys)g(ys)X(1)
s,u

]
dλ

+

∫ 1

0

[
Dg(ys + λ(yu − ys))g(ys)xs,u −Dg(ys)g(ys)xs,u −D2g(ys)g(ys)g(ys)X(1)

s,u

]
dλ

:=T (1)
s,u + T (2)

s,u + T (2)
s,u .

Ta sẽ ước lượng cả ba biểu thức trên. Trước hết,

T (1)
s,u ≤ Lg∥Ry,2

s,u∥.

Sau đó,

T (2)
s,u ≤

1

2
L3
g∥(yu − ys)X(1)

s,u∥.

T (3)
s,u =

∫ 1

0

∫ λ

0

D2g(ys + µ(yu − ys))λ(yu − ys)g(ys)xs,udµdλ−D2g(ys)g(ys)g(ys)X(1)
s,u

=

∫ 1

0

∫ λ

0

D2g(ys + µ(yu − ys))λR
y,2
s,udµdλ

+

∫ 1

0

∫ λ

0

[
D2g(ys + µ(yu − ys))−D2g(ys)

]
g(ys)xs,ug(ys)xs,udµdλ

+

∫ 1

0

∫ λ

0

D2g(ys + µ(yu − ys))Dg(ys)g(ys)X(1)
s,ug(ys)xs,udµdλ

+D2g(ys)g(ys)g(ys)

[
1

2
xs,uxs,u − X(1)

s,u

]
.

Từ đây, chú ý X là chuyển động một quỹ đạo của quá trình Brown phân thứ,

ta có

T (3)
s,u ≤

1

2
Lg∥Ry,2

s,u∥+
1

2
L3
g∥(yu − ys)xs,uxs,u∥

+
1

2
L4
g.∥xs,uxs,u∥

+
1

2
L3
g.|u2/p − s2/p|.

Trong mệnh đề này, ta ký hiệu các hằng số C1, C2, . . . là các hằng số chỉ phụ

thuộc Lg và p. Kết hợp các đánh giá trên, ta có∣∣∣∣∣∣∣∣∣Rg(y),2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/3,Π[s,t]
≤C1

∣∣∣∣∣∣Ry,2
∣∣∣∣∣∣

p/3,Π[s,t]
+ C1|||y|||p,Π[s,t].

[∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]
+ |||x|||2p,Π[s,t]

]
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+ C1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[a,b]
.|||x|||p,Π[s,t] + C1(t

2/p − s2/p).

Mặt khác,

Dg(yu)g(yu)−Dg(ys)g(ys)− A(ys)xs,u =

∫ 1

0

B(ys + λ(yu − ys))R
y,1
s,udλ

+

∫ 1

0

[B(ys + λ(yu − ys))−B(ys)] g(ys)xs,udλ,

với B(ys) := Dg(ys)Dg(ys) +D2g(ys)g(ys) kéo theo B(ys)g(ys) = A(ys).

Kết hợp các đánh giá trên, ta có với các điểm s, t thuộc phân hoạch Π:

∥δFs,u,t∥ ≤C2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣Rg(y),2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/3,Π[s,t]
.|||x|||p,Π[s,t] + C2.|||y|||p,Π[s,t].|||x|||p,Π[s,t].

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]

+ C2

∣∣∣∣∣∣Ry,1
∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]
.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

+ C2.|||y|||p,Π[s,t].
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

≤C3.
∣∣∣∣∣∣Ry,2

∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

.|||x|||p,Π[s,t]

+ C3.|||y|||p,Π[s,t].

[∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]
|||x|||p,Π[s,t] + |||x|||

3
p,Π[s,t] +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/3,Π[s,t]

]
+ C3.

∣∣∣∣∣∣Ry,1
∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]
.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

+ C3.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[a,b]

.|||x|||2p,Π[s,t] + C3.(t
2/p − s2/p)|||x|||p,Π[s,t]

≤C4w
4/p
s,t

với

ws,t :=|||y|||p/4p,Π[s,t].

[∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣p/4

p/2,Π[s,t]
|||x|||p/4p,Π[s,t] + |||x|||

3
p,Π[s,t] +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣p/4

p/3,Π[s,t]

]
∣∣∣∣∣∣Ry,1

∣∣∣∣∣∣p/4
p/2,Π[s,t]

.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣p/4
p/2,Π[s,t]∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣p/4
p/2,Π[a,b]

.|||x|||p/2p,Π[s,t] + C3.(t
2/p − s2/p)p/4|||x|||p/4p,Π[s,t].

là một điều khiển. Mặt khác,

∥ϵtj ,tj+1∥ ≤ [Lf∥y∥∞,Π + f0] (tj+1 − tj) +H∗w∗
tj ,tj+1

:= w
(0)
tj ,tj+1

.

Theo bổ đề sewing rời rạc 3.4.1, ta thu được với mọi s, t ∈ Π

∥yt − ys − Fs,t∥ ≤ C5.w
4/p
s,t + w

(0)
s,t .

Vì vậy,

|||y|||p,Π[s,t] ≤C5.w
4/p
s,t + w

(0)
s,t + |||F |||p,Π[s,t]

≤C6.
∣∣∣∣∣∣Ry,2

∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

.|||x|||p,Π[s,t]
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+ C6.|||y|||p,Π[s,t].

[∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]
|||x|||p,Π[s,t] + |||x|||

3
p,Π[s,t] +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/3,Π[s,t]

]
+ C6.

∣∣∣∣∣∣Ry,1
∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]
.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

+ C6.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[a,b]

.|||x|||2p,Π[s,t]

+ C6.(t
2/p − s2/p)|||x|||p,Π[s,t] +

[
Lf∥y∥∞,Π[s,t] + f0

]
(t− s) +H∗w∗

s,t.

Mặt khác,ta đánh giá với Ry,2
s,t :

∥Ry,2
s,t ∥ = ∥yt − ys − Fs,t∥+ ∥A(ys)X(2)

s,t ∥

kéo theo∣∣∣∣∣∣∣∣∣Ry,2
s,t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

≤C7.
∣∣∣∣∣∣Ry,2

∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

.|||x|||p,Π[s,t] + C7.|||y|||p,Π[s,t].
[∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

|||x|||p,Π[s,t]

+ |||x|||3p,Π[s,t] +
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

]
+ C7.

∣∣∣∣∣∣Ry,1
∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]
.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

+ C7.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[a,b]

.|||x|||2p,Π[s,t]

+ C7.(t
2/p − s2/p)|||x|||p,Π[s,t] +

[
Lf∥y∥∞,Π[s,t] + f0

]
(t− s) +H∗w∗

s,t

+ C7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/3,Π[s,t]
.

Cuối cùng,

∥Ry,1
s,t ∥ = ∥R

y,2
s,t ∥+ ∥Dg(ys)g(ys)X(1)

s,t ∥

với chú ý
∣∣∣∣∣∣∣∣∣Ry,2

s,t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

≤
∣∣∣∣∣∣∣∣∣Ry,2

s,t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

, ta có∣∣∣∣∣∣∣∣∣Ry,1
s,t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

≤C8.
∣∣∣∣∣∣Ry,2

∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

.|||x|||p,Π[s,t] + C8.|||y|||p,Π[s,t].
[∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

|||x|||p,Π[s,t]

+ |||x|||3p,Π[s,t] +
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

]
+ C8.

∣∣∣∣∣∣Ry,1
∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]
.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

+ C7.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

.|||x|||2p,Π[s,t]

+ C8.(t
2/p − s2/p)|||x|||p,Π[s,t] + [Lf∥y∥∞,Π + f0] (t− s) +H∗w∗

s,t

+ C8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/3,Π[s,t]
+ C8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]
.

Kết hợp các đánh giá trên, ta có∣∣∣∣∣∣y,Ry,1, Ry,2
∣∣∣∣∣∣

p,Π[a,b]

≤C
∣∣∣∣∣∣y,Ry,1, Ry,2

∣∣∣∣∣∣
p,Π[a,b]

[
|||x|||p,Π[s,t] ∨

(∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]
|||x|||p,Π[s,t] + |||x|||

3
p,Π[s,t]

+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

)
∨
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

]
+ C

[∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]
.|||x|||2p,Π[s,t] +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/3,Π[s,t]
+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

]
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+ C.(t2/p − s2/p)|||x|||p,Π[s,t] + 3 [Lf∥y∥∞,Π + f0] (t− s) + 3H∗w∗
s,t.

Chúng tôi kết thúc chứng minh tại đây.

Đối với trường hợp g là hàm bậc nhất, chúng tôi cũng có một kết quả tương

tự. Chúng tôi điều chỉnh lại các lập luận trong [7].

Mệnh đề 3.4.2. Dưới các giả thiết (Hf ), (H
(2)
g ), (Hϵ) và s, t ∈ Π, ta có đánh

giá sau∣∣∣∣∣∣y,Ry,1, Ry,2
∣∣∣∣∣∣

p,Π[s,t]
≤C
∣∣∣∣∣∣y,Ry,1, Ry,2

∣∣∣∣∣∣
p,Π[s,t]

[
|||x|||p,Π[s,t] ∨

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]

∨
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

]
+ 3

[
Lf∥y∥∞,Π[s,t] + f0

]
(t− s) + 3H∗w∗

s,t

+ C.
[
∥y∥∞,Π[s,t] + |H|

] [
|||x|||p,Π[s,t] +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]

+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

]
,

với C là một hằng số chỉ phụ thuộc K, p.

Chứng minh. Chúng ta ký hiệu C1, . . . là các hằng số chỉ phụ thuộc T, p. Đặt

Fs,t := [Kys +H]xs,t +K2ysX(1)
s,t +K3ysX(2)

s,t

Khi đó

∥δFs,u,t∥ = ∥RKy+H,2
s,u xu,t∥+K2∥(yu − ys −Kysxs,u)X(1)

s,t ∥+K3∥(yu − ys)X(2)
s,t ∥

Ta có

RKy+H,2 =Kyu −Kys −K2ysxs,u −K3ysX(1)
s,t = KRy,2

s,u

Như vậy,

∥δFs,u,t∥ ≤|K|
∣∣∣∣∣∣Ry,2

∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

|||x|||p,Π[s,t] +K2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

∣∣∣∣∣∣Ry,1
∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]

+ |K3||||y|||p,Π[s,t]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/3,Π[s,t]
.

Chú ý rằng vế phải đánh giá trên là một điều khiển. Lặp lại phần còn lại của

chứng minh ở bổ đề 3.4.1, tuy nhiên sử dụng đánh giá

|Fs,t| ≤
[
∥y∥∞,Π[s,t] + |H|

] [
|K||||x|||p,Π[s,t] +K2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]
+ |K|3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/3,Π[s,t]

]
.
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Chuỗi thời gian dừng rời rạc

Cho trước Π = {ti, 0 ≤ i ≤ n, a = t0 < t1, . . . , < tn = b} và β, δ > 0. Chúng

ta định nghĩa một chuỗi thời gian dừng GΠ,β,δ,w = {τ ∗0 , τ ∗1 , . . .} dựa trên một

điều khiển w như sau:

1) τ ∗0 = t0 = a

2) Giả sử τ ∗i ∈ GΠ,β,δ,w = tk ∈ Π đã được định nghĩa. Nếu τ ∗i = tn = b, ta

dừng chuỗi lại. Nếu không, ta định nghĩa τ ∗i+1 như sau

i) Nếu wβ
tk,tk+1

> δ, đặt τi+1 = tk+1

ii) Ngược lại, τ ∗i+1 := max{tl ∈ Π, k < l < n,wβ
tk,tl
≤ δ}

Đặt N̂ = N̂Π[a,b],β,δ,w = #GΠ,β,δ,w. Khi đó ta luôn có

wτ∗i ,τ
∗
i+2

> δ1/β, 0 < i < N̂ − 3

Điều này kéo theo

N̂ ≤ 2 +
2

δ1/β
wa,b

Ta xây dựng một số chuỗi thời gian dừng sau. Ý tưởng của việc xây dựng chuỗi

thời gian này ở [8].

1) Trường hợp H
(1)
g , tức g bị chặn. Nhắc lại hằng số C ở bổ đề 3.4.1. Cố định

β1 =
1
p , đặt một điều khiển như sau

ws,t = |||x|||pp,[s,t] = |||x|||
p
p,Π[s,t] +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣p/2

p/2,Π[s,t]
+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣p/3
p/3,Π[s,t]

Chọn δ1 > 0 chỉ phụ thuộc C đủ nhỏ sao cho với |||x|||p,[s,t] ≤ δ1 kéo theo
|||x|||p,Π[s,t] +

∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]
+
∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

≤ 1
2C∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

.|||x|||2p,Π[s,t] +
∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

+
∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

≤ 1
2C∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

|||x|||p,Π[s,t] + |||x|||
3
p,Π[s,t] +

∣∣∣∣∣∣X(2)
∣∣∣∣∣∣

p/3,Π[s,t]
≤ 1

2C

2) Trường hợp H
(2)
g , g là tuyến tính. Nhắc lại hằng số C ở bổ đề 3.4.2. Chọn

δ1 > 0 chỉ phụ thuộc C đủ nhỏ sao cho với |||x|||p,[s,t] ≤ δ1 kéo theo

|||x|||p,Π[s,t] +
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,Π[s,t]

+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

≤ 1

4C
.

Cuối cùng ta xây dựng chuỗi thời gian dừng kết hợp cho cả hai trường hợp. Cụ

thể, đặt δ2 := min(1, 1
12Lf

). Ta chọn 2 chuỗi thời gian dừng rời rạc:

1. ω1(s, t) = |||x|||pp,Π[s,t], β1 = 1/p, δ1, và chuỗi thời gian dừng thứ nhất

GΠ,β1,δ1,ω1 = {t∗i } ⊂ Π.
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2. ω2(s, t) = |t−s|, β2 = 1, δ2, và chuỗi thời gian dừng GΠ,β2,δ2,ω2 = {t∗∗i } ⊂ Π.

Ký hiệu Ĝ :=
{
τ̂i : τ̂0 < τ̂1 < . . . < τ̂N̂−1

}
là thứ tự các phân hoạch của

chuỗi kết hợp {t∗i } ∪ {t∗∗i }. Khi đó số điểm N̂ := #Ĝ thoả mãn

N̂ ≤ 4 +
2

δ2
(b− a) +

2

δp1
|||x|||pp,Π[a,b].

Ta xét riêng hai trường hợp sau

Trường hợp H
(1)
g

Mệnh đề 3.4.3. Dưới các điều kiện của bổ đề 3.4.1. Giả sử thêm a, b là hai

phân hoạch liên tiếp của Π. Khi đó

∥y∥p,Π[a,b] ≤
[
|ya|+ C

(
b− a+ |||x|||p,Π[s,t] +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/2,Π[s,t]
+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/3,Π[s,t]

)
+ 6H∗w∗

a,b

]
× eCf (b−a),

với C > 0 là hằng số phụ thuộc p, Lg, Lf , f0 và Cf > 0 là hằng số chỉ phụ thuộc

Lf , f0.

Chứng minh. Do a, b là hai phân hoạch liên tiếp của Π nên

yb − ya =f (ya) (b− a) + g (ya)xa,b +Dg (ya) g (ya)X(1)
a,b

+ A(ya)X(2)
a,b + ε∗a,b,

Sử dụng bất đẳng thức 1+x ≤ ex,∀x ∈ R, ta thu được đánh giá tương ứng.

Mệnh đề 3.4.4. Dưới các điều kiện của mệnh đề 3.4.1. Giả sử thêm

|||x|||p,Π[a,b] ≤ δ1 và |b− a| ≤ δ2. Khi đó

∥y∥p,Π[a,b] ≤
[
∥ya∥+ Cf (1 + b− a) + 6H∗w∗

a,b

]
eCf (b−a),

trong đó Cf > 0 là hằng số chỉ phụ thuộc Lf và f0.

Chứng minh. Với s, t ∈ Π[a, b], sử dụng mệnh đề 3.4.1 ta có

|||y|||p,Π[s,t] ≤
[
6Lf∥ys∥+ 6Lf |||y|||p,Π[s,t] + 6f0

]
(t− s)

+ 2 + 6H∗w∗
s,t,

với chú ý là ∥y∥∞,Π[s,t] ≤ ys + |||y|||p,Π[s,t] và t2/p − s2/p ≤ 1. Từ đây

|||y|||p,Π[s,t] ≤
6Lf (t− s)∥ys∥
1− 6Lf (t− s)

+
6f0(t− s) + 2 + 6H∗w∗

s,t

1− 6Lf (t− s)
.

Chú ý rằng ∥yt∥ ≤ ∥ys∥+ |||y|||p,Π[s,t], ta có

|||y|||p,Π[s,t] ≤
∥ys∥

1− 6Lf (t− s)
+

6f0(t− s) + 2 + 6H∗w∗
s,t

1− 6Lf (t− s)
.
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Xây dựng chuỗi thời gian dừng rời rạc cho ws,t = |t − s|, β = 1, δ = δ2. Gọi

m là chỉ số lớn nhất của t∗i . Do ta đang xét phân hoạch đều nên ta luôn có

m ≤ 1 + 12Lf (b− a).

Với chú ý 1
1−x ≤ e2x,∀0 ≤ x ≤ 1

2 , ta có

∥y∗τi+1
∥ ≤∥y∥p,Π[τ∗i ,τ

∗
i+1]

≤
∥yτ∗i ∥

1− 6Lf (τ ∗i+1 − τ ∗i )
+

6f0(τ
∗
i+1 − τ ∗i ) + 2 + 6H∗w∗

τ∗i ,τ
∗
i+1

1− 6Lf (τ ∗i+1 − τ ∗i )

≤
[
∥yτ∗i ∥+

|f0|
Lf

+ 2 + 6H∗w∗
τ∗i ,τ

∗
i+1

]
e12Lf (τ

∗
i+1−τ∗i ), ∀i ≤ 1 + 12Lf (b− a).

Dùng quy nạp, ta có∣∣yt∗i ∣∣ ≤ [∣∣yt∗0∣∣+ (2 + 16Lf (b− a))

(
|f0|
Lf

+ 2

)
+ 6H∗ω∗

t∗0,t
∗
i

]
e12Lf (t

∗
i−t∗0).

Điều này kéo theo

∥y∥∞,Π[a,b] = sup
i
∥y∥∞,Π[t∗i ,t∗i+1]

≤
[
|ya|+ cf (1 + (b− a)) + 6H∗ω∗

a,b

]
e12Lf (b−a),

trong đó cf chỉ phụ thuộc Lf , f0. Cuối cùng, dùng ước lượng của m ta có

∥y∥p,Π[a,b] ≤ (1 + 12Lf (b− a))
p−1
p
[
|ya|+ cf (1 + (b− a)) + 6H∗ω∗

a,b

]
e12Lf (b−a)

≤
[
|ya|+ Cf (1 + (b− a)) + 6H∗ω∗

a,b

]
e24Lf (b−a).

với Cf chỉ phụ thuộc Lf và f0. Chứng minh được kết thúc ở đây.

Định lý 3.4.1. Dưới các điều kiện của mệnh đề 3.4.1 và |Π| ≤ δ2, ta có các

ước lượng sau:

∥y∥∞,Π[T1,T2] ≤

[
|yT1|+ N̂C

(
1 + ∥x∥p,Π[T1,T2] + ∥X(1)∥p/2,Π[T1,T2] + ∥X(2)∥p/3,Π[T1,T2]

)
+ 6H∗ω∗

T1,T2

]
eCf (T2−T1)

và

∥y∥p,Π[T1,T2] ≤
[
|yT1|+ N̂C

(
1 + ∥x∥p,Π[T1,T2] + ∥X(1)∥p/2,Π[T1,T2] + ∥X(2)∥p/3,Π[T1,T2]

)
+ 6H∗ω∗

T1,T2

]
eCf (T2−T1)N̂

p−1
p ,

trong đó C là hằng số phụ thuộc Lf , Lg, f0, g0, Cf là hằng số phụ thuộc Lf , f0
và N̂ thoả mãn đánh giá sau

N̂ ≤ 4 +
2

δ2
(T2 − T1) +

2|||x|||pp,Π[T1,T2]

δp1
.
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Chứng minh. Ta chọn chuỗi thời gian dừng rời rạc kết hợp
[
τ ∗i , τ

∗
i+1

]
trên [T1, T2]

như đã trình bày ở trên. Sử dụng các kết quả của các mệnh đề 3.4.3,3.4.4 ta

luôn có

∥y∥p,Π[τ∗i ,τ∗i+1]
≤
[ ∣∣yτ∗i ∣∣+ Cf,g

(
1 +

(
τ ∗i+1 − τ ∗i

)
+ ∥x∥p,Π + ∥X(1)∥p/2,Π + ∥X(2)∥p/3,Π

)
+ 6H∗ω∗

τ∗i ,τ
∗
i+1

]
eCf (τi+1−τi),

với Cf,g là hằng số phụ thuộc p, Lg, Lf , f0 và Cf phụ thuộc Lf , f0. Sử dụng quy

nạp, ta có

∥y∥∞,Π ≤
[
|yT1|+ N̂C

(
1 + ∥x∥p,Π + ∥X(1)∥p/2,Π + ∥X(2)∥p/3,Π

)
+ 6H∗ω∗

T1,T2

]
eCf (T2−T1),

và

∥y∥p,Π ≤ N̂
p−1
p

N̂−1∑
i=0

∥y∥p,Π[τ∗i ,τ∗i+1]

≤
[
|yT1|+ N̂C

(
1 + ∥x∥p,Π + ∥∥X(1)∥p/2,Π∥+ ∥X(2)∥p/3,Π

)
+ 2H∗ω∗

T1,T2

]
× eCf (T2−T1)N̂

p−1
p .

Ước lượng của N̂ đã được trình bày ở mục xây dựng chuỗi thời gian dừng rời

rạc. Chúng tôi kết thúc chứng minh tại đây.

Chúng ta cũng có những kết quả tương tự cho trường hợp g là hàm bậc nhất.

Trường hợp H
(2)
g

Mệnh đề 3.4.5. Dưới các điều kiện của mệnh đề 3.4.2. Hơn nữa, giả sử a, b là

hai phân hoạch liên tiếp của Π và |Π| ≤ δ2. Khi đó

∥y∥p,Π[a,b] ≤
[
|ya|+D(|f0| ∨ |H|) + 6H∗w∗

a,b

]
eD(1+|||x|||p

p,Π[a,b]
),

với D > 0 là hằng số phụ thuộc K,Lf , p và Cf > 0 là hằng số chỉ phụ thuộc

Lf , f0.

Chứng minh. Sử dụng bất đẳng thức ex ≥ x+ 1 và bất đẳng thức Young, ta có

các đánh giá sau

|yb − ya| ≤(Lf |ya|+ |f0|)(b− a) + |ya|
(
|Kxa,b|+ |K2X(1)

a,b|+ |K
3X(2)

a,b|
)

+ |Hxa,b|+ ϵ∗a,b

≤
[
|ya|+D(|f0| ∨ |H|) + 6H∗w∗

a,b

]
eD(1+|||x|||p

p,Π[a,b]
),

trong đó D chỉ phụ thuộc p, Lf , K. Ta thu được kết luận.

Mệnh đề 3.4.6. Dưới các điều kiện của mệnh đề 3.4.2. Giả sử thêm |||x|||p,Π[a,b] ≤
δ1 và |b− a| ≤ δ2. Khi đó,

∥y∥p,Π[a,b] ≤
[
∥ya∥+D(|f0| ∨ |H|) + 12H∗w∗

a,b

]
e1+Cf (b−a),

trong đó Cf , D > 0 là các hằng số chỉ phụ thuộc K và H.



42

Chứng minh. Sử dụng kết quả của mệnh đề 3.4.2, ta thu được

|||y|||p,Π[a,b] ≤[4Lf∥y∥∞,Π[a,b] + 4f0](b− a) + 4H∗w∗
a,b +

1

3

[
∥y∥∞,Π[s,t] + |H|

]
≤[4Lf∥y∥∞,Π[a,b] + 4f0](b− a) + 4H∗w∗

a,b +
1

3

[
∥ya∥+ |||y|||p,Π[s,t] + |H|

]
≤[4Lf∥ya∥+ 4f0](b− a) + 4H∗w∗

a,b +
1

3

[
∥ya∥+ |||y|||p,Π[s,t] + |H|

]
+

1

3
|||y|||p,Π[s,t].

Suy ra

|||y|||p,Π[a,b] ≤[12Lf∥ya∥+ 12f0](b− a) + 12H∗w∗
a,b + ∥ya∥+ |H|

≤
[
∥ya∥+ 12(|f0| ∨ |H|) + 12H∗w∗

a,b

]
e2+12Lf (b−a) − ∥ya∥.

và từ đó ta có kết quả của mệnh đề.

Lặp lại chứng minh của định lý 3.4.1 nhưng dùng các mệnh đề 3.4.5 và 3.4.6,

ta thu được định lý sau

Định lý 3.4.2. Dưới các điều kiện của mệnh đề 3.4.1 và |Π| ≤ δ2, ta có các

ước lượng sau:

∥y∥∞,Π[T1,T2] ≤
[
|yT1|+ N̂D(|f0| ∨ |H|) + 12H∗ω∗

T1,T2

]
e
D(1+T2−T1+|||x|||p

p,Π[T1,T2]
)

và

∥y∥p,Π[T1,T2] ≤
[
|yT1|+ N̂D(|f0| ∨ |H|) + 12H∗ω∗

T1,T2

]
e
D(1+T2−T1+|||x|||p

p,Π[T1,T2]
)
N̂

p−1
p ,

trong đó D là hằng số phụ thuộc Lf , Lg, f0, g0 và N̂ thoả mãn đánh giá sau

N̂ ≤ 4 +
2

δ2
(T2 − T1) +

2|||x|||pp,Π[T1,T2]

δp1
.

3.5 Ứng dụng

Trong mục này chúng tôi xem xét phương trình vi phân nhám có hệ số trượt

dzt = f(zt)dt+ g(zt)dxt, y(T1) = yT1 ∈ Rd. (3.4)

với các điều kiện sau

Hf : f là hàm số liên tục Lipschitz toàn cục với hệ số Lipschitz Lf .

Hg : g là hàm bậc nhất, tức g(x) = Cx+ g0, C ∈ Rd×d, g0 ∈ Rd.

Hx : x : R → R có thể nâng lên (x,X(1),X(2)) là một đường nhám, cấp p, với

nửa chuẩn

sup
Π,a,b∈Π

(
|||x|||pp,Π[a,b] +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣p/2

p/2,Π[a,b]
+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣p/3
p/3,Π[a,b]

)1/p

< +∞, 3 < p ≤ 4
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Sự tồn tại nghiệm của hệ này đã được trình bày ở chương 2. Xét phân hoạch

Π = {tk, T1 = t0 < t1, . . . < tn = T2}. Một lược đồ xấp xỉ với nghiệm ytk =

y(tk, y0, x) cho (3.4) được định nghĩa như sau:

yt0 = yT1 và với k = 0, 1, . . . , n− 1,

ytk+1
=ytk + f (ytk) (tk+1 − tk) + g (ytk)xtk,tk+1

+Dg (ytk) g (ytk)X
(1)
tk,tk+1

+ A(ytk)X
(2)
tk,tk+1

,

(3.5)

trong đó

A(ys) := D2g(ys)g(ys)g(ys) +Dg(ys)Dg(ys)g(ys).

Ta đến với định lý chính của mục này, về sự hội tụ của lược đồ Euler

Định lý 3.5.1. Giả sử các điều kiện (Hf ) , (Hg) , (Hx) thoả mãn thì ta có

lim
|Π[T1,T2]|→0

sup
0≤k≤n

|z (tk)− ytk | = 0.

Chứng minh. Đặt htk = ztk − ytk . Khi đó hT1 = 0 và

htk+1
=htk +

[
g (ytk)xtk,tk+1

+ ∂g (ztk) g (ztk)Xtk,tk+1
− g (ytk)xtk,tk+1

− ∂g (ytk) g (ytk)X
(1)
tk,tk+1

+ A(ztk)X
(1)
tk,tk+1

− A(ytk)X
(1)
tk,tk+1

]
+

[
(f (ztk)− f (ytk)) (tk+1 − tk) +

∫ tk+1

tk

(f (zu)− f (ztk)) du

+

∫ tk+1

tk

g (zu) dxu − g (ztk)xtk,tk+1
− ∂g (ztk) g (ztk)X

(1)
tk,tk+1

− A(ztk)X
(2)
tk,tk+1

]
=htk + F h

tk,tk+1
+ εtk,tk+1

,

với F h = F y − F z với F y định nghĩa như để mệnh đề 3.4.2 và

F z
s,t := [Czs + g0]xs,t + C2zsX(1)

s,t + C3zsX(2)
s,t ,

εtk,tk+1
=[f (ztk)− f (ytk)] (tk+1 − tk) +

∫ tk+1

tk

[f(z(u))− f (ztk)] du

+

[∫ tk+1

tk

g(z(u))dx(u)− g (ztk)xtk,tk+1
− ∂g (ztk) g (ztk)Xtk,tk+1

]
Đầu tiên có ước lượng cho ϵ

∥εtk,tk+1
∥ =
∥∥∥∥ [f (ztk)− f (ytk)] (tk+1 − tk) +

∫ tk+1

tk

[f(z(u))− f (ztk)] du

+

[∫ tk+1

tk

g(z(u))dx(u)− g (ztk)xtk,tk+1
− ∂g (ztk) g (ztk)Xtk,tk+1

] ∥∥∥∥
≤Lf∥h∥∞,Π[tk,tk+1] + Lf |||z|||p,[tk,tk+1]

(tk+1 − tk)

+ Cp.[tk+1 − tk]
4/p
[
|||Rz|||p/3,[tk,tk+1]

|||x|||p,[tk,tk+1]

+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣Rz′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p/2,[tk,tk+1]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/2,[tk,tk+1]
+ |||z′′|||p,[tk,tk+1]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X(2)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p/3,[tk,tk+1]

]
:=Lf∥h∥∞,Π[tk,tk+1] +H∗ω(0) (tk, tk+1) ,
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với H∗ → 0 khi |Π| → 0 và ω(0) là một điều khiển. Sừ dụng các lập luận của

định lý 3.4.2, với chú ý f0 = H = 0 và yT1 = 0 ta có

∥h∥∞,Π[T1,T2] ≤12H∗ω
(0)
T1,T2

e
D(1+T2−T1+|||x|||p

p,Π[T1,T2]
) → 0 khi |Π| → 0.

Ta kết thúc chứng minh.



Chương 4

XẤP XỈ PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN NHÁM

TRÊN MẠNG NEURON

4.1 Xấp xỉ toàn cục của phương trình vi phân nhám

Trong mục này, chúng tôi sẽ trình bày tính xấp xỉ tốt các hàm liên tục thông

qua các phương trình vi phân nhám. Chúng tôi sẽ trình bày lại các kết quả ở

[9]. Đầu tiên ta đến với định nghĩa không gian các hàm bị chặn với biến phân

bị chặn.

Định nghĩa 4.1.1 ([9]). Cho τ, T ∈ R với τ < T và v ∈ N. Đặt V1([τ, T ];Rv)

là không gian các hàm liên tục bị chặn với biến phân bị chặn. Gán một chuẩn

cho không gian này

X̂ → ∥X̂∥V =
∥∥∥X̂∥∥∥

∞
+
∣∣∣X̂∣∣∣

1−var
.

Định nghĩa 4.1.2 ([9]). Với mỗi X̂ ∈ V1([τ, T ];Rv) đặt

Xt = (X̂t, t) ∈ V1([τ, T ];Rv+1).

Chúng ta quy ước từ đây về sau ký hiệu ‘loại bỏ dấu mũ’ để gán thêm một toạ

độ thời gian theo định nghĩa ở trên.

Chú ý rằng đặc trưng của quỹ đạo là nghiệm của một phương trình vi phân

nhám. Vì vậy ta sẽ viết lại nó như định nghĩa dưới đây

Định nghĩa 4.1.3 ([9]). Với N, v ∈ N, ký hiệu κ(N, v) =
∑N

i=0(v + 1)i.

Định nghĩa 4.1.4 ([9]). Với mỗi k ∈ N và y ∈ Rk, gọi M(y) ∈ Rk(v+1)×(v+1) là

ma trận

M(y) =



y1 0 0 · · · 0

y2 0 0 · · · 0
...

...
...

...

yk 0 0 · · · 0

0 y1 0 · · · 0

0
... 0

...

0 yk 0 · · · 0
. . .

0 0 0 · · · y1

...
...

... · · · ...

0 0 0 · · · yk
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Cố định N ∈ N và X ∈ V1([τ, T ];Rv+1). Đặt y0,X,N : [τ, T ] → R là hằng số

với y0,X,N
t = 1.

Với mọi i ∈ {1, . . . , N}, đặt yi,X,N : [τ, T ]→ R(v+1)i là giá trị của biểu thức

yi,X,N
t = yi,X,N

τ +

∫ t

τ

M(yi−1,X,N
s )dXs for t ∈ (τ, T ],

với yi,X,N
τ = 0 ∈ R(v+1)i.

Chúng ta có thể viết lại:

yX,N = (y0,X,N , . . . , yN,X,N) : [τ, T ]→ Rκ(N,v),

M̃(yX,N) = (0,M ◦ y0,X,N , . . . ,M ◦ yN−1,X,N) : [τ, T ]→ Rκ(N,v)×v.

Khi đó, theo định lý 2.1.2, đặc trưng của quỹ đạo tại bậc N có thể viết lại như

yX,N is nghiệm duy nhất của phương trình vi phân nhám

yX,N
t = yX,N

τ +

∫ t

τ

M̃(yX,N)sdXs for t ∈ (τ, T ],

với yX,N
τ = (1, 0, . . . , 0).

Nói cách khác, đặc trưng của quỹ đạo tại bậc N có thể hiểu như là một ánh

xạ

SN : V1([τ, T ];Rv+1)→ Rκ(N,v),

SN : X 7→ yX,N
T .

Định nghĩa 4.1.5 ([9]). Định nghĩa không gian các quỹ đạo có biến phân bị

chặn xuất phát tại 0:

V1
0 ([τ, T ];Rv) =

{
X ∈ V1([τ, T ];Rv)

∣∣X0 = 0
}
.

Chúng tôi nhắc lại định lý 2.1,[10] về xấp xỉ toàn cục của các đặc trưng.

Định lý 4.1.1 (Xấp xỉ toàn cục của đặc trưng, [9]). Cho 0 ≤ τ < T và I = [τ, T ]

là khoảng thời gian đóng. Gọi E là không gian Banach v + 1-chiều (có thể vô

hạn chiều) với chuẩn ∥ ·∥E. Thông thường E := Rv+1. Đặt C(I, E) là không gian

Banach các quỹ đạo liên tục Lipschitz x : I → E, trang bị chuẩn

∥x∥Lip = ∥xτ∥+ sup
s,t∈I

∥xt − xs∥
|t− s|

.

Cho X ⊂ C(I, E) ⊂ V1([τ, T ];Rv+1) là tập compact các quỹ đạo và hàm liên tục

f : X → R. Khi đó với mỗi ϵ > 0 tồn tại một cấp cắt cụt n ≥ 0 thoả mãn với

mọi quỹ đạo x ∈ X ∣∣∣∣∣∣f(x)−
n∑

k=0

∑
J∈{1,...,d}k

αJS(x)
J

∣∣∣∣∣∣ < ϵ,

trong đó αJ ∈ R.
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Sau khi có xấp xỉ bởi đặc trưng, với chú rằng đặc trưng thực chất là nghiệm

của phương trình vi phân nhám (Mệnh đề 2.1.2), ta có định lý sau:

Định lý 4.1.2 (Xấp xỉ toàn cục bởi phương trình vi phân nhám, [9]). Cho trước

τ, T ∈ R với τ < T và đặt v, u ∈ N. Với mỗi w ∈ N đặt

Fw =
{
f : Rw → Rw×(v+1)

∣∣∣ f liên tục
}
,

Lw,u =
{
ℓ : Rw → Ru

∣∣ ℓ tuyến tính
}
,

ξw =
{
ζ : Rv+1 → Rw

∣∣ ζ liên tục
}
.

Với mỗi w ∈ N, f ∈ Fw , ζ ∈ ξw và X̂ ∈ V1([τ, T ];Rv), gọi zf,ζ,X : [τ, T ] →
Rw là nghiệm duy nhất của phương trình vi phân nhám

zf,ζ,Xt = zf,ζ,Xτ +

∫ t

τ

f(zf,ζ,Xs )dXs t ∈ (τ, T ],

với zf,ζ,Xτ = ζ(Xτ ).

Cho tập K ⊆ V1([τ, T ];Rv) compact.

Khi đó ⋃
w∈N

{
X̂ 7→ ℓ(zf,ζ,XT )

∣∣∣ f ∈ Fw, ℓ ∈ Lw,u, ζ ∈ ξw
}

là trù mật trong C(K;Ru).

Chứng minh. [9]. Ta thêm một đoạn thẳng vào mỗi quỹ đạo của K. Cụ thể, với

mỗi X̂ ∈ K, định nghĩa X̂∗ : [τ − 1, T ]→ Rv như sau:

X̂∗
t =

{
(t− τ + 1)X̂τ t ∈ [τ − 1, τ),

X̂t t ∈ [τ, T ].

Tương tự định nghĩa cho X∗, nghĩa là chỉ thêm đoạn thẳng vào quỹ đạo,

không thêm vào thời gian. Bây giờ đặt K∗ =
{
X̂∗ | X̂ ∈ K

}
. Khi đó K∗ ⊆

V1
0 ([τ − 1, T ];Rv) cũng là tập compact. Khi đó sử dụng định lý 4.1.2, tập⋃

N∈N

{
X̂∗ 7→ ℓ

(
SN (X∗)

)
| ℓ ∈ JN,u

}
là trù mật trong C (K∗;Ru). Cho α ∈ C (K;Ru) và ε > 0 và ánh xạ X̂ 7→ X̂∗

là một đồng phôi. Khi đó tồn tại β ∈ C (K∗;Ru) sao cho β
(
X̂∗
)
= α(X̂) với

mọi X̂ ∈ K. Suy ra, tồn tại N ∈ N và ℓ ∈ JN,u sao cho γ định nghĩa bởi

γ : X̂∗ 7→ ℓ
(
SN (X∗)

)
là nằm trong hình cầu tâm β bán kính ε. Từ định nghĩa

4.1.3, tồn tại f ∈ F κ(N,v) thoả mãn SN (X∗) = yX
∗

T với mọi X∗ ∈ K∗, trong đó

yX
∗
là nghiệm duy nhất của phương trình vi phân nhám

yX
∗

t = yX
∗

τ−1 +

∫ t

τ−1

f(yX
∗

s )dX∗
s , t ∈ (τ − 1, T ],



48

với điều kiện ban đầu yX
∗

τ−1 = (1, 0, . . . , 0). Đặt ζ ∈ ξ sao cho ζ (Xτ ) = yX
∗

τ . Định

nghĩa này là tốt vì yX
∗

t chỉ phụ thuộc Xτ với t ∈ [τ − 1, τ ]. Vậy với mỗi X ∈ K,

gọi zX : [τ, T ]→ Rw là nghiệm duy nhất của phương trình vi phân nhám

zXt = zXτ +

∫ t

τ

f
(
zXs
)
dXs, t ∈ (τ, T ],

với điều kiện ban đầu zXτ = ζ (Xτ ). Từ tính tồn tại duy nhất, zXt = yX
∗

t , ∀t ∈
[τ, T ], và SN (X∗) = yX

∗

T = zXT . Cuối cùng là chú ý là ℓ ∈ JN,u = Lκ(N,v),u. Đặt δ

định nghĩa bởi δ : X̂ 7→ ℓ
(
zXT
)
. Khi đó δ thuộc

⋃
N∈N

{
X̂ 7→ ℓ

(
SN (X)

)
| ℓ ∈ JN,u

}
và với mọi X̂ ∈ K,

δ(X̂) = ℓ
(
zXT
)
= ℓ

(
SN (X∗)

)
= γ(X̂∗)

thuộc hình cầu tâm β(X̂∗) = α(X̂) bán kính ϵ. Ta kết thúc chứng minh tại

đây.

Trong mục này, chúng ta luôn xấp xỉ quỹ đạo X bằng các đường cong nội suy

bậc ba. Vì vậy không gian các quỹ đạo sẽ nhỏ hơn. Ta sẽ tìm hiểu xem phương

trình vi phân nhám điều khiển bởi các quỹ đạo nội suy sẽ xấp xỉ ánh xạ liên tục

tốt như thế nào. Trước hết cần định nghĩa lại cấu trúc không gian các quỹ đạo.

Định nghĩa 4.1.6 (Topo tổng quát cho chuỗi thời gian). Đặt v ∈ N và τ, T ∈ R
thoả mãn τ < T . Gọi F là một không gian topo của các hàm. Đặt ι : TS [τ,T ] (Rv)→
F là một ánh xạ. Khi đó ta định nghĩa một topo trên TS [τ,T ] (Rv) là topo yếu

nhất để ι liên tục.

Định nghĩa 4.1.7 (Topo đường cong nội suy bậc ba tự nhiên). Đặt v ∈ N.
and τ, T ∈ R thoả mãn τ < T . Đặt F = C([τ, T ];Rv) với chuẩn đều. Với mọi

x = ((t0, x0), . . . , (tn, xn)) ∈ TS [τ,T ] (Rv), đặt ι̂ : TS [τ,T ] (Rv)→ F là đường cong

nội suy bậc ba tự nhiên, ι̂(x)ti = xi với mốc tại t0, . . . , tn. Khi đó ta có một topo

trên TS [τ,T ] (Rv) với định nghĩa như trên.

Với không gian topo đã định nghĩa, chúng tôi phát biểu không chứng minh

định lý xấp xỉ toàn cục sau (Định lý B14, [9]).

Định lý 4.1.3 (Xấp xỉ toàn cục với phương trình vi phân nhám trên mạng

neuron điều khiển bởi đường cong nội suy bậc ba tự nhiên). Cho τ, T ∈ R với

τ < T và v, u ∈ N. Với mỗi w ∈ N đặt

Fw
NN =

{
f : Rw → Rw×(v+1)

∣∣∣ f là mạng neuron truyền thẳng
}
,

Lw,u =
{
ℓ : Rw → Ru

∣∣ ℓ tuyến tính
}
,

ξwNN =
{
ζ : Rv+1 → Rw

∣∣ ζ là mạng neuron truyền thẳng
}
.
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Gọi ι̂ là đường cong nội suy bậc ba và nhắc lại ký hiệu ’loại bỏ dấu mũ’. Với

mỗi w ∈ N, f ∈ Fw, ζ ∈ ξwNN và x ∈ TS [τ,T ] (Rv), gọi zf,ζ,x : [τ, T ] → Rw là

nghiệm duy nhất của phương trình

zf,ζ,xt = zf,ζ,xτ +

∫ t

τ

f(zf,ζ,xs )dι(x)s for t ∈ (τ, T ],

với điều kiện ban đầu zf,ζ,xτ = ζ(ι(x)τ ).

Cho K ⊆ TS [τ,T ] (Rv) thoả mãn tồn tại C > 0 sao cho

∥x∥∞ (min
i
(ti+1 − ti))

−3 < C. (4.1)

với mọi x = ((t0, x0), . . . , (tn, xn)) ∈ K. ( C độc lập với x.)

Khi đó ⋃
w∈N

{
x 7→ ℓ(zf,ζ,xT )

∣∣∣ f ∈ Fw
NN , ℓ ∈ Lw,u, ζ ∈ ξwNN

}
là trù mật trong C(K;Ru) với topo đường cong nội suy bậc ba tự nhiên trên

TS [τ,T ] (Rv).

4.2 So sánh với mô hình ODE thay thế

Định lý sau ở [9] cho thấy việc thay mô hình CDE thành ODE bằng cách

thay hàm gθ,X(z, s) thành hθ(z,Xs) tuy có vẻ tự nhiên nhưng thực ra lại đem

đến mất mát về việc xấp xỉ toàn cục. Chúng tôi phát biểu không chứng minh

định lý sau:

Định lý 4.2.1 ([9]). Cho τ, T ∈ R với τ < T , đặt v, w ∈ N thoả mãn v+1 < w.

Định nghĩa

F =
{
f : Rw → Rw×(v+1)

∣∣∣ f liên tục
}
,

H =
{
h : Rw−v−1 × Rv+1 → Rw−v−1

∣∣h liên tục
}
,

ξ =
{
ζ : Rv+1 → Rw

∣∣ ζ liên tục
}
,

X =
{
X̂ : [τ, T ]→ Rv

∣∣∣ X̂ liên tục và có biến phân bị chặn
}
.

Với mỗi X̂ ∈ X, đặt Xt = (X̂t, t). Gọi ánh xạ π : Rw → Rw−v−1 là phép chiếu

lên w − v − 1 toạ độ đầu.

Với mọi f ∈ F , ζ ∈ ξ, và X̂ ∈ X, gọi zf,ζ,X : [τ, T ]→ Rw là nghiệm duy nhất

của phương trình vi phân nhám

zf,ζ,Xt = zf,ζ,Xτ +

∫ t

τ

f(zf,ζ,Xs )dXs for t ∈ (τ, T ],

thoả mãn điều kiện ban đầu zf,ζ,Xτ = ζ(Xτ ).
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Tương tự, với mỗi h ∈ H, ζ ∈ ξ, và X̂ ∈ X, gọi yf,X : [τ, T ] → Rw−v−1 là

nghiệm duy nhất của phương trình bi phân

yh,ζ,Xt = yh,ζ,Xτ +

∫ t

τ

h(yh,ζ,Xs , Xs)ds for t ∈ (τ, T ],

với điều kiện ban đầu yh,ζ,Xτ = π(ζ(Xτ )).

Đặt Y =
{
X̂ 7→ yh,ζ,X

∣∣∣h ∈ H, ζ ∈ ξ
}

và Z =
{
X̂ 7→ π ◦ zf,ζ,X

∣∣∣ f ∈ F, ζ ∈ ξ
}
.

Khi đó Y ⊊ Z.
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KẾT LUẬN

Luận văn “Phương trình vi phân nhám trên mạng neuron” đã nghiên cứu cách

xấp xỉ các hàm số liên tục thông qua phương trình vi phân nhám trên mạng

neuron. Cụ thể, luận văn đã trình bày những khái niệm cơ bản về lý thuyết

đường nhám, sự tồn tại duy nhất nghiệm của phương trình vi phân nhám đã

được nghiên cứu trong hơn 30 năm gần đây. Luận văn cũng đưa ra ứng dụng

xấp xỉ các hàm liên tục của phương trình vi phân nhám trên mạng neuron thông

qua đặc trưng. Trong đó cách chọn của X là nội suy chuỗi dữ liệu quan sát được

thành hàm đủ trơn và đưa về phương trình vi phân thường trên mạng neuron.

Khi chuỗi dữ liệu quan sát được có độ nhám cao, việc xấp xỉ bằng hàm trơn

có thể không tốt. Vì vậy chúng ta cần làm trực tiếp trên phương trình vi phân

nhám.

Luận văn đã chỉ ra một số kết quả mới cho sự hội tụ của lược đồ xấp xỉ

phương trình vi phân nhám. Cụ thể, đối với trường hợp hệ số chính quy của

quỹ đạo nằm trong khoảng (14 ,
1
3) và g là hàm bậc nhất, chúng tôi chứng minh

được sự tồn tại duy nhất nghiệm của phương trình vi phân nhám và sự hội tụ

của lược đồ Euler. Ngoài ra, đối với trường hợp g và đạo hàm tới cấp ba của nó

bị chặn, chúng tôi cũng có một số kết quả về tính ổn định của hệ rời rạc.

Với những nội dung đề tài thực hiện được, chúng tôi hy vọng đóng góp một

phần nhỏ trong sự hoàn thiện của lý thuyết đường nhám cũng như sự phát triển

của các phương pháp học máy.
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