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MỞ ĐẦU

Trong lý thuyết hệ động lực hình thức (Symbolics Dynamics), việc nghiên cứu

các không gian dịch chuyển trên các bảng chữ cái vô hạn là chủ đề nghiên cứu

thời sự, khá khó và thu hút được nhiều nhà toán học quan tâm. Chúng ta có thể

tham khảo tài liệu [1] để hiểu sâu hơn về những ứng dụng của các không gian

dịch chuyển này. Một trong những khó khăn trong việc nghiên cứu đối tượng

này là không gian dịch chuyển trên các bảng chữ cái vô hạn không compact

(thậm chí không compact địa phương). Năm 2022, Boava, Castro, Goncalves và

Wyk [2] đã giới thiệu đại số AR(X) liên kết với một không gian dịch chuyển con

bất kì X trên bảng chữ cái tùy ý với hệ số trên một vành giao hoán có đơn vị

không phân tích được R và sử dụng nó để phân loại các không gian dịch chuyển

OTW-không gian dịch chuyển trên bảng chữ cái vô hạn được giới thiệu bởi Ott,

Tomforde và Willis [3]. Đồng thời, họ đã chứng minh được rằng lớp đại số này

chứa nhiều lớp đại số quan trọng, như đại số đường Leavitt của đồ thị, đại số

đường Leavitt của siêu đồ thị.

Một trong những bước quan trọng trong việc nghiên cứu lý thuyết môđun

trên một vành kết hợp là nghiên cứu biểu diễn bất khả quy của nó. Biểu diễn

bất khả quy của đại số AR(X) đã được nghiên cứu cho nhiều trường hợp đặc

biệt. Chúng tôi xin nêu một số kết quả quan trọng về hướng này. Chen [4] đã

xây dựng biểu diễn bất khả quy cho đại số AK(XE) của không gian dịch chuyển

XE liên kết với đồ thị có hướng E bằng cách sử dụng các lớp tương đương đuôi
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của các đường vô hạn trong đồ thị E, trong đó K là trường tùy ý và AK(XE)

đẳng cấu với đại số đường Leavitt của E. Ara-Rangaswamy [5] xây dựng thêm

biểu diễn bất khả quy của AK(XE) sử dụng các cặp (c, f) của các chu trình độc

chiếm c trong E và các đa thức bất khả quy trong vành đa thức K[x]. Ánh-Nam

[6] đã xây dựng các biểu diễn bất khả quy của AK(XE) liên kết với các cặp

(c, f) của các chu trình tùy ý c trong E và các đa thức bất khả quy trong vành

đa thức K[x]. Cách biểu diễn bất khả quy của Chen [4] và Ánh-Nam [6] đã

được mở rộng lên cho đại số AK(XG) của không gian dịch chuyển XG liên kết

với siêu đồ thị có hướng G bởi Nam và cộng sự [6]. Năm 2023, Goncalves-Royer

[7] đã mở rộng biểu diễn bất khả quy Chen nói ở trên lên cho đại số AK(X)

liên kết với không gian dịch chuyển con tùy ý trên bảng chữ cái bất kỳ. Tính

đến thời điểm hiện tại, chưa có nhiều hiểu biết về biểu diễn bất khả quy của đại

số AK(X) liên kết với không gian dịch chuyển tùy ý. Vì thế, nghiên cứu biểu

diễn bất khả quy của đại số AK(X) liên kết với không gian dịch chuyển tùy ý

là mối quan tâm chính của chúng tôi trong đề luận văn này.

Như đã nói ở trên, lớp đại số AK(X) liên kết với không gian dịch chuyển

con tùy ý chứa nhiều lớp đại số quan trọng, như đại số đường Leavitt của đồ

thị, đại số đường Leavitt của siêu đồ thị, đại số liên kết với đồ thị gắn nhãn.

Do đó, việc nghiên cứu biểu diễn bất khả quy của đại số này sẽ giúp chúng ta

tìm được những phương pháp tổng quát để thiết kế biểu diễn bất khả quy của

nhiều lớp đại số khác nhau. Qua đó, chúng ta có thể hiểu biết sâu sắc hơn về

biểu diễn bất khả quy của đại số đường Leavittt.

Trong luận văn này, chúng tôi sẽ khảo sát phạm trù môđun của đại số liên

kết với không gian dịch chuyển con trên bảng chữ cái tùy ý, thông qua việc

nghiên cứu các biểu diễn bất khả quy của nó. Ngoài phần mở đầu, kết luận và

danh mục tài liệu tham khảo, cấu trúc của khóa luận gồm có hai chương chính.

Chương 1: Trong chương này chúng tôi trình bày lại một số kiến thức cơ bản
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về đồ thị, siêu đồ thị và đại số liên kết với không gian dịch chuyển con trên bảng

chữ cái tùy ý dựa trên bài báo của Boava-Castro-Goncalves-Wyk [2] nhằm mục

đích cung cấp những kiến thức cơ bản phục vụ cho chương sau.

Chương 2: Trong chương này chúng tôi trình bày lại các biểu diễn bất khả

quy đã biết của đại số liên kết với không gian dịch chuyển con trên bảng chữ

cái tùy ý dựa trên bài báo của của Goncalves-Royer [7]. Từ đó nghiên cứu tính

biểu diễn hữu hạn cho các biểu diễn bất khả quy này.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này tôi trình bày lại một số kiến thức cơ bản về đồ thị, siêu đồ

thị và đại số liên kết với không gian dịch chuyển con trên bảng chữ cái tùy ý.

1.1 Đồ thị và siêu đồ thị

Trong phần này, chúng tôi nhắc lại một số khái niệm cơ bản về lý thuyết siêu

đồ thị, được Tomforde giới thiệu trong [8] và [9].

Chúng ta bắt đầu phần này bằng cách nhắc lại khái niệm về đồ thị có hướng.

Định nghĩa 1.1.1 ([10]). Một đồ thị (có hướng) là bộ E = (E0, E1, r, s) gồm

tập đỉnh E0, tập cạnh E1 và hai ánh xạ r, s: E1 −→ E0.

Một đỉnh v ∈ G0 được gọi là đỉnh dìm nếu s−1(v) = ∅, được gọi là đỉnh

phát ra vô hạn nếu |s−1(v)| = ∞ và là đỉnh nguồn nếu r−1 = ∅. Một đỉnh cô

lập là một đỉnh dìm hoặc phát ra vô hạn. Đỉnh v ∈ G0 được gọi là đỉnh chính

quy nếu 0 < |s−1(v)| < ∞.

Đường có độ dài hữu hạn α trong đồ thị E là một dãy các cạnh α = e1e2 . . . en

sao cho r (ej) = s (ej+1) với j = 1, . . . , n − 1. Đường α được gọi là một chu

trình nếu r(en) = s(e1) và r(ej) ̸= s(ei), i ̸= j + 1.
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Định nghĩa 1.1.2 ([10]). Đồ thị E mở rộng là bộ Ê = (E0, E1,(
E1
)∗
, r, s) trong đó

(
E1
)∗

là tập các cạnh ảo. Nếu α = e1e2 · · · en là một đường

trong E, thì phần tử e∗n · · · e∗2e∗1 được ký hiệu là α∗.

Siêu đồ thị được Mark Tomforde định nghĩa trong [8] như một cách tiếp cận

thống nhất cho Exel-Laca và đồ thị C∗-đại số. Tác giả đã chứng minh đây là một

đối tượng quan trọng trong nghiên cứu về tương đương Morita của Exel-Laca

và đồ thị C∗-đại số [11].

Định nghĩa 1.1.3 ([9]). Siêu đồ thị G = (G0,G1, r, s) bao gồm tập hợp đếm

được các đỉnh G0, một tập hợp đếm được các cạnh G1, và các ánh xạ s : G1 −→
G0, r : G1 −→ P(G0) \ {∅}, trong đó P(G0) là tập hợp tất cả các tập con của

G0.

Một đường đi hữu hạn trong siêu đồ thị G là một phần tử của G0, hoặc một

dãy α1α2 · · ·αn các cạnh có s(αi+1) ∈ r(αi) với mọi 1 ≤ i ≤ n− 1. Ta nói rằng

đường đi α có độ dài |α| := n, coi các phần tử của G0 là các đường đi có độ dài

0, và ký hiệu G∗ là tập hợp tất cả các đường đi hữu hạn trong G. Các ánh xạ

r và s mở rộng tự nhiên đến G∗. Lưu ý rằng khi A ∈ G0, chúng ta định nghĩa

s(A) = r(A) = A.

Nếu G là một siêu đồ thị, thì một đường đóng trong G là một đường có dạng

α = α1α2 · · ·α|α| ∈ G∗ với |α| ≥ 1 và s(α) ∈ r(α). Chúng ta cũng nói rằng

đường đóng α dựa trên v = s(α). Một chu trình (dựa trên v) là một đường đi

đóng (dựa trên v) sao cho s(αi) ̸= s(αj) với mọi 1 ≤ i ̸= j ≤ |α|.
Một lối thoát cho một chu trình α là một trong những đối tượng sau:

(1) Cạnh e ∈ G1 sao cho tồn tại một i mà s(e) ∈ r(αi) nhưng e ̸= αi+1.

(2) Đỉnh dìm w sao cho w ∈ r(αi) với i nào đó.

Với siêu đồ thị G = (G0,G1, r, s) ta kí hiệu G0 là tập con nhỏ nhất của P(G0)

chứa {v} với mọi v ∈ G0, chứa r(e) với mọi e ∈ G1, và đóng với phép hợp hữu
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hạn, giao hữu hạn và phép lấy phần bù. Các phần tử của G0 được gọi là các

đỉnh sinh.

Hệ quả 1.1.4 ([2]). Cho G là một siêu đồ thị. Khi đó,

G0 = {
⋂
e∈X1

r(e) ∪ . . . ∪
⋂
e∈Xn

r(e) ∪ F : X1, . . . , Xn là các tập con

hữu hạn của G1 và F là một tập con hữu hạn của G0}.

Để làm rõ hơn định nghĩa trên, chúng tôi minh họa các khái niệm về siêu đồ

thị bằng các ví dụ sau.

Ví dụ 1.1.5. Cho E =
(
E0, E1, rE, sE

)
là một đồ thị hữu hạn. Ta định nghĩa

siêu đồ thị GE = (G0
E,G1

E, rGE
, sGE

) liên kết với đồ thị E như sau: G0
E = E0,

G1
E = E1, sGE

(e) = sE(e), và rGE
(e) = {rE(e)} đối với mọi e ∈ E1. Khi đó, ta

có G0
E là tập hợp tất cả các tập con hữu hạn của G0

E.

Ví dụ 1.1.6. Cho G là siêu đồ thị như Hình 1.1.

Hình 1.1:

Khi đó G0 = {v, w, x},G1 = {e, f, g}, sG(e) = v, sG(f) = w, sG(g) = x và

rG(e) = {v, w, x}, rG(f) = {x}, rG(g) = {v, w}. Khi đó, ta có G0 = P (G0).
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1.2 Không gian dịch chuyển con

Ở phần này, tôi trình bày lại một số khái niệm cơ bản của không gian dịch

chuyển con. Trước tiên, tôi sẽ trình bày lại một số kiến thức cơ bản về hệ động

lực hình thức.

Trong luận văn này, chúng tôi mặc định R là một vành giao hoán có đơn vị.

Định nghĩa 1.2.1 ([1]). (1) Cho A là một tập khác rỗng. A được gọi là một

bảng chữ cái. Một từ trên A là một chuỗi hữu hạn các chữ cái trong A, và ta

kí hiệu A0 = ω là từ trống. Tập các từ có độ dài k trên A được kí hiệu là Ak.

Ta định nghĩa A-không gian dịch chuyển đầy đủ là

AN =
{
x = (xi)i∈N : xi ∈ A ∀ i ∈ N

}
.

Ta định nghĩa A∗ :=
⋃∞

k=0Ak.

(2) Cho α ∈ A∗ ∪ AN, ta kí hiệu |α| là độ dài của α.

Với 1 ≤ i, j ≤ |α|, ta định nghĩa αi,j =

αi · · ·αj nếu i ≤ j

ω nếu i > j.

(3) Nếu α, β ∈ A∗, thì βα là phép nối thông thường.

Ta quy ước ωβ = βω = β.

Nếu n ⩾ 1 thì βn được biểu diễn bởi n từ β viết nối tiếp nhau. Ta quy ước

u0 = ω. Khi đó, ta có umun = um+n với mọi m,n ⩾ 0. Ta gọi β∞ là từ vô hạn

β.β....

Định nghĩa 1.2.2 ([1]). Ánh xạ dịch chuyển (shift map) σ trên AN được định

nghĩa bởi

σ : AN → AN

(xn)n∈N 7→ (xn+1)n∈N .
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Một tập con X ⊆ AN được gọi là bất biến với σ nếu σ(X) ⊆ X.

Định nghĩa 1.2.3 ([2]). Cho tập con bất biến X ⊆ AN, ta định nghĩa

(1) Ln(X) là tập các từ có độ dài n xuất hiện trong một phần tử nào đó của

X. Nghĩa là,

Ln(X) := {(a0 . . . an−1) ∈ An : ∃ x ∈ X sao cho

(x0 . . . xn−1) = (a0 . . . an−1)}.

Khi đó, Ln

(
AN) = An, L0(X) = {ω}.

(2) Ngôn ngữ của X là tập LX gồm tất cả các từ hữu hạn xuất hiện trong một

từ nào đó của X. Khi đó,

LX :=
∞⋃
n=0

Ln(X).

Ta sẽ minh họa định nghĩa trên bằng ví dụ sau.

Ví dụ 1.2.4. Giả sử A = {0, 1} và X = AN. Khi đó LX gồm tất cả các từ hữu

hạn xuất hiện trong một từ nào đó của X. Ta có thể liệt kê một số từ trong LX

như sau

LX = {ω, 0, 1, 00, 11, 01, 10, 000, 111, 001, 010, 100, ...}

Bây giờ, tôi sẽ trình bày lại một số khái niệm cơ bản về không gian dịch

chuyển.

Định nghĩa 1.2.5 ([1]). Cho F là tập con của A∗ được gọi là tập tránh. Ta

định nghĩa XF là tập các phần tử trong AN không chứa các từ thuộc vào F .

Một tập con X của AN được gọi là không gian dịch chuyển nếu tồn tại F là tập

tránh trên A sao cho XF = X.
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Khi một không gian dịch chuyển X được chứa trong một không gian dịch

chuyển Y, chúng ta nói rằng X là một không gian dịch chuyển con của Y.

Tôi sẽ minh họa định nghĩa trên qua ví dụ sau.

Ví dụ 1.2.6. Cho bảng chữ cái A. Khi đó,

(1) X = AN là một không gian dịch chuyển do ta có thể chọn F = ∅. Như

vậy, XF = AN = X.

(2) X = ∅ là một không gian dịch chuyển do ta có thể chọn F = A. Như vậy,

XF = ∅ = X.

(3) Gọi X là tập hợp tất cả các chuỗi nhị phân không có hai số 1 nào nằm

cạnh nhau. Khi đó X là một không gian dịch chuyển với A = {0; 1}, tập
tránh F = {11} và X = XF .

Không gian dịch chuyển này được gọi là dịch chuyển trung bình vàng

(golden mean shift).

(4) Xét X là tập hợp tất cả các chuỗi nhị phân sao cho giữa bất kỳ hai số 1

nào cũng có một số chẵn các số 0. Khi đó X là một không gian dịch chuyển

với A = {0; 1}, tập tránh F = {1 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n+1 số 0

1 : n ⩾ 0} và X = XF .

Không gian dịch chuyển này thường được gọi là dịch chuyển chẵn (even

shift).

Trong định nghĩa trên, tập F có thể có hữu hạn hoặc vô hạn phần tử. Tuy

nhiên, trong hầu hết các trường hợp ta có thể đếm được số phần tử của F do

các phần tử của nó có thể được liệt kê theo thứ tự (chỉ cần viết ra các từ có

độ dài 1 trước, sau đó là các từ có độ dài 2, ...). Đối với một không gian dịch

chuyển cho trước, có thể có nhiều tập tránh F .
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Định nghĩa 1.2.7 ([1]). Không gian dịch chuyển con hữu hạn là không gian

dịch chuyển có thể được mô tả bằng một tập hợp tránh hữu hạn, tức là không

gian dịch chuyển X có dạng XF với một tập tránh hữu hạn F .

Định nghĩa 1.2.8 ([1]). Một không gian dịch chuyển con hữu hạn là M -bước

nếu nó có thể được mô tả bằng một tập tránh trong đó các từ tránh đều có độ

dài M + 1.

Để làm rõ hơn định nghĩa trên, ta xét ví dụ sau.

Ví dụ 1.2.9. (1) Không gian dịch chuyển X = AN là một không gian dịch

chuyển con hữu hạn. Trong đó, tập tránh F = ∅ và X = XF = AN.

(2) Dịch chuyển trung bình vàng X trong Ví dụ 1.2.6 là không gian dịch

chuyển con hữu hạn vì ta có tập tránh F = {11} là hữu hạn và X = XF .

(3) Dịch chuyển chẵn X trong Ví dụ 1.2.6 không phải là không gian dịch

chuyển con hữu hạn. Thật vậy, gọi LN(X) là tập các từ có độ dài N trong X.

Nếu X là không gian dịch chuyển con hữu hạn, khi đó tồn tại m ⩾ 1 và tập

F gồm các từ có độ dài m sao cho X = XF . Xét từ x = 0∞102m+110∞. Mọi

từ có độ dài m xuất hiện trong x đều nằm trong Lm(X), do đó chúng ta sẽ có

x ∈ XF = X, mâu thuẫn với định nghĩa của dịch chuyển chẵn.

Ví dụ 1.2.10. Cho X ⊆ AN là một dịch chuyển hữu hạn và X = XF với tập

tránh hữu hạn F . Giả sử N là độ dài của từ dài nhất trong F . Ta gọi FN là

tập tất cả các từ có độ dài N , chứa một số từ trong F , thì khi đó XFN
= XF ,

và các từ trong FN đều có cùng độ dài N .

Ví dụ, nếu A = {0, 1} và F = {11, 000}, thì F3 = {110, 111, 011, 000}. Để
thuận tiện ta coi như trong không gian dịch chuyển hữu hạn, tất cả các từ tránh

đều có cùng độ dài.

Một phương pháp cơ bản để xây dựng các không gian dịch chuyển con hữu

hạn là sử dụng đồ thị hữu hạn, có hướng và tạo ra tập hợp các đường đi vô
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hạn trên đồ thị. Trong [1] các tác giả đã chỉ ra rằng không gian dịch chuyển

con hữu hạn có thể được biểu diễn như một dịch chuyển cạnh được định nghĩa

trong các ví dụ dưới đây.

Ví dụ 1.2.11 (Không gian dịch chuyển cạnh của đồ thị). Cho đồ thị E. Ta

định nghĩa dịch chuyển cạnh một phía XE liên kết với E là tập hợp tất cả các

đường vô hạn. Nó là một không gian dịch chuyển con trên A = E1 với tập tránh

F =
{
ef ∈ A2 : r(e) ̸= s(f)

}
. Khi đó,

XE = {e = (ei)i∈N : r(ei) = s(ei+1)}.

Ánh xạ dịch chuyển trên XE được gọi là ánh xạ dịch chuyển cạnh liên kết

với đồ thị E, và được kí hiệu là σE.

XE là một không gian dịch chuyển con hữu hạn 1-bước do mọi từ trong F
đều có độ dài là 2.

Ví dụ 1.2.12 (Không gian dịch chuyển cạnh của siêu đồ thị). Cho siêu đồ thị

G. Ta định nghĩa dịch chuyển cạnh một phía XG liên kết với G là tập hợp tất

cả các đường đi vô hạn. Nó là không gian dịch chuyển con trên A = G1 với tập

tránh F =
{
ef ∈ A2 : s(f) /∈ r(e)

}
. Khi đó,

XG = {e = (ei)i∈N : s(ei+1) ∈ r(ei)}.

Ánh xạ dịch chuyển trên XG được gọi là ánh xạ dịch chuyển cạnh liên kết

với siêu đồ thị G, và được kí hiệu là σG.

XG là không gian dịch chuyển con hữu hạn 1-bước do mọi từ trong F đều có

độ dài là 2.

Ví dụ 1.2.13. (1) Cho đồ thị E như Hình 1.2. Khi đó ta có một dịch chuyển
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cạnh trên A = E1 = {e, f, g} với tập tránh F = {eg, fe, ff, gg} là

XE = XF = {e = (ei)i∈N : r(ei) = s(ei+1)}

= {(e)n, (fg)n, (gf)n, g(e)n, (e)nf, ... : n ∈ N}.

Hình 1.2:

(2) Cho siêu đồ thị G như trong Ví dụ 1.1.6. Khi đó ta có một dịch chuyển

cạnh liên kết với G trên A = G1 = {e, f, g} với tập tránh F = {ef ∈ A2 :

s(f) /∈ r(e)} = {fe, ff, gg} là

XG = {e = (ei)i∈N : s(ei+1) ∈ r(ei)}

= {(e)n, (e)ng, (e)nf, g(e)n, (fg)n, ... : n ∈ N}.

Tuy nhiên, không phải mọi không gian dịch chuyển con hữu hạn (thực tế,

không phải mọi không gian dịch chuyển con hữu hạn 1-bước) đều là dịch chuyển

cạnh.

Ví dụ 1.2.14. Giả sử A = {0, 1},F = {11}, khi đó XF là dịch chuyển trung

bình vàng (golden mean shift). Ta chỉ ra được rằng không có đồ thị G sao cho

XF = XG. Thật vậy, nếu tồn tại đồ thị G thỏa mãn, G sẽ có đúng hai cạnh,

được đặt tên là 0 và 1. Giả sử G chỉ có một đỉnh, trong trường hợp đó XG là

dịch chuyển A-đầy đủ. Nếu G có hai đỉnh thì XG gồm các từ (01)∞ và (10)∞.

Trong cả hai trường hợp, XG đều không giống với XF .
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Mặc dù có ví dụ này, kết quả sau đây cho thấy bất kỳ dịch chuyển hữu hạn

nào đều có thể được mã hóa lại thành dịch chuyển cạnh. Trước tiên, ta nhắc lại

định nghĩa về dịch chuyển khối cao. Đây là một trong những cấu trúc cơ bản

trong lí thuyết hệ động lực hình thức liên quan đến việc mở rộng một ký hiệu

đơn lẻ sang một khối các ký hiệu liên tiếp và coi các khối đó là các chữ cái từ

một bảng chữ cái mới, phức tạp hơn.

Định nghĩa 1.2.15 ([1]). Giả sử X là một không gian dịch chuyển con trên

bảng chữ cái A và A[N ]
X = LN(X) là tập hợp của tất cả các từ có độ dài N

trong X. Chúng ta có thể coi A[N ]
X là một bảng chữ cái và tạo thành phép dịch

chuyển đầy đủ
(
A[N ]

X

)N
. Ta định nghĩa ánh xạ βN : X →

(
A[N ]

X

)N
như sau

(βN(x))[i] = x[i,i+N−1].

Khi đó, dịch chuyển khối cao thứ N X [N ] là ảnh X [N ] = βN(X) trong dịch

chuyển đầy đủ trên A[N ]
X .

Ta minh họa định nghĩa trên bởi ví dụ sau.

Ví dụ 1.2.16. Giả sử X là dịch chuyển trung bình vàng. Khi đó,

A[2]
X = {a = 00, b = 01, c = 10}

và X [2] được mô tả bằng tập tránh F = {ac, ba, bb, cc} vì mỗi từ trong F không

là đường đi trong đồ thị Hình 1.3. Ví dụ, ký hiệu thứ hai của a = 00 không

khớp với ký hiệu đầu tiên của c = 10, do đó ac bị cấm. Đương nhiên, từ 11

cũng bị cấm vì nó bị cấm trong dịch chuyển ban đầu. Do đó nó không xuất hiện

trong A[2]
X .

Định lý 1.2.17 ([1]). Nếu X là dịch chuyển M -bước có kiểu hữu hạn, thì tồn

tại một đồ thị G sao cho X [M+1] = XG.
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Hình 1.3:

Chứng minh. Trước tiên, ta lưu ý rằng nếu M = 0, thì X là một phép dịch

chuyển đầy đủ và ta có thể lấy G để có một đỉnh và một cạnh cho mỗi ký hiệu

xuất hiện trong X. Do đó, ta giả sử rằng M ⩾ 1.

Ta định nghĩa tập đỉnh của G là V = LM(X), là các từ có độ dài M xuất

hiện trong X. Ta định nghĩa tập cạnh E như sau. Giả sử rằng I = a1a2 . . . aM

và J = b1b2 . . . bM là hai đỉnh trong G. Nếu a2a3 . . . aM = b1b2 . . . bM−1, và nếu

a1 . . . aMbM ( = a1b1 . . . bM) nằm trong L(X), thì ta vẽ chính xác một cạnh

trong G từ I đến J , được đặt tên là a1a2 . . . aMbM = a1b1b2 . . . bM . Nếu không,

sẽ không có cạnh nào từ I đến J .

Từ đó ta thấy rằng một đường đi vô hạn trên G là một chuỗi các từ có độ

dài (M + 1) trong LM+1(X) nối tiếp nhau. Do đó, XG = X [M+1].

Ví dụ 1.2.18. Dịch chuyển trung bình vàng X trong Ví dụ 1.1.6 là 1-bước,

nhưng bản thân nó không phải là một dịch chuyển cạnh. Thực hiện quy trình

được mô tả trong chứng minh trên cho thấy X [2] = XG (đã được mô tả trong

ví dụ 1.2.16).

Sau đây, chúng tôi sẽ nhắc lại định nghĩa và tính chất một số tập hợp quan

trọng sẽ được sử dụng trong định nghĩa của đại số liên kết với không gian dịch

chuyển con.

Định nghĩa 1.2.19 ([2]). Cho X là không gian dịch chuyển con của bảng chữ
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cái A. Giả sử α, β ∈ LX, ta định nghĩa

C(α, β) := {βx ∈ X : αx ∈ X}.

Khi đó, tập C(ω, β) = {βx ∈ X : x ∈ X} được ký hiệu là Zβ và được gọi là

tập trụ (cyclider set). Tập C(α, ω) = {x ∈ X : αx ∈ X} được ký hiệu là Fα và

được gọi là tập theo sau (follower set).

Lưu ý rằng X = C(ω, ω).

Ta minh họa định nghĩa trên bởi ví dụ sau.

Ví dụ 1.2.20. Cho đồ thị E như trong Ví dụ 1.2.13 (1). Khi đó ta có một dịch

chuyển cạnh XE trên A = E1 = {e, f, g} với tập tránh F = {eg, fe, ff, gg}.
Giả sử α = ef, β = gf , ta có

C(α, β) = {βx ∈ XE : αx ∈ XE} = {gf, gfg, (gf)n, gfg(e)n, (gf)ng(e)n, ...}.
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Chương 2

Biểu diễn bất khả quy của đại số liên

kết với không gian dịch chuyển con

Trong chương này, chúng tôi trình bày các biểu diễn bất khả quy đã biết trên

đại số liên kết với không gian dịch chuyển con trên bảng chữ cái tùy ý dựa trên

bài báo của Goncalves-Royer[7].

2.1 Đại số liên kết với không gian dịch chuyển con

Trong bài báo [2], Boava, de Castro, Goncalves và van Wyk đã định nghĩa một

R-đại số AR(X) liên kết với một không gian dịch chuyển con X có thể không

có đơn vị. Chúng tôi bắt đầu bằng định nghĩa của đại số Boole liên kết với các

tập hợp có dạng C(α, β) với α, β ∈ LX không đồng thời bằng ω.

Định nghĩa 2.1.1 ([2]). Cho X là một không gian dịch chuyển con. Ta định

nghĩa B là đại số Boolean của tập con của X sinh bởi mọi tập C(α, β) trong đó

α, β ∈ LX không đồng thời bằng ω. Như vậy, B chứa các tập hợp nhận được từ

các phép hợp hữu hạn, giao hữu hạn và phép lấy phần bù tập C(α, β).

Định nghĩa 2.1.2 ([2]). Cho X là không gian dịch chuyển con, R là một vành

giao hoán có đơn vị. Khi đó, Đại số dịch chuyển con AR(X) của X trên R là
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đại số sinh bởi các phần tử {pA : A ∈ B} và {sa, s∗a : a ∈ A}, thỏa mãn các điều

kiện sau:

(1) pA∩B = pApB, pA∪B = pA + pB − pA∩B và p∅ = 0, với mọi A,B ∈ B;

(2) sas
∗
asa = sa và s∗asas

∗
a = s∗a với mọi a ∈ A;

(3) sβs
∗
αsαs

∗
β = pC(α,β) với mọi α, β ∈ LX\{ω}, trong đó với α = α1 . . . αn ∈

LX\{ω} ta có sα := sα1
· · · sαn

và s∗α := s∗αn
· · · s∗α1

(4) s∗αsα = pC(α,ω) = pFα
với mọi α ∈ LX\{ω};

(5) sβs
∗
β = pC(ω,β) = pZβ

với mọi β ∈ LX\{ω}.

Theo đó ta có sα = sαs
∗
αsα = pZα

sα và s∗α = s∗αsαs
∗
α = s∗αpZα

.

Lưu ý rằng sω không xuất hiện trong định nghĩa của AR(X). Tuy nhiên, để

thuận tiện trong việc tính toán ta mặc sαpAs
∗
ω, sωpAs

∗
β và sωpAs

∗
ω, tương ứng là

sαpA, pAs
∗
β và pA.

Các phần tử thuộc AR(X) có một số tính chất như sau.

Mệnh đề 2.1.3 ([2]). Cho X là không gian dịch chuyển con, R là một vành

giao hoán có đơn vị. Khi đó:

(1) s∗asb = δa,bpFa
, với mọi a, b ∈ A;

(2) AR(X) sinh bởi {sa, s∗a : a ∈ A}.

Chứng minh. (1) Theo Định nghĩa 2.1.2, với mọi a, b ∈ A, ta có thể viết

s∗asb = s∗apZa
pZb

sb = s∗apZa∩Zb
sb.

Nếu a ̸= b, ta có Za ∩ Zb = ∅ và s∗asb = 0. Nếu a = b, ta có s∗asb = s∗apZa
sa =

s∗asa = pFa
. Ta có điều cần chứng minh.
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(2) Phép chiếu trên các phần tử sinh của đại số Boolean B có thể viết dưới

dạng pC(α,β) = sβs
∗
αsαs

∗
β với mọi α, β ∈ LX\{ω}. Khi đó, ta thấy rằng nó thuộc

về R-đại số sinh bởi {sa, s∗a : a ∈ A}.

Mệnh đề 2.1.4 ([2]). Cho X là một không gian dịch chuyển con, R là vành

giao hoán có đơn vị. Đại số dịch chuyển con AR(X) là R-đại số Z-phân bậc,

với thành phần thuần nhất bậc n là

AR(X)n = spanR
{
sαpAs

∗
β : α, β ∈ LX, A ∈ B và |α| − |β| = n

}
.

Chứng minh. Gọi RX là R-đại số tự do sinh bởi {pA | A ∈ B} ∪ {sa, s∗a |
a ∈ A}. Với mỗi a ∈ A và A ∈ B, ta định nghĩa deg(pA) = 0, deg(sa) =

1 và deg(s∗a) = −1. Với mọi đơn thức rx1 . . . xn trong đó r ∈ R và xi ∈
{pA | A ∈ B}∪{sa, s∗a | a ∈ A}, ta đặt deg (rx1 . . . xn) =

∑n
i=1 deg (xi). Khi đó

RX là R-đại số Z-phân bậc với phần tử thuần nhất bậc n với n ∈ Z là:

RXn
= spanR{x1 . . . xn | xi ∈ {pA | A ∈ B} ∪ {sa, s∗a | a ∈ A}

và deg (x1 . . . xn) = n}.

Gọi I là iđêan của RX sinh bởi tất cả các phần tử cảm sinh từ các đồng

nhất (1) - (5) trong Định nghĩa 2.1.2. Rõ ràng, I là iđêan thuần nhất. Do đó,

AR(X) = RX/I là Z-phân bậc.

Mệnh đề 2.1.5 ([2], (Định lý phân bậc duy nhất)). Cho X là một không gian

dịch chuyển con. Nếu T là vành Z-phân bậc và ϕ : AR(X) → T là một đồng

cấu vành phân bậc với ϕ (rpA) ̸= 0 với mọi A ∈ B\{∅} và r ∈ R\{0}, thì ϕ là

đơn cấu.

Sau đây, chúng tôi xây dựng đơn vị hóa của R-đại số không có đơn vị AR(X).

Để làm điều đó, chúng tôi trình bày lại định nghĩa của R-đại số có đơn vị ÃR(X)
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liên kết với một không gian dịch chuyển con X, đã được xây dựng trong [2]. Để

định nghĩa ÃR(X), chúng ta cho U là đại số Boole của các tập con của X được

tạo bởi tất cả C(α, β), với α, β ∈ LX. Điểm khác biệt duy nhất giữa B và U là

X không là phần tử sinh của B.

Định nghĩa 2.1.6 ([2]). Cho R là vành giao hoán có đơn vị, X là một không

gian dịch chuyển con. Ta định nghĩa đại số có đơn vị liên kết với không gian dịch

chuyển con ÃR(X) là đại số có đơn vị trên R với các phần tử sinh {pA : A ∈ U}
và {sa, s∗a : a ∈ A} thỏa các điều kiện sau:

(1) pX = 1, pA∩B = pApB, pA∪B = pA + pB − pA∩B và p∅ = 0, với mọi

A,B ∈ U ;

(2) sas
∗
asa = sa và s∗asas

∗
a = s∗a với mọi a ∈ A;

(3) sβs
∗
αsαs

∗
β = pC(α,β) với mọi α, β ∈ LX, trong đó sω := 1 và nếu α =

α1 . . . αn ∈ LX thì sα := sα1
· · · sαn

and s∗α := s∗αn
· · · s∗α1

.

Từ (3), nếu β = ω, ta nhận được sωs
∗
αsαs

∗
ω = s∗αsα = pC(α,ω) = pFα

với mọi

α ∈ LX. Nếu α = ω, ta có sβs
∗
ωsωs

∗
β = sβs

∗
β = pC(ω,β) = pZβ

với mọi β ∈ LX.

Theo đó ta có sα = sαs
∗
αsα = pZα

sα và s∗α = s∗αsαs
∗
α = s∗αpZα

.

Ngọn tương đối của (A,α), trong đó α ∈ LX và A ∈ U , được định nghĩa bởi

r(A,α) = {x ∈ X : αx ∈ A}.

Bổ đề 2.1.7 ([12]). Cho X là một không gian dịch chuyển con, ÃR(X) là đại

số có đơn vị liên kết với X, a, b ∈ A, và γ, α ∈ LX.

(1) Nếu β := bγ ∈ LX, thì s
∗
βsa = δb,as

∗
γpFa

;

(2) Nếu A ∈ U , thì pAsα = sαpr(A,α) và s∗αpA = pr(A,α)s
∗
α.

Các phần tử thuộc ÃR(X) có một số tính chất như sau.
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Mệnh đề 2.1.8 ([2]). Cho X là một không gian dịch chuyển con, R là vành

giao hoán có đơn vị và ÃR(X) là đại số có đơn vị liên kết với X. Khi đó,

(1) s∗asb = δa,bpFa
với mọi a, b ∈ A;

(2) s∗αsα và s∗βsβ giao hoán với mọi α, β ∈ LX;

(3) s∗αsα và sβs
∗
β giao hoán với mọi α, β ∈ LX;

(4) sαsβ = 0 với mọi α, β ∈ LX sao cho αβ /∈ LX;

(5) ÃR(X) là R-đại số sinh bởi tập {sa, s∗a : a ∈ A} ∪ {1}.

Chứng minh. (1) Theo Định nghĩa 2.1.6, ta có thể viết

s∗asb = s∗apZa
pZb

sb = s∗apZa∩Zb
sb.

Nếu a ̸= b, ta có Za ∩ Zb = ∅ và s∗asb = 0. Nếu a = b, ta có s∗asb =

s∗apZa
sa = s∗asa = pFa

. Ta có điều cần chứng minh.

(2; 3) Theo Định nghĩa 2.1.6, ta dễ dàng chỉ ra được s∗αsαs
∗
βsβ = pFα∩Fβ

=

s∗βsβs
∗
αsα và s∗αsαsβs

∗
β = pFα∩Zβ

= sβs
∗
βs

∗
αsα.

(4) Xét α, β ∈ LX sao cho αβ /∈ LX. Trong trường hợp này

Fα∩Zβ = {x ∈ X : αx ∈ X}∩{βx ∈ X : x ∈ X} = {βx ∈ X : αβx ∈ X} = ∅.

Khi đó ta có sαsβ = sαs
∗
αsαsβs

∗
βsβ = sαpFα

pZβ
sβ = sαpFα∩Zβ

sβ = 0.

(5) Phép chiếu trên các phần tử sinh của đại số Boolean U có thể viết dưới

dạng pC(α,β) = sβs
∗
αsαs

∗
β. Khi đó, ta thấy rằng nó thuộc về R-đại số sinh

bởi {sa, s∗a : a ∈ A}. Nếu α = β = ω, ta có pC(α,β) = pX = 1. Do đó

ÃR(X) là R-đại số sinh bởi tập {sa, s∗a : a ∈ A} ∪ {1}.
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Mệnh đề 2.1.9 ([2]). Cho X là một không gian dịch chuyển con, R là vành

giao hoán có đơn vị. Đại số liên kết với không gian dịch chuyển con có đơn vị

ÃR(X) là đại số Z-phân bậc với các phần tử thuần nhất bậc n như sau

ÃR(X)n = spanR
{
sαpAs

∗
β : α, β ∈ LX, A ∈ U và |α| − |β| = n

}
.

Cho A là R-đại số không có đơn vị. Ta định nghĩa đơn vị hóa của A là R-đại

số A⊕R với phép cộng và phép nhân được định nghĩa như sau

(a, r) + (b, s) = (a+ b, r + s),

(a, r)(b, s) = (ab+ sa+ rb, rs).

Mệnh đề 2.1.10 ([2]). Cho R là vành giao hoán có đơn vị, X là không gian

dịch chuyển con. Khi đó, các phát biểu sau đúng.

(1) Nếu AR(X) là đại số có đơn vị, thì nó đẳng cấu với ÃR(X).

(2) Nếu AR(X) không có đơn vị, thì đơn vị hóa của nó đẳng cấu với ÃR(X).

Chứng minh. Theo định nghĩa của đại số, Mệnh đề 2.1.3, Mệnh đề 2.1.5 và

phép bao hàm B ⊆ U , ta có AR(X) đẳng cấu với đại số con của ÃR(X) sinh

bởi {sa, s∗a : a ∈ A}. Do đó, ta xét AR(X) ⊆ ÃR(X). Hơn nữa, phép bao hàm

này bảo toàn tính phân bậc.

(1) Giả sử AR(X) là đại số có đơn vị. Theo [2, Theorem 4.5] và [16, Corolary

6.5], B có phần tử đỉnh I. Giả sử rằng I ̸= X. Khi đó tồn tại x = (x0x1 · · · ) ∈
X\I, do đó C (ω, x0) ⊈ I (mâu thuẫn). Do đó, I = X và B = U . Từ đó suy ra

AR(X) = ÃR(X).

(2) Nếu AR(X) là đại số không có đơn vị. Theo tính chất phổ dụng của

AR(X)⊕R như một R-môđun, tồn tại một ánh xạ tuyến tính Φ : AR(X)⊕R →
ÃR(X) được cho bởi Φ(a, r) = a+ r1, là ánh xạ toàn ánh theo Mệnh đề 2.1.8.
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Ta có thể dễ dàng kiểm tra xem Φ có tính nhân hay không. Để chứng minh

tính đơn ánh, giả sử rằng Φ(a, r) = 0 đối với một số (a, r) ∈ AR(X)⊕ R. Khi

đó r1 = −a ∈ AR(X). Vì r1 có bậc 0 trong phép phân loại Z của ÃR(X),−a

cũng có bậc 0 Do đó, chúng ta có thể viết

−a =
m∑
j=1

λjpBj
+

n∑
i=1

γisαi
pAi

s∗βi

trong đó |αi| = |βi| > 0, λj, γi ∈ R\{0} và Bj, Ai ∈ B cho mỗi i, j. Đặt A =

X\
(⋃n

i=1C (ω, βi) ∪
⋃m

j=1Bj

)
, ta thấy rằng A ̸= ∅, vì AR(X) không có đơn vị.

Theo Định nghĩa 2.1.2, mục (4) và (5), ta có

−apA =

 m∑
j=1

λjpBj
+

n∑
i=1

γisαi
pAi

s∗βi

 pA = 0

Khi đó rpA = −apA = 0 và theo [2, Theorem 4.5], ta kết luận rằng r = 0. Vì

a = −r1, ta có a = 0, do đó Φ là đơn ánh, ta có điều cần chứng minh.

Trong [2], các tác giả đã chỉ ra rằng lớp đại số liên kết với không gian dịch

chuyển con tùy ý chứa nhiều lớp đại số quan trọng, như đại số đường Leavitt

của đồ thị, đại số đường Leavitt của siêu đồ thị. Sau đây, chúng tôi sẽ trình bày

lại các ví dụ này.

2.1.1 Đại số đường Leavitt của đồ thị

Chúng tôi nhắc lại định nghĩa của đại số đường Leavitt liên kết với đồ thị.

Định nghĩa 2.1.11 ([10]). Cho E =
(
E0, E1, r, s

)
là một đồ thị có hướng, R

là một vành giao hoán có đơn vị. Đại số đường Leavitt LR(E) liên kết với E với

các hệ số trong R là R-đại số sinh bởi các tập
{
v : v ∈ E0

}
và
{
e, e∗ : e ∈ E1

}
thỏa mãn các điều kiện sau với mọi e, e′ ∈ E1 và v, v′ ∈ E0:
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(1) vv′ = δv,v′v,

(2) s(e)e = er(e) = e,

(3) r(e)e∗ = e∗s(e) = e∗,

(4) e∗e′ = δe,e′r(e),

(5) v =
∑

e:s(e)=v ee
∗ với mọi đỉnh v chính quy.

trong đó δ là ký hiệu Kronecker.

Mệnh đề 2.1.12. (Tính chất phổ dụng của LR(E)) ([10]) Giả sử E là một

đồ thị, R là vành giao hoán có đơn vị và A là một R-đại số chứa một tập các

phần tử lũy đẳng đôi một trực giao
{
av | v ∈ E0

}
, và hai tập hợp

{
ae | e ∈ E1

}
,{

be | e ∈ E1
}
sao cho

(1) as(e)ae = aear(e) = ae và ar(e)be = beas(e) = be với mọi e ∈ E1,

(2) bfae = δe,far(e) với mọi e, f ∈ E1,

(3) av =
∑

{e∈E1|s(e)=v} aebe với mọi đỉnh chính quy v ∈ E0.

Theo các điều kiện trong định nghĩa đại số đường đi Leavitt, tồn tại một đồng

cấu R-đại số duy nhất φ : LR(E) → A sao cho φ(v) = av, φ(e) = ae, và

φ (e∗) = be với mọi v ∈ E0 và e ∈ E1.

Mệnh đề 2.1.13 ([10]). Cho E là một đồ thị, R là vành giao hoán có đơn vị.

Đại số đường Leavitt LR(E) là Z-phân bậc, với thành phần thuần nhất bậc n là

LR(E)n = spanR
{
αβ∗ : α, β ∈ E∗ và |α| − |β| = n

}
.

Chứng minh. Gọi A là R-đại số tự do sinh bởi E0∪E1∪ (E1)∗. Với mỗi v ∈ E0

và e ∈ E1, ta định nghĩa deg(v) = 0, deg(e) = 1 và deg(e∗) = −1. Với mọi
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đơn thức rx1 . . . xn trong đó r ∈ R và xi ∈
{
v ∈ E0

}
∪
{
e, e∗ | e ∈ E1

}
, ta đặt

deg (rx1 . . . xn) =
∑n

i=1 deg (xi). Khi đó A là R-đại số Z-phân bậc với phần tử

thuần nhất bậc n với n ∈ Z là:

An = spanR{x1 . . . xn | xi ∈
{
v ∈ E0

}
∪
{
e, e∗ | e ∈ E1

}
∪
{
e, e∗ | e ∈ E1

}
và deg (x1 . . . xn) = n}.

Gọi I là iđêan của A sinh bởi tất cả các phần tử cảm sinh từ các đồng nhất

(1) - (5) trong Định nghĩa 2.1.11. Rõ ràng, I là iđêan thuần nhất. Do đó,

LR(E) = A/I là Z-phân bậc.

Định lý 2.1.14. (Định lý phân bậc duy nhất) ([13]) Cho E là một đồ

thị và R là một vành giao hoán có đơn vị. Nếu T là một vành phân bậc và

ϕ : LR(E) → T là một đồng cấu vành phân bậc sao cho ϕ(rv) ̸= 0 với mọi

v ∈ E0 và r ∈ R\{0}, thì ϕ là đơn ánh.

Mệnh đề 2.1.15 ([2]). Cho E là đồ thị không có đỉnh dìm và không có đỉnh

nào vừa là đỉnh nguồn vừa phát ra vô hạn. Giả sử X là dịch chuyển cạnh một

phía của E. Khi đó, AR(X) ∼= LR(E).

Chứng minh. Ta xây dựng một ánh xạ từ LR(E) đếnAR(X) như sau. Với e ∈ E,

đặt te := se và te∗ := s∗e. Nếu v ∈ E0 không phải đỉnh nguồn, tồn tại e ∈ r−1(v),

ta đặt qv := pC(e,ω). Trong trường hợp này

C(e, ω) = {x ∈ X : ex ∈ X} = {x ∈ X : s(x) = r(e)} = {x ∈ X : s(x) = v}.

Nếu v ∈ E0 là đỉnh nguồn, thì v không phát ra vô hạn (theo giả thuyết)

và ta định nghĩa qv :=
∑

e∈s−1(v) ses
∗
e. Xét e, f ∈ s−1(v) và e ̸= f , ta có
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C(ω, e) ∩ C(ω, f) = ∅. Theo Định nghĩa 2.1.2, ta có thể viết

qv =
∑

e∈s−1(v)

pC(ω,e) = p∪e∈s−1(v)C(ω,e).

Ta cần chứng minh rằng
{
te, te∗ : e ∈ E1

}
và
{
qv : v ∈ E0

}
thỏa mãn các điều

kiện của LR(E) trong Định nghĩa 2.1.11. Thật vậy,

(1) qv1qv2 = δv1,v2qv1 với mọi v1, v2 ∈ E0.

Ta có pApA = pA nên pA là phần tử lũy đẳng với mọi A ∈ B. Do đó với v ∈
E0, ta có qvqv = qv. Giả sử v1, v2 ∈ E0 sao cho v1 ̸= v2 và r

−1(v1)∩r−1 (v2) = ∅.
Ta xét các trường hợp sau.

• Nếu v1 và v2 không là đỉnh nguồn, thì với e ∈ r−1(v1) và e′ ∈ r−1 (v2), ta

có C(e, ω) ∩ C (e′, ω) = {x ∈ X : s(x) = v1} ∩ {x ∈ X : s(x) = v2} = ∅.
Khi đó ta có qv1qv2 = pC(e,ω)pC(e′,ω) = 0.

• Nếu v1 là đỉnh nguồn và v2 không là đỉnh nguồn. Giả sử e′ ∈ r−1 (v2).

Khi đó C(ω, e) ∩ C (e′, ω) = {ex ∈ X : x ∈ X} ∩ {x ∈ X : s(x) =

v2} = ∅. Thật vậy, nếu e ∈ s−1(v1) thì C (e′, ω) ∩ C(ω, e) = {ex ∈
X : x ∈ X, s(ex) = v2} = ∅ do s(ex) = v1 ̸= v2. Do đó, qv1qv2 =∑

e∈s−1(v1)
pC(ω,e)pC(e′,ω) = 0

• Nếu v1 và v2 đều là đỉnh nguồn. Vì v1 ̸= v2, giả sử e ∈ s−1(v1) và e′ ∈
s−1(v1) ta có C(ω, e) ∩ C(ω, e′) = {ex ∈ X : x ∈ X} ∩ {e′x ∈ X : x ∈
X} = ∅. Do đó, theo Định nghĩa 2.1.2 ta có qv1qv2 = 0.

(2) qs(e)te = teqr(e) = te với mọi e ∈ E1.

Giả sử e ∈ E1. Nếu s(e) là đỉnh nguồn, thì theo Định nghĩa 2.1.2 ta nhận

được

qs(e)te =
∑

e′∈s−1(s(e))

se′s
∗
e′se = ses

∗
ese = se = te.
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Nếu s(e) không là đỉnh nguồn, ta lấy f ∈ E1 sao cho r(f) = s(e). Lưu ý rằng

C(e, ω) = {x ∈ X : s(x) = r(e)} = {x ∈ X : s(x) = r(fe)} = C(fe, ω) và

pC(f,ω)se = s∗fsfse = s∗fsfses
∗
ese = ses

∗
es

∗
fsfse = sepC(fe,ω) do s∗fsf và ses

∗
e giao

hoán theo Mệnh đề 2.1.8. Khi đó, ta có

qs(e)te = pC(f,ω)se = sepC(fe,ω) = sepC(e,ω) = ses
∗
ese = se = te.

Do r(e) không là đỉnh nguồn nên qr(e) = pC(e,ω). Dễ thấy, từ công thức của hai

trường hợp trên ta thu được teqr(e) = te.

(3) qr(e)t
∗
e = t∗eqs(e) = t∗e với mọi e ∈ E1.

Giả sử e ∈ E1. Nếu s(e) là đỉnh nguồn, thì theo Định nghĩa 2.1.2 ta nhận

được

t∗eqs(e) =
∑

e′∈s−1(s(e))

s∗ese′s
∗
e′ = s∗eses

∗
e = s∗e = t∗e.

Nếu s(e) không là đỉnh nguồn. Lấy f ∈ E1 sao cho r(f) = s(e). Lưu ý rằng

C(e, ω) = {x ∈ X : s(x) = r(e)} = {x ∈ X : s(x) = r(fe)} = C(fe, ω) và

s∗epC(f,ω) = s∗es
∗
fsf = s∗eses

∗
es

∗
fsf = s∗es

∗
fsfses

∗
e = pC(fe,ω)s

∗
e do s∗fsf và ses

∗
e giao

hoán theo Mệnh đề 2.1.8. Khi đó, ta có

t∗eqs(e) = s∗epC(f,ω) = pC(fe,ω)s
∗
e = pC(e,ω)s

∗
e = s∗eses

∗
e = s∗e = t∗e.

Do r(e) không là đỉnh nguồn nên qr(e) = pC(e,ω). Dễ thấy, từ công thức của hai

trường hợp trên ta thu được qr(e)t
∗
e = t∗e.

(4) t∗et
′
e = δe,e′qr(e) với mọi e, e′ ∈ E1.

Với e, e′ ∈ E1, theo Mệnh đề 2.1.3, ta có

t∗ete′ = s∗ese′ = δe,e′pC(e,ω) = δe,e′qr(e).

(5) qv =
∑

e:s(e)=v tet
∗
e với mọi đỉnh v chính quy.
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Nếu v ∈ E0
reg là đỉnh nguồn thì ta có điều cần chứng minh. Nếu v ∈ E0

reg

không là đỉnh nguồn và e ∈ r−1(v). Khi đó, C(e, ω) = {x ∈ X : s(x) =

v} có thể được viết dưới dạng hợp hữu hạn không giao nhau là C(e, ω) =⊔
f∈s−1(v)C(ω, f). Do đó

qv = pC(e,ω) =
∑

f∈s−1(v)

pC(ω,f) =
∑

f∈s−1(v)

sfs
∗
f =

∑
f∈s−1(v)

tf t
∗
f .

Theo tính chất phổ dụng của LR(E), ta thu được một đồng cấu R-đại số

Φ : LR(E) → AR(X). Khi đó, Φ là toàn ánh vì
{
se, s

∗
e : e ∈ E1

}
là tập sinh

của AR(X) theo Mệnh đề 2.1.3. Ta dễ dàng thấy rằng phép đồng cấu này phân

bậc trên Z. Hơn nữa, nếu r ∈ R\{0} và v ∈ E0 không phải là nguồn, thì

rqv = rpC(e,ω) với một số e ∈ r−1(v). Vì đồ thị không có đỉnh dìm, C(e, ω) ̸= ∅,
nói cách khác rqv ̸= 0. Theo Định lý phân bậc duy nhất của đại số đường đi

Leavitt ta có Φ là ánh xạ đẳng cấu.

Mệnh đề trên có thể không đúng nếu trong đồ thị có một đỉnh vừa là nguồn

vừa là phát vô hạn.

Ví dụ 2.1.16. Cho đồ thị E với E0 = {v, w}, E1 = {en}n∈N ∪ {f}, s (en) = v

và r (en) = w = s(f) = r(f) với mọi n ∈ N. Theo [13, Section 4.2] ta có LR(E)

là đại số có đơn vị do E0 là tập hữu hạn. Mặt khác, ta lưu ý rằng với mọi

α, β ∈ LX không đồng thời là từ trống, thì tập C(α, β) là rỗng hoặc chỉ có một

phần tử. Khi đó, ta có B là họ các tập con hữu hạn của X, do đó X /∈ B. Theo
Mệnh đề 2.1.10, ta có AR(X) không có đơn vị. Do đó, LR(E) không đẳng cấu

với AR(X).
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2.1.2 Đại số đường Leavitt của siêu đồ thị

Trong phần này, chúng tôi sẽ chỉ ra rằng, với một siêu đồ thị chỉ có các đỉnh

chính quy, đại số dịch chuyển con liên kết với dịch chuyển cạnh một phía của

nó đẳng cấu với đại số đường đi Leavitt liên kết với siêu đồ thị. Bây giờ, chúng

tôi nhắc lại một số khái niệm, tính chất cơ bản của đại số đường Leavitt của

siêu đồ thị.

Định nghĩa 2.1.17 ([2]). Cho G là một siêu đồ thị, R là một vành giao hoán

có đơn vị. Đại số đường Leavitt của G, được ký hiệu là LR(G), là R-đại số sinh

bởi
{
se, s

∗
e : e ∈ G1

}
∪
{
pA : A ∈ G0

}
thỏa mãn các điều kiện sau

(1) p∅ = 0, pApB = pA∩B, pA∪B = pA + pB − pA∩B, với mọi A,B ∈ G0;

(2) ps(e)se = sepr(e) = se và pr(e)s
∗
e = s∗eps(e) = s∗e với mọi e ∈ G1;

(3) s∗esf = δe,fpr(e) với mọi e, f ∈ G;

(4) pv =
∑

s(e)=v ses
∗
e với 0 <

∣∣s−1(v)
∣∣ < ∞.

trong đó δ là Kronecker delta.

Mệnh đề 2.1.18 ([14]). Cho G là một siêu đồ thị, R là một vành giao hoán có

đơn vị. Đại số đường Leavitt LR(G) của G là Z-phân bậc, với thành phần thuần

nhất bậc n là

AR(X)n = spanR
{
sαpAs

∗
β | α, β ∈ G∗, A ∈ G0 và |α| − |β| = n

}
.

Định lý 2.1.19. (Định lý phân bậc duy nhất của LR(G)) ([14]) Cho G là

một siêu đồ thị, R là một vành giao hoán có đơn vị và T là một vành Z-phân
bậc. Nếu π : LR(G) → T là một đồng cấu vành phân bậc sao cho π (rpA) ̸= 0

với mọi A ∈ G0 khác rỗng và r ∈ R khác không, thì π là đơn ánh.
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Ví dụ 2.1.20. Cho G là siêu đồ thị có tập hợp các đỉnh đếm được G0 =

{1, 2, . . .}, và tập hợp các cạnh đếm được {e1, e2, . . .}, sao cho s (ei) = i, với

mọi i, r (e1) = G0 và r (ej) = j − 1 với j > 1. Siêu đồ thị này được mô tả như

hình dưới đây. Cho XG là không gian dịch chuyển con liên kết với nó và lưu ý

rằng U = B vì C (e1, ω) = XG. Do đó AR (XG) = ÃR (XG) theo Mệnh đề 2.1.10.

Mệnh đề 2.1.21 ([2]). Cho G là một siêu đồ thị sao cho mọi đỉnh đều là đỉnh

chính quy và XG là dịch chuyển cạnh một phía của G. Khi đó, AR (XG) ∼= LR(G).

Chứng minh. Lưu ý rằng với e ∈ G1, ta có Fe = C(e, ω) = {x ∈ XG : s(x) ∈
r(e)}.

Với mỗi A ∈ P
(
G0
)
, đặt A′ = {x ∈ XG : s(x) ∈ A}. Khi đó, với A,B ∈

P
(
G0
)
, ta có (A ∪ B)′ = A′ ∪ B′ và (A ∩ B)′ = A′ ∩ B′. Ngoài ra, với v ∈ G0

là đỉnh chính quy, ta có {v}′ =
⋃

e∈s−1(v)C(ω, e) ∈ B. Với e ∈ G1, chúng ta có

r(e)′ = C(e, ω) ∈ B. Theo Hệ quả 1.1.4, ta có A′ ∈ B với mọi A ∈ G0.

Theo đó, ta xây dựng một ánh xạ từ LR(G) đếnAR (XG) như sau. Với e ∈ G1,

ta đặt te := se và t∗e := s∗e. Với mỗi A ∈ G0, ta đặt qA := pA′. Ta cần chứng

minh rằng
{
te, t

∗
e : e ∈ G1

}
và
{
qA : A ∈ G0

}
thỏa mãn các điều kiện trong định

nghĩa của LR(G). Thật vậy,

(1) Đối với tập rỗng, ta có q∅ = p∅′ = p∅ = 0.

Với A,B ∈ G0, ta có qAqB = pA′pB′ = pA′∩B′ = p(A∩B)′ = qA∩B.

Tương tự, ta thấy rằng qA∪B = qA + qB − qA∩B.
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(2) Cho e ∈ G1 và đặt v = s(e). Khi đó,

qs(e)te =
∑

f∈s−1(v)

pC(ω,f)se =
∑

f∈s−1(v)

sfs
∗
fse = se = te,

teqr(e) = sepC(e,ω) = ses
∗
ese = se = te.

Các mối quan hệ liên quan đến te∗ được chứng minh tương tự như vậy.

(3) Giả sử e, f ∈ G1, theo Mệnh đề 2.1.3, ta có

t∗etf = s∗esf = δe,fpC(e,ω) = δe,fqr(e).

(4) Nếu v là một đỉnh chính quy, thì

qv =
∑

f∈s−1(v)

pC(ω,f) =
∑

f∈s−1(v)

sfs
∗
f =

∑
f∈s−1(v)

tf t
∗
f .

Theo tính chất phổ dụng của LR(G), ta thu được một đồng cấu R-đại số

Φ: LR(G) → AR (XG) là toàn ánh vì
{
se, s

∗
e : e ∈ G1

}
là tập sinh của AR (XG)

theo Mệnh đề 2.1.3. Dễ thấy rằng đồng cấu này là đồng cấu Z-phân bậc. Hơn

nữa, nếu r ∈ R\{0} và A ∈ G0 khác rỗng, thì rqA ̸= 0 theo [2, Theorem 4.5].

Áp dụng Định lý phân bậc duy nhất của siêu đồ thị ta nhận được Φ là đẳng

cấu.

2.2 Biểu diễn bất khả quy của đại số liên kết với không

gian dịch chuyển con

Trong phần này, chúng tôi trình bày các biểu diễn bất khả quy đã biết trên đại

số liên kết với không gian dịch chuyển con trên bảng chữ cái tùy ý dựa trên bài

báo [7].
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Định nghĩa 2.2.1 ([7]). Cho X là một không gian dịch chuyển con và R là một

vành giao hoán có đơn vị. Ta kí hiệu P là R-môđun tự do với cơ sở {δx : x ∈ X}.

Ký hiệu [p] có nghĩa là [p] = 1 nếu p đúng và [p] = 0 nếu ngược lại.

Với mọi A ∈ U , ta định nghĩa R-tự đồng cấu PA : P → P trên một phần tử

cơ sở δx, x ∈ X như sau

PA (δx) = [x ∈ X]δx.

Với mỗi a ∈ A, ta định nghĩa R-tự đồng cấu Sa, S
∗
a : P → P trên một phần

tử cơ sở δx, x = x1x2x3 . . . ∈ X như sau

Sa (δx) = [ax ∈ X]δax,

S∗
a (δx) = [x1 = a] δσ(x).

Ta ký hiệu R-đại số của tất cả R-tự đồng cấu của P bởi EndR(P). Rõ ràng,

PA, Sa, S
∗
a ∈ EndR(P), với A ∈ U và a ∈ A.

Tiếp theo chúng tôi sẽ chứng minh rằng các phép tự đồng cấu được định

nghĩa ở trên là một biểu diễn của ÃR(X).

Mệnh đề 2.2.2 ([7]). Cho X là một không gian dịch chuyển con và R là một

vành giao hoán có đơn vị. Khi đó tồn tại một R-đồng cấu đại số ϕ : ÃR(X) →
EndR(P) sao cho

ϕ (pA) = PA, ϕ (sa) = SA và ϕ (s∗a) = S∗
a

trong đó A ∈ U và a ∈ A.

Chứng minh. Vì ÃR(X) là một đại số phổ dụng, nên ta chỉ cần kiểm tra rằng

các phần tử PA, Sa, S
∗
a, với A ∈ U và a ∈ A, thỏa mãn ba điều kiện của Định

nghĩa 2.1.6.
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(1) Dễ dàng chứng minh được PX = 1, PA∩B = PAPB, PA∪B = PA + PB −
PA∩B và P∅ = 0, với mọi A,B ∈ U .

(2) Xét a ∈ A và x ∈ X. Nếu ax ∈ X thì ta có

SaS
∗
aSa (δx) = SaS

∗
a (δax) = Sa (δx)

và nếu ax /∈ X thì Sa (δx) = 0. Do đó, SaS
∗
aSa (δx) = Sa (δx) với mọi x ∈ X

và khi đó, SaS
∗
aSa = Sa với mọi a ∈ A. Tương tự, ta có S∗

aSaS
∗
a = S∗

a vói mọi

a ∈ A.

(3) Xét α, β ∈ LX và x ∈ X. Nếu x ∈ C(α, β), thì x = βy và αy ∈ X. Do

đó, trong trường hợp này, chúng ta có

SβS
∗
αSαS

∗
β (δx) = SβS

∗
αSαS

∗
β (δβy) = SβS

∗
αSα (δy) =

= SβS
∗
α (δαy) = Sβ (δαy) = Sβ (δy) = δβy = δx = PC(α,β) (δx)

Giả sử x = x1x2x3 . . . /∈ C(α, β). Khi đó x1 . . . x|β| ̸= β, hoặc x = βy và

αy /∈ X. Nếu x1 . . . x|β| ̸= β thì S∗
β (δx) = 0. Nếu x = βy và αy /∈ X thì

SαS
∗
β (δx) = SαS

∗
β (δβy) = Sα (δy) = 0

Do đó, khi x /∈ C(α, β), ta có

SβS
∗
αSαS

∗
β (δx) = 0 = pC(α,β) (δx)

Vì vậy, ta có với mọi x ∈ X thì SβS
∗
αSαS

∗
β (δx) = PC(α,β) (δx) là đúng, và do đó

SβS
∗
αSαS

∗
β = PC(α,β).

Đồng cấu π trong Mệnh đề 2.2.2 không phải lúc nào cũng trung thành. Ví
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dụ, cho A = {a} và X = {a∞}. Khi đó Sa (δa∞) = δa∞ = PX (δa∞) và do

đó Sa = PX (trong EndR(P)). Tuy nhiên, theo [7, Theorem 2.4], ta thu được

sa ̸= pX và do đó phép đồng cấu π trong Mệnh đề 2.2.2 là không trung thành.

Sau đây ta đưa ra điều kiện để phép đồng cấu π của trong Mệnh đề 2.2.2 là

trung thành. Ta nhắc lại khái niệm về chu trình không lối thoát.

Định nghĩa 2.2.3 ([7]). Cho X là một không gian dịch chuyển con, c ∈ LX,

và ∅ ≠ A ∈ U . Cặp (A, c) là một chu trình nếu A ⊆ r(A, c). Chu trình (A, c)

không có lối thoát nếu A = {c∞}.

Định lý 2.2.4 ([7]). Cho X là một không gian dịch chuyển con và R là một

vành. Khi đó, đồng cấu π : ÃR(X) → EndR(P) được xác định như trên là trung

thành nếu và chỉ nếu X không có chu trình nào không có lối thoát.

Chứng minh. Giả sử rằng không có chu trình nào không có lối thoát. Khi đó,

vì π (γpA) = γPA ̸= 0 với mỗi 0 ̸= γ ∈ R, nên theo Định lý duy nhất Cuntz-

Krieger cho đại số dịch chuyển con (xem [6]) thì π là trung thành.

Ngược lại, giả sử rằng tồn tại một chu trình không có lối thoát (A, c) trong

X. Khi đó, với mỗi x ∈ X, ta có

ScPA (δx) = [x ∈ A]Sc (δx) = [x ∈ A]Sc (δc∞) = [x ∈ A]δc∞ = [x ∈ A]pA (δx)

và do đó ScPA = PA. Vì vậy, π (scpA) = π (pA). Tuy nhiên, theo tính phân bậc

của [7, Theorem 2.4], ta thu được scpA ̸= pA, và do đó π không trung thành.

Nhận xét 2.2.5 ([7]). Đồng cấu π của Mệnh đề 2.2.2 thường không phải là

bất khả quy. Chẳng hạn cho X là một không gian dịch chuyển con chứa phần

tử y và phần tử z sao cho σn(y) ̸= σm(z) với mọi n,m ∈ N. Giả sử Y ⊆ X là

tập hợp

Y =
{
x ∈ X : σn(x) = σm(z) với một số n,m ∈ N

}
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và M là R-môđun con của P sinh bởi {δx : x ∈ Y }. Từ định nghĩa của PA, Sa và

S∗
a ta có PA(M) ⊆ M,SA(M) ⊆ M và S∗

a(M) ⊆ M với mỗiA ∈ U và a ∈ A. Do

đó, M là một môđun con bất biến của π (theo nghĩa là π
(
ÃR(X)

)
(M) ⊆ M

)
.

Tập Y gợi ý cho ta cách xây dựng các thành phần bất khả quy của biểu diễn

π.

Định nghĩa 2.2.6 ([7]). Cho X là một không gian dịch chuyển con. Ta nói

rằng hai phần tử x, y ∈ X là tương đương, và viết x ∼ y, nếu ∃n,m ∈ N sao

cho σn(x) = σm(y).

Lưu ý rằng x ∼ y nếu và chỉ nếu tồn tại c, d ∈ LX và ξ ∈ X sao cho x = cξ

và y = dξ.

Quan hệ ∼ của Định nghĩa 2.2.6 là một quan hệ tương đương. Đối với một

phần tử x ∈ X, ta biểu thị lớp tương đương của nó bằng [x] và định nghĩa P[x]

là R-môđun con của P sinh bởi {δy : y ∈ [x]}. Cho X̃ = {[x] : x ∈ X} và ta

nhận được

P =
⊕
[x]∈X̃

P[x].

Sau đây, chúng tôi chỉ ra rằng mỗi môđun con P[x] là một thành phần bất khả

quy của biểu diễn π.

Định lý 2.2.7 ([7]). Cho X là một không gian dịch chuyển con, R là một vành

và cho π : ÃR(X) → EndR(P) là đồng cấu theo Mệnh đề 2.2.2

(1) Với mọi x ∈ X, môđun con P[x] là π-bất biến, tức là π
(
ÃR(X)

) (
P[x]

)
⊆

P[x];

(2) Nếu R là một trường thì với mỗi x ∈ X, môđun con P[x] là bất khả quy,

nghĩa là không có môđun con 0 ̸= Y ⊈ P[x] sao cho π
(
ÃR(X)

)
(Y ) ⊆ Y .
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Chứng minh. (1) Chọn x ∈ X và cho y ∈ X sao cho y ∼ x. Khi đó, với a ∈ A,

ta có Sa (δy) = [ay ∈ X]δay. Vậy, Sa (δy) = 0 ngoại trừ trường hợp ay ∈ X, nói

cách khác ay ∼ x (vì ay ∼ y và y ∼ x ). Do đó, π (sa)
(
P[x]

)
⊆ P[x].

Tương tự, π (s∗a)
(
P[x]

)
⊆ P[x] và π (pA)

(
P[x]

)
⊆ P[x] với mỗi a ∈ A và A ∈ U .

Vì π là một phép đồng cấu, ta có điều cần chứng minh.

(2) Cho x ∈ X và 0 ̸= Y ⊆ P[x] là một môđun con bất biến π. Ta cần chứng

minh rằng Y = P[x].

Xét 0 ̸= y ∈ Y . Khi đó y =
∑n

i=1 λiδxi, trong đó 0 ̸= λi ∈ R và xi ∼ x với

mọi i, và xi ̸= xj với mọi i ̸= j. T có thể viết lại xi thành xi = xi1x
i
2x

i
3 . . . , i ∈

{1, . . . , n}. Lưu ý rằng, vì xi ̸= xj với mọi i ̸= j, tồn tại m ∈ N sao cho

xi1x
i
2 . . . x

i
m ̸= xj1x

j
2 . . . x

j
m

với mọi i, j ∈ {1, . . . , n} và i ̸= j. Giả sử µ = x11x
1
2 . . . x

1
m. Khi đó,

π
(
λ−1
1 pZµ

)
(y) = δx1

và vì Y là π-bất biến, ta nhận được δx1 ∈ Y .

Cuối cùng, chúng ta chứng minh rằng δz ∈ Y cho mỗi z ∈ [x]. Cho z ∈ [x].

Khi đó z ∼ x1, tồn tại c, d ∈ LX và ξ ∈ X sao cho x1 = cξ và z = dξ. Do đó,

π (sds
∗
c) (δx1) = SdS

∗
c (δx1) = SdS

∗
c (δcξ) = Sd (δcξ) = Sd (δξ) = δdξ = δz.

Do δx1 ∈ Y và Y là π-bất biến, ta nhận được δz ∈ Y . Do đó, P[x] ⊆ Y , ta có

điều cần chứng minh.

Như vậy ta đã chứng minh được rằng, với mọi x ∈ X, R-môđun con P[x] là

π-bất biến. Do đó, P[x] là một ÃR(X)-môđun trái, với tích trái được xác định

bởi µ.z = π(µ)(z), với mọi µ ∈ ÃR(X) và z ∈ P[x].
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Giả sử EndÃR(X)

(
P[x]

)
là tập hợp tất cả các ÃR(X)-đồng cấu của P[x]. Sau

đây, chúng ta mô tả tập hợp này.

Mệnh đề 2.2.8. Cho X là một không gian dịch chuyển con và R là một vành.

Khi đó, EndÃR(X)

(
P[x]

)
đẳng cấu với R.

Chứng minh. Cho φ ∈ EndÃR(X)

(
P[x]

)
. Với y, z ∈ [x], lấy c, d ∈ LX và ξ ∈ X

sao cho y = cξ và z = dξ. Khi đó, vì φ là một đồng cấu ÃR(X), ta có

φ (δy) = φ (δcξ) = φ (ScS
∗
d (δdξ)) = φ (ScS

∗
d (δz)) = ScS

∗
dφ (δz) .

Do đó, φ = 0 nếu φ (δz) = 0 với một số z ∈ [x].

Giả sử rằng φ (δz) ̸= 0 với mọi z ∈ [x]. Với z ∈ [x] ta viết lại φ (δz) =∑n
i=1 γiδxi, trong đó xi ∈ [x], 0 ̸= γi ∈ R, và xi ̸= xj với mọi i ̸= j. Giả sử

rằng xk ̸= z với một số k. Xét m ∈ N sao cho xk1x
k
2 . . . x

k
m ̸= z1z2 . . . zm và

xk1x
k
2 . . . x

k
m ̸= xi1x

i
2 . . . x

i
m, với mọi i ̸= k. Cho α = xk1x

k
2 . . . x

k
m. Do đó,

γkδxk = PZα
(γkδxk) = PZα

(
n∑

i=1

γiδxi

)
= PZα

(φ (δz)) = φ (PZα
(δz)) = 0

trong đó đẳng thức thứ hai từ cuối là đúng vì φ là ÃR(X)-bất biến. Ta kết luận

rằng δxk = 0, mâu thuẫn. Do đó, với mọi z ∈ [x], ta có φ (δz) = γzδz với một

số γz ∈ R.

Tiếp theo, ta chứng minh rằng ánh xạ z → γz là hằng số. Giả sử z ∈ [x]. Ta

viết x = cξ và z = dξ, trong đó c, d ∈ LX và ξ ∈ X (xem Nhận xét (3.8)). Khi

đó,

γxδx = φ (δx) = φ (ScS
∗
d (δz)) = ScS

∗
d (φ (δz)) = γzScS

∗
d (δz) = γzδx.

Do đó γz = γx với mọi z ∈ [x]. Ta nhận được φ(µ) = γxµ với mọi µ ∈ ÃR(X).
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Ta kí hiệu γx bởi γφ. Khi đó, EndÃR(X)

(
P[x]

)
và R là đẳng cấu bởi ánh xạ

EndÃR(X)

(
P[x]

)
∋ φ 7→ λφ ∈ R,

và chứng minh hoàn tất.

Tiếp theo, chúng ta sẽ đưa ra điều kiện để các biểu diễn bất khả quy của

ÃR(X) cảm sinh bởi các môđun P[x], x ∈ X, là tương đương. Trước đó, chúng

ta nhắc lại định nghĩa của các phép đồng cấu tương đương.

Định nghĩa 2.2.9. Cho X là một không gian dịch chuyển con, R là một vành,

và M , N là hai R-môđun. Ta nói rằng các R-đồng cấu φ : ÃR(X) → EndR(M)

và ϕ : ÃR(X) → EndR(N) là tương đương nếu tồn tại một đẳng cấu R-môđun

U : M → N sao cho, với mỗi µ ∈ ÃR(X), sơ đồ bên dưới giao hoán.

Hình 2.1:

Cho π : ÃR(X) → EndR(P) là phép đồng cấu của Mệnh đề 2.2.2, Theo Định

lý 2.2.7, với mỗi x ∈ X, môđun con P[x] là π-bất biến và do đó hạn chế của π

đối với P[x] là một phép đồng cấu, mà chúng ta vẫn ký hiệu là π. Theo cách

này, chúng ta thu được một phép đồng cấu mới π : ÃR(X) → EndR
(
P[x]

)
, là

phép đồng cấu không thể giản lược.

Dưới đây chúng tôi mô tả khi nào các phép đồng cấu như vậy là tương đương.
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Mệnh đề 2.2.10. Cho X là một không gian dịch chuyển con, R là một vành và

x, y ∈ X. Khi đó, các phép đồng cấu π : ÃR(X) → EndR
(
P[x]

)
và π : ÃR(X) →

EndR
(
P[y]

)
tương đương nếu và chỉ nếu [x] = [y].

Chứng minh. Cho x, y ∈ X. Rõ ràng, hai phép đồng cấu tương đương nếu

[x] = [y].

Giả sử rằng [x] ̸= [y]. Ta chứng minh rằng hai phép đồng cấu không tương

đương. Giả sử ngược lại, tức là giả sử tồn tại một phép đồng cấu U : P[x] → P[y]

sao cho U◦π(µ) = π(µ)◦U với mỗi µ ∈ ÃR(X). Lưu ý rằng U (δx) =
∑n

i=1 γiδyi.

Viết x = x1x2x3 . . . và yi = yi1y
i
2y

i
3 . . ., trong đó xj, y

i
j ∈ A. Vì [x] ̸= [y] và

yi ∈ [y] cho mỗi i, ta có yi ̸= x cho mỗi i ∈ {1, . . . , n}. Do đó, tồn tại m ∈ N
sao cho x1x2 . . . xm ̸= yi1y

i
2 . . . y

i
m với mọi i ∈ {1, . . . , n}. Giả sử α = x1x2 . . . xm.

Sau đó,

U (δx) =U (PZα
(δx)) = U (π (pZα

) (δx)) = π (pZα
) (U (δx)) =

= π (pZα
)

(
n∑

i=1

γiδyi

)
=

n∑
i=1

γiPZα

(
δyi
)
= 0.

Do đó, U (δx) = 0, mâu thuẫn (vì U là một phép đồng cấu). Do đó, nếu

[x] ̸= [y] thì hai phép đồng cấu của mệnh đề này không tương đương, ta có điều

cần chứng minh.

2.3 Tính biểu diễn hữu hạn

Trong phần này, chúng tôi mở rộng [15, Proposition 4.9] lên cho trường hợp đại

số liên kết với không gian dịch chuyển con, từ đó xây dựng các môđun P[p] trong

đó p là một đường vô tỷ.

Định nghĩa 2.3.1 ([12]). Cho X là một không gian dịch chuyển con. Ta định
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nghĩa một từ p = x0x1x2x3 . . . ∈ X là một đường thẳng nếu Zx0
= {p} và, với

mọi β ∈ LX và k ∈ N, ta có β∞ ̸= xkxk+1xk+2 . . ..

Ta ký hiệu PX là tập hợp tất cả các phần tử A ∈ U sao cho A = {p}, với
đường p ∈ X.

Cho X là không gian dịch chuyển con. Một đường vô hạn trong X là một dãy

e1e2 · · · en · · · các từ trong A. Ta ký hiệu p∞ là tập hợp tất cả các đường vô hạn

trong X. Với p = e1e2 · · · en · · · ∈ p∞ và n ∈ N, ta ký hiệu τ≤n(p) là đường đi

hữu hạn e1e2 · · · en, và ta ký hiệu τ>n(p) là đường đi vô hạn en+1en+2 · · · . Nếu
p và q là các đường vô hạn trong X, thì ta nói rằng p và q là tương đương (ký

hiệu là p ∼ q ) trong trường hợp tồn tại các số nguyên không âm m,n sao cho

τ>m(p) = τ>n(q). Rõ ràng ∼ là phép tương đương trên p∞, và [p] là lớp tương

đương của đường vô hạn p.

Định nghĩa 2.3.2 ([12]). Cho X là một không gian dịch chuyển con. Ký hiệu

QX là tập hợp các {p} ∈ U sao cho p ̸= αβ∞ với mỗi α, β ∈ LX. Chúng ta gọi

một phần tử của QX là một đường vô tỷ và các phần tử không thuộc QX là

đường hữu tỷ.

Ví dụ 2.3.3. ChoA = {a, b, c} là một bảng chữ cái có 3 chữ cái, và cho x ∈ A∞

là phần tử

x = bcb2cb3cb4c . . .

Ta định nghĩa

X = {a∞, b∞, ax, cx} ∪ {σn(x) : n ∈ N}

là một không gian dịch chuyển con. Khi đó, QX ̸= ∅ vì có chứa {ax} là một

đường vô tỷ.

Mệnh đề 2.3.4. Cho K là một trường, X là một không gian dịch chuyển

con, và p = e1 · · · en · · · là một đường vô tỷ trong X. Cho ϵ0 = pZp
và ϵi =
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se1 · · · seis∗ei · · · s
∗
e1

với mọi i ≥ 1. Khi đó, môđun trái Sp trên ÃK(X), sinh bởi

x với x = ϵix với mọi i ≥ 0 là đơn và đẳng cấu với P[p]. Do đó, ta có

AnnÃK(X)(x) =
∞⊕
i=0

ÃK(X) (ϵi − ϵi+1)⊕ ÃK(X) (1− ϵ0)

trong đó ÃK(X) (1− ϵ0) :=
{
r − rϵ0 | r ∈ ÃK(X)

}
.

Chứng minh. Ta lưu ý rằng ϵi · p = p là các phần tử trong P[p], với mọi i ≥ 0.

Vì P[p] là một môđun đơn trên ÃK(X), P[p] là một ảnh của Sp dưới phép ánh

xạ gửi x ∈ Sp tới p ∈ P[p], và do đó Sp khác không.

Giả sử x0 = p0x = x và xi = s∗ei · · · s
∗
e1
x với mọi i ≥ 1. Ta có x = se1 · · · seixi

với mọi i ≥ 1. Giả sử y là một phần tử khác không trong Sp. Vì Sp = ÃK(X)x, y

có thể được viết dưới dạng y = rx và 0 ̸= r =
∑m

i=1 kisαi
pAi

s∗βi
∈ ÃK(X), trong

đó m là tối tiểu sao cho ki ∈ K\{0}, αi, βi ∈ LX , Ai ∈ U với mọi 1 ≤ i ≤ m.

Xét n ≥ max {|βi| | 1 ≤ i ≤ m}+ 1. Khi đó ta có

y =

(
m∑
i=1

kisαi
pAi

s∗βi

)
x =

(
m∑
i=1

kisαi
pAi

s∗βi

)
ϵnx

=

(
m∑
i=1

kisαi
pAi

s∗βi
sτ≤n(p)s

∗
τ≤n(p)

)
x.

Theo tính tối tiểu của m, ta có sαi
pAi

s∗βi
sτ≤n(p)s

∗
τ≤n(p)

̸= 0 với mọi 1 ≤ i ≤ m.

Đặc biệt, ta có s∗βi
sτ≤n(p) ̸= 0 với mọi 1 ≤ i ≤ m. Khi đó, với mỗi i, tồn tại một

đường δi ∈ X sao cho |δi| ≥ 1, τ≤n(p) = βiδi. Ta suy ra

y =

(
m∑
i=1

kisαi
pAi

s∗βi
sτ≤n(p)s

∗
τ≤n(p)

)
x =

(
m∑
i=1

kisαiδis
∗
τ≤n(p)

)
x =

m∑
i=1

kisαiδixn.

Theo tính tối tiểu của m, sαiδixn là các phần tử khác không, đôi một khác
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nhau Sp, và do đó αiδi là các đường đôi một khác nhau có độ dài dương trong

X.

Bằng cách đánh số lại các đường αiδi, không mất tính tổng quát, chúng ta

có thể giả sử rằng pC(ω,α1δ1)y = pC(ω,α1δ1) (
∑

kisαiδixn) =
∑d

i=1 kisαiδixn, trong

đó 1 ≤ d ≤ m. Chúng tôi lưu ý rằng s∗α1δ1
sα1δ1 = pC(α1δ1,ω) = pC(τ≤n(p), ω

)
và

s∗α1δ1
sαiδi = 0 đối với mọi 2 ≤ i ≤ d, và do đó

k−1
1 sτ≤n(p)s

∗
α1δ1

pC(ω,α1δ1)y = k−1
1 sτ≤n(p)s

∗
α1δ1

(
d∑

i=1

kisαiδixn

)
= sτ≤n(p)xn = x.

Vậy x ∈ LK(G)y, và do đó Sp = LK(G)x = LK(G)y. Khi đó, Sp đơn và đẳng

cấu với P[p], ta có điều cần chứng minh.

Hệ quả 2.3.5. Cho K là một trường, X là không gian dịch chuyển con và

p = e1 · · · en · · · là một đường vô tỷ trong X. Khi đó, AK(X)-môđun P[p] lbiểu

diễn hữu hạn khi và chỉ khi tồn tại m sao cho σm(p) là đường thẳng.

Chứng minh. (=⇒) Giả sử P[p] là biểu diễn hữu hạn. Theo Mệnh đề 2.3.4,⊕∞
i=0AK(X (ϵi − ϵi+1) là tổng trực tiếp hữu hạn, trong đó ϵ0 = pZp

và ϵi =

se1 · · · seis∗ei · · · s
∗
e1

với mọi i ≥ 1, và do đó tồn tại m sao cho ϵm = ϵm+i với mọi

i ≥ 0. Khi đó ta có

pC(em,ω) = s∗em · · · s∗e1ϵmse1 · · · sem = s∗em · · · s∗e1ϵm+1se1 · · · sem = sem+1
s∗em+1

và

pC(ω,em+1) = pC(ω,em+1)pC(em,ω) = pC(em+1,ω)sem+1
s∗em+1

= sem+1
s∗em+1

= pC(em,ω).

Như vậy, C (em, ω) = {C (ω, em+1)}. Tương tự, vì ϵm+i = ϵm+i+1 với mọi

i ≥ 0, ta thu được C (em+i, ω) = {C (ω, em+i+1)} với mọi i, nói cách khác, tất

cả các C (ω, ei) = σi(p)(i ≥ m) đều là đường thẳng.
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(⇐=). Giả sử tồn tạim sao cho σm(p) là đường thẳng. Khi đó ta có ϵm = ϵm+i

với mọi i ≥ 0. Theo Mệnh đề 2.3.4, P[p] biểu diễn hữu hạn, ta có điều cần chứng

minh.

Kết quả sau đây mở rộng [15, Proposition 4.9] lên cho đại số liên kết với

không gian dịch chuyển con, cho thấy rằng P[p] được biểu diễn hữu hạn cho mọi

đường hữu tỉ p.

Mệnh đề 2.3.6. Cho K là một trường, X là không gian dịch chuyển con và

p = π∞ ∈ LX là một đường hữu tỉ trong X. Khi đó P[p] = P[π∞] đẳng cấu với

ÃK(X)-môđun Sπ sinh bởi x ∈ Sπ sao cho sπx = x, do đó nó đẳng cấu với

ÃK(X)pC(ω,π)/ÃK(X)
(
pC(ω,π) − sπ

)
và biểu diễn hữu hạn.

Chứng minh. Ta có sπ ·p = p là các phần tử trong P[p]. Vì P[p] là ÃK(X)-môđun

đơn, P[p] là ảnh của Sπ dưới ánh xạ gửi x ∈ Sπ đến p ∈ P[p], và do đó Sπ khác

không.

Ta lưu ý rằng x = snπx là các phần tử trong Sπ đối với mọi n ≥ 0, trong đó

π0 := pC(ω,π). Giả sử y là một phần tử khác không trong Sπ. Vì Sπ = ÃK(X)x,

nên y có thể viết dưới dạng y = rx và 0 ̸= r =
∑m

i=1 kisαi
pAi

s∗βi
∈ ÃK(X), trong

đó m là tối tiểu sao cho ki ∈ K\{0}, αi, βi ∈ LX , Ai ∈ U với mọi 1 ≤ i ≤ m.

Cho n là số nguyên dương sao cho |βi| < n|π| với mọi 1 ≤ i ≤ m. Sau đó,

chúng ta có

y =

(
m∑
i=1

kisαi
pAi

s∗βi

)
x =

(
m∑
i=1

kisαi
pAi

s∗βi

)
snπx =

(
m∑
i=1

kisαi
pAi

s∗βi
snπ

)
x

Theo tính tối tiểu của m, ta có sαi
pAi

s∗βi
snπ ̸= 0 với mọi 1 ≤ i ≤ m. Khi đó,

với mỗi i, tồn tại δi ∈ G∗ sao cho |δi| ≥ 1, πn = βiδi Như vậy ta có

y =

(
m∑
i=1

kisαi
pAi

s∗βi
snπ

)
x =

(
m∑
i=1

kisαiδi

)
x
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Theo tính tối thiểu của m, sαiδix là các phần tử khác không, đôi một khác

nhau trong Sπ, và do đó αiδi là các đường đôi một khác nhau có độ dài dương

trong LX .

Bằng cách đánh số lại các đường αiδi, mà không mất tính tổng quát, ta

có thể giả sử rằng pC(ω,α1δ1)y = pC(ω,α1δ1) (
∑

kisαiδix) =
∑d

i=1 kisαiδix, trong đó

1 ≤ d ≤ m. Chúng ta lưu ý rằng s∗α1δ1
sα1δ1 = pC(α1δ1,ω) = pC(π,ω) và s

∗
α1δ1

sαiδi = 0

đối với mọi 2 ≤ i ≤ d, và do đó

k−1
1 s∗α1δ1

pC(ω,α1δ1)
y = k−1

1 s∗α1δ1

(
d∑

i=1

kisαiδix

)
= pC(π,ω)

x = pC(π,ω)
(sπx) = sπx = x

Khi đó ta có x ∈ ÃK(X)y, và Sπ = ÃK(X)x = ÃK(X)y. Do đó, Sπ đơn và

đồng cấu với P[p], ta có điều cần chứng minh.

Ví dụ 2.3.7. Cho E là đồ thị như hình sau, X là không gian dịch chuyển cạnh

một phía của E.

Với π = e1 · · · en, ta có α = (e1 · · · en)∞ là một đường hữu tỷ trong ÃK(X)

với n > 0. Ta có, ÃK(X)-môđun P[α] là đơn, biểu diễn hữu hạn và đẳng cấu

với ÃK(X)-môđun Sπ sinh bởi x ∈ Sπ sao cho sπx = x, do đó nó đẳng cấu với

ÃK(X)pC(ω,π)/ÃK(X)
(
pC(ω,π) − sπ

)
.
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KẾT LUẬN

Trong luận văn này, chúng tôi đã trình bày một số vấn đề sau.

(1) Trình bày lại một số kiến thức cơ bản về đồ thị, siêu đồ thị và đại số liên

kết với không gian dịch chuyển con trên bảng chữ cái tùy ý dựa trên bài báo

của Boava-Castro-Goncalves-Wyk [2].

(2) Trình bày lại các biểu diễn bất khả quy đã biết của đại số liên kết với

không gian dịch chuyển con trên bảng chữ cái tùy ý dựa trên bài báo của của

Goncalves-Royer [7].

(3) Khảo sát tính biểu diễn hữu hạn của các môđun đơn được giới thiệu bởi

Goncalves-Royer đã nói ở trên.
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