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MO DAU

Trong ly thuyét hé dong liic hinh thiic (Symbolics Dynamics), viéc nghién citu
cac khong gian dich chuyén trén céc bang chit cai vo han 1a chii dé nghién ctu
thoi su, kha kho va thu hit duge nhidu nha toan hoc quan tam. Ching ta c6 the
tham khao tai licu [1] dé hiéu sau hon vé nhiing ting dung clia cic khong gian
dich chuyén nay. Mot trong nhitng khé khin trong viéc nghién citu déi tuong
nay la khong gian dich chuyén trén cac bang chit cai vo han khong compact
(tham chi khong compact dia phuong). Nam 2022, Boava, Castro, Goncalves va
Wyk [2] da gidi thieu dai s6 Agr(X) lien két v6i mot khong gian dich chuyén con
bat ki X trén bang chit cai tlity ¥ véi hé s6 trén mot vanh giao hoan cé don vi
khong phan tich duge R va st dung né dé phan loai cac khong gian dich chuyén
OTW-khong gian dich chuyén trén bang chit cai vo han duge gidi thieu bai Ott,
Tomforde va Willis [3]. Dong thai, ho da chiing minh duge rang 16p dai sd nay
chita nhicu 16p dai s6 quan trong, nhu dai s6 dudng Leavitt ctia do thi, dai sd
duong Leavitt ctia sieu do thi.

Mot trong nhitng budc quan trong trong viéc nghién ctu 1y thuyét modun
tréen mot vanh két hop 1a nghién cttu biéu dién bat kha quy ctia né. Biéu dién
bat kha quy clia dai 86 Ag(X) da duge nghién citu cho nhiéu truong hop dic
bigt. Ching t6i xin néu mot s6 két qua quan trong vé hudng nay. Chen [4] da
xay dung biéu dién bat kha quy cho dai s6 A (Xg) clia khong gian dich chuyén

X lien két v6i do thi c6 huéng E bang cach st dung cac 16p tuong duong duodi



clia cac duong vo han trong do6 thi E, trong d6 K la truong tuy y va Ax(Xg)
dang cau vé6i dai s6 duong Leavitt ctia E. Ara-Rangaswamy [5] xay dyng thém
biéu dién bat kha quy ctia Ax (Xg) st dung cac cap (c, f) clia cac chu trinh doc
chiém ¢ trong E va cac da thitc bat kha quy trong vanh da thitc K [z]. Anh-Nam
[6] da xay dung cac bic¢u dién bat kha quy clia Ax(XEg) lien két véi cac cap
(¢, f) clia cac chu trinh tuy ¥ ¢ trong F va cac da thitc bat kha quy trong vanh
da thic K[z]. Cach biéu dién bat kha quy ciia Chen [4] va Anh-Nam [6] da
dugc mé rong lén cho dai 86 Ak (Xg) ciia khong gian dich chuyen Xg lien két
véi siéu do thi c6 hudéng G bdi Nam va cong su [6]. Nam 2023, Goncalves-Royer
[7] d& mé rong biéu dién bat kha quy Chen néi & trén lén cho dai s6 Ak (X)
lien két v6i khong gian dich chuyén con tity ¥ trén bang chit cai bat ky. Tinh
dén thoi diem hién tai, chua c6 nhiéu hiéu biét vé biéu dién bat kha quy ciia dai
s6 Ax(X) lien két voi khong gian dich chuyén tity ¥. Vi thé, nghién cttu biéu
dién bat kha quy ctia dai s6 Ax(X) lién két v6i khong gian dich chuyén tiuy ¥
14 mbi quan tam chinh ctia ching to6i trong dé luan van nay.

Nhu da noéi & trén, 16p dai s6 Ax(X) lien két véi khong gian dich chuyén
con tlly ¥ chita nhiéu 16p dai s6 quan trong, nhu dai s6 duong Leavitt ctia do
thi, dai s6 duong Leavitt clia sieu do thi, dai s6 lien két v6i do thi gan nhan.
Do dé, viéc nghién cttu biéu dién bat kha quy ciia dai s6 nay sé giap ching ta
tim duge nhitng phuong phap tong quat dé thiét ké biéu dién bat kha quy cia
nhiéu 16p dai s6 khac nhau. Qua dé, ching ta c6 thé hiéu biét sau sdc hon veé
bieu dién bat kha quy cia dai s6 dusng Leavittt.

Trong luan vin nay, ching toi sé khdo sat pham trit modun cia dai s6 lién
két v6i khong gian dich chuyén con trén bang chit cai tity ¥, thong qua viéc
nghién cttu cac biéu dién bat kha quy ctia né. Ngoai phan md dau, két luan va
danh muc tai lieu tham khdo, cau tric ctia khéa luan gom c6 hai chuong chinh.

Chuong 1: Trong chuong nay chiing toi trinh bay lai mot s6 kién thitc co ban



ve do thi, siéu do thi va dai so lien két véi khong gian dich chuyén con trén bang
chit cai tuy ¥ dua trén bai bao ctia Boava-Castro-Goncalves-Wyk [2] nham muc
dich cung cap nhiing kién thic co ban phuc vu cho chuong sau.

Chuong 2: Trong chuong nay ching toi trinh bay lai cac biéu dién bat kha
quy da biét ctia dai s6 lien két véi khong gian dich chuyén con trén bang chit
cal tuy ¥ dua trén bai bao ctia ctia Goncalves-Royer [7]. Tt d6 nghién citu tinh

biéu dién hitu han cho cac biéu dién bat kha quy nay.



Chuong 1

Kién thitc chuan bi

Trong chuong nay toi trinh bay lai mot sé kién thic co ban vé do thi, sieu do

thi va dai s6 lien két véi khong gian dich chuyén con trén bang chit cai tuy ¥.

1.1 Do thi va siéu do thi

Trong phan nay, ching t6i nhac lai mot s6 khai niém co ban vé 1y thuyét siéu
do thi, duge Tomforde gidi thieu trong [8] va [9].

Ching ta bat dau phan nay bang cach nhic lai khai niém vé do thi c6 huéng.

Dinh nghia 1.1.1 ([10]). Mot do thj (c6 hudng) 1a bo E = (E°, E', 7, s) gom
tap dinh E, tap canh E! va hai 4nh xa r, s: E' — EV.

Mot dinh v € GY duge goi 1a dinh dim néu s1(v) = @, duge goi 1a dinh
phdt ra vo han néu |s~H(v)| = co va 1a dinh nguon néu r—! = @. Mot dinh co
lap 1& mot dinh dim hoic phét ra vo han. Dinh v € G° duge goi 1a dinh chinh
quy néu 0 < |s71(v)] < 0.

Duong c6 do dai hitu han « trong do thi E'1a mot day cac canh o = ejeq . . . e,
sao cho 7 (e;) = s(ej+1) véi j = 1,...,n — 1. Dudng a dudc goi 1a mot chu
trinh néu r(e,) = s(e1) var(e;) # s(e;), 1 # j + 1.



Dinh nghia 1.1.2 ([I0]). Dé thi E mdé rong 1a bo E = (E°, E*,
(El)* .7, 8) trong do (El)* 1a tap cac canh do. Néu o = ejes - - - €, 1a mot duong
trong E, thi phan tit €} - - - ede} duge ky higu la o*.

Siéu do thi dugc Mark Tomforde dinh nghia trong [8] nhu mot céch tiép can

thong nhat cho Exel-Laca va do thi C*-dai s6. Tac gid da ching minh day 13 mot
déi tugng quan trong trong nghién ctu vé tuong duong Morita ciia Exel-Laca
va do thi C*-dai so [11].
Dinh nghia 1.1.3 ([9]). Siéu do thi G = (G°,G!,r,s) bao gom tap hop dém
duge cac dinh GV, mot tap hop dém dugce cac canh G, v cac anh xa s : G —
GY r:G! — P(G°) \ {@}, trong d6 P(G?) 1a tap hgp tat ca cac tap con cta
GY.

Mot duong di hitu han trong siéu do thi G 1a mot phan tit cia G%, hodic mot
day ajag - - - oy, cac canh ¢6 s(;p1) € () véi moi 1 < i < n — 1. Ta n6i rang
duong di v c6 do dai || := n, coi cac phan tit clia G¥ 14 cac dudng di c6 do dai
0, va ky hieu G* 1a tap hop tat ca cac duong di hitu han trong G. Cac anh xa
r va s mé rong tu nhien dén G*. Luu ¥ ring khi A € G°, ching ta dinh nghia
s(A) =r(A) = A.

Néu G 1a mot sieéu do thi, thi mot duong déng trong G 14 mot duong c6 dang
o= - ag € GF V6 |a] > 1 va s(a) € r(a). Ching ta cing néi rang
duong dong o dya trén v = s(a). Mot chu trinh (dua trén v) 14 mot dudng di
déng (dua trén v) sao cho s(oy) # s(;j) véi moi 1 < i # 5 < |a.

Mot 167 thodt cho mot chu trinh « 14 mot trong nhitng doi tugng sau:

(1) Canh e € G! sao cho ton tai mot ¢ ma s(e) € r(q;) nhung e # a;, 1.
(2) Dinh dim w sao cho w € r(q;) véi ¢ nao do.

Véi sieu dd thi G = (G°, G, r, 5) ta ki hieu GY 14 tap con nhé nhat ctia P(G?)

chita {v} v6i moi v € G°, chita r(e) v6i moi e € G, va déng v6i phép hgp hitu



han, giao hitu han va phép lay phan bi. Cac phan ti ctia G° dude goi 1a cdce
dinh sinh.

Hé qua 1.1.4 ([2]). Cho G la mot siéu do thi. Khi dé,

:{ﬂr(e) m e)UF :Xy,..., X, la cac tap con
6€X1 6€X

hitu han cia G va F la mot tap con hiu han ciua GO}.
Dé lam 16 hon dinh nghia trén, ching t6i minh hoa céc khai niem vé siéu do
thi bang cac vi du sau.

Vidu 1.1.5. Cho E = (E° E',rg, sg) la mot do thi hitu han. Ta dinh nghia
sieu do thi Gp = (G%,Gh,71g,, Sg,) lien két véi do thi E nhu sau: GY = E°,
GL = E', sg.(e) = sp(e), varg,(e) = {rg(e)} ddi véi moi e € E'. Khi do, ta
co Q% 1a tap hop tat ca cac tap con hitu han cia GOE.

Vi du 1.1.6. Cho G la sieu do thi nhv Hinh [1.1]

Q}

Hinh 1.1:

Khi d6 G° = {v,w,x},gl = e, f,9}, sgle) = v,sg(f) = w,sg(g9) = = va
rg(e) = {v,w,z},rg(f) = {x},rg(g9) = {v,w}. Khi dé, ta c6 G° = P(G?).



1.2 Khéng gian dich chuyén con

O phan nay, toi trinh bay lai mot sb khai niem co ban ciia khong gian dich
chuyén con. Trudc tién, t6i sé trinh bay lai mot s6 kién thiic co ban vé hé dong
luc hinh thiec.

Trong luan van nay, ching t6i mac dinh R 1a mot vanh giao hoan ¢6 don vi.

Dinh nghia 1.2.1 ([1]). (1) Cho A la mot tap khac rong. A duge goi 1a mot
bang chi cdi. Mot tu trén A 1a mot chudi hitu han cac chit cai trong A, va ta
ki hieu A° = w 1a tu trong. Tap cac tit ¢6 do dai k tren A duge ki hieu 1a A*.
Ta dinh nghia A-khong gian dich chuyén day di 1a

= {o = (¥i);ey : vi € AVi€N}.

Ta dinh nghia A* := [ J;o, A"
(2) Cho o € A* U AN, ta ki hiéu |a| 1a do dai cla a.

Vé6i 1 < 4,5 < |af, ta dinh nghia o; j =

(3) Néu «, 8 € A*, thi Sa 1a phép ndi thong thuong.

Ta quy udc wf = fw = S.
Néu n > 1 thi A" duge biéu dién béi n tit B viét ndi tiép nhau. Ta quy udc

1’ = w. Khi dé, ta c6 uu" = u™" v6i moi m,n > 0. Ta goi > la tit vo han
B.5....
Dinh nghia 1.2.2 ([1]). Anh za dich chuyén (shift map) o tren AN duge dinh
nghia badi

o: AN — AN

('xn)nEN = (xn-i-l)nEN :



Mot tap con X C AN duge goi 1a bdt bién véi o néu o(X) C X.
Dinh nghia 1.2.3 ([2]). Cho tap con bat bién X C AY, ta dinh nghia

(1) £,(X) la tap cac tit ¢6 do dai n xuat hién trong mot phan ti ndo do cla

X. Nghia la,

L,(X):={(ag...an—1) € A" : F2 € X sao cho

(l‘o NN xn_l) == (CLO cen an—l)}-

Khi dé, £, (AY) = A", Ly(X) = {w}.

(2) Ngon ngit cia X 1a tap Lx gom tat ca cac tit hitu han xuat hién trong mot

tir nao do cua X. Khi do,

Ta sé minh hoa dinh nghia trén bang vi du sau.
Vidu 1.2.4. Gid st A = {0,1} va X = AN, Khi d6 Lx gdm tat ca cac tit hitu
han xuat hién trong mot tit nao dé ctia X. Ta c6 theé liet ke mot so tit trong Lx

nhu sau
Lx = {w, 0,1,00,11,01,10,000,111,001, 010, 100, }

Bay gio, toi sé trinh bay lai mot s6 khai niém co ban vé khong gian dich
chuyén.
Dinh nghia 1.2.5 ([I]). Cho F la tap con cta A* dugc goi la tap tranh. Ta
dinh nghia X7 la tap cac phan ti trong AN khong chita céc tit thudc vao F.
Mot tap con X cia AN duge goi 1a khong gian dich chuyén néu ton tai F la tap
tranh trén A sao cho X = X.



Khi mot khong gian dich chuyén X dudc chita trong mot khong gian dich

chuyéen Y, ching ta néi rang X la mot khong gian dich chuyén con cia Y.

To6i sé minh hoa dinh nghia trén qua vi du sau.

Vi du 1.2.6. Cho bang chit cai A. Khi do,

(1)

(2)

(3)

X = AY 1a mot khong gian dich chuyén do ta cé thé chon F' = @. Nhu
vay, Xr = AY = X.

X = @ la mot khong gian dich chuyén do ta c¢6 thé chon F = A. Nhu vay,
Xr=0=X.

Goi X 1 tap hop tat ca cac chudi nhi phan khong c6 hai s6 1 nao nam
canh nhau. Khi dé X 1a mot khong gian dich chuyén véi A = {0;1}, tap
tranh F = {11} va X = Xr.

Khong gian dich chuyén nay dudc goi 1a dich chuyén trung binh ving

(golden mean shift).

Xét X 1a tap hop tat cd cac chudi nhi phan sao cho giita bat ky hai s6 1
nio ciing c6 mot sd chn cac s6 0. Khi d6 X 1a mot khong gian dich chuyén
voi A = {0;1}, tap tranh F = {100...01:n > 0} va X = X.

2n+1s6 0
Khong gian dich chuyén nay thuong dugce goi 1a dich chuyén chdn (even
shift).

Trong dinh nghia trén, tap F c6 thé c6 hitu han hoac vo han phan ti. Tuy

nhién, trong hau hét cac trudng hop ta c6 thé dém duge sé6 phan ti cia F do

cac phan ti ctia né co6 thé duce liet ke theo thi tu (chi can viét ra cac tur c6

do dai 1 trudc, sau do 1a cac tir ¢6 do dai 2, ...). D6i véi mot khong gian dich

chuyén cho truée, c6 thé cé nhiéu tap tranh F.
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Dinh nghia 1.2.7 ([1]). Khong gian dich chuyén con hitu han 13 khong gian
dich chuyén c6 thé dugc moé ta bang mot tap hop tranh hitu han, tic 1 khong

gian dich chuyén X c6 dang X7 véi mot tap tranh hitu han F.

Dinh nghia 1.2.8 ([I]). Mot khong gian dich chuyén con hitu han 1 M -budc
néu né c6 thé dugc mo ta bang mot tap tranh trong do cac tit tranh déu c6 do
dai M + 1.

Dé lam 16 hon dinh nghia trén, ta xét vi du sau.

Vi du 1.2.9. (1) Khong gian dich chuyén X = AY 13 mot khong gian dich
chuyén con hitu han. Trong d6, tap tranh F = @ va X = Xr = AV

(2) Dich chuyén trung binh vang X trong Vi du la khong gian dich
chuyén con httu han vi ta ¢6 tap tranh F = {11} 14 hitu han vd X = X,

(3) Dich chuyén chin X trong Vi du khong phai la khong gian dich
chuyén con hitu han. That vay, goi Ly (X) 1 tap cac tit ¢6 do dai N trong X.
Néu X la khong gian dich chuyén con hitu han, khi dé ton tai m > 1 va tap
F gom céac tit c6 do dai m sao cho X = Xr. Xét tit x = 0°10*™T110>°. Moi
tr ¢6 do dai m xuat hién trong = déu nam trong L,,(X), do d6 ching ta sé c6

r € X7 = X, mau thuan véi dinh nghia ciia dich chuyén chén.

Vi du 1.2.10. Cho X C AN 14 mot dich chuyén hitu han vi X = X7 v6i tap
tranh httu han F. Gia st N 1a do dai ctia tu dai nhat trong F. Ta goi Fy la
tap tat ca cac tir ¢6 do dai N, chita mot s6 tir trong F, thi khi d6 Xz, = X,
va cac tit trong Fy déu c6 cung do dai N.

Vi dy, néu A = {0,1} v& F = {11,000}, thi F3 = {110,111, 011,000}. Dé
thuan tién ta coi nhu trong khong gian dich chuyén hitu han, tat ca cac tit tranh
déu c6 cung do dai.

Mot phuong phap co ban dé xay dung cac khong gian dich chuyén con hitu

han 13 st dung do thi hitu han, c6 huéng va tao ra tap hop cac duong di vo
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han trén do thi. Trong [I] céc tac gid da chi ra rang khong gian dich chuyén
con hitu han c6 thé dugc biéu dién nhu mot dich chuyén canh duge dinh nghia

trong cac vi du duéi day.

Vi du 1.2.11 (Khong gian dich chuyén canh ctia d6 thi). Cho do thi E. Ta
dinh nghia dich chuyén canh mot phia Xg lien két voi E 1a tap hop tat ca cac
duong vo han. N6 1a mot khong gian dich chuyén con trén A = E'! véi tap tranh

F={ef € A :r(e) # s(f)}. Khi do,
Xp={e = (€)ien : r(e;) = s(eir1)}.

Anh xa dich chuyén trén Xg dude goi 1a 4nh xa dich chuyén canh lién két
v6i do thi E, va dugce ki hieu 1a og.

X 1a mot khong gian dich chuyén con hitu han 1-buéc do moi tit trong F
deu c6 do dai 1a 2.
Vi du 1.2.12 (Khong gian dich chuyén canh ctia siéu do thi). Cho siéu do thi
G. Ta dinh nghia dich chuyén canh mot phia Xg lién két véi G 1a tap hop tat

cé cac duong di vo han. N6 1a khong gian dich chuyén con trén A = G' v6i tap
tranh F = {ef € A?: s(f) ¢ r(e)}. Khi d6,

Xg = {e= (€i)ien : s(€is1) € r(ei)}.

Anh xa dich chuyén tréen Xg dudc goi la anh xa dich chuyén canh lién két
véi sieu do thi G, va duge ki hieu 1a og.

Xg 1a khong gian dich chuyén con hitu han 1-buéc do moi tit trong F déu c6
do dai la 2.

Vi du 1.2.13. (1) Cho d thi F nhu Hinh [1.2] Khi d6 ta c6 mot dich chuyén
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canh tren A = E' = {e, f, g} v6i tap tranh F = {eg, fe, ff, g9} 1a

Xp=Xp={e=(ei)ien: 7(e;) = s(€is1)}
={(e)", (f9)", (gf)" g(e)",(e)"f,... : m € N}.

f

CI_D

Hinh 1.2:

(2) Cho siéu do thi G nhu trong Vi du . Khi dé ta c6 mot dich chuyén
canh lien két v6i G tréen A = G = {e, f, g} v6i tap tranh F = {ef € A% :
s(f) ¢ r(e)y={fe [f g9} 1a

Xg = {e=(€)ien : s(eiy1) € r(ei)}
={(e)", (e)"g,(e)"f,9(e)",(fg)", ... : m € N}.

Tuy nhién, khong phai moi khong gian dich chuyén con hitu han (thuc té,
khong phai moi khong gian dich chuyén con httu han 1-buéc) déu la dich chuyén

canh.

Vi du 1.2.14. Gid st A = {0,1}, F = {11}, khi d6 X la dich chuyén trung
binh vang (golden mean shift). Ta chi ra dugc rang khong ¢6 do thi G sao cho
X7 = X¢. That vay, néu ton tai do thi G théa man, G sé c¢6 dung hai canh,
duce dat tén 1a 0 va 1. Gid sit G chi ¢6 mot dinh, trong truong hop dé X¢ 1a
dich chuyén A-day di. Néu G c6 hai dinh thi X gom cac tit (01)> va (10)%.
Trong ci hai truong hop, X¢ déu khong giong véi X r.
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Mac dit ¢6 vi du nay, két qua sau day cho thay bat ky dich chuyén hitu han

nao deu cé thé duge ma hoa lai thanh dich chuyén canh. Trudc tién, ta nhéc lai
dinh nghia vé dich chuyén khéi cao. Day 14 mot trong nhitng cau tric co ban
trong 1i thuyét he dong lyc hinh thtc lien quan dén viéc mé rong mot ky hieu
don 18 sang mot khoi cac ky hieu lién tiép va coi cic khdi do 1a cac chit cai tu
mot bang chit cai mdi, phiic tap hon.
Dinh nghia 1.2.15 ([I]). Gi4 st X 13 mot khong gian dich chuyén con trén
bang chit cai A va A[)J(V] = Ln(X) la tap hop ctia tat ca cac tit ¢6 do dai N
trong X . Chiing ta c6 thé coi A[)J(V] la mot bang chit cai va tao thanh phép dich
chuyén day du <A[)](V]>N. Ta dinh nghia anh xa By : X — (A[)](W)N nhu sau

(BN(@)[@] = Llii+N-1]-
Khi d6, dich chuyén khéi cao thi N XN 1a anh XV = By(X) trong dich
chuyén day du tren AE‘Q—W.
Ta minh hoa dinh nghia trén bdi vi du sau.

Vi du 1.2.16. Gia stt X 1a dich chuyén trung binh vang. Khi do,
A2 = {a=00,b=01,c = 10}

va, X duge mo ta bing tap tranh F = {ac, ba, bb, cc} vi méi tit trong F khong
13 duong di trong d6 thi Hinh . Vi dy, ky hiéu thit hai cia a = 00 khong
khép vé6i ky hieu dau tien ctia ¢ = 10, do d6 ac bi cam. Duong nhién, tir 11
ciing bi cdm vi né bi cAm trong dich chuyén ban dau. Do dé né khong xuat hien

trong A?(].

Dinh 1y 1.2.17 ([1]). Néu X la dich chuyén M-budc cé kiéu hitu han, thi ton
tai mot do thi G sao cho XM+ = X ..
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01

oo
10

Hinh 1.3:

Chiing minh. Trude tién, ta luu ¥ rang néu M = 0, thi X 14 mot phép dich
chuyén day du va ta co the lay G dé c6 mot dinh va mot canh cho méi ky hieu
xuat hién trong X. Do d6, ta gid st rang M > 1.

Ta dinh nghia tdp dinh cia G 1aV = Ly (X), 1a cac tit ¢6 do dai M xuét
hién trong X. Ta dinh nghia tdp canh £ nhu sau. Gia st rang I = ajas...ay
va, J = biby ... by 12 hai dinh trong G. Néu asas...ay = biby...by—1, va néu
ai...ayby (= agby...by) ndm trong L£(X), thi ta vé chinh xac mot canh
trong G tu I dén J, duge dat tén 1a ajas . .. aybyr = aibibs . .. by Néu khong,
sé khong c6 canh nao tit I dén J.

T d6 ta thay rang mot duong di vo han trén G 1a mot chudi cac tit ¢6 do
dai (M + 1) trong Ly741(X) néi tiép nhau. Do d6, Xg = XM+, [

Vi du 1.2.18. Dich chuyén trung binh vang X trong Vi du 1.1.6 1a 1-buéc,
nhung ban than né khong phai 1a mot dich chuyén canh. Thuc hién quy trinh
duge mo ta trong ching minh tren cho thiy X = X4 (da duge mo ta trong
vi du 1.2.16).

Sau day, chung toi sé nhic lai dinh nghia va tinh chat mot s6 tap hop quan
trong sé dudc stt dung trong dinh nghia ciia dai s6 lien két véi khong gian dich

2
chuyén con.

Dinh nghia 1.2.19 ([2]). Cho X la khong gian dich chuyén con ctia bang chit
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cai A. Gia st «, f € Lx, ta dinh nghia
Cla, B) :={fxr € X: ax € X}.

Khi do, tap C(w, f) = {Bz € X : x € X} duge ky hieu 1a Zz va duge goi la
tap tru (cyclider set). Tap C(a,w) = {x € X : ax € X} duge ky hiéu la F, va
duge goi 1a tap theo sau (follower set).

Luu y rang X = C(w,w).
Ta minh hoa dinh nghia trén bdi vi du sau.

Vi du 1.2.20. Cho d6 thi E nhu trong Vi du 1.2.13 (1). Khi d6 ta ¢6 mot dich
chuyén canh Xp tren A = E' = {e, f, g} v6i tap tranh F = {eg, fe, ff, g9}.
Giasta=cef,=gf, taco

Cla,B) ={Br € Xg:ax € Xg} ={gf,9f9,(9f)" 9fg(e)", (9f)"g(e)",...}.
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Chuong 2

Bieu dién bat kha quy cta dai so6 lién

két v4i khong gian dich chuyén con

Trong chuong nay, ching t6i trinh bay cac bicu dién bat kha quy da biét trén
dai s6 lien két v6i khong gian dich chuyén con trén bang chit cai tity ¥ dua trén

bai béo ctia Goncalves-Royer[7].

2.1 Dai sb lien két véi khong gian dich chuyén con

Trong bai bao [2], Boava, de Castro, Goncalves va van Wyk da dinh nghia mot
R-dai s6 Ag(X) lién két v6i mot khong gian dich chuyén con X c6 thé khong
c6 don vi. Ching toi bat dau bang dinh nghia ctia dai s6 Boole lién két véi cac

tap hop ¢6 dang C'(«, §) véi «, 8 € Lx khong dong thoi bang w.

Dinh nghia 2.1.1 ([2]). Cho X 14 mot khong gian dich chuyén con. Ta dinh
nghia B 1a dai s6 Boolean ctia tap con ctia X sinh bdi moi tap C(a, 8) trong dé
o, B € Lx khong dong thoi bang w. Nhu vay, B chita cac tap hgp nhan dudce tit
cac phép hop httu han, giao hitu han va phép lay phan bu tap C(a, ).

Dinh nghia 2.1.2 ([2]). Cho X 1a khong gian dich chuyén con, R 13 mot vanh
giao hoan c6 don vi. Khi d6, Dai s6 dijch chuyén con Ar(X) ctia X trén R 1a
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dai 6 sinh bdi cac phan tid {pa : A € B} va {s,, 5% : a € A}, théa man cac dieu
kién sau:

(1) panB = papB; pauB = Pa + DB — PanB Va py = 0, v6i moi A, B € B;

(2) $45ESq = Sq VA S:Sus5E = sk v6i moi a € A,

(3) 88558085 = Pc(a,p) VOl Mol a, B € Lx\{w}, trong d6 véi o = a;...qy €

5 = > * o ¥ *
Lx\{w} ta co sq := Sa, * Sa, VA S, =8, o8k

(4) 5380 = PC(aw) = PF, V6l moi a € Lx\{w};
(5) 8885 = Po(w,p) = Pz, Vi moi B € Lx\{w}.

Theo d6 ta cé sq = 545,50 = PZ,5a V& Sp = 55,505, = SaDZ.-
Luu ¥ rang s, khong xuat hién trong dinh nghia ctia Ag(X). Tuy nhién, dé
thuan tién trong viéc tinh toan ta mac s,pas),, Sprs} Va S,pAS,,, tuong tng la

SaDA,PASj Va pa.

Céc phan tit thuoc Ag(X) ¢6 mot s6 tinh chat nhu sau.

Ménh dé 2.1.3 ([2]). Cho X la khong gian dich chuyén con, R la mot vanh

giao hoan co don vi. Khi do:
(1) sksy = 0apDF,, vOi moi a,b e A;
(2) Ar(X) sinh bdi {s,, s : a € A}.

Chaing minh. (1) Theo Dinh nghia [2.1.2, véi moi a,b € A, ta c6 thé viét

* *k *
$,5v = S$,P2.P7,Sp = S,PZ.NZ,Sh-

Néu a #£ b, tacd Z,NZy, =0 va sts, = 0. Néu a = b, ta c6 stsy, = $ipy.sq =

s*s, = pr,. Ta c¢6 diéu can chiing minh.
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(2) Phép chiéu trén cAc phan ti sinh ctia dai s6 Boolean B c6 the viét dudi
dang pc(a,s) = 5p5aSass véi moi o, B € Lx\{w}. Khi do, ta thay rdng n6 thuoc
vé R-dai s6 sinh bdi {s,, s: : a € A}. ]

Meénh dé 2.1.4 ([2]). Cho X la mot khong gian dich chuyén con, R la vanh
giao hodn cé don vi. Dai so dich chuyén con Ar(X) la R-dai so Z-phan bac,

vdi thanh phan thuan nhat bac n la
Ar(X),, = spang {sapAsg o, € Lx, A€ Balal— |8 =n}.

Chitng minh. Goi Rx la R-dai s6 tu do sinh b6i {pa | A € B} U {s,, s |
a € A}. V6i méi a € A va A € B, ta dinh nghia deg(pa) = 0,deg(s,) =
1 va deg(sk) = —1. V6i moi don thic rx;...x, trong d6 r € R va x; €
{pa| A€ B}U{ss,s.|ae€ A}, tadat deg (rzy...x,) = 1 deg (z;). Khi d6
Rx 1a R-dai sd Z-phan bac v6i phan ti thuan nhat bac n véin € Z 1a:

Rx, =spang{zy...x, | z; € {pa| A€ B} U{sy, s, | a € A}

va deg (xy...x,) =n}.

Goi I 1a ideéan cia Ry sinh béi tat cd cdc phan tit cAm sinh tit cac dong
nhéat (1) - (5) trong Dinh nghia 2.1.2. Ro rang, I 1a idéan thuan nhat. Do do,
ARr(X) = Rx/I 1a Z-phan bac. O

Ménh dé 2.1.5 ([2], (Dinh Iy phan bac duy nhat)). Cho X la mot khong gian
dich chuyén con. Néu T la vanh Z-phan bac va ¢ : Ar(X) — T la mot dong
cau vanh phan bic vdi ¢ (rpa) # 0 véi moi A € B\{0} va r € R\{0}, thi ¢ la

don cau.

Sau day, ching toi xay dung don vi hoa ctia R-dai s6 khong c¢6 don vi Ag(X).
Dé lam diéu d6, ching toi trinh bay lai dinh nghia ctia R-dai s6 ¢6 don vi AR(X)
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lien két v6i mot khong gian dich chuyén con X, da dugde xay dung trong [2]. Dé
dinh nghia flR(X), ching ta cho U 1a dai s6 Boole clia cic tap con ciia X dugc
tao bdi tat ca C(a, B), v6i a, 8 € Lx. Diém khac bigt duy nhat gitta B va U 1a
X khong 13 phan ti sinh ciia B.

Dinh nghia 2.1.6 ([2]). Cho R la vanh giao hoén c6 don vi, X la mot khong
gian dich chuyén con. Ta dinh nghia dai s6 cé don vi lién két vdi khong gian dich
chuyén con Ar(X) 1a dai s6 ¢6 don vi trén R v6i cac phan tit sinh {py : A € U}

va {84, sk a € A} thoa cac diéu kien sau:

(1) px = 1, panp = papPB, PauB = Pa + P — Panp va py = 0, v6i moi
A, B elU;

(2) $4SESq = Sq VA S5S,8% = st v6i moi a € A,

(3) 85555055 = PC(ap) VOI moi @, 8 € Lx, trong d6 s, := 1 va néu o =

*

Q1...0p € Lx thl 54 1= 54, -+ 8o, and sp, 1= s;, -+ 55, -

Tu (3), néu 5 = w, ta nhan duge s,555,8", = s-5, = PC(aw) = PF, Vi moi
a € Lx. Néu o = w, ta ¢6 $3S.,SwSs = S3Sh = PO(w,8) = Pz, VOl Mol § € Lx.
Theo do6 ta c6 54 = 545,50 = PZ,5qa V& Sp = 55,5050 = SaDZ.-

Ngon tuong doi ctia (A, a), trong d6 o € Lx va A € U, duge dinh nghia baéi
r(A,a) ={reX:ar e A}

B6 dé 2.1.7 ([12]). Cho X la mot khong gian dich chuyén con, Ar(X) la dai
s6 c6 don vi lien két véi X, a,b € A, va v, a € Lx.

(1) Néu B := by € Lx, thi s58. = 0p.aS5PF,;

(2) Néeu A € U, thi paSa = SaPr(Aa) VO S4DA = Dr(A.a)Se-

Cac phan tit thuoc Az(X) ¢6 mot s6 tinh chit nhu sau.
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Ménh dé 2.1.8 ([2]). Cho X la mot khong gian dich chuyén con, R la vanh
giao hodn cé don vi va /TR(X) la dai s6 c6 don vi lién két véi X. Khi do,

(1) stsy = 04 ppr, vFi moi a,b € A;

(2) SpSa va SGSg giao hodn vdi moi a, B € Lx;

(3) SaSa v Sgsy giao hodn vdi moi a, B € Lx;

(4) sasp =0 vdi moi o, f € Lx sao cho aff ¢ Lx;

(5) Ag(X) la R-dai s6 sinh bdi tap {sq,s%:a € A} U{1}.

Chitng minh. (1) Theo Dinh nghia [2.1.6] ta c6 thé viét
SaSb = $aDP2,P7,5b = SqPZ,17,5b-

Néu a # b, taco Z,NZ, = 0 va sisy, = 0. Néu a = b, ta c¢6 sks, =

S Pz 8q = $58a = pr,. Ta ¢6 diéu can ching minh.

(2; 3) Theo Dinh nghia [2.1.6, ta dé dang chi ra dudc s, sashss = prap, =

* * S ok * _ * Lk
S358SaSa V& 4545853 = DF.nZs = SpS5SaSa-

(4) Xét «r, 5 € Lx sao cho aff ¢ Lx. Trong trudng hgp nay

FnZg={rzeX:are X} {preX:z X} ={frecX:afrecX}=0.

Khi dé6 ta c6 s,s5 = sas;;sasﬁsgsﬁ = SaPF.PZsS8 = SaPF,nz;Sp = 0.

(5) Phép chiéu trén cac phan tit sinh ctia dai s6 Boolean U c6 thé viét dudi
dang po(a,s) = $55aSash. Khi d6, ta thay rang né thuge ve R-dai s6 sinh
béi {sq, 55 :a € A} Neu a = f = w, ta ¢6 poa,p) = px = 1. Do dé
Ap(X) 1a R-dai s6 sinh béi tap {se, s :a € A} U {1}.

]
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Ménh dé 2.1.9 ([2]). Cho X la mot khong gian dich chuyén con, R la vanh
giao hodn cé don vi. Dai s6 lien két vdi khong gian dich chuyén con cé don vi

./ZR(X) la dai so Z-phan bac véi cdc phan té thuan nhat bac n nhu sau
AR(X), = spang {sapash : @, € Lx, A € U va |a] — || = n}.

Cho A 1a R-dai s6 khong c6 don vi. Ta dinh nghia don vi héa cia A 1la R-dai
s6 A @ R v6i phép cong va phép nhan duge dinh nghia nhu sau

(a,r)+ (b,s) = (a+ b, 7+ s),

(a,7)(b,s) = (ab+ sa+ rb,rs).

Meénh dé 2.1.10 ([2]). Cho R la vanh giao hodn cé don vi, X la khong gian

dich chuyén con. Khi dé, cdc phat biéu sau ding.
(1) Néu Ar(X) la dai s6 6 don vi, thy né ding céu véi Ag(X).
(2) Néu Ap(X) khong c6 don vi, thy don vi héa ctia né ding cdu véi Ap(X).

Chiing minh. Theo dinh nghia ctia dai s6, Ménh de , Meénh dé va
phép bao ham B C U, ta c6 Ap(X) déng cAu véi dai s6 con ctia Ag(X) sinh
béi {sq, sk :a € A}. Do do, ta xét Ar(X) C /TR(X). Hon nita, phép bao ham
nay bao toan tinh phan bac.

(1) Gia st Ar(X) 1a dai s6 ¢6 don vi. Theo [2, Theorem 4.5] va [16, Corolary
6.5], B ¢6 phan tit dinh I. Gia stt rang I # X. Khi d6 ton tai x = (zror1--+) €
X\I, do d6 C (w, z¢) € I (mau thuin). Do d6, I = X va B =U. Tu d6 suy ra
Ar(X) = Ap(X).

(2) Néu Ag(X) la dai s6 khong c¢6 don vi. Theo tinh chat phd dung cia
Ar(X)® R nhu mot R-modun, ton tai mot anh xa tuyén tinh @ : Ar(X)®R —

~

(
Agr(X) duge cho béi ®(a,r) = a+ rl, 1a &nh xa toan anh theo Ménh dé 2.1.8]
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Ta c6 thé d& dang kiem tra xem ® c6 tinh nhan hay khong. Dé ching minh
tinh don anh, gid st rang ®(a,r) = 0 d6i véi mot s6 (a,r) € Ar(X) ® R. Khi
d6 r1 = —a € Ag(X). Vi rl ¢6 bac 0 trong phép phan loai Z ciia AR(X), —a

ciing ¢6 bac 0 Do do, chiing ta c6 thé viét

—a = Z )\jij + Z’Y@SaipA,;SEi
i i=1

trong do |ou| = |Bi] > 0, 5,7 € R\{0} va B, A; € B cho mdi 7,j. Dat A =
X\ (U?_l C(w, B;) U UT:I Bj>, ta thay rang A # 0, vi Ar(X) khong c¢6 don vi.
Theo Dinh nghia [2.1.2) muc (4) va (5), ta c6

m n
—apa = Z AjipB; + Z%‘SOQPAZ-SZZ. pa=0
j=1 i=1
Khi d6 rpy = —aps = 0 va theo [2, Theorem 4.5], ta két luan rang r = 0. Vi

a=—rl,tacéa=0,dodo P la don anh, ta c6 diéu can chitng minh. O

Trong [2], cac tac gid da chi ra rang 16p dai s6 lien két v6i khong gian dich
chuyén con tity ¥y chita nhiéu 16p dai s6 quan trong, nhu dai sé6 dusng Leavitt
ciia do thi, dai s6 duong Leavitt clia siéu do thi. Sau day, chung toi sé trinh bay

lai cac vi du nay.

2.1.1 Dai sb6 dudng Leavitt ctia do thi
Chung toi nhac lai dinh nghia ctia dai s6 dudng Leavitt lien két v6i do thi.

Dinh nghia 2.1.11 ([10]). Cho E = (E", E*,r, s) la mot do thi ¢c6 hudng, R
12 mot vanh giao hoan c¢6 don vi. Dai s6 duong Leavitt Lr(E) lién két vdi E véi
cac hé so trong R 1 R-dai so sinh béi cac tap {v NS EO} va {e, e*ee€ El}

thoéa man cac diéu kién sau véi moi e, e’ € E va v, v’ € E:
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(4) e*e’ = d.er(e),
(5) v =2 c.s(e)= €€" VOi moi dinh v chinh quy.
trong d6 d la ky hiéu Kronecker.

Ménh dé 2.1.12. (Tinh chat phé dung ctia Lz(FE)) ([10]) Gia st E 14 mot
do thi, R 1a vanh giao hoan c6 don vi va A 1a mot R-dai s6 chita mot tap cac
phan ti lity dang doi mot truc giao {a, | v € E}, va hai tap hop {a. | e € E'},
{b. | e € E*} sao cho

(1) Gg(e)e = Aelp(e) = e VA Ap(e)be = betg(e) = be V6 moi € € E
(2) brae = de par ) véi moi e, f € E',
(3) av = D (eer|s(e)=v} ebe vOi moi dinh chinh quy v € E°.

Theo cac diéu kién trong dinh nghia dai s6 duong di Leavitt, ton tai mot dong
cau R-dai s6 duy nhat ¢ : Lr(E) — A sao cho ¢(v) = ay,p(e) = a, va
o (e*) = b, véimoi v € E* va e € B

Ménh dé 2.1.13 ([10]). Cho E la mot do thi, R la vanh giao hodn cé don vi.
Dai so6 duong Leavitt Lr(E) la Z-phan bac, vdi thanh phan thuan nhat bac n la

Lg(E), =spang {af* : a,8 € E* va |a| — |B| =n}.

Chatng minh. Goi A la R-dai s6 tu do sinh bsi E'U E*U (E')*. V6i méi v € E°
va e € B ta dinh nghia deg(v) = 0,deg(e) = 1 va deg(e*) = —1. V6i moi
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don thic ray ...z, trong dor € Rvaxz; € {ve E'}U{e,e* | e € E'}, ta dat
deg (rzy...x,) =Y - deg (z;). Khi d6 A la R-dai s6 Z-phan bac véi phan ti

thuan nhat bac n véin € Z la:

A, =spanp{zy...z, |2, € {v € E'} U {e,e*|e€ E'} U {e,e* e € B}

va deg (zy...x,) = n}.

Goi I 1a idéan ctia A sinh bdi tat cd cac phan tit cAm sinh tit cic dong nhat
(1) - (5) trong Dinh nghia 2.1.11. Ro rang, I la ideéan thuan nhat. Do do,
Lr(E) = A/I la Z-phan bac. O

Dinh 1y 2.1.14. (Dinh ly phan bac duy nhéat) ([13]) Cho E la mot do
thi va R 14 mot vanh giao hoan c6 don vi. Néu T 14 mot vanh phan bac va
¢ : Lr(FE) — T la mot dong cau vanh phan bac sao cho ¢(rv) # 0 v6i moi
v € EY var € R\{0}, thi ¢ 14 don anh.

Meénh dé 2.1.15 ([2]). Cho E la do thi khong cé dinh dim va khong cé dinh
nao via la dinh nguon vita phat ra vo han. Gid st X la dich chuyén canh mot

phia cia E. Khi d6, Ap(X) = Lr(F).

Chiing minh. Ta xay dung mot anh xa tit Lr(E) dén Agr(X) nhu sau. Véie € F,
dat t. := s, vt 1= st. Néu v € EY khong phai dinh nguon, ton tai e € r~1(v),

ta dat ¢, := Po(ew)- Trong trudng hop nay
Clew)={reX:exeX}={reX: :s(x)=r(e)}={reX:s(x)=uv}

Néu v € E° la dinh nguodn, thi v khong phat ra vo han (theo gia thuyét)
va ta dinh nghia ¢, 1= Y .co1(,) Sesp- Xét e, f € s7'(v) vae # f, ta c6
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C(w,e) N C(w, f) = 0. Theo Dinh nghia [2.1.2} ta c6 thé viét

B= D PCwe) = Ploes1(v)Clwre):
ecs—1(v)
Ta can ching minh réng {¢.,t.: e € E'} va {g, : v € E°} thoa man céc diéu
kién ctia Lp(F) trong Dinh nghia . That vay,
(1) GuyQvy = Ovy.0,Gu, V61 MOi vy, v9 € EY.
Ta c6 papa = pa nén py la phan t liy dang v6i moi A € B. Do do6 véi v €
EY ta cé quq, = q,. Gid stt vy, v € EY sao cho vy # vy var—H(v1)Nr—t (vy) = 0.

Ta xét cac truong hgp sau.

e Néu v; va vy khong 14 dinh ngudn, thi véi e € r—1(vy) va e’ € r71(1v9), ta
c6 Cle,w)NC(,w)={x e X :s(z)=v}N{reX:s(x)=uv}=0
Khi d6 ta c6 Qv,Qvy = PC(ew)PC(e'w) = 0.

e Néu vy la dinh nguon va vy khong 1a dinh nguon. Gia st ¢’ € r=1 (vy).
Khi d6 C(w,e)NC(/,w) = {exz € X 1z € X}Nn{r € X : s(x) =
vo} = . That vay, néu e € s (v;) thi C(e/,w) N Clw,e) = {ex €
Xz € X,s(ex) = v} = 0 do s(ex) = vy # vy. Do d6, qu,qw, =
D ees1(uy) PCw.e)PO(e/w) = 0

e Néu vy va vy déu la dinh ngudn. Vi vy # vo, gid st e € s7H(vy) va € €
s1(v) taco Clw,e) NClw,e) ={er e Xtz e X}N{dz e X :x €
X} = 0. Do d6, theo Dinh nghia ta c6 qu,qu, = 0.

(2) qS(e)te = teQr(e) =t V61 moi e € B
Gia st e € E'. Néu s(e) 1a dinh ngudn, thi theo Dinh nghia ta nhan
dugce

* *
qs(e)te = E Se'SpSe = SeS.Se = Se = te.

e'es~1(s(e))
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Néu s(e) khong 1a dinh nguodn, ta lay f € E' sao cho r(f) = s(e). Luu y ring
Cle,w) ={rz € X:s(x) =r(e)} = {x € X:s(x) =r(fe)} = C(fe,w) va
PO(fw)Se = s}sfse = s}sfsesZse = ses:s}sfse = SeDC(ferw) O s}lsf Va S5, glao
hoén theo Menh dé 2.1.8 Khi do, ta ¢6

QS(G)tG = PC(fw)Se = SePC(few) = SePC(ew) = 565:36 = Se = te.

Do 7(e) khong la dinh nguon nén ¢,(,) = pe(ew)- DE thay, tir cong thic clia hai
truong hop trén ta thu dugce teq, () = L.

(3) %(e)tz = tqu(e) = t: v6i moi e € B

Gia sit e € E'. Néu s(e) la dinh ngudn, thi theo Dinh nghia ta nhan
dugce

* * * * * * *
Lels(e) = E SoSerSpy = S,8¢S, = S, = t,.
e'es1(s(e))

Néu s(e) khong 1a dinh ngudn. Liy f € E' sao cho 7(f) = s(e). Luu ¥ réng
Cle,w) ={r € X:s(x) =r(e)} = {x € X:s(x) =r(fe)} = C(fe,w) va
SeDC(fw) = SeSFSf = SeSeSeStSf = SeS§SfSeSe = PO(few)Se 0 878 VA Ses; glao
hoén theo Menh dé 2.1.8 Khi do, ta ¢6

ths(e> = SZPO( fw) = Po( fe,w)S: = pc(w)sz = 5.5.5, = S, = t..

Do 7(e) khong 1a dinh nguon nén ¢,(,) = pe(ew)- DE thay, tir cong thiic cia hai
truong hop trén ta thu dude q,)t; = t;.

(4) t5t, = Oc.erGy(e) VOi moi €, €' € B

Véi e, e’ € E', theo Ménh dé , ta co

t:te’ - SZSG/ - 56,6/p0(67w) - 56,6/q7°(6)'

(5) v = D c:s(e)=0 Lete V61 moi dinh v chinh quy.
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Néu v € E?eg la dinh nguon thi ta c6 diéu can ching minh. Néu v € Efeg
khong 13 dinh nguon va e € r~!(v). Khi d6, Cle,w) = {z € X : s(x) =
v} ¢6 thé duge viét dusi dang hgp hitu han khong giao nhau la C(e,w) =

|_|f€s—1(v) C’(w, f) Do do6

G = PClew) = D prf Y ospsi= ) tftf
fes~t(v fes=H(v) fes7tv
Theo tinh chat pho dung ctia Lg(FE), ta thu dugec mot dong cau R-dai s6
® : Lr(E) — Agr(X). Khi d6, ® la toan anh vi {s., s} :e € E'} 1a tap sinh
ciia Ag(X) theo Ménh dé . Ta dé dang thay rang phép dong cau nay phan
bac tréen Z. Hon nita, néu r € R\{0} va v € E" khong phai la ngudn, thi
Iy = T'DC(ew) VOl MOt 6 € € 771 (v). V1 do thi khong ¢6 dinh dim, C'(e, w) # 0,
no6i cach khac rq, # 0. Theo Dinh 1y phan bac duy nhat cta dai s6 duong di

Leavitt ta c6 ® 13 4nh xa dang cau. ]

Meénh dé trén c6 thé khong ding néu trong do thi c6 mot dinh vita 1a nguon

vira la phat vo han.

Vi du 2.1.16. Cho d6 thi E véi E° = {v,w}, E' = {e,},, ey U{f},s(en) = v
var(e,) =w = s(f) =r(f) v6i moi n € N. Theo [13], Section 4.2] ta c6 Lp(F)
la dai s6 c¢6 don vi do E° 1a tap hitu han. Mit khac, ta luu ¥ ring véi moi
a, € Lx khong dong thoi 1a tir trong, thi tap C(«, ) 1a rong ho#c chi ¢6 mot
phan ti. Khi do, ta c6 B 1a ho cac tap con hitu han ciia X, do d6 X ¢ B. Theo
Menh dé[2.1.10] ta c6 Ag(X) khong c6 don vi. Do d6, Lg(E) khong ding ciu
voi Ar(X).
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2.1.2 Dai s6 dudng Leavitt ctia siéu doé thi

Trong phan nay, chting toi sé chi ra rang, v6i mot sieu do thi chi c6 cac dinh
chinh quy, dai s6 dich chuyén con lién két véi dich chuyén canh mot phia cia
né dang cau véi dai s6 dusng di Leavitt lien két véi sieu do thi. Bay gis, ching
toi nhac lai mot s6 khai niem, tinh chat co ban ciia dai s6 duong Leavitt clia
sieu do thi.

Dinh nghia 2.1.17 ([2]). Cho G la mot sieu do thi, R 1a mot vanh giao hoan
c6 don vi. Dai s6 duong Leavitt ctia G, duge ky hieu 1a Lg(G), 1a R-dai s6 sinh
bdi {Se, siie€ Ql} U {pA A€ go} thoa man cac dieu kién sau

(1) pp = 0,paAPB = PanB; PAUB = PA + PB — Panp, véi moi A, B € G
(2) Ps(e)Se = SeDr(e) = Se VA Dr(e)Se = SiDs(e) = S, Vi moi e € Gl
(3) sp8f = de,fDr(e) VOi moi €, f € G;
(4) Po = 2 5(e)=0 SeSe V61 0 < |s71(v)] < oo.
trong dé6 ¢ la Kronecker delta.

Ménh dé 2.1.18 ([14]). Cho G la mot siéu do thi, R la mot vanh giao hodn c6
don vi. Dai s6 duong Leavitt Lr(G) ctia G la Z-phan bac, vdi thanh phan thuan

nhat bac n la
AR(X)n = Spallp {Soszsg | Oé,ﬁ € g*aA € gO va ‘Q‘ T |/6| - n} :

Dinh 1y 2.1.19. (Dinh 1y phan bac duy nhét ctia Lz(G)) ([14]) Cho G 1a
mot siéu do thi, R 14 mot vanh giao hoan c6 don vi va T' 14 mot vanh Z-phan
bac. Néu 7 : Lr(G) — T 1a mot dong cau vanh phan bac sao cho 7 (rpa) # 0
v6i moi A € G° khac rong va r € R khéc khong, thi 7 1a don anh.
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Vi du 2.1.20. Cho G la siéu do thi c6 tap hop cac dinh dém duge G° =
{1,2,...}, va tap hop céc canh dém dugc {ey,es,...}, sao cho s(e;) = i, v6i
moi 7,7 (e1) = G° var(e;) = j — 1 v6i j > 1. Sieu do thi nay duge mo ta nhu
hinh dué6i day. Cho Xg la khong gian dich chuyén con lién két v6i né va luu y
ring U = Bvi C (eg,w) = Xg. Do d6 Ag (Xg) = Ag (Xg) theo Menh d&[2.1.10}

Ménh dé 2.1.21 ([2]). Cho G la mot sieu do thi sao cho moi dinh déu la dinh
chinh quy va Xg la dich chuyén canh mot phia ciia G. Khi dé, Ar (Xg) = Lr(G).

Chaing minh. Luu ¥ rang véi e € G, ta c6 F, = Cle,w) = {x € Xg : s(z) €
r(e)}.

V6i mdi A € P(GY), dat A’ = {z € Xg: s(z) € A}. Khi do, véi A, B €
P (G%),tac6 (AUB) = A'UB va (AN B) = A'N B'. Ngoai ra, véi v € G°
la dinh chinh quy, ta ¢6 {v} = U.e5-1(,) C(w,€) € B. Véi e € G!, ching ta c6
r(e) = C(e,w) € B. Theo He qua [1.1.4] ta c6 A’ € B v6i moi A € G°.

Theo d6, ta xay dung mot anh xa tit Lz(G) dén Ag (Xg) nhu sau. Véi e € G,
ta dit t, := s, va tf 1= s*. V6i mdi A € G, ta dat g4 := pa. Ta can ching
minh rang {te, tr:ee€ Ql} va {qA A€ QO} théa man cac dieu kién trong dinh
nghia cua Lr(G). That vay,

(1) D6i v6i tap rong, ta c6 gy = py = py = 0.
V6i A, B € G°, ta ¢6 qaqp = papp = Panp = P(anB)y = ANB-

Tuong tu, ta thiy rang gaus = ¢4 + g8 — qans-
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(2) Cho e € G! va dit v = s(e). Khi do,
Z Pc(w,f)S Z stfse—se—tea
fes=1(v) fes=1(v)
tBQT(e) = SePC(ew) = 868286 = Se = L.

Cac moi quan heé lien quan dén t.- dugce chitng minh tuong tu nhu vay.

(3) Gia st e, f € Gy, theo Méenh deé [2.1.3] ta c6
tety = 8.57 = Oe.fPC(ew) = e.flr(e)

(4) Néu v 1a mot dinh chinh quy, thi

Z pc (w,f) Z sfsf— Z tftf.

fes v fes—H(v) fes—t(v

Theo tinh chit pho dung ctia Lz(G), ta thu duge mot dong cau R-dai s6
®: Lr(G) — Agr (Xg) 1a toan anh vi {s., s} : e € G'} 1a tap sinh cla Ag (Xg)
theo Meénh dé 2.1.30 D& thay riing dong cu nay 1a ddng cAu Z-phan bac. Hon
nita, néu r € R\{0} v& A € G° khac réng, thi rqs # 0 theo [2, Theorem 4.5].
Ap dung Dinh 1y phan bac duy nhét cta sieu dd thi ta nhan duge ® la ding

cau. O

2.2 Biéu dién bat kha quy cta dai sb lién két vSi khéng
gian dich chuyén con
Trong phan nay, ching t6i trinh bay cac biéu dién bat kha quy da biét tren dai

s6 lien két v6i khong gian dich chuyén con trén bang chit céi tity y dua trén bai
bao [7].
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Dinh nghia 2.2.1 ([7]). Cho X la mot khong gian dich chuyén con va R 13 mot

vanh giao hoan ¢6 don vi. Ta ki higu P 1a R-modun tu do v6i co 86 {d, : © € X}.
Ky hi¢u [p] c¢6 nghia 1a [p] = 1 néu p ding va [p] = 0 néu ngugc lai.
V6i moi A € U, ta dinh nghia R-tu dong cau Py : P — P trén mot phan ti
cd 86 0, ¢ € X nhu sau
Py (6;) = [z € X]0,.

V6i méi a € A, ta dinh nghia R-ty dong cau S,, S¥ : P — P trén mot phan

tlt ¢o 86 0, © = 11923 . .. € X nhu sau
Sa (02) = [ax € Xz,

S; (dr) = [xl = CL] (Sg(x).

Ta ky hieu R-dai s6 clia tat cd R-ty dong cau ctia P béi Endg(P). R rang,
P4, Sy, St € Endg(P), v6i A € U va a € A.
Tiép theo ching t6i sé chitng minh réng cac phép tu dong cau dudc dinh

nghia & trén 14 mot bicu dién cta jR(X).

Ménh dé 2.2.2 ([7]). Cho X la mot khong gian dich chuyén con va R la mot
vanh giao hodn cé don vi. Khi dé ton tai mot R-dong cau dai s6 ¢ : ./TR(X) —
Endg(P) sao cho

¢ (pa) = Pa, ¢ (sa) = Sa va ¢ (s,) = S,
trong do A € U va a € A.

Chitng minh. Vi .ZR(X) 1a mot dai s6 phd dung, nén ta chi can kiém tra ring
cac phan ti Py, Sy, S%, véi A € U va a € A, théa man ba diéu kién ctia Dinh

nghia .
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(1) Dé dang ching minh duge Px = 1, Panp = PaPp, Paup = P41+ Pp —
Pinp va Py =0, v6i moi A, B € U.
(2) Xét a € A vax € X. Néu ar € X thi ta ¢6

S5aS5:Sa (02) = 545, (8az) = Sa (02)

va néu ar ¢ X thi S, (0;) = 0. Do d6, S,5%S, (0,) = Sg () v6i moi x € X
va khi do, S,5S5, = S, v6i moi a € A. Tuong tu, ta c6 S;S5,S; = S v6i moi
a € A

(3) Xét o, p € Lx vax € X. Néu z € C(a, ), thi z = By va ay € X. Do

do, trong truong hgp nay, chung ta cé

55505055 (02) = 85538455 (0py) = S5SaSa (dy) =
- 5/352 (5ay) = Sﬂ (504/) = Sﬁ (5y) = 5,3y =0, = PC(a,B) (5x)

Gia st v = zyw9w3... ¢ C(a,3). Khi d6 z1...25 # B3, hodic z = By va
ay ¢ X. Néu ...z # B thi S5 (,) = 0. Néu v = By va ay ¢ X thi

Sa55 (02) = 5055 (0py) = Sa (0y) = 0
Do d6, khi x ¢ C(a, 3), ta ¢
S5S505aS5 (6:) = 0 = pc(a,p) (0x)
Vi vay, ta c6 véi moi x € X thi SpS;5,5% (0:) = Pe(a,p) (0:) 1a ding, va do do
85555055 = Pe(a,p)-

[]

Dong cau 7 trong Ménh de khong phai ldc ndo ciing trung thanh. Vi
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dy, cho A = {a} va X = {a*>}. Khi d6 S, (0g=) = 04 = Px (da) va do
d6 S, = Px (trong Endg(P)). Tuy nhién, theo [7, Theorem 2.4], ta thu dugc
S, # px va do d6 phép dong cau 7 trong Ménh dé 14 khong trung thanh.

Sau day ta dua ra dieéu kién dé phép dong cau 7 clia trong Ménh dé 1a

trung thanh. Ta nhéc lai khai niém vé chu trinh khong 16i thoat.

Dinh nghia 2.2.3 ([7]). Cho X la mot khong gian dich chuyén con, ¢ € Lx,
va ) # A elU. Cap (A, c) la mot chu trinh néu A C r(A,c). Chu trinh (A, ¢)
khong cé 107 thodt néu A = {c>}.

Dinh ly 2.2.4 ([7]). Cho X la mot khong gian dich chuyén con va R la mot
vanh. Khi d6, dong ciu m - Ap(X) — Endg(P) duge zdc dinh nhu trén lo trung

thanh néu va chi néu X khong cé chu trinh nao khong cé 103 thodt.

Chitng minh. Gia st rang khong c6 chu trinh ndo khong c6 16i thoat. Khi do,
Vi T (ypa) = vPa # 0 v6i mdi 0 # v € R, nén theo Dinh 1y duy nhat Cuntz-
Krieger cho dai s6 dich chuyén con (xem [6]) thi 7 1a trung thanh.

Nguge lai, gia st rang ton tai mot chu trinh khong c6 161 thoat (A, ¢) trong
X. Khi do6, v6i moi z € X, ta co

SePy (5z) = [:L‘ S A]Sc (535) = [QZ S A]Sc (5(:00) = [:L‘ € A](Scoo = [x € A]pA (556)

va do d6 S.Pa = P4. Vi vay, 7 (s.pa) = 7 (pa). Tuy nhién, theo tinh phan bac
cia [7, Theorem 2.4], ta thu dugce s.pa # pa, va do d6 7 khong trung thanh. [

Nhan xét 2.2.5 ([7]). Dong cau 7 ctia Ménh dé [2.2.2) thuong khong phai 1a

bat kha quy. Chang han cho X 14 mot khong gian dich chuyén con chita phan
tt y vd phan t1t z sao cho 0™(y) # 0™(z) v6i moi n,m € N. Gia st Y C X 1a
tap hop

YV ={zeX:0"(z) =0™(2) v6i mot sd6 n,m € N}
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va M la R-modun con ciia P sinh béi {J, : = € Y'}. Tt dinh nghia ctia Py, S, va
Sktacod Pa(M) C M,Sa(M) C MvaSi(M)C Mvéimdi A e lUvaae A Do
d6, M 1a mot modun con bat bién ctia 7 (theo nghia la 7 (JZ(R(X)> (M) C M)

Tap Y gai ¥ cho ta cach xay dung cac thanh phan bat kha quy ciia bieu dién

.

Dinh nghia 2.2.6 ([7]). Cho X la mot khong gian dich chuyén con. Ta néi
rang hai phan tit z,y € X 1& tuong duong, va viét © ~ y, néu I3n,m € N sao
cho o"(x) = d™(y).

Luu ¥ rang & ~ y néu va chi néu ton tai ¢,d € Lx va £ € X sao cho o = ¢£
va y = d€.

Quan hé ~ ctia Dinh nghia 14 mot quan hé tuong duong. Dbi véi mot
phan tit © € X, ta biéu thi 16p tuong duong ctia n6 bang [z] va dinh nghia Py,
la R-modun con ctia P sinh béi {6, : y € [z]}. Cho X = {[z] : 2 € X} va ta
nhan dugce

P—
o

Sau day, ching toi chi ra rang méi modun con Pp, 1a mot thanh phan bat kha

JeX

2 - 2 .
quy cua bieu dién .

Dinh Iy 2.2.7 ([7]). Cho X la mot khong gian dich chuyén con, R la mot vanh
va cho 7+ Ap(X) — Endg(P) la dong cdu theo Ménh dé|2.2.2

(1) Vi moi v € X, modun con Py la w-bat bién, tic la w (A/R(X)> (P C
Py,

(2) Néu R la mot truong thy vdi méi v € X, modun con Py la bat khd quy,
nghia la khong c6 modun con 0 #Y ¢ Py sao cho (JZR(X)> (Y)CY.
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Chiing minh. (1) Chon xz € X va cho y € X sao cho y ~ z. Khi do, vé6i a € A,
ta c6 S, (6y) = [ay € X]dqy. Vay, S, (d;) = 0 ngoal trir trudng hop ay € X, noi
cach khéac ay ~x (Viay ~y vay ~ x ). Do d6, 7 (s,) (P[x]) C Py
Tuong tu, 7 (%) (Ppj) C Ppy va m (pa) (Ppyy) € Py véiméia € Ava A el.
Vi 7 14 mot phép dong cau, ta c6 diéu can ching minh.

(2) Cho z € X va 0 # Y C Py la mot modun con bat bién 7. Ta can ching
minh rang Y = Py

Xét 0 £y €Y. Khidéy=> " Ny, trong d6 0 # \; € R va 2 ~ x v6i
moi 7, va ' # 7 v6i moi i # j. T c6 the viét lai z° thanh z° = zizbal ... i €

{1,...,n}. Luu y rang, vi 2* # 2/ v6i moi 7 # j, ton tai m € N sao cho

() i J pd J
XXy ... Ty, F XYLy .. T

v6imoi 4,5 € {1,...,n} vai#j. Gid st u = zizd.. 2zl . Khi do,
™ ()‘IlpZu) (y) = Ogl

va vi Y 1a w-bat bién, ta nhan dugc 0,1 € Y.
Cudi cung, ching ta chiing minh riang 6, € Y cho mdi z € [z]. Cho z € [z].
Khi d6 z ~ 2!, ton tai ¢, d € Lx va ¢ € X sao cho 2! = ¢€ va 2 = d¢. Do do,

m (SdSD ((511) = SdS: ((Sml) = SdS: (505) = Sd ((ch) = Sd ((5,5) = 5d§ == (Sz
Do 6,1 € Y va Y 1a m-bat bién, ta nhan dugc d, € Y. Do d6, P, CY, taco
diéu can ching minh. ]

Nhu vay ta da ching minh duge réng, véi moi z € X, R-modun con P, 1a
m-bat bién. Do d6, Pr, 1a mot .»Z(R(X)—médun trai, véi tich trai duoe xac dinh

béi p.z = m(p)(2), véi moi p € Ax(X) va z € Pra-
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Gid st End gy, (Py) 1a tap hop tat ca cac JZlVR(X)—déng cau clia Py. Sau
day, ching ta mo ta tap hgp nay.

Meénh dé 2.2.8. Cho X la mot khong gian dich chuyén con va R la mot vanh.
Khi do, End g, v, (P) dang ciu vdi R.

Chitng minh. Cho ¢ € Ende(X) (]P’[x]). V6i y,z € [x], lay ¢,d € Lx va £ € X
sao cho y = c& v z = d€. Khi d6, vi ¢ 1a mot dong cdu Ag(X), ta ¢6

¥ (53/) =¥ (505) =¥ (SCSc}ik (5d£)) =¥ (SCSZE (52)) = 505290 (52) .

Do d6, ¢ = 0 néu ¢ (0,) = 0 v6i mot s6 z € [z].
Gia st rang ¢ (0,) # 0 v6i moi z € [z]. V6l z € [z] ta viét lai ¢ (d,) =
S Vib4i, trong d6 2 € [2],0 # v; € R, va 2’ # 27 v6i moi i # j. Gid st

ring 2% # z v6i mot s6 k. Xét m € N sao cho x’fa:’gxﬁl %+ 2129 ... 2y VA

afak ook £ aial . xl v6imoii # k. Cho a = afak .. 2k . Do do,

ViOpr = Pz, (Wk0,x) = Py, (Z 7@'5951) = Pz, (¢(0.)) = ¢ (Pz, (0.)) =0

trong dé dang thiic thit hai tit cudi la ding vi ¢ 1a .ZR(X)—bét bién. Ta két luan
rang d,+ = 0, mau thuan. Do d6, véi moi z € [z], ta c6 ¢ (J,) = 7.0, v4i mot
s6 7, € R.

Tiép theo, ta chiing minh rang anh xa z — 7, 1a hang s6. Gid sit 2z € [z]. Ta
viet x = ¢€ va z = d§, trong d6 ¢,d € Lx va £ € X (xem Nhan xét (3.8)). Khi
a6,

Vobz = @ (02) = @ (SeSy (02)) = SeS (0 (02)) = 725657 (92) = V202

Do d6 v, = 7, v6imoi z € [z]. Tanhan dudc p(u) = v,p v6i moi p € /TR(X).
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Ta ki higu vy, bdi 7, Khi d6, End z_x) (Ppj) va R 1a dang cau béi anh xa

va chitng minh hoan tat. ]

Tiép theo, ching ta sé dua ra diéu kién dé cac bieu dién bat kha quy cia
.ZR(X) cam sinh bdi cac modun P, x € X, la tuong duong. Trude do, ching

ta nhac lai dinh nghia ctia cac phép dong cau tuong duong.

Dinh nghia 2.2.9. Cho X 1a mot khong gian dich chuyén con, R 1 mot vanh,
va M, N la hai R-modun. Ta néi ring cac R-déng cau ¢ : Az(X) — Endgz(M)
va ¢ : Ap(X) = Endg(N) 1a twong duong néu tén tai mot déng ciu R-modun
U : M — N sao cho, v6i méi p € Ax(X), so dd ben dudi giao hoén.

w(p)

MEZE m

g

N—sN

d(p)

Hinh 2.1:

Cho 7 : Ag(X) — Endg(P) 1a phép dong céu ctia Ménh dé[2.2.2, Theo Dinh

1y [2.2.7, v6i méi x € X, modun con P, la m-bat bién va do d6 han ché cta

déi véi P, 1a mot phép dong cau, ma ching ta van ky hiéu 1a 7. Theo cich
nay, ching ta thu dugc mot phép dong cau mdi 7 : .ZR(X) — Endg (Pp,), 1a
phép dong cau khong thé gian lugc.

Duéi day chiing t6i mo ta khi nao cac phép dong cau nhu vay 1a tuong duong.
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Meénh dé 2.2.10. Cho X la mot khong gian dich chuyén con, R la mot vanh va
x,y € X. Khi dé, cdc phép dong ciu T : /TR(X) — Endp (Pyy) van: /TR(X) —

Endp (]P[y]) tuong duong néu va chi néu [x] = [y].

Chiing minh. Cho x,y € X. R0 rang, hai phép dong cau tuong duong néu
[z] = [y].

Gia st rang [x] # [y]. Ta chting minh réng hai phép dong cau khong tuong
duong. Gid sit ngugc lai, tiic 1a gid st ton tai mot phép dong cau U : Py — Py
sao cho Uom(p) = m(p)oU véi mdi pu € Ag(X). Luu ¥ ring U (6,) = S0, 70y
Viét © = z12923. .. VA y' = yiybys. .., trong d6 x5,y € A Vi [z] # [y] va
y' € [y] cho mdi 7, ta c6 y' # x cho mdi 7 € {1,...,n}. Do d6, ton tai m € N
sao cho x1x9 ... Ty, # y’lyéyfn voimoii € {1,...,n}. Gidsta = x1xs. .. Ty,

Sau do,

U (0.) =U (Pz, (02)) = U(?T (pz.) (02)) = 7 (pz,) (U (0:)) =

Do d6, U (6,) = 0, mau thuan (vi U la mot phép dong cau). Do d6, néu
[x] # [y] thi hai phép dong cau ctia ménh dé nay khong tuong duong, ta c6 dieu

can ching minh. O

2.3 Tinh biéu dién hitu han

Trong phan nay, ching t6i md rong [15], Proposition 4.9] 1én cho truong hop dai
s0 lien két véi khong gian dich chuyén con, tit d6 xay dung cac modun Py, trong

do6 p la mot duong vo ty.

Dinh nghia 2.3.1 ([12]). Cho X 14 mot khong gian dich chuyén con. Ta dinh
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nghia mot tit p = xor17973 ... € X 1a mot duong thang néu Z,, = {p} va, véi
moi f € Lx va k €N, ta c6 8> # TpTpi1Tkso - - -

Ta ky hieu Px la tap hgp tat ca cac phan tit A € U sao cho A = {p}, vdi
duong p € X.

Cho X 1 khong gian dich chuyén con. Mot duong vo han trong X 1a mot day
e1eg -+ e, -+ cac tit trong A. Ta ky hieu p> 1a tap hop tat ca cac duong vo han
trong X. V6i p = ejeg---e,--- € p* van € N, ta ky hieu 7, (p) 1a duong di
hitu han ejey - - - e, va ta ky hieu 7w, (p) la duong di vo han e, 1,19 --. Néu
p va q la cac duong vo han trong X, thi ta néi rang p va ¢ la tuong duong (ky
higu 1a p ~ ¢ ) trong truong hop ton tai cac sé6 nguyén khong am m, n sao cho
Tom(p) = T>n(q). RO rang ~ la phép tuong duong trén p>°, va [p] 1a 16p tuong

duong ctia duong vo han p.

Dinh nghia 2.3.2 ([12]). Cho X 1a mot khong gian dich chuyén con. Ky hiéu
Qx la tap hop cac {p} € U sao cho p # af> vé6i mdi «, f € Lx. Ching ta goi
mot phan tit clla Qx 1a mot duong vo ty va cac phan tit khong thuoe Ox 1a

duong hiu ty.

Vidu 2.3.3. Cho A = {a, b, ¢} 1a mot bang chit cai c6 3 chit cai, va cho z € A%
14 phan tit

r = beb’cbicbie . ..

Ta dinh nghia
X ={a*, 0>, az,cx} U{c"(z) : n € N}

13 mot khong gian dich chuyén con. Khi d6, Qx # 0 vi c6 chita {ax} 1a mot

duong vo ty.

Ménh dé 2.3.4. Cho K la mot truong, X la mot khong gian dich chuyén

con, va p = ey---ey--- la mot duong vo ty trong X. Cho ¢y = Pz, va € =
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c v S, S5 e 55 wdi moi i > 1. Khi dé, modun trdi S, trén ﬂK(X), sinh bdi

Se €; el

1
T vdi x = €;x vdi moii > 0 la don va dang cau vdi Py Do dé, ta co

o0

Anng (@) = P Ax(X) (6 — €iv1) & Ax(X) (1 — o)

i=0
trong dé Ag(X) (1 — ¢) := {7“ —rey | T E ./ZK(X)}

Chiing minh. Ta luu § rang €; - p = p la cAc phan tit trong Py, v6i moi ¢ > 0.
Vi P, la mot modun don trén .ZK(X), P, 1a mot dnh cta S, dudi phép anh
xa gl x € S), t6i p € Py, va do d6 S, khac khong.

Gid st xg = por = x vax; = S, -+ S, x vimoi i > 1. Ta c6 & = S, -+ - 8¢,
v6i moi ¢ > 1. Gid st y 1a mot phan tit khac khong trong S,. Vi S, = JZK(X)x, Y
c6 the duge viét dudi dang y = rx va 0 # r = 31" kisapa,shy € Ay (X), trong
dé m 1a t6i tieu sao cho k; € K\{0}, o, i € Lx, A; € U v6i moi 1 < i < m.
Xét n > max {|5;| | 1 <i<m}+ 1. Khid6 ta co

y= (i kisaip/LSEl) T = (f: kisaipAzs’[gl) €n

i=1 =1
m

= <Z kisaipAz3215T<n(p)8i<"(p)> L
i=1

Theo tinh téi tiéu ctia m, ta cé saipAiszisTSn(p)sjgn(p) Z0v6imoil <i<m.
Dic biét, ta ¢ sj s, () # 0 v6i moi 1 <4 < m. Khi d6, v6i moi 4, ton tai mot

duong 0; € X sao cho |0;] > 1, 7<,(p) = B;0;. Ta suy ra

. (Z kis%pAv:SEzST<n(p)si<n(p)) o (Z kiso"&‘s;n(ﬁ)) T Z KiSa,s,n-
i—1 i—1

1=1

Theo tinh t6i tieu clia m, Sa,57, 1& cac phan tit khac khong, doi mot khac
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nhau S), va do d6 «;0; la cac duong doi mot khac nhau c6 do dai duong trong
X.

Bing cach danh sb lai cic duong «;d;, khong mat tinh téng quat, ching ta
c6 thé gia st 180G Pe(w.a16)Y = PC(w.arsy) (2 KiSas,Ln) = 2?21 kiSe.s,Tn, trong
d6 1 < d < m. Ching toi luu § rang s, 5 Sa16, = PC(ar6,w) = peren(p),w) va

875,508, = 0 doi v6i moi 2 <4 < d, va do d6

d
k1 St ) Sand, PCw.nd)¥Y = K1 Sre(p)Sans, (E :kisai@xn> = S, (p)Tn = .
=1

Vay € Lg(G)y, va do d6 S, = Lg(G)r = L (G)y. Khi d6, S, don va dang

cau véi Py, ta c6 dieu can chiing minh. O

Hé qua 2.3.5. Cho K la mot truong, X la khong gian dich chuyén con va
p=ei-- €, la mot duong vo ty trong X. Khi dé, Ak (X)-modun Py, lbieu

dién hitu han khi va chi khi ton tai m sao cho o™(p) la duong thing.

Chiing minh. (=) Gia st Py 1a bicu dién hitu han. Theo Ménh dé 2.3.4,

Dy Ax (X (€; — €41) 1a tong truc tiép hitu han, trong d6 ey = Pz, Va € =

* * P . . N L X . _ ] e .
1t 8¢, Sy, Sy, vOimoi i > 1, va do do ton tai m sao cho €, = €p,4; v6i moi

1 > 0. Khi do6 ta c6

Sel

* * *
..Selemsel...semzs ...861€m+1861...86m

€m

*

o _
Pc(enw) = Se = SemHSem+1

m

* *

pc(wve7rl+1) - pc(wvem—&-l)pc(em;w) - pC’(em+1,w)Sem+1 Sem+1 - Seerl 8€m+1 = pC(em,w)-

Nhu vay, C (e, w) = {C(w, eme1)}. Tuong tu, vi €,,4; = €pnair1 V6l moi
i >0, ta thu duge C (e, w) = {C (w, €mrir1)} v6i moi 7, no6i cach khac, tat

ca cac C (w, e;) = o'(p)(i > m) déu la duong thang.
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(<=). Gid stt ton tai m sao cho 0™ (p) la duong thang. Khi d6 ta cé €,, = €,
v6i moi ¢ > 0. Theo Ménh dé 2.3.4, P biéu dién hitu han, ta c6 diéu can ching
minh. J

Két qua sau day md rong [15, Proposition 4.9] lén cho dai s6 lien két vdi
khong gian dich chuyén con, cho thay rang P, duge biéu dién hitu han cho moi
duong hitu ti p.

Ménh dé 2.3.6. Cho K la mot truong, X la khong gian dich chuyén con va
p =7 € Lx la mot duong hitu ti trong X. Khi dé Py = Ppre dang cau vdi
./Zl/K(X)-moAdun Sx sinh bdi © € S, sao cho sxx = x, do dé né dang ciu vdi
./Zl/K(X)pC(wJ)/.Z(K(X) (PC(wr) — Sx) va biéu dién hiw han.

Chiing minh. Ta c6 s;-p = p la cic phan tii trong Pp,. ViPy, 1a ./Z(K(X)—médun
don, P, la anh ctia Sy dudi anh xa gii © € Sy dén p € Py, va do do S, khéc
khong.

Ta luu ¥ rang = = s"z 1a cac phan t1t trong S, ddi véi moi n > 0, trong d6
7 1= pc(w.r). Gid st y 1a mot phan ti khéc khong trong Sy. Vi S; = Ag(X)z,
nén y c6 the viét dudi dangy = rox va 0 # r = Y kisa,pa,sh, € Ay (X), trong
dé m 1a tbi tieu sao cho k; € K\{0}, a;, 3 € Lx, A; € U v6i moi 1 < i < m.

Cho n 1a s6 nguyén duong sao cho || < n|r| v6i moi 1 < i < m. Sau do,

ching ta c6
m m m
y = (Z kisalpAis};i> xr = (Z kisaipAi32i> st = (Z k,-salpAiSEisg) x
i=1 i=1 i=1

Theo tinh tdi tiéu ctia m, ta c6 Sa,PA;S5 57 7 0 véi moi 1 < ¢ < m. Khi do,

vl mdi 4, ton tai 0; € G* sao cho |0;] > 1, 7" = §;0; Nhu vay ta c¢6

m m
Yy = (Z kisasziszisﬁ> r = (Z kisa15i> X
i=1

1=1
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Theo tinh téi thiéu ctia m, sq,5 13 cdc phan tit khac khong, doi mot khac
nhau trong Sy, va do d6 «;0; 1a cac duong déi mot khac nhau c6 do dai duong
trong Lx.

Biang cach danh s6 lai cac duong a;6;, ma khong mat tinh tong quat, ta
c6 thé gid st rang PCw.msn)¥ = PC(wand) (O kisas,) = Zle kiSa,s5.x, trong d6
1 < d < m. Ching ta luu § 1ang s}, 5 50,5, = PC(ardrw) = PO(rw) VA Siy, 5,58, = 0

déi v6i moi 2 < ¢ < d, va do d6
d
—1 _=x _ 7.—1_x E — — — —
kl SOq(SlpC(w,al&l)y - kl 8&151 kisai(six - pC(w,w)x o pC(TK‘,w) (Sﬂ'x) = Sxl =X
i=1

Khi d6 ta c6 z € Ag(X)y, va Sy = Ag(X)z = Ag(X)y. Do d6, Sy don va

dong cau véi P, ta c6 diéu can ching minh. ]

Vi du 2.3.7. Cho F la dd thi nhu hinh sau, X l& khong gian dich chuyén canh

mot phia cua FE.

e T

Véi T = €1 ey, tacéa= (e e,)™ la mot dudng hitu t§ trong A (X)
v6i n > 0. Ta c6, Ag(X)-modun Py, 1a don, biéu dién hitu han va déng cau
véi jK(X)—m()dun Sx sinh béi x € Sy sao cho s;x = x, do d6 né dang cau véi
Ak (X)pe(om /Ax(X) (Pe(or) — 5x)-
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KET LUAN

Trong luan van nay, ching toi da trinh bay mot s6 van deé sau.

(1) Trinh bay lai mot s6 kién thic co ban vé do thi, siéu do thi va dai s6 lien
két v6i khong gian dich chuyén con trén bang chit cai tiy ¥ dua trén bai bao
clia Boava-Castro-Goncalves-Wyk [2].

(2) Trinh bay lai cdc bicu dién bat kha quy da biét clia dai s6 lién két véi
khong gian dich chuyén con trén bang chit cai tily ¥ dua trén bai bao ctia ciia
Goncalves-Royer [7].

(3) Khao sat tinh biéu dién hitu han clia cac modun don dugce gidi thigu bai

Goncalves-Royer da néi 6 trén.
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