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MỞ ĐẦU

Trong chuyên ngành Đại số, một trong những phương pháp thường xuyên

được sử dụng để thiết kế ra các loại đại số mới đó là phương pháp xoắn đi

cấu trúc nhân của một đại số ban đầu. Một số lớp đại số quan trọng như đại

số nhóm, đại số đa thức là những ví dụ điển hình mà ta có thể thu được bằng

phương pháp này. Năm 1991, M. Artin, J. Tate và M. Van den Bergh với công

trình [1] nổi tiếng đã lần đầu tiên đề xuất ý tưởng xoắn cấu trúc nhân của một

đại số Z-phân bậc cho trước bởi một tự đẳng cấu phân bậc, từ đó thu được một

loại đại số Z-phân bậc mới có phạm trù môđun phân bậc tương đương với phạm

trù môđun phân bậc của đại số ban đầu. Sau đó, J. J. Zhang [2] đã mở rộng cách

xây dựng của M. Artin và các cộng sự bằng việc đưa ra khái niệm hệ xoắn của

một đại số phân bậc, và định nghĩa một đại số phân bậc mới trên nền không

gian vectơ của đại số ban đầu cùng với một phép nhân được định nghĩa thông

qua hệ xoắn. Đại số mới này được gọi là xoắn Zhang của đại số ban đầu. Zhang

đã chỉ ra rằng, phạm trù các môđun phân bậc của xoắn Zhang và của đại số

ban đầu là tương đương. Mạnh hơn nữa, trong phạm vi các đại số phân bậc liên

thông thì hai đại số A và B có phạm trù các môđun phân bậc là tương đương

khi và chỉ khi B đẳng cấu với một xoắn Zhang của A. Không những vậy, theo

[2], trong trường hợp đại số ban đầu là phân bậc liên thông và hữu hạn sinh

(hoặc Noether) thì xoắn Zhang của nó còn giữ nguyên rất nhiều tính chất quan

trọng của cấu trúc vành, như tính chính quy Artin-Schelter, tính Noether, số

chiều Gelfand-Kirillov, số chiều toàn cục, số chiều Krull. Bởi những kết quả

nêu trên, xoắn Zhang luôn là một trong những đối tượng rất được quan tâm

trong lý thuyết vành phân bậc.

Đại số Leavitt kiểu (1, n) trên trường K, kí hiệu là LK(1, n), được W. G.

Leavitt giới thiệu lần đầu tiên trong [3] vào năm 1962, trong mục đích xây dựng

ra các cấu trúc đại số không có tính chất IBN. Sau này, đại số Leavitt LK(1, n)

được tổng quát hoá lên thành các đại số đường Leavitt liên kết với các đồ thị
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có hướng, được giới thiệu độc lập bởi G. Abrams và G. Aranda Pino trong [4],

và P. Ara, M. A. Moreno và E. Pardo trong [5]. Trong những năm gần đây, đại

số đường Leavitt nói chung và đại số Leavitt kiểu (1, n) nói riêng là một trong

những lĩnh vực nhận được rất nhiều sự quan tâm nghiên cứu của các nhà toán

học. Chúng ta có thể tham khảo thêm tài liệu [6] để hiểu sâu hơn về lịch sử phát

triển, những ứng dụng và các vấn đề mở của đại số đường Leavitt. Đặc biệt, bài

toán mô tả các đại số tương đương Morita phân bậc với đại số đường Leavitt

vẫn còn là vấn đề mở.

Mặt khác, như đã nói ở trên, xoắn Zhang cho chúng ta một phương pháp

để xây dựng các đại số tương đương Morita phân bậc với đại số đã cho. Vì

thế, trong luận văn này, chúng tôi khảo sát xoắn Zhang của các đại số Leavitt

LK(1, n), như một bước đầu tiên để nghiên cứu xoắn Zhang cho các đại số

đường Leavitt tổng quát.

Luận văn này bao gồm hai chương:

Chương 1: "Xoắn Zhang của đại số phân bậc", được trình bày dựa theo tài

liệu [2]. Trong hai mục đầu của chương này, chúng tôi trình bày định nghĩa và

các tính chất cơ bản của xoắn Zhang của một đại số phân bậc. Trong mục 3,

chúng tôi chứng minh sự đẳng cấu giữa phạm trù các môđun phải phân bậc của

xoắn Zhang và của đại số ban đầu (Định lý 1.3.8), và sau đó chỉ ra rằng trong

phạm vi của các đại số phân bậc liên thông thì hai đại số A và B có phạm trù

các môđun phải phân bậc tương đương khi và chỉ khi B đẳng cấu với một xoắn

Zhang của A (Định lý 1.3.19).

Chương 2: "Xoắn Zhang của đại số Leavitt" gồm 2 mục. Trong mục 1, chúng

tôi trình bày xây dựng của đại số Leavitt LK(1, n) và đi mô tả nhóm các tự đẳng

cấu phân bậc của đại số Leavitt LK(1, n) (Định lý 2.1.12 và Hệ quả 2.1.15).

Ngoài ra, chúng tôi còn chỉ ra rằng nhóm các tự đẳng cấu phân bậc củaLK(1, n)

chứa một số nhóm con đặc biệt, ví dụ như là nhóm tuyến tính tổng quát bậc n

trên trườngK (Hệ quả 2.1.13 và 2.1.14). Trong mục 2, chúng tôi tiến hành khảo

sát xoắn Zhang của đại số Leavitt LK(1, n) liên kết với tự đẳng cấu phân bậc

đã xây dựng ở mục 1. Cụ thể, chúng tôi đi xây dựng một phép nhúng từ đại số

LK(1, n) vào mọi xoắn Zhang của nó (Định lý 2.2.2) và thiết lập các điều kiện
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cần và đủ để cho phép nhúng này là đẳng cấu (Định lý 2.2.4). Sau đó, chúng

tôi đưa ra một số lớp cụ thể để phép nhúng nói trên là đẳng cấu (Hệ quả 2.2.5-

2.2.9). Đồng thời, chúng tôi chỉ ra rằng phép nhúng này nói chúng không phải

là đẳng cấu (Ví dụ 2.2.10 (3)).

Các kết quả chính trong luận văn này được dựa theo công bố [7] của tác giả,

cộng tác với T. G. Nam và Ashish. K. Srivastava.



Chương 1

XOẮN ZHANG CỦA ĐẠI SỐ PHÂN BẬC

Trong chương này, mục tiêu chính của chúng tôi là giới thiệu về xoắn Zhang

của một đại số phân bậc, các tính chất cơ bản của nó và chỉ ra sự tương đương

giữa phạm trù các môđun phân bậc của xoắn Zhang và của đại số phân bậc ban

đầu. Tài liệu tham khảo chính của chương này là [2].

1.1 Hệ xoắn của đại số phân bậc

Trong mục này, chúng tôi sẽ trình bày về hệ xoắn của một đại số phân bậc -

công cụ nền tảng giúp ta định nghĩa xoắn Zhang của đại số phân bậc trong mục

tiếp theo.

Chúng ta bắt đầu bằng việc nhắc lại các khái niệm về đại số phân bậc, môđun

phân bậc và đồng cấu phân bậc.

Định nghĩa 1.1.1. [2] Cho K là một trường, G là một vị nhóm với phần tử đơn

vị e và A là một K-đại số có đơn vị 1. Đại số A được gọi là G-phân bậc nếu

(1) A =
⊕

g∈GAg trong đó mỗi Ag là một K-môđun con của A,

(2) AgAh ⊆ Agh với mọi g, h ∈ G, và

(3) 1 ∈ Ae.

Một phần tử của Ag được gọi là thành phần thuần nhất bậc g của A.

Ví dụ 1.1.2. (1) Một trường K là một K-đại số Z-phân bậc với

K =
⊕
i∈Z

Ki

4
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trong đó K0 = K và Ki = 0 với mọi i ̸= 0. Cấu trúc phân bậc này được gọi là

cấu trúc phân bậc tầm thường trên K.

(2) Đại số đa thức Laurent K[x, x−1] là một K-đại số Z-phân bậc với

K[x, x−1] =
⊕
m∈Z

K[x, x−1]m

trong đó K[x, x−1]m := {kxm | k ∈ K}.

(3) Vành đa thức n biến K[x1, . . . , xn] trên trường K là một K-đại số N-

phân bậc với

K[x1, . . . , xn] =
⊕
m∈N

K[x1, . . . , xn]m

trong đó K[x1, . . . , xn]m là K-không gian vectơ gồm các đa thức thuần nhất

bậc m.

(4) Ngoài ra, K[x1, . . . , xn] còn có cấu trúc Zn-phân bậc

K[x1, . . . , xn] =
⊕
a∈Zn

K[x1, . . . , xn]a

trong đó K[x1, . . . , xn]a =

Kx
a1
1 . . . x

an
n nếu a = (a1, . . . , an) ∈ Zn

+,

0 với các trường hợp khác.

Chú ý 1.1.3. Trong các nội dung tiếp theo, nếu không chú thích gì thêm ta luôn

hiểu một vị nhóm G được xét đến là vị nhóm có đơn vị e và mọi đại số đều là

đại số có đơn vị 1.

Định nghĩa 1.1.4. [2] Cho K là một trường, G là một vị nhóm và A là một

K-đại số G-phân bậc. Một A-môđun phải M được gọi là G-phân bậc nếu

(1) M =
⊕

g∈GMg trong đó mỗi Mg là một K-môđun con của M , và

(2) MgAh ⊆Mgh với mọi g, h ∈ G.

Ví dụ 1.1.5. (1) Mỗi đại số phân bậc là một môđun phải phân bậc trên chính

nó.

(2) Cho K là một trường. Khi đó một K-đại số Z-phân bậc bất kì hiển nhiên
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là một K-môđun phải Z-phân bậc (ứng với cấu trúc phân bậc tầm thường trên

K).

Định nghĩa 1.1.6. [2] Cho K là một trường, G là một vị nhóm, A là một K-đại

số G-phân bậc vàM ,N là haiA-môđun phải G-phân bậc. Một ánh xạK-tuyến

tính f đi từ M vào N được gọi là phân bậc nếu f(Mg) ⊆ Ng với mọi g ∈ G.

Hơn nữa, nếu ánh xạ f như trên là A-tuyến tính thì f được gọi là một đồng cấu

A-môđun phân bậc.

Sau đây ta sẽ định nghĩa hệ xoắn của một đại số phân bậc.

Định nghĩa 1.1.7. [2] ChoK là một trường, G là một vị nhóm vàA =
⊕

g∈GAg

là một K-đại số G-phân bậc. Một tập hợp τ = {τg | g ∈ G} gồm các tự đẳng

cấu K-tuyến tính phân bậc của A được gọi là một hệ xoắn của A nếu

τg (yτh(z)) = τg(y)τgh(z) (1.1.1)

với mọi g, h, l ∈ G và mọi y ∈ Ah, z ∈ Al.

Ví dụ 1.1.8. [2] (1) Cho K là một trường và A =
⊕

n∈ZAn là một K-đại số Z-

phân bậc, và f là một tự đẳng cấu đại số phân bậc của A. Khi đó, {fn | n ∈ Z}
là một hệ xoắn của A vì với mọi n ∈ Z, fn vẫn là tự đẳng cấu đại số phân bậc

của A, và do đó ta cũng có

fn(afm(b)) = fn(a)fn(fm(b)) = fn(a)fn+m(b)

với mọi n,m, l ∈ Z và a ∈ Am, b ∈ Al.

(2) Cho K là một trường, G là một vị nhóm, và một K-đại số G-phân bậc

B =
⊕

g∈GBg. Giả sử a ∈ Be là một phần tử khả nghịch. Với mọi g ∈ G, ta

định nghĩa ánh xạ:

τg : B −→ B, x 7→ ax.

Khi đó, với mỗi g ∈ G, τg là một ánh xạ K-tuyến tính vì

τg(x+ y) = a(x+ y) = ax+ ay = τg(x) + τg(y),
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τg(kx) = a(kx) = (ak)x = (ka)x = k(ax) = kτg(x)

với mọi x, y ∈ B, và mọi k ∈ K. Mặt khác, do a ∈ Be nên ax ∈ BeBh ⊆
Beh = Bh với mọi x ∈ Bh nào đó, hay τg(Bh) ⊆ Bh với mọi g, h ∈ G. Dễ

thấy τg là toàn ánh vì với mọi x ∈ B, ta có x = τg(a
−1x). Bây giờ ta xét y ∈ B

sao cho τg(y) = 0. Khi đó ta có ay = 0, suy ra 0 = a−1ay = y, do đó τg

là đơn ánh với mọi g ∈ G. Như vậy với mọi g ∈ G, τg là các tự đẳng cấu

K-tuyến tính phân bậc của B (nhưng nhìn chung τg không phải đồng cấu đại

số vì τg(xy) = axy, còn τg(x)τg(y) = axay với x, y ∈ B bất kì). Cùng với đó

ta có,

τg (zτh(t)) = azat = τg(z)τgh(t),

với mọi g, h, l ∈ G và mọi z ∈ Bh, t ∈ Bl. Do vậy, với τg định nghĩa như trên

thì {τg | g ∈ G} là một hệ xoắn của đại số B.

Để thuận tiện cho các chứng minh sau này, chúng tôi nêu ra sau đây các đẳng

thức tương đương với (1.1.1).

Bổ đề 1.1.9. [2] ChoK là một trường, G là một vị nhóm,A =
⊕

g∈GAg là một

K-đại số G-phân bậc và τ = {τg | g ∈ G} là một hệ xoắn của A. Khi đó, với

mọi g, h, l ∈ G và mọi y ∈ Ah, z ∈ Al, đẳng thức (1.1.1) tương đương với các

đẳng thức sau đây:

τg(yz) = τg(y)τghτ
−1
h (z), (1.1.2)

τ−1
g (yτgh(z)) = τ−1

g (y)τh(z), (1.1.3)

τ−1
g (yz) = τ−1

g (y)τhτ
−1
gh (z). (1.1.4)

Chứng minh. Đầu tiên cần lưu ý rằng với mọi g ∈ G và mọi n ∈ N, τng và τ−n
g

luôn là các tự đẳng cấu K-tuyến tính phân bậc của A cho nên bậc của các phần

tử thuần nhất trong A luôn được bảo toàn qua các ánh xạ này. Bây giờ thay z

bởi τ−1
h (z) trong (1.1.1) ta thu được (1.1.2). Thay y bởi τ−2

g (y) trong (1.1.1),
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sau đó tác động τ−1
g vào hai vế của đẳng thức mới ta thu được

τ−2
g (y)τh(z) = τ−1

g (τ−1
g (y)τgh(z)).

Thay τ−1
g (y) bởi y vào đẳng thức trên ta có

τ−1
g (y)τh(z) = τ−1

g (yτgh(z)),

hay chính là (1.1.3). Đẳng thức (1.1.4) thu được bằng cách thay τgh(z) bởi z

trong (1.1.3).

Tiếp theo chúng tôi trình bày một số tính chất quan trọng của hệ xoắn. Để

làm điều này, chúng tôi cần bổ đề kỹ thuật dưới đây.

Bổ đề 1.1.10. [2] Cho A là một vành có đơn vị 1. Một phần tử a của vành A là

khả nghịch khi và chỉ khi a là chính quy phải (tức là, az ̸= 0 với mọi z ̸= 0,

z ∈ A), và aA = A.

Chứng minh. Giả sử a ∈ A là khả nghịch. Nếu az = 0 với z ∈ A nào đó thì

z = a−1az = 0. Mặt khác, 1 = aa−1 ∈ aA nên A ⊆ aA, và hiển nhiên

aA ⊆ A, do đó aA = A. Ngược lại, giả sử a ∈ A là phần tử thoả mãn a là

chính quy phải, và aA = A. Vì aA = A nên tồn tại phần tử b ∈ A, sao cho

ab = 1. Bây giờ ta sẽ chỉ ra ba = 1, và do đó suy ra a là phần tử khả nghịch.

Trước hết, ta khẳng định ba là phần tử chính quy phải. Thật vậy, giả sử tồn tại

z ∈ A sao cho baz = 0. Khi đó 0 = a(baz) = (ab)(az) = 1.az = az. Mà a là

chính quy phải nên z = 0. Bên cạnh đó, ta có

ba = b(ab)a = (ba)(ba),

dẫn đến

ba(1− ba) = 0.

Do ba là chính quy phải nên 1− ba = 0, hay ba = 1.

Mệnh đề 1.1.11. [2] Cho K là một trường, G là một vị nhóm, A là một K-đại

số G-phân bậc, và {τg | g ∈ G} là một hệ xoắn của A. Khi đó những khẳng
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định sau là đúng:

(1) Với mọi phần tử thuần nhất a của A và mọi g ∈ G, τg(a) là khả nghịch

khi và chỉ khi a khả nghịch.

(2) Với mọi g ∈ G, τ−1
g (1) = τ−1

e (1) = (τe(1))
−1.

(3) Với mọi y ∈ A, τe(y) = τe(1)y và y = τ−1
e (1)τe(y). Do đó, nếu τe(1) = 1

thì τg(1) = 1 với mọi g ∈ G, và τe(y) = y với mọi y ∈ A.

Chứng minh. (1) Giả sử deg(a) = h. Ta có hai khẳng định sau đây:

(i) a là chính quy phải khi và chỉ khi τg(a) là chính quy phải.

(ii) aA = A khi và chỉ khi τg(a)A = A.

Thật vậy, với khẳng định (i), giả sử a là chính quy phải, và x ∈ A là phần tử

thoả mãn τg(a)x = 0. Ta viết x thành tổng các phần tử thuần nhất thuộc các

thành phần phân bậc khác nhau:

x = xd + · · ·+ xe, với xi ∈ Ai, i ∈ {d, . . . , e}.

Khi đó, τg(a)(xd + · · · + xe) = 0, hay τg(a)xd + · · · + τg(a)xe = 0. Vì

0 ∈ (0) và (0) là iđêan phân bậc của A nên ta phải có τg(a)xi = 0 với mọi

xi ∈ Ai, i ∈ {d, . . . , e}. Từ đây, sử dụng đẳng thức (1.1.2) ta có

0 = τg(a)xi = τg(a)τghτ
−1
h (τhτ

−1
gh (xi)) = τg(aτhτ

−1
gh (xi)).

Vì τg là song ánh nên aτhτ−1
gh (xi) = 0 với mọi i ∈ {d, . . . , e}. Mặt khác, a

là chính quy phải nên τhτ−1
gh (xi) = 0, suy ra xi = 0 với mọi xi ∈ Ai, i ∈

{d, . . . , e}. Do đó x = xd + · · · + xe = 0, kéo theo τg(a) là chính quy phải.

Ngược lại, giả sử τg(a) là chính quy phải và y ∈ A là phần tử thoả mãn ay = 0.

Tương tự cách làm trên, ta viết y thành tổng các phần tử thuần nhất thuộc

các thành phần phân bậc khác nhau: y = ym + · · · + yn với yj ∈ Aj, j ∈
{m, . . . , n}. Khi đó

0 = ay = a(ym + · · ·+ yn) = aym + · · · ayn.
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Suy ra ayj = 0 với mọi yj ∈ Aj, j ∈ {m, . . . , n}. Đẳng thức (1.1.2) cho ta

0 = τg(ayj) = τg(a)τghτ
−1
h (yj).

Do τg(a) là chính quy phải nên τghτ−1
h (yj) = 0, dẫn đến yj = 0, với mọi

yj ∈ Aj, j ∈ {m, . . . , n}. Như vậy y = ym + · · · + yn = 0, đồng nghĩa với

việc a là chính quy phải.

Với khẳng định (ii), ta có aA = A khi và chỉ khi τg(aA) = τg(A). Mặt

khác, do τg là tự đẳng cấu K-tuyến tính phân bậc nên τg(aA) = τg(a)A và

τg(A) = A. Điều này dẫn đến aA = A khi và chỉ khi τg(a)A = A. Lại theo

Bổ đề 1.1.10, a là khả nghịch khi và chỉ khi a là chính quy phải và aA = A.

Kết hợp với khẳng định (i) và (ii) ta suy ra a khả nghịch khi và chỉ khi τg(a)

khả nghịch.

(2) Với mọi g ∈ G ta có

1 = τ−1
g (τg(1)) = τ−1

g (1 · τg(1))

= τ−1
g (1)τe

(
τ−1
ge (τg(1))

)
(theo đẳng thức (1.1.4))

= τ−1
g (1)τe(1).

Do đó, τ−1
g (1) = (τe(1))

−1 với mọi g ∈ G. Đặc biệt, với g = e, ta suy ra

τ−1
e (1) = (τe(1))

−1.

(3) Nếu y là phần tử thuần nhất của A, sử dụng đẳng thức (1.1.1) ta có

τe(y) = τe
(
1 · τeτ−1

e (y)
)
= τe(1)τe·e

(
τ−1
e (y)

)
= τe(1)y.

Vì τe là ánh xạ K-tuyến tính nên đẳng thức trên cũng đúng với mọi phần tử

y ∈ A. Theo phần (2), τ−1
e (1) là nghịch đảo của τe(1), do đó y = τ−1

e (1)τe(y).

Cuối cùng, giả sử τe(1) = 1. Khi đó từ phần (2) suy ra τ−1
g (1) = 1, kéo theo

τg(1) = τg(τ
−1
g (1)) = 1 với mọi g ∈ G. Kết hợp kết quả phần (3), ta suy ra

τe(y) = τe(1)y = 1y = y với mọi y ∈ A.
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1.2 Xoắn Zhang của đại số phân bậc

Với các kết quả của mục trước về hệ xoắn, bây giờ chúng ta đã sẵn sàng để

định nghĩa xoắn Zhang của một đại số phân bậc và tìm hiểu các tính chất quan

trọng của nó.

Mệnh đề và Định nghĩa 1.2.1. [2] Cho K là một trường, G là một vị nhóm, A

là một K-đại số G-phân bậc, và τ = {τg | g ∈ G} là một hệ xoắn của A. Khi

đó, tồn tại một phép nhân phân bậc "∗" trên nền K-không gian vectơ phân bậc⊕
g∈GAg, định nghĩa bởi

y ∗ z = yτh(z)

với mọi y ∈ Ah, z ∈ Al. Phần tử đơn vị của phép nhân "∗" là 1τ := τ−1
e (1).

Đại số phân bậc
(⊕

g∈GAg, ∗, 1τ
)

được gọi là xoắn Zhang của A bởi hệ xoắn

τ , và được kí hiệu là Aτ .

Chứng minh. Với mọi y, y1, y2 ∈ Ah và z, z1, z2 ∈ Al ta có

(y1 + y2) ∗ z = (y1 + y2)τh(z) = y1τh(z) + y2τh(z)

= y1 ∗ z + y2 ∗ z,

y ∗ (z1 + z2) = yτh(z1 + z2) = yτh(z1) + yτh(z2)

= y ∗ z1 + y ∗ z2.

Do đó, phép nhân "∗" có tính chất phân phối với phép cộng của A. Mặt khác,

với mọi x ∈ Ag, y ∈ Ah và z ∈ Al, ta có

(x ∗ y) ∗ z = (xτg(y)) τgh(z) = x (τg(y)τgh(z)) = xτg (yτh(z)) = x ∗ (y ∗ z).

Do đó phép nhân "∗" có tính chất kết hợp. Từ định nghĩa của "∗" và Mệnh đề

1.1.11, ta có

1τ ∗ y = τ−1
e (1)τe(y) = y,

và

y ∗ 1τ = yτhτ
−1
e (1) = y.1 = y.
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Do đó 1τ là phần tử đơn vị của phép nhân "∗". Như vậy
(⊕

g Ag, ∗, 1τ
)

là một

K-đại số G-phân bậc.

Ví dụ 1.2.2. [2] Cho K là một trường và A là một K-đại số Z-phân bậc. Giả

sử x là một phần tử chuẩn tắc (tức là, xA = Ax), chính quy và thuần nhất bậc

1 của A. Do xA = Ax nên với mọi a ∈ A, tồn tại a′ ∈ A sao cho ax = xa′.

Định nghĩa ánh xạ

f : A −→ A, a 7→ a′.

Ta khẳng định ánh xạ f là một tự đẳng cấu đại số phân bậc của A. Thật vậy,

trước hết f là định nghĩa tốt vì nếu a1, a2 ∈ A và a1 = a2 thì a1x = a2x, dẫn

đến xa′1 = xa′2, suy ra x(a′1 − a′2) = 0, kéo theo a′1 − a′2 = 0 (do x chính quy),

hay nói cách khác f(a1) = f(a2). Các phép kiểm tra thông thường chỉ ra rằng

f là một tự đồng cấu đại số phân bậc của A. Mặt khác, hiển nhiên f là toàn ánh

do tính chuẩn tắc của x. Nếu a ∈ A sao cho f(a) = a′ = 0 thì ax = xa′ = 0.

Do x chính quy nên suy ra a = 0, kéo theo f là đơn ánh. Như vậy f quả thật

là một tự đẳng cấu đại số phân bậc của A như đã khẳng định. Từ định nghĩa

của f ta có xx = xf(x), dẫn đến x(x − f(x)) = 0. Vì x là chính quy nên

x − f(x) = 0, hay f(x) = x. Theo Ví dụ 1.1.8 (1), τ = {fn | n ∈ Z} là một

hệ xoắn của A. Xét trong xoắn Zhang Aτ , với một phần tử thuần nhất a bậc n

của Aτ ta có

a ∗ x = afn(x) = ax và x ∗ a = xf(a) = ax.

Do đó, a ∗ x = x ∗ a với mọi phần tử thuần nhất a của Aτ .

Cho B là một K-đại số Z-phân bậc và σ là một tự đẳng cấu đại số phân bậc

của B. Khi đó, xét A là mở rộng Ore B[x, σ], tức là A là một vành không giao

hoán nhận được bằng việc trang bị một phép nhân mới trên vành đa thức B[x]

tương ứng với đồng nhất thức xb = σ(b)x với mọi b ∈ B. Cụ thể,

A = B[x, σ] =

{
n∑

i=0

bix
i | bi ∈ B, n ∈ N và xbi = σ(bi)x, ∀bi ∈ B

}
.

Khi đó A cũng là một K-đại số Z-phân bậc và x là một phần tử chính quy,
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chuẩn tắc và thuần nhất bậc 1 của A. Với tự đẳng cấu đại số phân bậc f của A

được định nghĩa như phía trên, ta có

xf(b) = bx = xσ−1(b)

với mọi b ∈ B. Suy ra x(f(b) − σ−1(b)) = 0. Do x chính quy nên điều này

dẫn đến f(b) = σ−1(b) với mọi b ∈ B, tức là f |B= σ−1. Khi đó, xoắn Zhang

Aτ = B[x, σ]τ của A ứng với hệ xoắn τ = {fn | n ∈ Z} đẳng cấu với đại số

Bσ−1

[x], trong đó Bσ−1

là xoắn Zhang của B bởi hệ xoắn {σ−n | n ∈ Z}. Đặc

biệt, nếu B = B0, thì Bσ−1

= B. Trong trường hợp này, B[x, σ]τ = B[x].

Ví dụ 1.2.3. [2] Cho K là một trường và A = K[x, y] là vành đa thức hai biến

trên K. Theo Ví dụ 1.1.2 (3), A là một K-đại số Z-phân bậc. Ta nhắc lại sau

đây tính chất phổ dụng của K-đại số đa thức K[x, y]: Cho B là một K-đại số

có đơn vị và hai phần tử b1, b2 ∈ B. Khi đó tồn tại duy nhất một đồng cấuK-đại

số bảo toàn đơn vị ϕ : K[x, y] → B thoả mãn ϕ(x) = b1 và ϕ(y) = b2.

(1) Cho q ∈ K là một phần tử khác không. Theo tính chất phổ dụng của

K[x, y], tồn tại duy nhất một đồng cấu K-đại số f : K[x, y] → K[x, y] thoả

mãn f(x) = x và f(y) = qy. Hiển nhiên f là một đồng cấu phân bậc. Sử dụng

tính chất phổ dụng của K[x, y] ta cũng thiết lập được một đồng cấu K-đại số

phân bậc f ′ : K[x, y] → K[x, y] thoả mãn f ′(x) = x và f ′(y) = q−1y. Dễ

dàng kiểm tra được f ◦ f ′ = idK[x,y] và f ′ ◦ f = idK[x,y]. Do đó f là một tự

đẳng cấu K-đại số phân bậc của A = K[x, y].

Theo Ví dụ 1.1.8, τ = {fn | n ∈ Z} là một hệ xoắn của A. Gọi "∗" là phép

nhân của xoắn Zhang Aτ . Ta có

x ∗ y = xf(y) = x(qy) = qxy = q(yx)

= q(yf(x)) = q(y ∗ x) = q ∗ y ∗ x.

Khi đó

Aτ = K[x, y]τ ∼=
K ⟨x, y⟩

⟨xy − qyx⟩
.
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(2) Theo tính chất phổ dụng của K[x, y], tồn tại duy nhất một đồng cấu K-

đại số g : K[x, y] → K[x, y] thoả mãn g(x) = x, g(y) = y − x. Hiển nhiên g

là một đồng cấu phân bậc. Tương tự, ta cũng thiết lập được một đồng cấuK-đại

số phân bậc g′ : K[x, y] → K[x, y] thoả mãn g′(x) = x và g′(y) = y + x. Dễ

dàng kiểm tra được g ◦g′ = idK[x,y] và g′ ◦g = idK[x,y]. Do đó g là một tự đẳng

cấu K-đại số phân bậc của A = K[x, y].

Khi đó, theo Ví dụ 1.1.8, λ = {gn | n ∈ Z} là một hệ xoắn của A. Gọi "⋆"

là phép nhân của xoắn Zhang Aλ. Trong Aλ ta cũng dễ dàng chỉ ra quan hệ

x ⋆ x+ x ⋆ y − y ⋆ x = 0,

và hơn nữa

Aλ = K[x, y]λ ∼=
K ⟨x, y⟩

⟨x2 + xy − yx⟩
.

Trong Mệnh đề và Định nghĩa 1.2.1 ta thấy rằng nếu Aτ là xoắn Zhang của

K-đại số G-phân bậc A bởi hệ xoắn τ , và A,Aτ có phần tử đơn vị lần lượt là

1, 1τ thì nhìn chung, 1τ ̸= 1 vì các tự đẳng cấu τg không nhất thiết biến 1 thành

1 trongA. Mệnh đề sau đây khẳng định rằng thực chất khi tìm hiểu xoắn Zhang,

ta hoàn toàn có thể chuyển về nghiên cứu các xoắn Zhang Aτ mà 1τ = 1.

Mệnh đề 1.2.4. [2] ChoK là một trường, G là một vị nhóm, vàA là mộtK-đại

số G-phân bậc. Khi đó, với mọi hệ xoắn τ = {τg | g ∈ G} của A, tồn tại một

hệ xoắn τ ′ =
{
τ ′g | g ∈ G

}
sao cho Aτ ∼= Aτ ′ và 1τ ′ = 1.

Chứng minh. Cố định một phần tử s ∈ G và đặt τ ′g = τsgτ
−1
s với mọi g ∈ G.

Khi đó, τ ′g cũng là các tự đẳng cấuK-tuyến tính phân bậc củaA với mọi g ∈ G.

Ta có,

τ ′e(1) = τseτ
−1
s (1) = τsτ

−1
s (1) = 1.

Ta khẳng định rằng τ ′ :=
{
τ ′g | g ∈ G

}
là một hệ xoắn của A và τs là một đẳng

cấu đại số phân bậc đi từ Aτ đến Aτ ′. Thật vậy, với mọi y ∈ Ah, z ∈ Al, từ
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đẳng thức (1.1.1) và (1.1.3), ta có

τ ′g(yτ
′
h(z)) = τsgτ

−1
s

(
yτshτ

−1
s (z)

)
= τsg

(
τ−1
s (y)τhτ

−1
s (z)

)
= τsgτ

−1
s (y)τsghτ

−1
s (z) = τ ′g(y)τ

′
gh(z).

Do đó, τ ′ =
{
τ ′g | g ∈ G

}
là một hệ xoắn của A. Kí hiệu "⋆" là phép nhân của

Aτ ′. Phần tử đơn vị của Aτ ′ là

1τ ′ = τ
′−1
e (1) = τ

′−1
e (τ ′e(1)) = 1.

Với y ∈ Ah, z ∈ Al, ta có

y ⋆ z = yτ ′h(z) = yτshτ
−1
s (z).

Xét

τs : A
τ → Aτ ′, x 7→ τs(x).

Để chứng minh τs là một đẳng cấu đại số phân bậc, ta chỉ cần chỉ ra với mọi

y ∈ Ah, z ∈ Al, τs(y ∗ z) = τs(y) ⋆ τs(z) trong đó "∗" là phép nhân trong Aτ .

Thật vậy, ta có

τs(y ∗ z) = τs (yτh(z)) = τs(y)τsh(z) = τs(y)τshτ
−1
s (τs(z)) = τs(y) ⋆ τs(z).

Do vậy, Aτ ∼= Aτ ′.

Chú ý 1.2.5. [2] Khi xoắn Zhang Aτ của đại số A có 1τ = 1 thì τe(1) = 1. Bởi

Mệnh đề 1.1.11, τe trong trường hợp này là ánh xạ đồng nhất củaA. Khi đó, với

mọi a, b ∈ Ae,

a ∗ b = aτe(b) = ab.

Do đó, vành conAe củaA cũng chính là vành con (Aτ)e củaAτ . Nói riêng, nếu

A = Ae thì mọi xoắn Zhang của A là chính nó.

Theo định nghĩa,A vàAτ có cùng nềnK-không gian vectơ phân bậc
⊕

g Ag.

Mệnh đề sau đây cho phép chúng ta định nghĩa một loại quan hệ tương đương

trên các xoắn Zhang của một đại số phân bậc.
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Mệnh đề 1.2.6. [2] ChoK là một trường, G là một vị nhóm, vàA là mộtK-đại

số G-phân bậc. Khi đó những khẳng định sau là đúng.

(1) (Phản xạ) A là một xoắn Zhang của chính nó.

(2) (Đối xứng) Nếu B là một xoắn Zhang của A, thì A là một xoắn Zhang của

B.

(3) (Bắc cầu) Nếu B là một xoắn Zhang của A và C là một xoắn Zhang của

B, thì C là một xoắn Zhang của A.

Chứng minh. (1) Đặt τ = {τg := idA | g ∈ G}, ở đó idA là ánh xạ đồng nhất

của A. Hiển nhiên τ là một hệ xoắn của A và A = Aτ .

(2) Giả sửB là xoắn ZhangAτ củaA ứng với một hệ xoắn τ = {τg | g ∈ G}
nào đó. Định nghĩa τ−1 =

{
τ−1
g | g ∈ G

}
. Ta sẽ chứng minh τ−1 là một hệ xoắn

của B (hệ xoắn này được gọi là hệ xoắn nghịch đảo của τ ) và A = Bτ−1

. Vì τg

là các tự đẳng cấu K-tuyến tính phân bậc của A nên τ−1
g cũng vậy. Kí hiệu "∗"

là phép nhân của B = Aτ . Với mọi y ∈ Ah (= Bh), z ∈ Al (= Bl), theo đẳng

thức (1.1.4), ta có

τ−1
g

(
y ∗ τ−1

h (z)
)
= τ−1

g (yz) = τ−1
g (y)τhτ

−1
gh (z) = τ−1

g (y) ∗ τ−1
gh (z).

Do đó, τ−1 là một hệ xoắn của B. Như vậy, đại số A và Bτ−1

có chung nền

K-không gian vectơ
⊕

g∈GAg. Bây giờ ta chỉ cần chỉ ra chúng có cùng một

phép nhân. Giả sử "⋆" là phép nhân của Bτ−1

. Với mọi y ∈ Ah, z ∈ Al,

y ⋆ z = y ∗ τ−1
h (z) = yτhτ

−1
h (z) = yz.

Do đó A và Bτ−1

có cùng một phép nhân. Vì vậy A = Bτ−1

.

(3) Giả sửB là xoắn ZhangAτ củaA ứng với một hệ xoắn τ = {τg | g ∈ G}
nào đó, và C là xoắn Zhang Bτ ′ của B ứng với một hệ xoắn τ ′ =

{
τ ′g | g ∈ G

}
nào đó. Kí hiệu phép nhân trongB và C lần lượt là "∗" và "⋆". Hiển nhiênA,B

và C có chung nền K-không gian vectơ phân bậc
⊕

g Ag. Với mọi g ∈ G, đặt

τ ′′g = τgτ
′
g và τ ′′ =

{
τ ′′g | g ∈ G

}
. Ta sẽ chứng minh rằng τ ′′ là một hệ xoắn
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của A và Aτ ′′ = C. Thật vậy, bởi cách đặt, với mọi g ∈ G, τ ′′g là các tự đẳng

cấu K-tuyến tính phân bậc của A. Hơn nữa, với mọi y ∈ Ah, z ∈ Al, ta có

τ ′′g (yτ
′′
h (z)) = τgτ

′
g (yτhτ

′
h(z)) = τgτ

′
g (y ∗ τ ′h(z))

= τg
(
τ ′g(y) ∗ τ ′gh(z)

)
= τg

(
τ ′g(y)τhτ

′
gh(z)

)
= τgτ

′
g(y)τghτ

′
gh(z) = τ ′′g (y)τ

′′
gh(z).

Do đó, τ ′′ là một hệ xoắn của A. Kí hiệu "◦" là phép nhân trong Aτ ′′. Với mọi

y ∈ Ah, z ∈ Al, ta có

y ◦ z = yτ ′′h (z) = yτhτ
′
h(z) = y ∗ τ ′h(z) = y ⋆ z.

Từ đây suy ra Aτ ′′ và C có cùng một phép nhân. Như vậy, Aτ ′′ = C.

Mệnh đề 1.2.7. [2] Cho K là một trường, G là một vị nhóm, và A,B là hai

K-đại số G-phân bậc. Khi đó những khẳng định sau là đúng:

(1) Đại số B đẳng cấu với xoắn Zhang của đại số A khi và chỉ khi tồn tại một

tập các đẳng cấuK-tuyến tính phân bậc {ϕg | g ∈ G} đi từB vàoA thoả

mãn

ϕg(ab) = ϕg(a)ϕgh(b)

với mọi a ∈ Bh, b ∈ Bl.

(2) Đại sốB đẳng cấu với một xoắn Zhang của đại sốA khi và chỉ khiA đẳng

cấu với một xoắn Zhang của B.

Chứng minh. (1) Giả sử B ∼= Aτ , với τ = {τg | g ∈ G} là một hệ xoắn nào

đó của A. Gọi f là một đẳng cấu đại số phân bậc đi từ B vào Aτ . Với mọi

a ∈ Bh, b ∈ Bl, ta có

τgf(ab) = τg(f(a) ∗ f(b)) = τg (f(a)τhf(b)) = τgf(a)τghf(b).

Với mỗi g ∈ G, đặt ϕg = τgf . Khi đó, ta thu được ϕg(ab) = ϕg(a)ϕgh(b) như

mong muốn. Ngược lại, giả sử tồn tại {ϕg | g ∈ G} là tập các song ánhK-tuyến
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tính phân bậc đi từ B vào A thoả mãn

ϕg(ab) = ϕg(a)ϕgh(b) (1.2.5)

với mọi a ∈ Bh, b ∈ Bl. Đặt τ =
{
τg := ϕgϕ

−1
e | g ∈ G

}
. Hiển nhiên τ là

tập các tự đẳng cấu K-tuyến tính phân bậc của A. Ta sẽ chứng minh τ là một

hệ xoắn của A và ϕe chính là một đẳng cấu đại số phân bậc đi từ B vào Aτ .

Trong đẳng thức (1.2.5), đặt y = ϕg(a) và z = ϕgh(b). Khi đó, a = ϕ−1
g (y),

b = ϕ−1
gh (z). Tác động ϕ−1

g vào hai vế của (1.2.5), và đổi sang biến y, z ta thu

được đẳng thức

ϕ−1
g (y)ϕ−1

gh (z) = ϕ−1
g (yz). (1.2.6)

Khi đó

τg(yτh(z)) = ϕgϕ
−1
e

(
yϕhϕ

−1
e (z)

)
= ϕg

(
ϕ−1
e (y)ϕ−1

eh ϕhϕ
−1
e (z)

)
(theo (1.2.6))

= ϕg
(
ϕ−1
e (y)ϕ−1

e (z)
)
= ϕgϕ

−1
e (y)ϕghϕ

−1
e (z) (theo (1.2.5))

= τg(y)τgh(z)

với mọi y ∈ Ah, z ∈ Al. Vì vậy τ là một hệ xoắn của A. Kí hiệu "∗" là phép

nhân của Aτ . Từ đẳng thức (1.2.5) ta có,

ϕe(ab) = ϕe(a)ϕh(b) = ϕe(a)ϕhϕ
−1
e ϕe(b) = ϕe(a) ∗ ϕe(b),

với mọi a ∈ Bh, b ∈ Bl. Do đó, ϕe là một đẳng cấu đại số phân bậc từ B vào

Aτ .

(2) Giả sử đại số phân bậc B đẳng cấu với một xoắn Zhang nào đó của A.

Theo phần (1), tồn tại một tập các đẳng cấuK-tuyến tính phân bậc {ϕg | g ∈ G}
đi từ B vào A thoả mãn

ϕg(ab) = ϕg(a)ϕgh(b) và ϕ−1
g (yz) = ϕ−1

g (y)ϕ−1
gh (z)

với mọi a ∈ Bh, b ∈ Bl, và mọi y ∈ Ah, z ∈ Al. Với mỗi g ∈ G, đặt

λg = ϕ−1
g ϕe. Khi đó, λg là các tự đẳng cấu K-tuyến tính phân bậc của B với

mọi g ∈ G. Hơn nữa, λ = {λg | g ∈ G} là một hệ xoắn của B vì với mọi
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a ∈ Bh, b ∈ Bl ta có

λg(aλh(b)) = ϕ−1
g ϕe(aϕ

−1
h ϕe(b)) = ϕ−1

g (ϕe(a)ϕe(b))

= ϕ−1
g ϕe(a)ϕ

−1
ghϕe(b) = λg(a)λgh(b).

Ta kí hiệu phép nhân trong xoắn Zhang Bλ là "⋆". Xét song ánh K-tuyến tính

phân bậc ϕ−1
e : A → Bλ, x 7→ ϕ−1

e (x). Thực chất ϕ−1
e là một đồng cấu đại số

bởi

ϕ−1
e (yz) = ϕ−1

e (y)ϕ−1
h (z) = ϕ−1

e (y)ϕ−1
h ϕeϕ

−1
e (z) = ϕ−1

e (y) ⋆ ϕ−1
e (z).

Như vậy, A ∼= Bλ như các K-đại số G-phân bậc. Chiều ngược lại ta chứng

minh hoàn toàn tương tự.

Bằng cách làm tương tự như đã định nghĩa xoắn Zhang của một đại số phân

bậc, ta định nghĩa môđun xoắn Zhang của một môđun phải phân bậc như sau.

Mệnh đề và Định nghĩa 1.2.8. [2] Cho K là một trường, G là một vị nhóm, A

là một K-đại số G-phân bậc, và τ = {τg | g ∈ G} là một hệ xoắn của A. Giả

sửM =
⊕

g∈GMg là mộtA-môđun phải phân bậc. Khi đó, tồn tại một cấu trúc

Aτ -môđun phải phân bậc với phép nhân vô hướng mà ta cũng kí hiệu là "∗",

được định nghĩa trên nền K-môđun
⊕

gMg như sau

m ∗ z = mτh(z)

với mọi m ∈Mh, z ∈ Al. Khi đó, Aτ -môđun phải phân bậc
(⊕

gMg, ∗
)

được

gọi là môđun xoắn Zhang của M bởi τ , và kí hiệu là M τ .

Chứng minh. Với mọi m,m1,m2 ∈Mh và z, z1, z2 ∈ Al ta có

(m1 +m2) ∗ z = (m1 +m2)τh(z) = m1τh(z) +m2τh(z)

= m1 ∗ z +m2 ∗ z,

m ∗ (z1 + z2) = mτh(z1 + z2) = mτh(z1) +mτh(z2)

= m ∗ z1 +m ∗ z2.
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Do đó phép nhân vô hướng "∗" có tính chất phân phối với phép cộng trong M

và phép cộng trong A. Mặt khác, với mọi m ∈Mg, y ∈ Ah và z ∈ Al, ta có

(m∗y)∗z = (mτg(y)) τgh(z) = m (τg(y)τgh(z)) = mτg (yτh(z)) = m∗(y∗z)

vàm∗1τ = mτg(1τ) = mτg(τ
−1
g (1)) = m.1 = m.Do đó,M τ =

(⊕
gMg, ∗

)
là một Aτ -môđun phải phân bậc.

Chú ý 1.2.9. Cách định nghĩa phép nhân vô hướng "∗" như trên sẽ không áp

dụng được với các môđun trái phân bậc của A. Thay vào đó, ta sẽ cần định

nghĩa một "phiên bản bên trái" của hệ xoắn để từ đó định nghĩa môđun xoắn

Zhang của một A-môđun trái phân bậc (xem mục 4 tài liệu [2]).

Một phiên bản tương tự của mệnh đề 1.2.6 cũng đúng cho các môđun xoắn

Zhang của một môđun phải phân bậc.

Mệnh đề 1.2.10. [2] Cho K là một trường, G là một vị nhóm, A là một K-đại

số G-phân bậc vàM là mộtA-môđun phải phân bậc. Khi đó những khẳng định

sau là đúng:

(1) (Phản xạ) M là một môđun xoắn Zhang của chính nó.

(2) (Đối xứng) Nếu N là một môđun xoắn Zhang của M , thì M là một môđun

xoắn Zhang của N .

(3) (Bắc cầu) Nếu N là một môđun xoắn Zhang của M và L là một môđun

xoắn Zhang của N , thì L là một môđun xoắn Zhang của M .

Chứng minh. (1) Đặt τ = {τg := idA | g ∈ G}, ở đó idA là ánh xạ đồng nhất

của A. Hiển nhiên τ là một hệ xoắn của A và M =M τ .

(2) Giả sử N là môđun xoắn Zhang M τ của M ứng với một hệ xoắn τ =

{τg | g ∈ G} nào đó. Ta đã biết hệ xoắn nghịch đảo τ−1 =
{
τ−1
g | g ∈ G

}
cũng

là một hệ xoắn của A. Bây giờ ta sẽ chỉ ra M = N τ−1

. Thật vây, giả sử "∗" và

"⋆" lần lượt là phép nhân vô hướng của N và N τ−1

. Với mọi m ∈Mh, z ∈ Al,

m ⋆ z = m ∗ τ−1
h (z) = mτhτ

−1
h (z) = mz.
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Do đó M và N τ−1

có cùng một phép nhân vô hướng. Vì vậy M = N τ−1

.

(3) Giả sử N là môđun xoắn Zhang M τ của M ứng với một hệ xoắn τ =

{τg | g ∈ G} nào đó, và L là xoắn Zhang N τ ′ của N ứng với một hệ xoắn τ ′ ={
τ ′g | g ∈ G

}
nào đó. Với mọi g ∈ G, đặt τ ′′g = τgτ

′
g và τ ′′ =

{
τ ′′g | g ∈ G

}
. Ta

đã biết rằng τ ′′ là một hệ xoắn của A. Bây ta chứng minh M τ ′′ = L. Thật vậy,

ta kí hiệu phép nhân vô hướng trong N , L và M τ ′′ lần lượt là "∗", "⋆" và "◦".

Với mọi m ∈Mh, z ∈ Al, ta có

m ◦ z = mτ ′′h (z) = mτhτ
′
h(z) = m ∗ τ ′h(z) = m ⋆ z.

Do đó M τ ′′ và L có cùng một phép nhân vô hướng, kéo theo M τ ′′ = L.

1.3 Sự tương đương của các phạm trù môđun phân bậc

Trong mục này, mục tiêu chính của chúng tôi là chứng minh sự đẳng cấu

giữa phạm trù các môđun phải phân bậc của xoắn Zhang và của đại số ban đầu

(Định lý 1.3.8), và sau đó chỉ ra rằng trong phạm vi của các đại số phân bậc liên

thông thì hai đại số A và B có phạm trù các môđun phải phân bậc tương đương

khi và chỉ khi B đẳng cấu với một xoắn Zhang của A (Định lý 1.3.19).

Trước hết, chúng tôi trình bày lại sau đây một số kiến thức cơ bản của lý

thuyết phạm trù.

Định nghĩa 1.3.1. [8] Một phạm trù C bao gồm ba thành phần: một lớp obj(C)
gồm các vật, một tập cấu xạ HomC(A,B) với mỗi cặp vật (A,B) (với mỗi

cấu xạ f ∈ HomC(A,B), ta thường viết f : A → B hoặc A
f−→ B), và

phép hợp thành HomC(A,B) × HomC(B,C) → HomC(A,C), kí hiệu bởi

(f, g) 7→ g ◦f, với mọi bộ ba các vậtA,B,C. Những thành phần này thoả mãn

các tiên đề sau đây:

(1) Các tập cấu xạHomC là đôi một rời nhau, tức là, mỗi cấu xạ f ∈ HomC(A,B)

có duy nhất một tập nguồn A và duy nhất một tập đích B;

(2) Với mỗi vật A, tồn tại một cấu xạ đồng nhất idA ∈ HomC(A,A) sao cho

f ◦ idA = f và idB ◦ f = f với mọi f : A→ B;
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(3) Phép hợp thành có tính chất kết hợp, tức là, với các cấu xạ cho trước

A
f−→ B

g−→ C
h−→ D, thì

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

Một cấu xạ f : A → B trong C được gọi là đẳng cấu nếu tồn tại một cấu xạ

g : B → A trong C sao cho g ◦ f = idA và f ◦ g = idB.

Ví dụ 1.3.2. (1) Phạm trù tập hợp, kí hiệu là Set, gồm các vật là các tập hợp,

các cấu xạ là các ánh xạ giữa hai tập hợp và phép hợp thành là phép hợp thành

thông thường giữa hai ánh xạ.

(2) Phạm trù nhóm, kí hiệu là Grp, gồm các vật là các nhóm, các cấu xạ là

các đồng cấu nhóm và phép hợp thành là phép hợp thành thông thường giữa hai

đồng cấu.

(3) Cho R là một vành. Khi đó ta có phạm trù các môđun phải của R, kí

hiệu là ModR, gồm các vật là cácR-môđun phải, các cấu xạ là các đồng cấuR-

môđun phải và phép hợp thành là phép hợp thành thông thường giữa các đồng

cấu.

(4) Cho K là một trường, G là một vị nhóm và A là một K-đại số G-phân

bậc. Phạm trù các môđun phải phân bậc của A, kí hiệu là Gr−A, gồm các vật

là các A-môđun phải G-phân bậc, các cấu xạ là các đồng cấu A-môđun phải

phân bậc và phép hợp thành là phép hợp thành thông thường giữa các đồng cấu.

Định nghĩa 1.3.3. [8] Cho hai phạm trù C và D. Một hàm tử (hiệp biến) T :

C → D là một phép cho tương ứng một vật T (A) ∈ obj(D) với mọi vật

A ∈ obj(C), và một ánh xạ

HomC(A,A
′) −→ HomD(T (A), T (A

′)), f 7→ T (f)

với mọi cặp vật A,A′ ∈ obj(C) sao cho:

(1) Nếu A
f−→ A′ g−→ A′′ trong C, thì T (A)

T (f)−−→ T (A′)
T (g)−−→ T (A′′) trong D

và

T (g ◦ f) = T (g) ◦ T (f),
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(2) T (1A) = 1T (A) với mọi vật A ∈ obj(C).

Đặc biệt, một hàm tử đồng nhất idC : C → C được định nghĩa bởi idC(A) = A

với mọi vật A trong C và idC(f) = f với mọi cấu xạ f trong C.

Ta cũng có phép hợp thành trên các hàm tử. Cụ thể, với các hàm tử cho trước

C T−→ B S−→ A giữa các phạm trù A,B, C thì các ánh xạ hợp thành

C 7→ S(T (C)), f 7→ S(T (f))

trên các vật C và các cấu xạ f của phạm trù C định nghĩa một hàm tử ST :

C → A, được gọi là hợp thành của S và T .

Định nghĩa 1.3.4. [9] Cho hai phạm trù C và D. Khi đó

(1) Một hàm tử T : C → D được gọi là một đẳng cấu nếu và chỉ nếu tồn tại

một hàm tử S : D → C sao cho ST = idC và TS = idD. Khi đó, ta cũng

nói hai phạm trù C và D là đẳng cấu.

(2) Một hàm tử T : C → D được gọi là trung thành nếu phép tương ứng

TC,C ′ : HomC(C,C
′) → HomD(T (C), T (C

′)), f 7→ T (f)

là đơn ánh với mọi C,C ′ ∈ obj(C).

(3) Một hàm tử T : C → D được gọi là đầy đủ nếu phép tương ứng

TC,C ′ : HomC(C,C
′) → HomD(T (C), T (C

′)), f 7→ T (f)

là toàn ánh với mọi C,C ′ ∈ obj(C).

Định nghĩa 1.3.5. [9] Cho trước hai phạm trù C và D, và các hàm tử S, T :

C → D. Một phép biến đổi tự nhiên σ : S → T là một phép cho tương ứng

mỗi vật C trong C một cấu xạ σC : S(C) → T (C) trong D sao cho với mọi

cấu xạ f : C → C ′ trong C thì sơ đồ sau giao hoán:
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S(C) T (C)

S(C ′) T (C ′)

σC

S(f) T (f)

σC′

Phép biến đổi tự nhiên σ như trên được gọi là đẳng cấu tự nhiên (hoặc tương

đương tự nhiên) nếu với mọi vật C ∈ obj(C), cấu xạ σC trong D là đẳng cấu.

Khi đó, ta kí hiệu là S ∼= T .

Định nghĩa 1.3.6. [9] Cho hai phạm trù C và D. Một hàm tử S : C → D
được gọi là một tương đương phạm trù (hoặc hàm tử tương đương) nếu tồn tại

một hàm tử T : D → C sao cho ta có các đẳng cấu tự nhiên ST ∼= idD và

TS ∼= idC . Khi đó, ta nói hai phạm trù C và D là tương đương.

Hiển nhiên nếu hai phạm trù C và D là đẳng cấu thì chúng cũng tương đương

với nhau. Ngoài ra, trong mục này, chúng tôi sử dụng tính chất quan trọng sau

đây của một hàm tử tương đương.

Bổ đề 1.3.7. [9] Cho hai phạm trù C và D. Nếu hàm tử S : C → D là một

tương đương phạm trù thì S là đầy đủ và trung thành.

Chứng minh. Do S : C → D là một hàm tử tương đương nên tồn tại hàm

tử T : D → C sao cho ST ∼= idD, và TS ∼= idC . Khi đó, với mỗi cấu xạ

f : C → C ′ trong C, đẳng cấu tự nhiên θ : TS ∼= idC cho ta sơ đồ giao hoán

TS(C) C

TS(C ′) C ′

θC

TS(f) f

θC′

Do đó f = θC ′ ◦ TS(f) ◦ θ−1
C , kéo theo S là trung thành. Tương tự, sử dụng

ST ∼= idD ta suy ra T là trung thành. Để chứng minh S là đầy đủ, xét h :

S(C) → S(C ′) bất kì, và đặt f = θC ′ ◦ T (h) ◦ θ−1
C . Khi đó, nếu thay S(f) bởi

h thì sơ đồ trên vẫn giao hoán, và do đó TS(f) = T (h). Do T trung thành nên

S(f) = h, dẫn đến S là đầy đủ.
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Bây giờ chúng ta đã sẵn sàng để khảo sát phạm trù các môđun phải phân bậc

của xoắn Zhang. Định lý sau đây chỉ ra rằng phạm trù các môđun phải phân bậc

của xoắn Zhang và của đại số ban đầu là đẳng cấu.

Định lý 1.3.8. [2] Cho K là một trường, G là một vị nhóm, A và B là các K-

đại số G-phân bậc. Nếu B đẳng cấu với một xoắn Zhang của A thì hai phạm

trù Gr− A và Gr−B là đẳng cấu.

Chứng minh. Nếu B đẳng cấu với xoắn Zhang Aτ của A ứng với một hệ xoắn

τ = {τg | g ∈ G} nào đó thì hiển nhiên hai phạm trù Gr − B và Gr − Aτ là

đẳng cấu. Do đó ta chỉ cần chứng minh Gr − A đẳng cấu với Gr − Aτ . Thật

vậy, ta định nghĩa một hàm tử F đi từ Gr − A vào Gr − Aτ như sau: với mọi

A-môđun phải G-phân bậc M thì F (M) =M τ , và với mọi đồng cấu phần bậc

ψ đi từ M vào N , F (ψ) = ψ. Hàm tử F xác định như trên là định nghĩa tốt

nếu ta có thể chỉ ra ψ cũng là một đồng cấu phân bậc đi từ M τ vào N τ . Thật

vậy, vì M và M τ có cùng nền K-môđun phân bậc (tương tự với N và N τ ) nên

ψ cũng là một ánh xạ K-tuyến tính phân bậc từ M τ vào N τ . Với mọi m ∈Mh

và z ∈ Al ta có

ψ(m ∗ z) = ψ (mτh(z)) = ψ(m)τh(z) = ψ(m) ∗ z,

với "∗" được định nghĩa như trong Mệnh đề và Định nghĩa 1.2.8. Do đó ψ là

một đồng cấu Aτ -môđun phân bậc từ M τ vào N τ nếu (và chỉ nếu) ψ là một

đồng cấu A-môđun phân bậc từ M vào N . Do vậy, F là định nghĩa tốt.

Theo Mệnh đề 1.2.6 (2), A là xoắn Zhang của Aτ bởi hệ xoắn nghịch đảo

τ−1. Do đó, ta có thể định nghĩa một hàm tửG đi từ Gr−Aτ vào Gr−A tương

tự như cách đã định nghĩa F . Theo Mệnh đề 1.2.10, với mọi A-môđun phải

phân bậc M , GF (M) = (M τ)τ
−1

= M , và với mọi Aτ -môđun phải phân bậc

M ′, FG (M ′) =
(
M ′τ−1

)τ
= M ′. Do đó, GF = idGr−A và FG = idGr−Aτ ,

kéo theo hai phạm trù Gr− A và Gr− Aτ là đẳng cấu.

Công việc tiếp theo của chúng tôi là tìm hiểu khi nào thì điều ngược lại của

Định lý 1.3.8 xảy ra. Để làm được điều này, trước hết ta cần trang bị thêm các

khái niệm về môđun chuyển bậc và toán tử chuyển bậc.
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Định nghĩa 1.3.9. [2] Cho K là một trường, G là một vị nhóm và A là một

K-đại số G-phân bậc.

(1) Với một A-môđun phải G-phân bậc M =
⊕

g∈GMg và một phần tử h ∈
G, ta định nghĩa môđun chuyển bậc h của M là môđun

M [h] =
⊕
g∈G

(M [h])g,

trong đó (M [h])g = Mhg với mọi g ∈ G. Như vậy, nếu không xét đến sự

phân bậc thì M [h] là một A-môđun con của M .

(2) Với h ∈ G, một hàm tử dịch chuyển sh đi từ Gr − A vào chính nó được

cho như sau: với mỗi A-môđun phải G-phân bậc M , sh(M) = M [h], và

với mỗi đồng cấu A-môđun phải phân bậc ψ đi từ M , sh(ψ) = ψ |M [h].

Từ Định nghĩa 1.3.9, ta suy ra se = idGr−A và với mọi g, h ∈ G ta có,

sgsh = shg. Nếu G là một nhóm thì khi đó tồn tại hàm tử dịch chuyển sh−1, và

ta có shsh−1 = idGr−A = sh−1sh, kéo theo sh là một tự đẳng cấu của Gr − A

với mọi h ∈ G. Tuy nhiên, trong trường hợp G là một vị nhóm bất kì, một hàm

tử sh−1 có thể không tồn tại. Sau đây chúng ta sẽ xét đến vị nhóm G với một

tính chất đặc biệt và từ đó cho phép ta định nghĩa một hàm tử dịch chuyển kiểu

như sh−1 trong trường hợp G là một nhóm.

Định nghĩa 1.3.10. [2] Một vị nhóm G là triệt tiêu trái nếu gh1 = gh2 kéo theo

h1 = h2 với mọi g, h1, h2 ∈ G.

Ví dụ 1.3.11. (1) Hiển nhiên một nhóm bất kì là một vị nhóm triệt tiêu trái vì

nếu gh1 = gh2 thì g−1gh1 = g−1gh2, kéo theo h1 = h2 với mọi g, h1, h2 ∈ G.

(2) N là một vị nhóm triệt tiêu trái vì nếu n + m1 = n + m2 thì biến đổi

đẳng thức trong Z cho ta (−n)+n+m1 = (−n)+n+m2, dẫn đếnm1 = m2,

với mọi n,m1,m2 ∈ N.

Định nghĩa 1.3.12. [2] Cho K là một trường, G là một vị nhóm triệt tiêu trái

và A là một K-đại số G-phân bậc.



27

(1) Với một A-môđun phải G-phân bậc M =
⊕

g∈GMg và một phần tử h ∈
G, ta định nghĩa môđun chuyển bậc h−1 của M là môđun

M [h−1] =
⊕
g∈G

(M [h−1])g,

trong đó (M [h−1])g =

Ml nếu g = hl,

0 trong các trường hợp khác.

Như vậy, nếu không xét đến sự phân bậc thì M [h−1] = M như các A-

môđun phải với mọi h ∈ G.

(2) Với h ∈ G, một hàm tử dịch chuyển sh−1 đi từ Gr− A vào chính nó được

cho như sau: với mỗi A-môđun phải G-phân bậc M , sh−1(M) =M [h−1],

và với mỗi đồng cấu A-môđun phải phân bậc ψ, sh−1(ψ) = ψ.

Lưu ý rằng trong Định nghĩa 1.3.12, h−1 chỉ là một kí hiệu vì phần tử h có

thể không có nghịch đảo trong vị nhóm G. Trong trường hợp h thật sự có phần

tử nghịch đảo h−1 trong G thì M [h−1] =
⊕

g∈GMh−1g chính là môđun chuyển

bậc h−1 của M theo Định nghĩa 1.3.9.

Về sau chúng tôi sẽ thực hiện nhiều phép biến đổi phức tạp trên tập các hàm

tử {sh−1 | h ∈ G} với sh−1 được định nghĩa như trong Định nghĩa 1.3.12. Để

đơn giản hoá, từ nay chúng tôi kí hiệu Sh := sh−1.

Hàm tử Sh có một số tính chất cơ bản như sau.

Bổ đề 1.3.13. [2] Cho K là một trường, G là một vị nhóm triệt tiêu trái và A là

một K-đại số G-phân bậc. Khi đó, với h ∈ G, hàm tử dịch chuyển Sh = sh−1

trong Định nghĩa 1.3.12 có các tính chất sau đây:

(1) Se = idGr−A,

(2) ShSl = Shl với mọi h, l ∈ G,

(3) Sh là một hàm tử trung thành và đầy đủ với mọi h ∈ G.

Chứng minh. (1) Với mọi A-môđun phải G-phân bậc M , ta có

Se(M) =M [e−1] =M.
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Mặt khác, theo định nghĩa, với mỗi đồng cấuA-môđun phải phân bậcψ, Se(ψ) =

ψ. Do đó, Se = idGr−A.

(2) Với một A-môđun phải G-phân bậc M =
⊕

g∈GMg bất kì, ta có

ShSl(M) = Sh(M [l−1]) =M [l−1][h−1] =
⊕
g∈G

(M [l−1][h−1])g,

trong đó (M [l−1][h−1])g =

(M [l−1])m nếu g = hm,

0 trong các trường hợp khác.
Lại có

(M [l−1])m =

Mn nếu m = ln,

0 trong các trường hợp khác.

Do đó, ta có

(M [l−1][h−1])g =

Mn nếu g = hln,

0 trong các trường hợp khác.
= (M [(hl)−1]g

với mọi g ∈ G. Từ đây suy ra, ShSl(M) = Shl(M). Mặt khác, với mỗi đồng

cấu A-môđun phải phân bậc ψ, ta có

ShSl(ψ) = Sh(ψ) = ψ = Shl(ψ).

Như vậy ShSl = Shl với mọi h, l ∈ G.

(3) Theo định nghĩa của Sh, hiển nhiên Sh là trung thành và đầy đủ.

Bổ đề 1.3.14. [2] Cho K là một trường, G là một vị nhóm triệt tiêu trái và A là

một K-đại số G-phân bậc. Đặt

Γ(A) =
⊕
g∈G

HomGr−A (Sg(A), A) .

Khi đó, Γ(A) là một K-đại số G-phân bậc.

Chứng minh. Theo cách đặt, rõ ràng Γ(A) có một cấu trúc K-môđun G-phân

bậc. Với mọi a ∈ HomGr−A (Sg(A), A), b ∈ HomGr−A (Sh(A), A), ta định
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nghĩa phép nhân

ab = a ◦ Sg(b).

Hiển nhiên phép nhân này có tính chất phân phối với phép cộng của Γ(A). Với

a ∈ HomGr−A (Sg(A), A), b ∈ HomGr−A (Sh(A), A) và c ∈ HomGr−A (Sl(A), A)

bất kì, ta có

(ab)c = (a ◦ Sg(b))c = (a ◦ Sg(b)) ◦ Sgh(c) = (a ◦ Sg(b)) ◦ SgSh(c)

= a ◦ (Sg(b) ◦ SgSh(c)) = a ◦ Sg(b ◦ Sh(c)) = a ◦ Sg(bc)

= a(bc).

Do đó phép nhân định nghĩa như trên của Γ(A) có tính chất kết hợp, kéo theo

Γ(A) là một K-đại số G-phân bậc.

Định lý 1.3.15. [2] Cho K là một trường, G là một vị nhóm triệt tiêu trái và

A,B là hai K-đại số G-phân bậc. Ta sử dụng kí hiệu {Sg := sg−1 | g ∈ G}
trong cả hai phạm trù Gr−A và Gr−B. Khi đó, nếu tồn tại một hàm tử trung

thành và đầy đủ F đi từ Gr− A vào Gr− B sao cho F (Sg(A)) ∼= Sg(B) với

mọi g ∈ G, thì Γ(A) đẳng cấu với một xoắn Zhang của Γ(B) như các K-đại

số G-phân bậc.

Chứng minh. Áp dụng Mệnh đề 1.2.7, ta chỉ cần xây dựng một tập các đẳng

cấu K-tuyến tính phân bậc {ϕg | g ∈ G} đi từ Γ(B) vào Γ(A) thoả mãn

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕgh(b)

với mọi a ∈ Γ(B)h, b ∈ Γ(B)l. Thật vậy, với mỗi g ∈ G, kí hiệu tg là đẳng cấu

đi từ F (Sg(A)) vào Sg(B). Với mỗi g ∈ G, ta định nghĩa ánh xạ ϕg đi từ Γ(B)

vào Γ(A) như sau: với mỗi a ∈ HomGr−B (Sh(B), B) ⊆ Γ(B),

ϕg(a) = (Sg)
−1 (F−1

(
t−1
g Sg(a)tgh

))
.

Như vậy, trên HomGr−B (Sh(B), B), ϕg là hợp thành của bốn ánh xạ K-tuyến

tính sau:
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(m1) Sg : HomGr−B (Sh(B), B) → HomGr−B (Sgh(B), Sg(B)),

(m2) t−1
g ()tgh : HomGr−B (Sgh(B), Sg(B)) → HomGr−B (F (Sgh(A)) , F (Sg(A))),

(m3) F−1 : HomGr−B (F (Sgh(A)) , F (Sg(A))) → HomGr−A (Sgh(A), Sg(A)),

(m4) S−1
g : HomGr−A (Sgh(A), Sg(A)) → HomGr−A (Sh(A), A).

Vì các hàm tử Sg và F là trung thành và đầy đủ nên các ánh xạ (m1), (m3) và

(m4) là song ánh. Ánh xạ (m2) cũng là song ánh vì tg và tgh là các đẳng cấu.

Do đó, ϕg là một song ánh K-tuyến tính phân bậc đi từ Γ(B) vào Γ(A). Với

mọi a ∈ HomGr−B (Sh(B), B) , b ∈ HomGr−B (Sl(B), B), ta có

ϕg(ab) = (Sg)
−1 (F−1

(
t−1
g Sg(ab)tghl

))
= (Sg)

−1 (F−1
(
t−1
g Sg (aSh(b)) tghl

))
= (Sg)

−1 (F−1
(
t−1
g Sg(a)Sgh(b)tghl

))
=
[
(Sg)

−1 (F−1
(
t−1
g Sg(a)tgh

))] [
(Sg)

−1
(
F−1

(
t−1
ghSgh(b)tghl

))]
= ϕg(a)S

−1
g Sgh (ϕgh(b))

= ϕg(a)Sh (ϕgh(b))

= ϕg(a)ϕgh(b).

Như vậy, theo Mệnh đề 1.2.7, Γ(A) đẳng cấu với một xoắn Zhang của Γ(B)

như các K-đại số G-phân bậc.

Định lý tiếp theo cung cấp cho chúng ta điều kiện để xảy ra chiều ngược lại

của Định lý 1.3.8, trong trường hợp vị nhóm G là triệt tiêu trái.

Định lý 1.3.16. [2] Cho K là một trường, G là một vị nhóm triệt tiêu trái và

A,B là hai K-đại số G-phân bậc. Khi đó B đẳng cấu với một xoắn Zhang của

A khi và chỉ khi tồn tại một hàm tử tương đương F đi từ Gr − A vào Gr − B

sao cho F (A[g−1]) ∼= B[g−1] với mọi g ∈ G.

Chứng minh. (=⇒) Nếu B đẳng cấu với một xoắn Zhang Aτ của A thì khi đó

hai phạm trù Gr−B và Gr−Aτ là đẳng cấu. Không mất tính tổng quát, ta có

thể giả sử B là xoắn Zhang Aτ của A với một hệ xoắn τ = {τg | g ∈ G} nào
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đó. Theo Định lý 1.3.8, hai phạm trù Gr− A và Gr− Aτ là tương đương. Gọi

F là hàm tử tương đương đi từ Gr−A vào Gr−Aτ được định nghĩa như trong

chứng minh của Định lý 1.3.8. Bây giờ ta sẽ chỉ ra F
(
A
[
g−1
])

= A
[
g−1
]τ

đẳng cấu với Aτ
[
g−1
]

với mọi g ∈ G. Thật vậy, các Aτ -môđun phải A
[
g−1
]τ

và Aτ
[
g−1
]

có cùng nền K-môđun
⊕

h∈GA
[
g−1
]
h

trong đó A
[
g−1
]
h
= Al

nếu h = gl và A
[
g−1
]
h
= 0 trong các trường hợp khác. Kí hiệu "·" và "◦" lần

lượt là phép nhân vô hướng trong Aτ
[
g−1
]

và A
[
g−1
]τ . Vì τg là các tự đẳng

cấu K-tuyến tính phân bậc của A nên τg cũng là đẳng cấu K-tuyến tính phân

bậc đi từ Aτ
[
g−1
]

vào A
[
g−1
]τ . Với mọi y ∈ Ah = Aτ

[
g−1
]
gh

và z ∈ Al, ta

có

τg(y · z) = τg (yτh(z)) = τg(y)τgh(z) = τg(y) ◦ z.

Do đó, τg là một đẳng cấu Aτ -môđun phân bậc đi từ Aτ
[
g−1
]

vào A
[
g−1
]τ với

mọi g ∈ G, cho nên F
(
A
[
g−1
]) ∼= Aτ

[
g−1
]

với mọi g ∈ G.

(⇐=) Giả sử tồn tại một hàm tử tương đương F đi từ Gr − A vào Gr − B

sao cho F
(
A
[
g−1
]) ∼= B

[
g−1
]

với mọi g ∈ G. Theo Bổ đề 1.3.7, F là

trung thành và đầy đủ. Do đó, áp dụng Định lý 1.3.15 ta suy ra Γ(B) đẳng

cấu với một xoắn Zhang của Γ(A). Bây giờ ta sẽ chỉ ra Γ(A) ∼= A. Thật vậy,

với mọi a ∈ HomGr−A

(
A
[
h−1
]
, A
)
= Γ(A)h, do 1 ∈ Ae = A[h−1]h nên

a(1) ∈ a(A[h−1]h) ⊆ Ah. Ta định nghĩa ánh xạ f đi từ Γ(A) vào A bởi

f(a) = a(1) với mọi a ∈ Γ(A)h. Các phép kiểm tra thông thường cho thấy f

là một đẳng cấu K-tuyến tính phân bậc. Mặt khác, f là một đồng cấu đại số vì

f(ab) = f (ash−1(b)) = ash−1(b)(1) = a(b(1)) = a(1)b(1) = f(a)f(b)

với mọi a ∈ Γ(A)h, b ∈ Γ(A)l. Do đó, f là một đẳng cấu đại số phân bậc đi

từ Γ(A) vào A. Chứng minh tương tự, ta cũng có Γ(B) ∼= B. Từ đó suy ra B

đẳng cấu với một xoắn Zhang của A.

Từ Định lý 1.3.16, ta thấy rằng nếu điều kiện F (A[g−1]) ∼= B[g−1] tự động

đúng cho một lớp đại số phân bậc nào đó, thì khi đó đại số A đẳng cấu với

một xoắn Zhang của đại số B khi và chỉ khi phạm trù Gr−A tương đương với

Gr − B. Và điều này thực sự xảy ra nếu các đại số được xét đến là phân bậc
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liên thông trên trường K.

Định nghĩa 1.3.17. [2] ChoK là một trường vàA =
⊕

n∈ZAn là mộtK-đại số

Z-phân bậc. Đại số A được gọi là phân bậc liên thông nếu A0 = K và An = 0

với mọi n < 0.

Ví dụ 1.3.18. Cho K là một trường và n là một số nguyên dương. Từ Ví dụ

1.1.2 (3), ta suy ra vành đa thức n biếnK[x1, . . . , xn] là mộtK-đại số phân bậc

liên thông.

Bây giờ chúng ta đã sẵn sàng đến với định lý cuối cùng của chương này.

Định lý 1.3.19. [2] Cho K là một trường và A,B là hai K-đại số phân bậc

liên thông với A1 ̸= 0. Khi đó, đại số B đẳng cấu với một xoắn Zhang của đại

số A khi và chỉ khi phạm trù Gr− A tương đương với phạm trù Gr−B.

Chứng minh. (=⇒) Chiều này là kết quả của Định lý 1.3.8.

(⇐=) Với một đại số phân bậc liên thông, ta vừa có thể xem nó như một đại

số Z-phân bậc, vừa có thể xem như một đại số N-phân bậc. Do đó, ta xét hai

trường hợp sau.

Trường hợp 1: XétA như một đại số Z-phân bậc. Khi đó, các vật trong phạm

trù Gr − A là các A-môđun phải Z-phân bậc. Giả sử F là một hàm tử tương

đương đi từ Gr − A vào Gr − B. Khi đó, do A là phân bậc liên thông và F

là một hàm tử tương đương nên tồn tại một song ánh f : n 7→ f(n) trong Z
sao cho F (A[n]) ∼= B[f(n)]. Mặt khác, trong trường hợp này, với mọi m ∈ Z,

hàm tử dịch chuyển sm là một hàm tử tương đương trên Gr−B với nghịch đảo

là hàm tử s−m. Khi đó, s−f(0)F cũng là một hàm tử tương đương đi từ Gr− A

vào Gr−B, và do đó

s−f(0)F (A) = s−f(0)F (A[0]) ∼= s−f(0)(B[f(0)]) = B[0] = B.

Như vậy, bằng cách thay F bởi s−f(0)F , ta có thể giả sử rằng F (A) ∼= B. Hay

nói cách khác, ta có thể giả sử f(0) = 0. Bây giờ ta chứng minh f chính là ánh

xạ đồng nhất trên Z. Thật vậy, với mỗi n ∈ Z, do Γ(A) ∼= A như các đại số
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phân bậc nên

HomGr−A(A[n], A[n+ 1]) ∼= HomGr−A(A[−1], A) ∼= A1 ̸= 0.

Tác động F vào A[n] và A[n+ 1], ta có

0 ̸= HomGr−B(B[f(n)], B[f(n+ 1)]) ∼= HomGr−B(B[f(n)− f(n+ 1)], B)

∼= Bf(n+1)−f(n).

Do B là phân bậc liên thông nên ta suy ra f(n+1)−f(n) ≥ 0 với mọi n ∈ Z.

Mặt khác, f là song ánh nên f(n + 1) ̸= f(n). Như vậy, f(n + 1) > f(n)

với mọi n ∈ Z, kéo theo f(m) > f(n) với mọi số nguyên m > n. Ta khẳng

định rằng f(n) = n, với mọi số nguyên n ≥ 0. Thật vậy, ta tiến hành quy

nạp theo n để chứng minh khẳng định này. Với n = 0, ta đã có f(0) = 0.

Với n > 0, giả sử f(k) = k với mọi 0 ≤ k ≤ n. Ta cần chỉ ra f(n + 1) =

n + 1. Giả sử ngược lại f(n + 1) =: m ̸= n + 1. Ta có, n + 1 > 0 nên

m = f(n + 1) > f(0) = 0. Nếu m < n + 1 thì theo giả thiết quy nạp ta có

m = f(m), dẫn đến f(m) = m = f(n+1). Do f là song ánh nên m = n+1

(mâu thuẫn). Nếu m > n + 1, giả sử a ∈ Z thoả mãn n + 1 = f(a). Khi

đó ta có f(n + 1) = m > n + 1 = f(a), dẫn đến n + 1 > a. Mặt khác,

f(a) = n + 1 > 0 = f(0) nên a > 0. Với 0 < a < n + 1, áp dụng giả

thiết quy nạp ta có a = f(a). Từ đây suy ra a = n + 1 (mâu thuẫn với việc

n+ 1 > a). Do vậy, m = n+ 1, hay f(n+ 1) = n+ 1 như mong muốn. Lập

luận tương tự cũng cho ta f(−n) = −n với mọi số nguyên n ≥ 0. Từ đây suy

ra f(n) = n với mọi n ∈ Z, dẫn đến F (A[n]) ∼= B[n] với mọi n ∈ Z. Áp dụng

Định lý 1.3.16 ta suy ra đại số B đẳng cấu với một xoắn Zhang của đại số A.

Trường hợp 2: XétA như một đại số N-phân bậc. Khi đó, các vật trong phạm

trù Gr − A là các A-môđun phải N-phân bậc. Giả sử F là một hàm tử tương

đương đi từ Gr−A vào Gr−B. Khi đó với mỗi n ∈ N, F (A[−n]) ∼= B[−f(n)]
với f : n 7→ f(n) là một song ánh trong N. Lặp lại lập luận của trường hợp 1

ta suy ra song ánh f có tính chất f(m) > f(n) với mọi số tự nhiên m > n.

Khi đó, f(0) = 0. Thật vậy, giả sử ngược lại f(0) > 0. Do f là song ánh nên



34

tồn tại một số tự nhiên a sao cho 0 = f(a). Do đó f(0) > 0 = f(a), kéo theo

0 > a (vô lý). Chứng minh quy nạp theo n như trường hợp 1 cho ta f(n) = n

với mọi n ∈ N, dẫn đến F (A[−n]) ∼= B[−n] với mọi n ∈ N. Từ đây, theo

Định lý 1.3.16, đại số B đẳng cấu với một xoắn Zhang của đại số A.



Chương 2

XOẮN ZHANG CỦA ĐẠI SỐ LEAVITT

Trong chương này, mục tiêu chính của chúng tôi là đi xây dựng một số lớp tự

đẳng cấu phân bậc đặc biệt trên đại số Leavitt kiểu (1, n) dựa vào các phương

pháp được thiết lập bởi Cuntz [10] và Kuroda-Nam [11], và từ đó chúng tôi

phân loại (sai khác đẳng cấu) các xoắn Zhang của đại số Leavitt kiểu (1, n) liên

kết với các tự đẳng cấu đã được xây dựng.

Các kết quả chính trong chương này được dựa theo công bố [7] của tác giả,

cộng tác với T. G. Nam và Ashish. K. Srivastava.

2.1 Về đại số Leavitt kiểu (1, n)

Trong mục này, chúng tôi sẽ trình bày về xây dựng của đại số Leavitt kiểu

(1, n) cùng các tính chất cơ bản của nó và sau đó chúng tôi đi mô tả tường minh

nhóm các tự đẳng cấu phân bậc của đại số Leavitt kiểu (1, n).

Trong đại số tuyến tính, chúng ta đã biết rằng hai không gian vectơ hữu hạn

chiều là đẳng cấu khi (và chỉ khi) chúng có cùng số chiều. Tương tự, khi làm

việc trên các vành, chúng ta cũng bắt gặp nhiều vành có tính chất sau.

Định nghĩa 2.1.1. [12] Một vành có đơn vị R được gọi là có tính chất IBN

(Invariant Basis Number) nếu i, j là hai số nguyên dương thoả mãn Ri ∼= Rj

như các R-môđun trái thì i = j.

Ví dụ 2.1.2. Một trường K bất kì luôn là một vành có tính chất IBN. Thật vậy,

với một số nguyên dương m cho trước, Km là một K-không gian vectơ chiều

m. Khi đó, nếu K i ∼= Kj như các K-môđun với các số nguyên dương i, j nào

đó thì áp dụng định lý chiều của không gian vectơ, ta ngay lập tức có i = j.

35
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Trong chương 1 của tài liệu [13], T. Y. Lam đã chỉ ra rằng lớp các vành

có tính chất IBN thực tế là rất rộng, chúng bao gồm cả vành chia, vành địa

phương, vành giao hoán và vành Noether. Bên cạnh đó, vẫn còn nhiều lớp vành

quan trọng khác không có tính chất này, điển hình như ví dụ sau đây.

Ví dụ 2.1.3. [12] Cho K là một trường, V = K(N) là một K-không gian vectơ

chiều vô hạn đếm được và vành R = EndK(V ) gồm các tự đồng cấu K-

tuyến tính của V . Khi đó, R không có tính chất IBN vì RR
m ∼= RR

n với mọi

m,n ∈ N. Thật vậy, trước hết ta có thể xemR nhưK-đại số RFMN(K) của các

ma trậnM cấp N×N trênK mà ở đó mỗi hàng củaM chỉ có hữu hạn các phần

tử khác 0. Khi đó, một đẳng cấu R-môđun trái σ : RR −→ RR
2 dễ dàng được

thiết lập, bằng cách gửi một ma trận M ∈ R lên cặp ma trận (M1,M2) ∈ R2,

trong đó ma trận M1 được xây dựng từ các cột lẻ của M , và ma trận M2 được

xây dựng từ các cột chẵn của M . Từ RR ∼= RR
2, ta tiếp tục mở rộng lên

RR
3 ∼= RR

2 ⊕R R ∼= RR⊕R R ∼= RR,

và do vậy dễ dàng thu được RR
m ∼= RR

n với mọi m,n ∈ N.

Định nghĩa 2.1.4. [6] Cho R là một vành không có tính chất IBN. Giả sử

m ∈ N là số nhỏ nhất với tính chất Rm ∼= Rm′
như các R-môđun trái với

m′ > m nào đó. Với số m như vậy, gọi n giá trị nhỏ nhất trong các số m′. Khi

đó, ta nói rằng R có kiểu môđun (m,n).

Ví dụ 2.1.5. ChoK là một trường, V = K(N) là mộtK-không gian vectơ chiều

vô hạn đếm được và vành R = EndK(V ). Từ Ví dụ 2.1.3, dễ thấy rằng R có

kiểu môđun (1, 2).

Vào năm 1962, trong công trình [3] nổi tiếng, W. G. Leavitt đã đưa ra kết

quả quan trọng sau đây về một loại đại số có kiểu môđun (m,n).

Định lý 2.1.6. (Định lý Leavitt) [3] Cho m,n ∈ N với n > m và K là một

trường. Khi đó, tồn tại một K-đại số có đơn vị LK(m,n) sao cho:

(1) LK(m,n) có kiểu môđun (m,n).
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(2) LK(m,n) là phổ dụng, theo nghĩa nếu S là một K-đại số có đơn vị và có

kiểu môđun (m,n) thì khi đó tồn tại một đồng cấu K-đại số bảo toàn đơn

vị φ : LK(m,n) −→ S.

(3) LK(m,n) được mô tả hoàn toàn thông qua các phần tử sinh và mối quan

hệ giữa chúng.

Một đại số LK(m,n) như vậy được gọi là đại số Leavitt kiểu (m,n).

Sau đây chúng tôi sẽ trình bày xây dựng của đại số Leavitt kiểu (1, n). Để

làm được điều này, chúng tôi cần kết quả sau.

Bổ đề 2.1.7. [12] Cho R là một vành có đơn vị và n ∈ N. Khi đó RR ∼= RR
n

như các R-môđun trái khi và chỉ khi tồn tại các phần tử x1, . . . , xn, y1, . . . , yn

của R sao cho
n∑

i=1

xiyi = 1R và yixj = δi,j1R (2.1.1)

với mọi 1 ≤ i, j ≤ n, trong đó δ là ký hiệu Kronecker.

Chứng minh. Ta có, RR ∼= RR
n như các R-môđun trái khi và chỉ khi tồn tại

các đẳng cấu R-môđun ϕ ∈ HomR

(
R1, Rn

)
và ψ ∈ HomR

(
Rn, R1

)
sao cho

ψ ◦ ϕ = idR và ϕ ◦ψ = idRn. Điều này xảy ra khi và chỉ khi tồn tại hai ma trận

(
x1 x2 · · · xn

)
và



y1

y2

...

yn


với hệ số trên R sao cho

(
x1 x2 · · · xn

)
.



y1

y2

...

yn


= (1R),
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và 

y1

y2

...

yn


.

(
x1 x2 · · · xn

)
=



1R 0 · · · 0

0 1R · · · 0

... . . . ...

0 0 · · · 1R


.

Hay nói cách khác RR ∼= RR
n với n > 1 nào đó khi và chỉ khi tồn tại 2n phần

tử x1, . . . , xn, y1, . . . , yn của R sao cho

yixj = δi,j1, và
n∑

i=1

xiyi = 1,

với mọi 1 ≤ i, j ≤ n.

Từ Bổ đề 2.1.7, với một số nguyên n > 1 và một trường K cho trước, không

khó để xây dựng được một K-đại số A có tính chất A1 ∼= An như các A-môđun

trái. Thật vậy, đặt

S = K ⟨X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn⟩

là K-đại số tự do có đơn vị được sinh bởi 2n biến X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn. Khi

đó, đặt

I =

〈
n∑

i=1

XiYi − 1, YiXj − δi,j1 | 1 ≤ i, j ≤ n

〉
,

tức là I là iđêan của S sinh bởi các phần tử
∑n

i=1XiYi− 1 và YiXj − δi,j1, với

1 ≤ i, j ≤ n. Đặt

A = S/I.

Khi đó, ta có tập {xi = Xi + I, yj = Yj + I | 1 ≤ i, j ≤ n} gồm các phần tử

của đại số A thoả mãn các quan hệ như trong (2.1.1), và do đó áp dụng Bổ đề

2.1.7, ta suy ra A1 ∼= An như các A-môđun trái.

Không những vậy, Leavitt [3] đã chỉ ra rằng K-đại số A với xây dựng như

trên chính là một đại số Leavitt kiểu (1, n).

Định nghĩa 2.1.8. [3] Cho n ≥ 2 là một số nguyên vàK là một trường. Khi đó,

K-đại số Leavitt kiểu (1, n), kí hiệu là LK(1, n), là K-đại số có đơn vị được
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sinh bởi 2n biến x1, . . . , xn, y1, . . . , yn thoả mãn các điều kiện sau:

(1)
∑n

i=1 xiyi = 1;

(2) yixj = δi,j1

với mọi 1 ≤ i, j ≤ n và trong đó δ là ký hiệu Kronecker.

Đặc biệt, Leavitt [3] cũng chỉ ra rằng đại số LK(1, n) có tính chất phổ dụng

theo nghĩa: Nếu A là một K-đại số có đơn vị và có một họ các phần tử {ai, bi |
1 ≤ i ≤ n} thoả mãn các quan hệ tương tự như (1) và (2) trong Định nghĩa

2.1.8, thì khi đó tồn tại duy nhất một đồng cấu K-đại số bảo toàn đơn vị φ :

LK(1, n) −→ A sao cho φ(xi) = ai và φ(yi) = bi với mọi 1 ≤ i ≤ n.

Dễ thấy rằng ánh xạ cho bởi 1 7→ 1, xi 7→ x∗i := yi, yi 7→ y∗i := xi mở

rộng thành một phép tự đối hợp trên LK(1, n). Với một số nguyên m ≥ 1

và một đơn thức u = xi1 . . . xim bất kì (với 1 ≤ i1, . . . , im ≤ n), ta kí hiệu

u∗ = x∗im . . . x
∗
i1
= yim . . . yi1, và kí hiệu |u| = m là độ dài của đơn thức u.

Đơn vị 1 được xem như đơn thức có độ dài 0. Ngoài ra, ta kí hiệu L∗
n là tập tất

cả các đơn thức có dạng tích hữu hạn của các phần tử xi với 1 ≤ i ≤ n, tức là

L∗
n = {xi1 . . . xim | m ∈ N, 1 ≤ i1, . . . , im ≤ n} .

Bởi quan hệ yixj = δi,j1 với mọi 1 ≤ i, j ≤ n, ta suy ra mọi đơn thức của

đại số Leavitt LK(1, n) đều có dạng kuv∗ với k ∈ K và u, v ∈ L∗
n nào đó. Do

đó, một phần tử a ∈ LK(1, n) bất kì có dạng

a =
m∑
i=1

kiuiv
∗
i

với ki ∈ K và ui, vi ∈ L∗
n với mọi 1 ≤ i ≤ m. Hay nói cách khác, LK(1, n)

là một K-không gian vectơ sinh bởi tập {uv∗ | u, v ∈ L∗
n}. Hơn nữa, mệnh đề

sau đây chỉ ra rằng LK(1, n) còn là một đại số Z-phân bậc.

Mệnh đề 2.1.9. [6] Cho n ≥ 2 là một số nguyên và K là một trường. Khi đó,

đại số Leavitt LK(1, n) là một K-đại số Z-phân bậc với sự phân bậc được cảm
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sinh bởi

deg(1) = 0, deg(xi) = 1 và deg(yi) = −1

với mọi 1 ≤ i ≤ n. Tức là, LK(1, n) = ⊕m∈ZLK(1, n)m, trong đó với mỗi

m ∈ Z,

LK(1, n)m = spanK{uv∗ | u, v ∈ L∗
n, |u| − |v| = m}.

Chứng minh. Gọi S = K ⟨x1, . . . , xn, y1, . . . , yn⟩ là K-đại số tự do có đơn vị

được sinh bởi 2n biến x1, . . . , xn, y1, . . . , yn. Khi đó ta định nghĩa

deg(1) = 0, deg(xi) = 1 và deg(yi) = −1

với mọi 1 ≤ i ≤ n. Với mọi đơn thức ku1 . . . um trong đó k ∈ K và uj ∈
{1, xi, yi | 1 ≤ i ≤ n} với mọi 1 ≤ j ≤ m, ta đặt

deg(ku1 . . . um) =
m∑
t=1

deg(ut).

Khi đó S là một K-đại số Z-phân bậc, với thành phần thuần nhất bậc m ∈ Z là

Sm = spanK{u1 . . . ul | uj ∈ {1, xi, yi | 1 ≤ i ≤ n} và deg(u1 . . . ul) = m}.

Gọi I là iđêan của S sinh bởi các phần tử
∑n

i=1 xiyi − 1 và yixj − δi,j1 với

1 ≤ i, j ≤ n. Rõ ràng I là một iđêan thuần nhất. Do đó, LK(1, n) = S/I là

Z-phân bậc.

Ngoài ra, chúng tôi có chú ý sau đây về một số tính chất khác của đại số

Leavitt kiểu (1, n) sẽ được sử dụng trong luận văn này.

Chú ý 2.1.10. Cho n ≥ 2 là một số nguyên và K là một trường. Khi đó:

(1) Do LK(1, n) ∼= LK(1, n)
n như các LK(1, n)-môđun trái nên dễ dàng suy

ra LK(1, n) ∼= Mn(LK(1, n)) như các K-đại số. Đẳng cấu và ánh xạ

ngược của nó được cho lần lượt là:

s 7−→Ms = (yisxj) và M = (mij) 7−→
∑

1≤i,j≤n ximijyj.
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(2) Theo Leavitt [14], LK(1, n) là một K-đại số đơn, tức là LK(1, n) chỉ có

duy nhất hai iđêan hai phía là (0) và chính nó.

Sau đây, dựa theo các phương pháp được thiết lập bởi Cuntz [10] và Kuroda-

Nam [11], chúng tôi sẽ tiến hành mô tả hoàn toàn các tự đồng cấu phân bậc và

tự đẳng cấu phân bậc của LK(1, n) theo nhóm tuyến tính tổng quát bậc n trên

LK(1, n)0.

Kí hiệu 2.1.11. Trong một vành R, với một tự đồng cấu f ∈ End(R) và một

ma trận X = (xij) ∈ Mn(R), ta kí hiệu f(X) là ma trận (f(xij)) ∈ Mn(R),

và kí hiệuXm là ma trậnXf(X) · · · fm−1(X) ∈ Mn(R) với mọim ≥ 1, trong

đó f 0 := idR. Kí hiệu GLn (R) là nhóm các ma trận khả nghịch (hai phía) của

vành ma trận Mn(R). Với mọi K-đại số Z-phân bậc A, kí hiệu Endgr(A) là

K-đại số của tất cả các tự đồng cấu phân bậc (bảo toàn đơn vị) của A, và kí

hiệu Autgr(A) là nhóm các tự đẳng cấu phân bậc (bảo toàn đơn vị) của A.

Định lý 2.1.12. [7] Cho n ≥ 2 là một số nguyên và K là một trường. Giả sử

P = (pij) là một ma trận của GLn(LK(1, n)0) với P−1 =
(
p
(−1)
ij

)
. Khi đó,

những khẳng định sau là đúng:

(1) Tồn tại duy nhất một tự đồng cấu K-đại số phân bậc bảo toàn đơn vị

φP : LK(1, n) −→ LK(1, n) thoả mãn

φP (xi) =
n∑

k=1

xkpki và φP (yi) =
n∑

k=1

p
(−1)
ik yk

với mọi 1 ≤ i ≤ n.

(2) Với mọi λ ∈ Endgr(LK(1, n)), tồn tại duy nhất một ma trận P = (pij) ∈
GLn(LK(1, n)0) sao cho pij = yiλ(xj) với mọi 1 ≤ i, j ≤ n và λ = φP .

(3) φP ∈ Autgr(LK(1, n)) khi và chỉ khi tồn tại một ma trậnQ ∈ GLn(LK(1, n)0)

sao cho P−1 = φP (Q). Khi đó, φ−1
Pm

= φQm
, Pm = φPm

(Q−1
m ) và

P−1
m = φPm

(Qm) với mọi m ≥ 1. Đặc biệt, nếu φP (P ) = P hoặc

φP (P
−1) = P−1, thì φP là một tự đẳng cấu phân bậc và φm

P = φPm với

mọi số nguyên dương m.



42

(4) Ánh xạ Φ : (GLn(LK(1, n)0), ⋆) −→ Endgr(LK(1, n)), P 7−→ φP , là

một đẳng cấu vị nhóm, trong đó phép nhân "⋆" được định nghĩa bởi

P ⋆ Q = PφP (Q)

với mọi P,Q ∈ GLn(LK(1, n)0).

Chứng minh. (1) Sự tồn tại duy nhất của một đồng cấu K-đại số bảo toàn đơn

vị φP : LK(1, n) −→ LK(1, n) thoả mãn φP (xi) =
∑n

k=1 xkpki và φP (yi) =∑n
k=1 p

(−1)
ik yk với mọi 1 ≤ i ≤ n được suy ra trực tiếp từ Hệ quả 2.3 của tài

liệu [11]. Mặt khác, pij , p
(−1)
ij ∈ LK(1, n)0 với mọi 1 ≤ i, j ≤ n nên φP (xi)

có bậc 1 và φP (yi) có bậc −1 với mọi 1 ≤ i ≤ n. Do đó, φP là một đồng cấu

Z-phân bậc.

Dựa vào ý tưởng của Cuntz [10] và Kuroda-Nam [11], chúng tôi trình bày

chứng minh các phần còn lại của định lý như sau.

(2) Gọi λ : LK(1, n) → LK(1, n) là một tự đồng cấu K-đại số phân bậc

bảo toàn đơn vị của LK(1, n). Giả sử P = (pij) và P ′ = (p′ij) là hai ma trận

của Mn(LK(1, n)0) với pij = yiλ(xj) và p′ij = λ(yi)xj với mọi 1 ≤ i, j ≤ n.

Ta khẳng định rằng P ∈ GLn(LK(1, n)0) với P−1 = P ′. Thật vậy, ta có

n∑
k=1

pikp
′
kj =

n∑
k=1

yiλ(xk)λ(yk)xj = yiλ

(
n∑

k=1

xkyk

)
xj = yiλ(1)xj = δi,j1

và

n∑
k=1

p′ikpkj =
n∑

k=1

λ(yi)xkykλ(xj) = λ(yi)

(
n∑

k=1

xkyk

)
λ(xj) = λ(yixj) = δi,j1

với mọi 1 ≤ i, j ≤ n. Từ đó suy ra PP ′ = In = P ′P như đã khẳng định.

Bây giờ ta chứng minh λ = φP bằng cách chỉ ra rằng λ(xi) = φP (xi) và

λ(yi) = φP (yi) với mọi 1 ≤ i ≤ n. Theo cách đặt của ma trận P và định nghĩa

của φP , ta có

φP (xi) =
n∑

k=1

xkykλ(xi) =

(
n∑

k=1

xkyk

)
λ(xi) = 1.λ(xi) = λ(xi)



43

và

φP (yi) =
n∑

k=1

λ(yi)xkyk = λ(yi)

(
n∑

k=1

xkyk

)
= λ(yi).1 = λ(yi),

như mong muốn.

(3) (=⇒) Giả sử φP ∈ Autgr(LK(1, n)). Khi đó, tồn tại một đồng cấu

λ ∈ Autgr(LK(1, n)) sao cho φPλ = idLK(1,n). Mặt khác, theo phần (2),

tồn tại một ma trận Q ∈ GLn(LK(1, n)0) sao cho λ = φQ. Khi đó ta có

φPφQ = idLK(1,n). Để chỉ ra P−1 = φP (Q) ta cần hai khẳng định sau đây: Với

hai ma trận A = (aij) và B = (bij) bất kì trong GLn(LK(1, n)0), ta có:

(i) φA = φB khi và chỉ khi A = B;

(ii) φAφB = φ
AφA(B). Đặc biệt, φm

A = φAm
với mọi số nguyên dương m.

Thật vậy, giả sử ma trận nghịch đảo của A và B tương ứng là A−1 =
(
a
(−1)
ij

)
và B−1 =

(
b
(−1)
ij

)
. Với khẳng định (i), hiển nhiên nếu A = B thì φA = φB.

Ngược lại, giả sử ta có φA = φB. Khi đó,

n∑
k=1

xkakj = φA(xj) = φB(xj) =
n∑

k=1

xkbkj

với mọi 1 ≤ j ≤ n. Suy ra

aij = yi

(
n∑

k=1

xkakj

)
= yi

(
n∑

k=1

xkbkj

)
= bij

với mọi 1 ≤ i, j ≤ n. Điều này dẫn đến A = B.

Với khẳng định (ii), ta có

φAφB(xi) = φA

(
n∑

k=1

xkbki

)
=

n∑
k=1

φA(xk)φA(bki) =
n∑

k=1

n∑
l=1

xlalkφA(bki)

=
n∑
l=1

xl

(
n∑

k=1

alkφA(bki)

)
= φAφA(B)(xi)



44

và

φAφB(yi) = φA

(
n∑

k=1

b
(−1)
ik yk

)
=

n∑
k=1

φA(b
(−1)
ik )φA(yk)

=
n∑

k=1

n∑
l=1

φA(b
(−1)
ik )a

(−1)
kl yl =

n∑
l=1

(
n∑

k=1

φA(b
(−1)
ik )a

(−1)
kl

)
yl

= φAφA(B)(yi)

với mọi 1 ≤ i ≤ n. Do đó, φAφB = φAφA(B). Tiếp theo chúng ta cần chỉ ra

φm
A = φAm

với mọi số nguyên dương m. Trước hết, cần lưu ý rằng

Am = AφA(A) · · ·φm−1
A (A) ∈ GLn(LK(1, n)0)

với A−1
m = φm−1

A

(
A−1

)
· · ·φA

(
A−1

)
A−1. Ta sẽ quy nạp theo m để chứng

minh φm
A = φAm

với mọi m ≥ 1. Nếu m = 1, hiển nhiên điều này là đúng. Với

m > 1, theo giả thiết quy nạp φm−1
A = φAm−1

, và do đó

φm
A = φAφ

m−1
A = φAφAm−1

= φ
AφA(Am−1) = φAm

,

như mong muốn.

Bây giờ, áp dụng khẳng định (ii) ta có φPφP (Q) = φPφQ = idLK(1,n). Từ

đó kéo theo φPφP (Q) = φIn với In là ma trận đơn vị của Mn(LK(1, n)0). Bởi

khẳng định (i) ta thu được PφP (Q) = In, hay P−1 = φP (Q).

(⇐=) Giả sử P−1 = φP (Q) với một ma trận Q ∈ GLn(LK(1, n)0) nào đó.

Khi đó, theo khẳng định (ii), φPφQ = φPφP (Q) = φPP−1 = idLK(1,n), kéo theo

φP là một toàn ánh. Mặt khác, do LK(1, n) làK-đại số đơn nên φP luôn là một

đơn ánh. Do đó, φP là đẳng cấu với φ−1
P = φQ. Từ đây ta cũng có

idLK(1,n) = φm
P φ

m
Q = φPm

φQm
= φPmφPm(Qm),

dẫn đến φ−1
Pm

= φQm
và PmφPm

(Qm) = In với mọi m ≥ 1. Bởi vậy, Pm =

φPm
(Q−1

m ) và P−1
m = φPm

(Qm) với mọi m ≥ 1.

Bây giờ nếu giả sử thêm φP (P ) = P thì khi đó, do φP là một đồng cấu

K-đại số nên PφP (P
−1) = φP (P )φP (P

−1) = φP (PP
−1) = φP (In) = In,
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suy ra P−1 = φP (P
−1). Tương tự, nếu P−1 = φP (P

−1) thì ta thu được P =

φP (P ). Như vậy, dù bắt đầu với giả thiết φP (P ) = P hay φP (P
−1) = P−1

thì ta cũng đều thu được φP (P ) = P và φP (P
−1) = P−1, và do đó φP là một

đẳng cấu với φ−1
P = φP−1. Khi đó ta cũng có

Pm = PφP (P ) · · ·φm−1
P (P ) = Pm,

và kéo theo φm
P = φPm

= φPm với mọi m ∈ Z.

(4) Trước hết ta cần kiểm tra (GLn(LK(1, n)0), ⋆) là một vị nhóm với phần

tử đơn vị là In. Thật vậy, với mọi P,Q ∈ GLn(LK(1, n)0), theo phần (1),

φP (Q) ∈ GLn(LK(1, n)0) và do đó P ⋆ Q = PφP (Q) ∈ GLn(LK(1, n)0).

Với các ma trận P,Q,M ∈ GLn(LK(1, n)0) bất kì, ta có

(P ⋆ Q) ⋆ M = (PφP (Q)) ⋆ M = PφP (Q)φPφP (Q)(M)

= PφP (Q)φPφQ(M) = PφP (QφQ(M))

= PφP (Q ⋆M) = P ⋆ (Q ⋆M).

Hơn nữa, P ⋆ In = PφP (In) = PIn = P , và In ⋆P = InφIn(P ) = InP = P.

Do đó (GLn(LK(1, n)0), ⋆) là một vị nhóm với phần tử đơn vị là In.

Ánh xạ Φ : (GLn(LK(1, n)), ⋆) −→ End(LK(1, n)), P 7−→ φP là một

đồng cấu vị nhóm vì

Φ(P ⋆ Q) = φP⋆Q = φPφP (Q) = φPφQ = Φ(P )Φ(Q)

với mọi P,Q ∈ GLn(LK(1, n)0). Tính đơn ánh của Φ đươc suy ra trực tiếp từ

khẳng định (i) trong phần (3) và tính toàn ánh được suy ra từ phần (2).

Hệ quả sau đây chỉ ra rằng nhóm tuyến tính tổng quát GLn(K) trên trường

K có thể được xem như một nhóm con của nhóm các tự đẳng cấu phân bậc

Autgr(LK(1, n)) của LK(1, n).

Hệ quả 2.1.13. [7] Cho n ≥ 2 là một số nguyên vàK là một trường. Khi đó, tồn

tại một đơn cấu nhóm Φ : GLn(K) −→ Autgr(LK(1, n)) sao cho Φ(P ) = φP

với mọi P ∈ GLn(K).
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Chứng minh. Bởi Định lý 2.1.12 (4), ánh xạ

Φ : (GLn(LK(1, n)0), ⋆) −→ Endgr(LK(1, n))

cho bởi P 7−→ φP , là một đẳng cấu vị nhóm, với phép nhân "⋆" được định

nghĩa bởi

P ⋆ Q = PφP (Q)

với mọi P,Q ∈ GLn(LK(1, n)0). Do Q ∈ GLn(K) nên φP (Q) = Q, dẫn đến

P ⋆ Q = PQ. Do đó, GLn(K) là một nhóm con của nhóm các phần tử khả

nghịch trong vị nhóm (GLn(LK(1, n)0), ⋆). Hơn nữa, vì φP (P ) = P với mọi

P ∈ GLn(K) nên theo Định lý 2.1.12 (3), φP ∈ Autgr(LK(1, n)) với mọi

P ∈ GLn(K). Từ đó suy ra Φ|GLn(K) : GLn(K) −→ Autgr(LK(1, n)) là một

đơn cấu nhóm.

Các tự đẳng cấu loại Anick của LK(1, n) được Kuroda và Nam giới thiệu lần

đầu tiên trong [11]. Sau đây chúng tôi sẽ thiết lập lại các tự đẳng cấu này. Cụ

thể, với mọi số nguyên n ≥ 2 và trường K bất kì, ta kí hiệu ALn
(x2, y1) là K-

đại số con có đơn vị của LK(1, n) sinh bởi các biến x1, x3, . . . , xn, y2, . . . , yn.

Theo [15] và [16], những phần tử sau đây tạo thành một cơ sở của K-đại số

ALn
(x2, y1): (1) 1, (2) p = xk1 · · ·xkm, trong đó ki ∈ {1, 3, . . . , n}, (3) q∗ =

x∗t1 · · ·x
∗
th

= yt1 · · · yth, trong đó ti ∈ {2, 3, . . . , n}, (4) pq∗, trong đó p và q∗

được định nghĩa như ở (2) và (3).

Kí hiệuALn
(x2, y1)∩LK(1, n)0 = ALn

(x2, y1)0. Với mỗi p ∈ ALn
(x2, y1)0,

đặt

Up =



1 p 0 . . . 0

0 1 0 . . . 0

... ... ... ... ...

0 0 0 . . . 1


∈ Mn(LK(1, n)0).

Nhận thấy Up ∈ GLn(LK(1, n)0) với U−1
p = U−p và

UpUq = Up+q
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với mọi p, q ∈ ALn
(x2, y1)0. Cùng với đó, với mọi p ∈ ALn

(x2, y1)0, theo Định

lý 2.1.12 (1), ta thu được tự đồng cấu K-đại số phân bậc bảo toàn đơn vị φUp

của LK(1, n) cho bởi xi 7−→ xi với mọi i ∈ {1, 3, . . . , n}, yj 7−→ yj với mọi

2 ≤ j ≤ n, x2 7−→ x2 + x1p và y1 7−→ y1 − py2. Từ đây suy ra φUp
(q) = q

với mọi q ∈ ALn
(x2, y1)0, kéo theo φUp

(Uq) = Uq với mọi q ∈ ALn
(x2, y1)0.

Bởi Định lý 2.1.12 (3), ta có φUp
∈ Autgr(LK(1, n) và φm

Up
= φUmp

với mọi

p ∈ ALn
(x2, y1)0 và m ∈ Z. Từ đó ta có kết quả thú vị sau đây.

Hệ quả 2.1.14. [7] Cho n ≥ 2 là một số nguyên và K là một trường. Khi đó,

tồn tại một đơn cấu nhóm

Φ : (ALn
(x2, y1)0,+) −→ Autgr(LK(1, n))

cho bởi p 7→ φUp
với mọi p ∈ ALn

(x2, y1)0.

Chứng minh. Theo Định lý 2.1.12 (4), ánh xạ

Φ : (GLn(LK(1, n)0), ⋆) −→ Endgr(LK(1, n)), P 7−→ φP

là một đẳng cấu vị nhóm, trong đó phép nhân "⋆" được định nghĩa bởi

P ⋆ Q = PφP (Q)

với mọiP,Q ∈ GLn(LK(1, n)0). VìφUp
(Uq) = Uq với mọi p, q ∈ ALn

(x2, y1)0,

ta có

Up ⋆ Uq = UpφUp
(Uq) = UpUq = Up+q

với mọi p, q ∈ ALn
(x2, y1)0. Do đó ánh xạ đi từ nhóm (ALn

(x2, y1)0,+) vào

nhóm các phần tử khả nghịch của vị nhóm (GLn(LK(1, n)0), ⋆), biến p 7−→
Up, là một đơn cấu nhóm. Do đó, ta có thể xem nhóm (ALn

(x2, y1)0,+) như một

nhóm con của nhóm các phần tử khả nghịch trong vị nhóm (GLn(LK(1, n))0, ⋆).

Khi đó, Φ|ALn(x2,y1)0 : (ALn
(x2, y1)0,+) −→ Autgr(LK(1, n)), p 7→ φUp

là

một đơn cấu nhóm như khẳng định.

Áp dụng Định lý 2.1.12 và Chú ý 2.1.10 (1), sau đây chúng tôi sẽ mô tả

nhóm các tự đẳng cấu phân bậc của LK(1, n) theo nhóm các phần tử khả nghịch
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U(LK(1, n)0) của LK(1, n)0. Kết quả này đã được nghiên cứu bởi Cuntz trong

[10].

Hệ quả 2.1.15. [7] Cho n ≥ 2 là một số nguyên,K là một trường,U(LK(1, n)0)

là nhóm các phần tử khả nghịch của LK(1, n)0, và u là một phần tử của

U(LK(1, n)0). Khi đó những khẳng định sau là đúng:

(1) Ánh xạ fu : LK(1, n) −→ LK(1, n), cho bởi 1 7−→ 1, xi 7−→ uxi và

yi 7−→ yiu
−1 với mọi 1 ≤ i ≤ n, là một đơn cấu K-đại số phân bậc, và

fu = φP , trong đó P = (yiuxj) ∈ GLn(LK(1, n)0) và φP là một tự đồng

cấu phân bậc của LK(1, n) như đã giới thiệu ở Định lý 2.1.12.

(2) Với mọi λ ∈ Endgr(LK(1, n)), λ = fa, với a =
∑n

i=1 λ(xi)yi ∈ U(LK(1, n)0).

(3) fu ∈ Autgr(LK(1, n)) nếu và chỉ nếu u−1 = fu(w) vớiw ∈ U(LK(1, n)0)

nào đó.

(4) Ánh xạ Φ : (U(LK(1, n)0), ⋆) −→ Endgr(LK(1, n)), u 7−→ fu, là một

đẳng cấu vị nhóm, ở đó phép nhân "⋆" được định nghĩa bởi

u ⋆ w = fu(w)u

với mọi u,w ∈ U(LK(1, n)0).

Chứng minh. (1) Với u ∈ U(LK(1, n)0), theo Chú ý 2.1.10 (1) ta có P :=

(yiuxj) ∈ GLn(LK(1, n)0) với P−1 = (yiu
−1xj). Áp dụng Định lý 2.1.12

(1), ta thu được đơn cấu K-đại số phân bậc φP : LK(1, n) −→ LK(1, n) với

φP (1) = 1 = fu(1), φP (xi) =
∑n

k=1 xkykuxi = uxi = fu(xi) và φP (yi) =∑n
k=1 yiu

−1xkyk = yiu
−1 = fu(yi) với mọi 1 ≤ i ≤ n, và do đó fu = φP , kéo

theo fu : LK(1, n) −→ LK(1, n) cũng là một đơn cấu K-đại số phân bậc.

(2) Lấy λ ∈ Endgr(LK(1, n)) bất kì. Theo Định lý 2.1.12 (2), λ = φP , ở đó

P = (yiλ(xj)) ∈ GLn(LK(1, n)0). Mặt khác, bởi phần (1) và Chú ý 2.1.10 (1),

φP = fa, với a =
∑

1≤i,j≤n xiyiλ(xj)yj =
∑n

i=1 λ(xi)yi ∈ U(LK(1, n)0). Do

đó, λ = fa như mong muốn.

(3) Ta có fu ∈ Autgr(LK(1, n)) khi và chỉ khi φP ∈ Autgr(LK(1, n)),

với P = (yiuxj) ∈ GLn(LK(1, n)0), khi và chỉ khi P−1 = (yiu
−1xj) =
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φP (Q) = fu(Q), với Q = (qij) ∈ GLn(LK(1, n)0) nào đó, khi và chỉ khi

Q = f−1
u (yiu

−1xj) = (yiwxj), trong đó w = f−1
u (u−1) ∈ U(LK(1, n)) (vì

fu luôn là đơn ánh). Khi đó, bởi phần (1) và Định lý 2.1.12 (3), f−1
u = φ−1

P =

φQ = fw. Do vậy, fu ∈ Autgr(LK(1, n)) nếu và chỉ nếu u−1 = fu(w) với

w ∈ U(LK(1, n)0) nào đó.

(4) Đầu tiên ta khẳng định rằng fufw = ffu(w)u với mọi u,w ∈ U(LK(1, n))0.

Thật vậy, ta có fufw = φPφQ = φPφP (Q), ở đó P = (yiuxj) và Q =

(yiwxj) ∈ GLn(LK(1, n)0). Cùng với đó,PφP (Q) = Pfu(Q) = (yifu(w)uxj)

và
∑

1≤i,j≤n xiyifu(w)uxjyj = fu(w)u. Do đó, áp dụng phần (1) và Chú ý

2.1.10 (1) ta suy ra φPφP (Q) = ffu(w)u, và như vậy dẫn đến fufw = ffu(w)u.

Bây giờ ta kiểm tra (U(LK(1, n)0), ⋆) là một vị nhóm với phần tử đơn vị 1.

Thật vậy, với mọi u,w ∈ U(LK(1, n)0), theo phần (1), fu(w) ∈ U(LK(1, n)0)

và do đó u ⋆ w = fu(w)u ∈ U(LK(1, n)0). Với các phần tử u,w, v ∈
U(LK(1, n)0) bất kì, ta có

(u ⋆ w) ⋆ v = (fu(w)u) ⋆ v = ffu(w)u(v)fu(w)u

= fufw(v)fu(w)u = fu(fw(v)w)u

= fu(w ⋆ v)u = u ⋆ (w ⋆ v).

Hơn nữa, u⋆1 = fu(1)u = u, và 1⋆u = f1(u).1 = u.Do đó (U(LK(1, n)0), ⋆)

là một vị nhóm với phần tử đơn vị 1.

Ánh xạ Φ : (U(LK(1, n)0), ⋆) −→ Endgr(LK(1, n)), u 7−→ fu là một

đồng cấu vị nhóm vì

Φ(u ⋆ w) = fu⋆w = ffu(w)u = fufw = Φ(u)Φ(w)

với mọi u,w ∈ U(LK(1, n)0). Tính toàn ánh của Φ đươc suy ra trực tiếp phần

(2) và tính đơn ánh được suy ra từ phần (1) và Định lý 2.1.12 (4).

Chú ý 2.1.16. [7] Cho n ≥ 2 là một số nguyên và K là một trường. Với u ∈
U(LK(1, n)0) và P = (yiuxj) ∈ GLn(LK(1, n)0), giả sử fu là tự đẳng cấu

phân bậc của LK(1, n) như đã định nghĩa ở Hệ quả 2.1.15. Khi đó
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fu(P ) = P khi và chỉ khi fu(u) = u.

Thật vậy, giả sử fu(P ) = P , tức là, fu(yiuxj) = yiuxj với mọi 1 ≤ i, j ≤ n.

Điều này kéo theo yiu−1fu(u)uxj = yiuxj và xiyiu−1fu(u)uxjyj = xiyiuxjyj

với mọi 1 ≤ i, j ≤ n. Khi đó,

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyiu
−1fu(u)uxjyj =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyiuxjyj.

Do đó(
n∑

i=1

xiyi

)
u−1fu(u)u

 n∑
j=1

xjyj

 =

(
n∑

i=1

xiyi

)
u

 n∑
j=1

xjyj

 ,

nên u−1fu(u)u = u và fu(u) = uuu−1 = u. Điều ngược lại là hiển nhiên.

Chúng tôi kết thúc chương này với ví dụ sau đây.

Ví dụ 2.1.17. [7] Cho K là một trường.

(1) Xét P =

0 1

1 0

 ∈M2(LK(1, 2)). Hiển nhiên P là ma trận khả nghịch

với P−1 = P . Đặt a = x1y2 + x2y1 ∈ LK(1, 2)0. Vì a là ảnh của P dưới

đẳng cấu cho ở Chú ý 2.1.10 (1) nên a tự động là một phần tử khả nghịch

của LK(1, 2)0 với a−1 = a. Khi đó, bởi Hệ quả 2.1.15 (1), ta thu được tự

đồng cấu phân bậc fa của LK(1, 2) cho bởi fa(1) = 1, fa(x1) = ax1 = x2,

fa(x2) = ax2 = x1, fa(y1) = y1a
−1 = y2 và fa(y2) = y2a

−1 = y1. Hiển

nhiên là fa(P ) = P , và do đó fa(a) = a (theo Chú ý 2.1.16). Từ đó suy ra

fa(a
−1) = a−1, cho nên fa là một tự đẳng cấu phân bậc bảo toàn đơn vị của

LK(1, 2) theo Hệ quả 2.1.15 (3).

(2) Cho AL2
(x2, y1) là K-đại số con có đơn vị của LK(1, 2) sinh bởi x1, y2,

tức là,

AL2
(x2, y1) =

{
n∑

i=1

rix
mi
1 y

li
2 | n ≥ 1, ri ∈ K, mi, li ≥ 0

}
,
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trong đó x01 = 1 = y02. Đặt p = x1y2 ∈ AL2
(x2, y1)0 và Up =

1 p

0 1

 ∈

M2(LK(1, 2)0). Như đã chỉ ra, Up là ma trận khả nghịch với (Up)
−1 = U−p. Đặt

b = 1+x21y
2
2 ∈ LK(1, 2)0. Vì b là ảnh của Up dưới đẳng cấu cho ở Chú ý 2.1.10

(1), b tự động là phần tử khả nghịch của LK(1, 2)0 với b−1 = 1− x21y
2
2. Khi đó,

bởi Hệ quả 2.1.15 (1), ta thu được tự đồng cấu fb of LK(1, 2) với fb(1) = 1,

fb(x1) = bx1 = x1, fb(x2) = bx2 = x2 + x21y2, fb(y1) = y1b
−1 = y1 − x1y

2
2

và fb(y2) = y2y
−1 = y2. Bởi Hệ quả 2.1.15 (1), ta có fb = φUp

, trong đó

φUp
là tự đẳng cấu của LK(1, 2) được giới thiệu ở Hệ quả 2.1.14. Lưu ý rằng

fb(q) = φUp
(q) = q với mọi q ∈ AL2

(x2, y1), và do đó fb(b) = b. Điều này

kéo theo fb(b−1) = b−1, cho nên fb là một tự đẳng cấu phân bậc bảo toàn đơn

vị của LK(1, 2) bởi Hệ quả 2.1.15 (3).

(3) Xét u = ab = (x1y2 + x2y1)(1 + x21y
2
2) = x1y2 + x2y1 + x21y2y1. Khi

đó, u là một phần tử khả nghịch của LK(1, 2)0 với

u−1 = (1− x21y
2
2)(x1y2 + x2y1) = x1y2 + x2y1 − x2x1y

2
2.

Theo Hệ quả 2.1.15 (1), ta có tự đồng cấu phân bậc fu của LK(1, 2) cho bởi

fu(1) = 1, fu(x1) = ux1 = x2+x
2
1y2, fu(x2) = ux2 = x1, fu(y1) = y1u

−1 =

y2 và fu(y2) = y2u
−1 = y1 − x1y

2
2. Suy ra

fu(x1y2 + x2y1 − x22y1y2) = (x2 + x21y2)(y1 − x1y
2
2) + x1y2 − x21y2(y1 − x1y

2
2)

= x2y1 − x2x1y
2
2 + x21y2y1 + x1y2 − x21y2y1

= x1y2 + x2y1 − x2x1y
2
2 = u−1.

Theo Hệ quả 2.1.15 (3), fu là một tự đẳng cấu phân bậc bảo toàn đơn vị của

LK(1, 2) với f−1
u = fw, trong đó w = x1y2 + x2y1 − x22y1y2 ∈ U(LK(1, 2)0)

với w−1 = x1y2 + x2y1 + x1x2y
2
1.
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2.2 Về xoắn Zhang của đại số Leavitt kiểu (1, n)

Cho n ≥ 2 là một số nguyên vàK là một trường. Theo Mệnh đề 2.1.9, đại số

LeavittLK(1, n) là mộtK-đại số Z-phân bậc, vớiLK(1, n) = ⊕m∈ZLK(1, n)m,

trong đó với mỗi m ∈ Z,

LK(1, n)m = spanK{uv∗ | u, v ∈ L∗
n, |u| − |v| = m}.

Với λ ∈ Autgr(LK(Rn)) bất kì, theo Ví dụ 1.1.8 (1), {λm | m ∈ Z} là một hệ

xoắn của LK(1, n). Khi đó, dựa theo Định nghĩa và Mệnh đề 1.2.1, ta có định

nghĩa xoắn Zhang của đại số Leavitt LK(1, n) liên kết với tự đẳng cấu λ như

sau.

Định nghĩa 2.2.1. Cho n ≥ 2 là một số nguyên, K là một trường và λ ∈
Autgr(LK(1, n)). Khi đó, xoắn Zhang của LK(1, n) liên kết với λ, kí hiệu là

LK(1, n)
λ, là K-đại số Z-phân bậc ⊕m∈ZLK(1, n)m với phép nhân "∗" định

nghĩa bởi

a ∗ b = aλm(b)

với mọi a ∈ LK(1, n)m, b ∈ LK(1, n)l,m, l ∈ Z. Phần tử đơn vị củaLK(1, n)
λ

là 1λ = (λ0)−1(1) = 1.

Với mỗi λ ∈ Autgr(LK(1, n)), theo Định lý 2.1.12, tồn tại duy nhất một cặp

(P,Q) gồm các ma trận P và Q của GLn(LK(1, n)0) sao cho P−1 = φP (Q),

λ = φP và λ−1 = φQ. Do đó, để nghiên cứu xoắn Zhang của LK(1, n) bởi một

tự đẳng cấu K-đại số phân bậc λ bất kì, ta chỉ cần quy về khảo sát xoắn Zhang

LK(1, n)
φP của LK(1, n) liên kết với tự đẳng cấu phân bậc φP đã được định

nghĩa trong Định lý 2.1.12. Để thuận tiện, với mọi cặp (P,Q) như trên, ta kí

hiệu

LK(1, n)
P,Q := LK(1, n)

φP = LK(1, n)
λ.

Một kết quả ngạc nhiên mà chúng tôi thu được đó là LK(1, n) là một K-đại

số con của mọi xoắn Zhang LK(1, n)
P,Q.



53

Định lý 2.2.2. [7] Cho n ≥ 2 là một số nguyên và K là một trường. Giả sử

P = (pij) vàQ = (qij) là các ma trận của GLn(LK(1, n)0) với PφP (Q) = In

và Q−1 =
(
q
(−1)
ij

)
. Khi đó, tồn tại một đơn cấu K-đại số phân bậc bảo toàn

đơn vị θP : LK(1, n) −→ LK(1, n)
P,Q thoả mãn

θP (xi) = xi và θP (yi) =
n∑

k=1

q
(−1)
ik yk

với mọi 1 ≤ i ≤ n.

Chứng minh. Ta đã biết

φP (1) = 1, φP (xi) =
∑n

k=1 xkpki và φP (yi) =
∑n

k=1 p
(−1)
ik yk

với mọi 1 ≤ i ≤ n, và φ−1
P = φQ. Bây giờ đặt Txi

= xi, Tyi =
∑n

k=1 q
(−1)
ik yk

với mọi 1 ≤ i ≤ n. Ta khẳng định rằng T = {Txi
, Tyi | 1 ≤ i ≤ n} là một

họ các phần tử của LK(1, n)
P,Q thoả mãn các quan hệ tương tự như (1) và (2)

trong Định nghĩa 2.1.8. Thật vậy, ta có

Txi
∗ Tyi = xiφP

(
n∑

k=1

q
(−1)
ik yk

)
= xi

n∑
k=1

φP (q
(−1)
ik )φP (yk)

= xi

n∑
k=1

pik

(
n∑

t=1

p
(−1)
kt yt

)
(do φP (Q

−1 = P )

= xi

n∑
t=1

(
n∑

k=1

pikp
(−1)
kt

)
yt = xi

(
n∑

k=1

pikp
(−1)
ki

)
yi = xi.1.yi = xiyi.

Do đó
n∑

i=1

Txi
∗ Tyi =

n∑
i=1

xiyi = 1,

suy ra họ T thoả mãn quan hệ (1). Mặt khác, với mọi 1 ≤ i, j ≤ n, ta có

Tyi ∗ Txj
= Tyiφ

−1
P (Txj

) = TyiφQ(Txj
) =

n∑
k=1

n∑
l=1

q
(−1)
ik ykxlqlj

=
n∑

k=1

n∑
l=1

q
(−1)
ik δk,l1qlj =

n∑
k=1

q
(−1)
ik qkj = δi,j1.

Do đó, họ T cũng thoả mãn quan hệ (2). Khi đó, theo tính chất phổ dụng của
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LK(1, n), tồn tại một đồng cấu K-đại số bảo toàn đơn vị θP : LK(1, n) −→
LK(1, n)

P,Q, gửi xi 7−→ Txi
và yi 7−→ Tyi. Theo cách đặt, hiển nhiên Txi

và

Tyi có bậc lần lượt là 1 và −1 với mọi 1 ≤ i ≤ n. Như vậy, θP là một đồng cấu

Z-phân bậc. Mặt khác, theo Chú ý 2.1.10 (2), LK(1, n) là một K-đại số đơn,

do đó θP là đơn cấu.

Tiếp theo chúng tôi sẽ trình bày các tiêu chuẩn để đồng cấu θP trong Định

lý 2.2.2 là đẳng cấu. Để làm điều này, chúng tôi cần bổ đề kỹ thuật dưới đây.

Bổ đề 2.2.3. [7] Cho n ≥ 2 là một số nguyên và K là một trường. Giả sử P =

(pij) vàQ = (qij) là các phần tử của GLn(LK(1, n)0) sao cho PφP (Q) = In.

Với một số nguyên dương m, đặt Pm =
(
p
(m)
ij

)
, P−1

m =
(
p
(−m)
ij

)
, Qm =(

q
(m)
ij

)
và Q−1

m =
(
q
(−m)
ij

)
. Khi đó, những khẳng định sau là đúng:

(1) xi = φm
P

(
n∑

k=1

xkq
(m)
ki

)
,

(2) yi = φm
P

(
n∑

k=1

q
(−m)
ik yk

)
,

(3) yi = φ−m
P

(
n∑

k=1

p
(−m)
ik yk

)
,

với mọi 1 ≤ i ≤ n và m ≥ 1.

Chứng minh. Vì PφP (Q) = In nên theo Định lý 2.1.12 (3), φ−1
Pm

= φQm
,

Pm = φPm
(Q−1

m ) vàP−1
m = φPm

(Qm) với mọim ≥ 1. Từ đó suy raφQm
(P−1

m ) =

φQm
(φPm

(Qm)) = φ−1
Pm

(φPm
(Qm)) = Qm với mọi m ≥ 1. Khi đó ta có

φm
P

(
n∑

k=1

xkq
(m)
ki

)
= φPm

(
n∑

k=1

xkq
(m)
ki

)
=

n∑
k=1

φPm
(xk)φPm

(
q
(m)
ki

)
=

n∑
k=1

(
n∑

t=1

xtp
(m)
tk

)
p
(−m)
ki (do φPm

(Qm) = P−1
m )

=
n∑

t=1

xt

(
n∑

k=1

p
(m)
tk p

(−m)
ki

)
= xi

(
n∑

k=1

p
(m)
ik p

(−m)
ki

)
= xi.1 = xi,
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và

φm
P

(
n∑

k=1

q
(−m)
ik yk

)
= φPm

(
n∑

k=1

q
(−m)
ik yk

)
=

n∑
k=1

φPm

(
q
(−m)
ik

)
φPm

(yk)

=
n∑

k=1

p
(m)
ik

(
n∑

t=1

p
(−m)
kt yt

)
(do φPm

(Q−1
m ) = Pm)

=
n∑

t=1

(
n∑

k=1

p
(m)
ik p

(−m)
kt

)
yt =

(
n∑

k=1

p
(m)
ik p

(−m)
ki

)
yi

= 1.yi = yi,

và

φ−m
P

(
n∑

k=1

p
(−m)
ik yk

)
= φm

Q

(
n∑

k=1

p
(−m)
ik yk

)
= φQm

(
n∑

k=1

p
(−m)
ik yk

)

=
n∑

k=1

φQm

(
p
(−m)
ik

)
φQm

(yk)

=
n∑

k=1

q
(m)
ik

(
n∑

t=1

q
(−m)
kt yt

)
(do φQm

(P−1
m ) = Qm)

=
n∑

t=1

(
n∑

k=1

q
(m)
ik q

(−m)
kt

)
yt =

(
n∑

k=1

q
(m)
ik q

(−m)
ki

)
yi

= 1.yi = yi,

với mọi 1 ≤ i ≤ n và m ≥ 1. Do đó ta đã thu được các kết quả (1), (2) và

(3).

Bây giờ chúng tôi sẽ thiết lập các tiêu chuẩn để đồng cấu θP trong Định lý

2.2.2 là đẳng cấu.

Định lý 2.2.4. [7] Cho n ≥ 2 là một số nguyên vàK là một trường. Giả sử P =

(pij) và Q = (qij) là các ma trận của GLn(LK(1, n)0) với PφP (Q) = In. Với

mọi số nguyên dươngm, đặt Pm =
(
p
(m)
ij

)
, P−1

m =
(
p
(−m)
ij

)
,Qm =

(
q
(m)
ij

)
và

Q−1
m =

(
q
(−m)
ij

)
. Khi đó, đồng cấu K-đại số θP : LK(1, n) −→ LK(1, n)

P,Q,

được định nghĩa trong Định lý 2.2.2, là một đẳng cấu khi và chỉ khi p(−m)
ij , q(m)

ij ,

q
(−m)
ij ∈ Im(θP ) với mọi m ≥ 1 và 1 ≤ i, j ≤ n.
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Chứng minh. (=⇒) Hiển nhiên.

(⇐=) Bởi Định lý 2.2.2, θP luôn là đơn ánh, do đó ta chỉ cần chứng minh

θP là toàn ánh. Đầu tiên ta khẳng định rằng α và α∗ ∈ Im(θP ) với mọi α ∈
L∗
n. Ta quy nạp theo |α| để chứng minh khẳng định này. Nếu |α| = 1, thì do

xi = θP (xi) ∈ Im(θP ) với mọi 1 ≤ i ≤ n nên α ∈ Im(θP ). Mặt khác, vì

θP (yi) =
n∑

k=1

q
(−1)
ik yk với mọi 1 ≤ i ≤ n nên ta có


θP (y1)

...

θP (yn)

 =



n∑
k=1

q
(−1)
1k yk

...
n∑

k=1

q
(−1)
nk yk


= Q−1


y1

...

yn

 ,

và do đó 
y1

...

yn

 = Q


θP (y1)

...

θP (yn)

 .

Điều này dẫn đến

yi =
n∑

k=1

qikθP (yk) =
n∑

k=1

qik ∗ θP (yk)

với mọi 1 ≤ i ≤ n (vì qij ∈ LK(1, n)0 với mọi 1 ≤ i, j ≤ n). Theo giả thiết,

qij ∈ Im(θP ) với mọi 1 ≤ i, j ≤ n, cho nên yi =
n∑

k=1

qik ∗ θP (yk) ∈ Im(θP )

với mọi 1 ≤ i ≤ n, tức là, α∗ ∈ Im(θP ). Bây giờ ta tiến hành quy nạp, tức là,

giả sử α và α∗ ∈ Im(θP ) với mọi α ∈ L∗
n với 1 < |α| ≤ m. Với α ∈ L∗

n mà

|α| = m+ 1, ta viết α = βxi0, với β ∈ L∗
n nào đó, |β| = m và với 1 ≤ i0 ≤ n

nào đó. Theo giả thiết quy nạp, β ∈ Im(θP ). Áp dụng Bổ đề 2.2.3 (1), ta có
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xi0 = φm
P

(
n∑

k=1

xkq
(m)
ki0

)
, kéo theo

α = βxi0 = βφm
P

(
n∑

k=1

xkq
(m)
ki0

)
= β ∗

(
n∑

k=1

xkq
(m)
ki0

)
.

Mặt khác, vì φ−1
Q = φP , nên

Qm = QφQ(Q) · · ·φm−1
Q (Q) = φP (φQ(Q)φ

2
Q(Q) · · ·φm

Q(Q)) = φP (Q
−1Qm+1).

Suy ra q(m)
ki0

= φP

(
n∑

t=1

q
(−1)
kt q

(m+1)
ti0

)
. Điều này dẫn đến

α = β ∗
(

n∑
k=1

xkφP

(
n∑

t=1

q
(−1)
kt q

(m+1)
ti0

))
= β ∗

(
n∑

k=1

(
xk ∗

n∑
t=1

q
(−1)
kt q

(m+1)
ti0

))

= β ∗
(

n∑
k=1

(
xk ∗

(
n∑

t=1

q
(−1)
kt ∗ q(m+1)

ti0

)))
∈ Im(θP ) (bởi giả thiết quy nạp).

Viết α∗ = γ∗x∗t0 = γ∗yt0 với 1 ≤ t0 ≤ n và γ ∈ L∗
n, |γ| = m nào đó. Theo

giả thiết quy nạp, γ∗ ∈ Im(θP ). Lại có, theo Bổ đề 2.2.3 (3) thì

yt0 = φ−m
P

(
n∑

k=1

p
(−m)
t0k

yk

)
,

và do đó

α∗ = γ∗yt0 = γ∗φ−m
P

(
n∑

k=1

p
(−m)
t0k

yk

)
= γ∗ ∗

(
n∑

k=1

p
(−m)
t0k

yk

)

= γ∗ ∗
(

n∑
k=1

p
(−m)
t0k

∗ yk

)
∈ Im(θP ) (bởi giả thiết quy nạp),

từ đó khẳng định được chứng minh.

Tiếp theo ta chỉ ra rằng αβ∗ ∈ Im(θP ) với mọi α, β ∈ L∗
n. Giả sử m =

|α| ≥ 1 và s = |β| ≥ 1. Ta quy nạp theo độ dài |β| để chứng minh điều này.
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Nếu |β| = 1, do α, yk ∈ Im(θP ) với mọi 1 ≤ k ≤ n, cho nên

αβ∗ = αx∗i = αyi = αφm
P

(
n∑

k=1

q
(−m)
ik yk

)
(theo Bổ đề 2.2.3 (2))

= α ∗
(

n∑
k=1

q
(−m)
ik yk

)
= α ∗

(
n∑

k=1

q
(−m)
ik ∗ yk

)
∈ Im(θP ).

Bây giờ ta tiến hành quy nạp. Ta cần chỉ ra rằng αβ∗x∗i = αβ∗yi ∈ Im(θP ),

với mọi 1 ≤ i ≤ n. Lưu ý rằng, theo giả thiết quy nạp, αβ∗ ∈ Im(θP ). Nếu

m− s = 0, ta có αβ∗yi = (αβ∗) ∗ yi ∈ Im (θP ) . Nếu m− s > 0, ta có

αβ∗yi = αβ∗φm−s
P

(
n∑

k=1

q
(−m+s)
ik yk

)
= (αβ∗) ∗

(
n∑

k=1

q
(−m+s)
ik yk

)

= (αβ∗) ∗
(

n∑
k=1

q
(−m+s)
ik ∗ yk

)
∈ Im(θP ).

Nếu m− s < 0, ta có

αβ∗yi = αβ∗φm−s
P

(
n∑

k=1

p
(m−s)
ik yk

)
= (αβ∗) ∗

(
n∑

k=1

p
(m−s)
ik yk

)

= (αβ∗) ∗
(

n∑
k=1

p
(m−s)
ik ∗ yk

)
∈ Im(θP ),

từ đó suy ra điều cần chứng minh. Như vậy, ta đã thu được αβ∗ ∈ Im(θP ) với

mọi α, β ∈ L∗
n. Mặt khác, vì LK(1, n)

P,Q cũng là một K-không gian vectơ

sinh bởi {αβ∗ | α, β ∈ L∗
n} nên ta suy ra Im(θP ) = LK(1, n)

P,Q, hay θP là

toàn ánh, từ đó kết thúc chứng minh.

Trong trường hợp φP (P ) = P , chúng ta có tiêu chuẩn đơn giản sau đây để

đồng cấu θP là một đẳng cấu.

Hệ quả 2.2.5. [7] Cho n ≥ 2 là một số nguyên vàK là một trường. Giả sử P =

(pij) là một ma trận của GLn (LK(1, n)0) với φP (P ) = P và P−1 = (p
(−1)
ij ).

Khi đó, đồng cấu K-đại số bảo toàn đơn vị θP : LK(1, n) −→ LK(1, n)
P,P−1

thoả mãn



59

θP (xi) = xi và θP (yi) =
∑n

k=1 pikyk với mọi 1 ≤ i ≤ n,

là một đẳng cấu khi và chỉ khi pij , p
(−1)
ij ∈ Im(θP ) với mọi 1 ≤ i, j ≤ n.

Chứng minh. (=⇒) Hiển nhiên.

(⇐=) Vì φP (P ) = P và theo Định lý 2.1.12 (3), φP là một tự đẳng cấu

phân bậc của LK(1, n) thoả mãn φP

(
P−1

)
= P−1 và φm

P = φPm với mọi số

nguyên m. Điều này suy ra

φm
P (P ) = P và φm

P−1(P−1) = P−1

với mọi m ≥ 0. Do đó ta có

Pm = PφP (P ) · · ·φm−1
P (P ) = Pm

và

P−1
m = P−1φP−1

(
P−1

)
· · ·φm−1

P−1

(
P−1

)
= P−m

với mọi m ≥ 0. Vì pij, p
(−1)
ij ∈ LK(1, n)0 nên ta có

Pm = P ∗ P ∗ · · · ∗ P︸ ︷︷ ︸
m lần

và P−m = P−1 ∗ P−1 ∗ · · · ∗ P−1︸ ︷︷ ︸
m lần

là hai phần tử của Mn(LK(1, n)
P,P−1

), tức là, Pm và P−m tương ứng là luỹ thừa

bậc m của P và P−1 trong Mn(LK(1, n)
P,P−1

). Lại có, pij, p
(−1)
ij ∈ Im(θP ) với

mọi 1 ≤ i, j ≤ n, do vậy tất cả các phần tử của ma trận Pm và P−m đều nằm

trong Im(θP ) với mọi m ≥ 1. Từ Định lý 2.2.4, ta ngay lập tức thu được θP là

một đẳng cấu.

Ứng dụng đầu tiên của Hệ quả 2.2.5 cho ta thấy rằng xoắn ZhangLK(1, n)
P,P−1

đẳng cấu với LK(1, n) với mọi ma trận P ∈ GLn(K).

Hệ quả 2.2.6. [7] Cho n ≥ 2 là một số nguyên và K là một trường. Khi đó, với

mọi P ∈ GLn(K), đồng cấu K-đại số θP : LK(1, n) −→ LK(1, n)
P,P−1

, định

nghĩa trong Hệ quả 2.2.5, là một đẳng cấu.

Chứng minh. Với một ma trận P bất kì của GLn(K), theo Hệ quả 2.1.13, φP

là một tự đẳng cấu phân bậc của LK(1, n) với φP (P ) = P . Hơn nữa, vì tất cả
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các phần tử của ma trận P và P−1 nằm trong trường K nên hiển nhiên chúng

cũng nằm trong Im(θP ). Khi đó, theo Hệ quả 2.2.5, θP là một đẳng cấu.

Ứng dụng thứ hai của Hệ quả 2.2.5 chỉ ra rằng xoắn Zhang của LK(1, n) bởi

các tự đẳng cấu phân bậc loại Anick đề cập trong Hệ quả 2.1.14 đẳng cấu với

LK(1, n).

Hệ quả 2.2.7. [7] Cho n ≥ 2 là một số nguyên và K là một trường. Với mọi

p ∈ ALn
(x2, y1) ∩ LK(1, n)0, xét

Up =



1 p 0 . . . 0

0 1 0 . . . 0

... ... ... ... ...

0 0 0 . . . 1


∈ GLn(LK(1, n))0.

Khi đó, đồng cấu K-đại số bảo toàn đơn vị

θp : LK(1, n) −→ LK(1, n)
φUp

cho bởi

θp(xi) = xi, θp(yj) = yj và θp(y1) = y1 + py2

với mọi 1 ≤ i ≤ n và 2 ≤ j ≤ n, là một đẳng cấu.

Chứng minh. Lấy p ∈ ALn
(x2, y1) ∩ LK(1, n)0 bất kì. Theo Hệ quả 2.1.14,

φUp
là một tự đẳng cấu phân bậc của LK(1, n) với φUp

(q) = q với mọi q ∈
ALn

(x2, y1) ∩ LK(1, n)0, trong đó

Up =



1 p 0 . . . 0

0 1 0 . . . 0

... ... ... ... ...

0 0 0 . . . 1


∈ GLn(LK(1, n))0 và U−1

p = U−p.

Bởi Định lý 2.2.4, θp := θUp
là một đồng cấu K-đại số bảo toàn đơn vị thoả
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mãn θp(xi) = xi, θp(yj) = yj và θp(y1) = y1 + py2 với mọi 1 ≤ i ≤ n và

2 ≤ j ≤ n.

Ta khẳng định rằng θp(p) = p. Thật vậy, viết p =
∑
αβ∗, trong đó |α| =

|β| = t và α = xk1xk2 · · · xkt, β∗ = ys1ys2 · · · yst với xki ∈ {x1, x3, . . . xn} và

ysi ∈ {y2, y3, . . . , yn}. Vì φUp
(q) = q với mọi q ∈ ALn

(x2, y1)∩LK(1, n)0, ta

có φUp
(xki) = xki và φUp

(ysi) = ysi với mọi 1 ≤ i ≤ t. Khi đó,

θp(αβ
∗) = θp(α) ∗ θp(β∗) = θp (xk1xk2 · · ·xkt) ∗ θp (ys1ys2 · · · yst)

= θp (xk1) ∗ θp (xk2) ∗ · · · ∗ θp (xkt) ∗ θp (ys1) ∗ θp (ys2) ∗ · · · ∗ θp (yst)

= xk1 ∗ xk2 ∗ · · · ∗ xkt ∗ ys1 ∗ ys2 ∗ · · · ∗ yst
= xk1xk2 · · ·xktys1ys2 · · · yst (vì φUp

(xki) = xki, φUp
(ysi) = ysi)

= αβ∗,

và do đó p = θp(p) ∈ Im (θP ). Điều này chứng tỏ rằng tất cả các phần tử trong

ma trận Up và U−1
p đều nằm trong Im(θP ). Bởi Hệ quả 2.2.5, θp là một đẳng

cấu.

Theo Hệ quả 2.1.15, với một phần tử u ∈ U(LK(1, n)0) bất kì, tồn tại duy

nhất một tự đồng cấu phân bậc fu của LK(1, n) sao cho fu(1) = 1, fu(xi) =

uxi và fu(yi) = yiu
−1 với mọi 1 ≤ i ≤ n. Hơn nữa, fu là một tự đẳng cấu

phân bậc khi và chỉ khi u−1 = fu(w) với w ∈ U(LK(1, n)0) nào đó. Trong

trường hợp này, theo Hệ quả 2.1.15 và Định lý 2.2.2, tồn tại một đơn cấu K-đại

số phân bậc bảo toàn đơn vị

θu := θP : LK(1, n) −→ LK(1, n)
fu

thoả mãn θu(xi) = xi và θu(yi) = yiw
−1 với mọi 1 ≤ i ≤ n, trong đó

P = (yiuxj). Với một số nguyên dương m, ta luôn có

um := fm−1
u (u) · · · fu (u)u ∈ U(LK(1, n)0) và u−1

m = u−1fu(u
−1) · · · fm−1

u (u−1).

Ngoài ra ta có kết quả sau đây.

Bổ đề 2.2.8. [7] Pm = (yiumxj) và P−1
m = (yiu

−1
m xj) với mọi m ≥ 1.
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Chứng minh. Đầu tiên ta khẳng định rằng

fmu (yiuxj) = yiu
−1
m um+1xj và fmw (yiwxj) = yiw

−1
m wm+1xj

với mọi m ≥ 1 và 1 ≤ i, j ≤ n. Ta quy nạp theo m để thu được khẳng

định trên. Với m = 1, khi đó fu(yiuxj) = yiu
−1fu(u)uxj = yiu

−1
1 u2xj và

fw(yiwxj) = yiw
−1fw(w)wxj = yiw

−1
1 w2xj với mọi 1 ≤ i, j ≤ n. Bây giờ,

giả sử với mọi 1 ≤ m ≤ k, ta có fmu (yiuxj) = yiu
−1
m um+1xj và fmw (yiwxj) =

yiw
−1
m wm+1xj . Với m = k + 1, ta có

fmu (yiuxj) = fk+1
u (yiuxj) = fu(f

k
u (yiuxj))

= fu(yiu
−1
k uk+1xj) = yiu

−1fu(u
−1
k )fu(uk+1)uxj

= yi
(
u−1fu(u

−1
k )
)
(fu(uk+1)u)xj

= yiu
−1
k+1uk+2xj = yiu

−1
m um+1xj.

Tương tự, ta cũng có fmw (yiwxj) = yiw
−1
m wm+1xj , do đó khẳng định được

chứng minh.

Tiếp theo chúng ta quy nạp theo m để chứng minh bổ đề. Nếu m = 1,

kết quả hiển nhiên đúng. Giả sử Pm = (yiumxj) và P−1
m = (yiu

−1
m xj) với mọi

1 ≤ m ≤ k. Vớim = k+1, ta có Pm = Pk+1 = Pfu(P ) · · · fk−1
u (P )fku (P ) =

Pkf
k
u (P ). Theo giả thiết quy nạp, Pk = (yiukxj). Cùng với đó, khẳng định trên

cho ta

fku (P ) =
(
fku (yiuxj)

)
=
(
yiu

−1
k uk+1xj

)
.

Viết Pm = (p
(m)
ij ). Từ đây ta có

p
(m)
ij =

n∑
t=1

(yiukxt)
(
ytu

−1
k uk+1xj

)
= yiuk

(
n∑

t=1

xtyt

)
u−1
k uk+1xj

= yiuku
−1
k uk+1xj = yiuk+1xj = yiumxj

với mọi 1 ≤ i, j ≤ n, do vậy Pm = (yiumxj) và P−1
m = (yiu

−1
m xj) với mọi

m ≥ 1.

Như một hệ quả của Định lý 2.2.4, ta thu được sau đây một tiêu chuẩn để
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xoắn Zhang LK(1, n)
fu của LK(1, n) liên kết với tự đẳng cấu phân bậc fu đẳng

cấu với LK(1, n).

Hệ quả 2.2.9. [7] Cho n ≥ 2 là một số nguyên và K là một trường. Giả sử u là

một phần tử của U(LK(1, n)0) thoả mãn u−1 = fu(w) với w ∈ U(LK(1, n)0)

nào đó. Khi đó những khẳng định sau là đúng:

(1) Đồng cấuK-đại số phân bậc bảo toàn đơn vị θu : LK(1, n) −→ LK(1, n)
fu

cho bởi xi 7−→ xi và yi 7−→ yiw
−1 với mọi 1 ≤ i ≤ n, là đẳng cấu

khi và chỉ khi yiu−1
m xj , yiwmxj , yiw−1

m xj ∈ Im(θu) với mọi m ≥ 1 và

1 ≤ i, j ≤ n.

(2) Nếu fu(u) = u, thì khi đó θu là một đẳng cấu khi và chỉ khi yiuxj, yiu−1xj ∈
Im(θu) với mọi 1 ≤ i, j ≤ n.

Chứng minh. (1) Đặt P = (yiuxj) và Q = (yiwxj). Theo Bổ đề 2.2.8, ta có

P−1
m = (yiu

−1
m xj), Qm = (yiwmxj) và Q−1

m = (yiw
−1
m xj) với mọi m ≥ 1. Khi

đó, áp dụng Định lý 2.2.4, θu là một đẳng cấu khi và chỉ khi yiu−1
m xj , yiwmxj ,

yiw
−1
m xj ∈ Im(θu) với mọi m ≥ 1 và 1 ≤ i, j ≤ n.

(2) Giả sử rằng fu(u) = u. Theo Chú ý 2.1.16, ta có fu(P ) = P . Áp dụng

Hệ quả 2.2.5, θu là đẳng cấu khi và chỉ khi yiuxj, yiu−1xj ∈ Im(θu) với mọi

1 ≤ i, j ≤ n.

Chúng tôi kết lại chương này bằng ví dụ sau đây để minh hoạ cho Hệ quả

2.2.9. Đặc biệt, trong ví dụ này chúng tôi chỉ ra rằng một đồng cấu θu nhìn

chung không phải một đẳng cấu.

Ví dụ 2.2.10. [7] Cho K là một trường.

(1) Đặt a = x1y2 + x2y1 ∈ LK(1, 2)0. Trong Ví dụ 2.1.17 (1), ta đã chỉ ra

rằng a là một phần tử đơn vị của LK(1, 2)0 với a−1 = a. Ta cũng có tự đẳng

cấu phân bậc fa của LK(1, 2) thoả mãn fa(1) = 1, fa(x1) = x2, fa(x2) = x1,

fa(y1) = y2, fa(y2) = y1, và fa(a) = a. Từ đây ta thu được đồng cấu K-đại số

phân bậc bảo toàn đơn vị θa : LK(1, 2) −→ LK(1, 2)
fa thoả mãn θa(x1) = x1,

θa(x2) = x2, θa(y1) = y1a = y2 và θa(y2) = y2a = y1. Ta có
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y1ax1 = y2ax2 = 0 ∈ Im(θa) và y1ax2 = y2ax1 = 1 ∈ Im(θa).

Theo Hệ quả 2.2.9 (2), ngay lập tức ta suy ra θa là một đẳng cấu.

(2) Với b = 1+ x21y
2
2 ∈ LK(1, 2)0, ở Ví dụ 2.1.17 (2) ta đã có b là một phần

tử đơn vị của LK(1, 2)0 với b−1 = 1−x21y22. Cùng với đó, ta có tự đẳng cấu phân

bậc fb của LK(1, 2) thoả mãn fb(1) = 1, fb(x1) = x1, fb(x2) = x2 + x21y2,

fb(y1) = y1 − x1y
2
2, fb(y2) = y2 và fb(b) = b. Từ đây ta thu được đồng cấu

K-đại số phân bậc bảo toàn đơn vị θb : LK(1, 2) −→ LK(1, 2)
fb cho bởi

θb(x1) = x1, θb(x2) = x2, θb(y1) = y1b = y1 + x1y
2
2 và θb(y2) = y2b =

y2. Hơn nữa, ta có y1bx1 = y2bx2 = y1b
−1x1 = y2b

−1x2 = 1 ∈ Im(θb),

y2bx1 = y2b
−1x1 = 0 ∈ Im(θb), y1bx2 = x1y2 = θb(x1y2) ∈ Im(θb) và

y1b
−1x2 = −x1y2 = θb(−x1y2) ∈ Im(θb). Khi đó, theo Hệ quả 2.2.9 (2), θb là

một đẳng cấu.

(3) Xét u = ab = x1y2+x2y1+x
2
1y2y1 ∈ LK(1, 2)0. Trong Ví dụ 2.1.17 (3),

ta đã chỉ ra u là một phần tử khả nghịch của LK(1, 2)0 với u−1 = x1y2+x2y1−
x2x1y

2
2. Ta cũng có tự đẳng cấu phân bậc fu của LK(1, 2) thoả mãn fu(1) = 1,

fu(x1) = x2+x
2
1y2, fu(x2) = x1, fu(y1) = y2, fu(y2) = y1−x1y22 và fu(w) =

u−1, trong đó w = x1y2 + x2y1 − x22y1y2 và w−1 = x1y2 + x2y1 + x1x2y
2
1. Từ

đây ta thu được đồng cấu K-đại số phân bậc bảo toàn đơn vị θu : LK(1, 2) −→
LK(1, 2)

fu cho bởi θu(x1) = x1, θu(x2) = x2, θu(y1) = y1w
−1 = y2 + x2y

2
1

và θu(y2) = y2w
−1 = y1.

Ta khẳng định rằng θu trong trường hợp này không phải là đẳng cấu. Thật

vậy, ta sẽ chỉ ra y1w2x2 /∈ Im(θu). Lưu ý rằng y1w2x2 chính là phần tử ở vị trí

(1, 2) của ma trận Q2 = Qφw(Q), trong đó Q = (yiwxj) =

0 1

1 −x2y1

. Ta

có fw(1) = 1, fw(x1) = wx1 = x2, fw(x2) = wx2 = x1 − x22y1, fw(y1) =

y1w
−1 = y2 + x2x

∗2
1 và fw(y2) = y2w

−1 = y1. Từ đây ta thu được

fw(Q) = fw

0 1

1 −x2y1

 =

0 1

1 −x1y2 − x1x2y
2
1 + x22y1y2

 ,
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cho nên

Q2 = Qfw(Q) =

 1 −x1y2 − x1x2y
2
1 + x22y1y2

−x2y1 1 + x2y2 + x22y
2
1

 .

Điều này chỉ ra rằng

y1w2x2 = −x1y2 − x1x2y
2
1 + x22y1y2 ∈ LK(1, 2)0.

Giả sử −x1y2 − x1x2y
2
1 + x22y1y2 ∈ Im(θu), tức là, −x1y2 − x1x2y

2
1 +

x22y1y2 = θu(z) với z ∈ LK(1, 2)0 nào đó. Ta có thể viết z dưới dạng:

z = x1t1y1 + x1t2y2 + x2t3y1 + x2t4y2,

trong đó ti ∈ LK(1, 2)0 với mọi 1 ≤ i ≤ 4. Để ý rằng fu(θu(y1)) = fu(y2 +

x2y
2
1) = y1 và fu(θu(y2)) = fu(y1) = y2 với mọi 1 ≤ j ≤ 2. Do đó, ta có

θu(xisyj) = θu(xi) ∗ θu(s) ∗ θu(yj) = xi ∗ θu(s) ∗ θu(yj) = xifu(θu(s)) ∗ θu(yj)

= xifu(θu(s))fu(θu(yj)) = xifu(θu(s))yj

với mọi s ∈ LK(1, 2)0 và 1 ≤ i, j ≤ 2. Điều này dẫn đến

θu(z) = x1fu(θu(t1))y1 + x1fu(θu(t2))y2 + x2fu(θu(t3))y1 + x2fu(θu(t4))y2,

và do đó

−x2y1 = y1(−x1y2 − x1x2y
2
1 + x22y1y2)x1 = y1θu(z)x1 = fu(θu(t1)),

−1 = y1(−x1y2 − x1x2y
2
1 + x22y1y2)x2 = y1θu(z)x2 = fu(θu(t2)),

0 = y2(−x1y2 − x1x2y
2
1 + x22y1y2)x1 = y2θu(z)x1 = fu(θu(t3)),

x2y1 = y2(−x1y2 − x1x2y
2
1 + x22y1y2)x2 = y2θu(z)x2 = fu(θu(t4)).

Như vậy, x2y1 = fu(θu(−t1)) = fu(θu(t4)). Vì fu và θu là đơn cấu, ta suy ra
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−t1 = t4 =: t, t2 = −1 và t3 = 0. Do đó,

z = −x1y2 − x1ty1 + x2ty2.

Như ở trên ta đã chỉ ra x2y1 = fu(θu(t)). Mặt khác, ta lại có

x2 = fu(x1)− x21y2 = fu(x1)− fu(x
2
2)fu(y1) = fu(x1 − x22y1)

y1 = fu(y2) + x1y
2
2 = fu(y2) + fu(x2)fu(y

2
1) = fu(y2 + x2y

2
1).

Do đó x2y1 = fu(x1y2 + x1x2y
2
1 − x22y1y2) = fu(−θu(z)) = fu(θu(−z)).

Điều này kéo theo fu(θu(t)) = fu(θu(−z)). Vì tính đơn ánh của fu and θu, ta

suy ra t = −z, hay,

t = x1y2 + x1ty1 − x2ty2.

Dễ dàng nhận thấy ym1 tx
m
1 = t với mọi m ≥ 1. Do t ∈ LK(1, 2)0, ta viết t =

k+
∑d

i=1 kiαiβ
∗
i , trong đó d ≥ 0, k, ki ∈ K và αi, βi ∈ L∗

2 với |αi| = |βi| ≥ 1

với mọi 1 ≤ i ≤ d. Ta có, yl1x
l
1 = 1 với mọi l ≥ 1 và

y
|αi|
1 (αiβ

∗
i )x

|αi|
1 =

1 nếu αi = β∗
i = x

|αi|
1 ,

0 khác

với mọi 1 ≤ i ≤ d. Do đó, với m = max{|αi| | 1 ≤ i ≤ d}, ta thu được

t = ym1 tx
m
1 = ym1 (k +

d∑
i=1

kiαiβ
∗
i )x

m
1 = c

với c ∈ K nào đó, và do đó y1tx2 = y1cx2 = c(y1x2) = 0. Mặt khác, ta cũng

có

y1tx2 = y1(x1y2 + x1ty1 − x2ty2)x2 = 1,

suy ra 1 = 0 (mâu thuẫn!). Vì vậy, −x1y2 − x1x2y
2
1 + x22y1y2 /∈ Im(θu), và do

đó θu không phải một đẳng cấu.



KẾT LUẬN

Trong luận văn này, chúng tôi đã hoàn thành các nội dung sau đây:

1. Dựa vào tài liệu [2], chúng tôi đã trình bày lại các tính chất cơ bản của

xoắn Zhang và sự tương đương phạm trù các môđun phân bậc của xoắn

Zhang và của đại số phân bậc ban đầu (Định lý 1.3.8 và Định lý 1.3.19).

2. Trình bày về đại số Leavitt LK(1, n) và mô tả tường minh nhóm các tự

đẳng cấu phân bậc của chúng (Định lý 2.1.12 và Hệ quả 2.1.15). Ngoài ra,

chúng tôi chỉ ra nhóm các tự đẳng cấu phân bậc của LK(1, n) chứa một số

nhóm con đặc biệt (Hệ quả 2.1.13 và 2.1.14).

3. Xây dựng được một phép nhúng từ đại số LK(1, n) vào mọi xoắn Zhang

của nó (Định lý 2.2.2) và thiết lập các điều kiện cần và đủ để cho phép

nhúng này là đẳng cấu (Định lý 2.2.4). Khi đó, chúng tôi đưa ra một số

lớp cụ thể để phép nhúng nói trên là đẳng cấu (Hệ quả 2.2.5-2.2.9). Đồng

thời, chúng tôi chỉ ra rằng phép nhúng này nói chúng không phải là đẳng

cấu (Ví dụ 2.2.10 (3)).
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automorphism group of a noncommutative algebra is, in general, an extremely difficult 
problem with very little progress till date. In 1968, Dixmier [18] described the group of 
automorphisms of the first Weyl algebra. For higher Weyl algebras, to find the group of 
automorphisms is a long standing open problem. In [13], Bavula described the group of 
automorphisms for the Jacobson algebra An = K〈x, y〉/(xy−1) as a semidirect product of 
the multiplicative group K∗ of the field K with the general linear finitary group GL∞(K)
using some deep arguments. The same result was later obtained by Alahmedi, Alsulami, 
Jain and Zelmanov in a remarkable work [5] where they approach this problem from 
another perspective noting that the Jacobson algebra An is isomorphic to the Leavitt 
path algebra of Toeplitz graph and then they describe the group of automorphisms of 
this Leavitt path algebra.

Leavitt path algebras were introduced independently by Abrams and Aranda Pino 
in [3] and Ara, Moreno and Pardo in [8]. These are certain quotients of path algebras 
where the relations are inspired from Cuntz-Krieger relations for graph C∗-algebras (see 
[20,24]). For a graph E that has only one vertex and n loops, Leavitt path algebra turns 
out to be the algebra of type (1, n) proposed by Leavitt as an example of a (universal) ring 
without invariant basis number (see [22]). Leavitt path algebras have deep connections 
with symbolic dynamics and the theory of graph C∗-algebras. For example, the notion of 
flow equivalence of shifts of finite type in symbolic dynamics is related to Morita theory 
and the Grothendieck group in the theory of Leavitt path algebras, and ring isomorphism 
(or Morita equivalence) between two Leavitt path algebras over the field of the complex 
numbers induces, for some graphs, isomorphism (or Morita equivalence) of the respective 
graph C∗-algebras. As remarked by Chen in [14], Leavitt path algebras capture the 
homological properties of both path algebras and their Koszul dual and hence they form 
an important class of noncommutative algebras. Moreover, by Smith’s interesting result 
([25, Theorem 1.3]), the Leavitt path algebra construction arises naturally in the context 
of noncommutative algebraic geometry. We refer the reader to [1,2] for a detailed history 
and overview of these algebras.

Unfortunately, there are not many constructions known yet for automorphisms of 
Leavitt path algebras. In [12,19], motivated by Cuntz’s idea [17], Szymański et al. gave 
a method to construct automorphisms of Leavitt path algebras LK(E) of finite graphs 
E without sinks or sources in which every cycle has an exit over integral domains K of 
characteristic 0. In [21, Section 2], Kuroda and the first author gave construction of auto-
morphisms fixing all vertices of Leavitt path algebras LK(E) of arbitrary graphs E over 
an arbitrary field K, and gave construction of Anick type automorphisms of Leavitt path 
algebras. Anick automorphisms have an interesting history. For a free associative algebra 
F < x, y, z > over a field F of characteristic zero, the question about the existence of a 
wild automorphism was open for a long time. Anick provided a candidate for a wild auto-
morphism in the case of free associative algebra on three generators (cf. [15, p. 343]). In 
[27], Umirbaev proved that the Anick automorphism δ = (x +z(xz−zy), y+(xz−zy)z, z)
of the algebra F 〈x, y, z〉 over a field F of characteristic zero is wild. In this paper, based 
on Kuroda and the first author’s work [21, Section 2] and Cuntz’s beautiful paper [17], 



T.G. Nam et al. / Journal of Algebra 654 (2024) 189–234 191
we give a construction for graded automorphisms of Leavitt path algebras. We describe 
(graded) automorphisms fixing all vertices of Leavitt path algebras of arbitrary graphs 
in terms of general linear groups over corners of these algebras (Theorem 2.2 and Corol-
lary 2.3). Consequently, this yields a complete description of all (graded) automorphisms 
of the Leavitt path algebra LK(Rn) of the rose graph Rn with n petals in term of general 
linear group of degree n over LK(Rn) (Propositions 2.6 and 2.7). Moreover, we show that 
the group of all graded automorphisms of LK(Rn) contains some special subgroups, for 
example, the general linear group of degree n over K (Corollaries 2.8 and 2.9). We also 
provide a complete description of all (graded) automorphisms of LK(Rn) via the group 
of units U(LK(Rn)) of LK(Rn) (Corollary 2.11).

As the first application of these constructions for graded automorphisms, we study 
twists of Leavitt path algebras. One of the most frequently used tools to construct new 
examples of algebras and coalgebras is twisting the multiplicative structure of original 
algebra. Classic examples of algebras constructed by twisting multiplicative structure 
include skew polynomial rings and skew group rings. The twist of Leavitt path algebras 
that we study here is a twist in the sense of Artin, Tate and Van den Bergh. A notion 
of twist of a graded algebra A was introduced by Artin, Tate, and Van den Bergh in 
[10] as a deformation of the original graded product of A with the help of a graded 
automorphism of A. Let σ be an automorphism of the graded algebra A = ⊕An. Define 
a new multiplication � on the underlying graded K-module ⊕An by a �b = aσn(b) where 
a and b are homogeneous elements in A = ⊕An and deg(a) = n. The new graded algebra 
with the same underlying graded K-module ⊕An and the new graded product � is called 
the twist of A and is denoted as Aσ.

This notion of twist of a graded algebra was later generalized by Zhang in [28], where 
he introduced the concept of twisting of graded product with the help of a twisting 
system. Let τ = {τn | n ∈ Z} be a set of graded K-linear automorphisms of A = ⊕An. 
Then τ is called a twisting system if τn(yτm(z)) = τn(y)τn+m(z) for all n, m, l ∈ Z

and y ∈ Am, z ∈ Al. For example, if σ is a graded algebra automorphism of A, then 
τ = {σn | n ∈ Z} is a twisting system. Thus, the twist of a graded algebra in the sense 
of Artin-Tate-Van den Bergh can be viewed as a special case of the twist introduced by 
Zhang. Such a twist of a graded algebra is now known as Zhang twist.

Zhang twist of a graded algebra has played a vital role in the interaction of non-
commutative algebra with noncommutative projective geometry. The fundamental idea 
behind the noncommutative projective scheme defined by Artin and Zhang [11] is to give 
up on the actual geometric space and instead generalize only the category of coherent 
sheaves to the noncommutative case. In the case of commutative algebras, Serre’s the-
orem established that studying the category of quasi-coherent sheaves on a projective 
variety is essentially the same as studying the quotient category of graded modules. The 
definition of noncommutative projective space is motivated by Serre’s result.

Let A be a right noetherian graded algebra. We denote by Gr−A the category of 
graded right A-modules with morphisms being graded homomorphisms of degree zero. 
An element x of a graded right A-module M is called torsion if xA≥s = 0 for some 
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s. The torsion elements in M form a graded A-submodule which is called the torsion 
submodule of M . The torsion modules form a subcategory for which we use the notation 
Tors(A) := the full subcategory of Gr−A of torsion modules. We denote QGr−A := the 
quotient category Gr−A/ Tors(A). We will use the lower case notations gr−A, qgr−A

to indicate that we are working with finitely generated A-modules. Since qgr−A is a 
quotient category of gr−A, it inherits two structures: the object A which is the image 
in qgr−A of AA, and the shift operator s on qgr−A, which is the automorphism of the 
category qgr−A determined by the shift on gr−A. The triple (qgr−A, A, s) is called 
the noncommutative projective scheme associated to A, denoted as proj−A. We refer 
the reader to [11] for more details on noncommutative projective scheme.

One of the main features of the study of Zhang twist of a graded algebra is that if an 
algebra B is isomorphic to the Zhang twist of an algebra A, then their graded module 
categories Gr−A and Gr−B are equivalent. If the algebra A is noetherian, then this 
equivalence restricts to the subcategories of finitely generated modules to give an equiva-
lence gr−A ∼= gr−B. Moreover, the subcategories of modules which are torsion (that is, 
finite-dimensional over K) also correspond, and so we have an equivalence between the 
quotient categories qgr−A and qgr−B. As a consequence it follows that their noncom-
mutative projective schemes proj−A and proj−B are equivalent. Since Zhang twist of a 
commutative graded algebra by a non-identity automorphism yields a noncommutative 
graded algebra, this gives us a tool to construct examples of noncommutative graded 
algebras whose noncommutative projective schemes are isomorphic to commutative pro-
jective schemes. It is known that many fundamental properties like Gelfand-Kirillov 
dimension and Artin-Schelter regularity are preserved under Zhang twist whereas some 
ring-theoretic properties such as being a prime ring or being a PI ring are not preserved 
under Zhang twist.

In this paper we initiate the study of Zhang twist of Leavitt path algebras with a larger 
goal to develop the geometric theory of Leavitt path algebras. In Section 3, we twist the 
multiplicative structure of Leavitt path algebras with the help of graded automorphisms 
constructed in Section 2. In a rather surprising result we show that the Leavitt path 
algebra LK(E) of an arbitrary graph E may be embedded into the Zhang twist LK(E)ϕP

by any graded automorphism ϕP introduced in Corollary 2.3 (Proposition 3.2), and the 
embedding is not an isomorphism in general (Examples 3.11 (3)). Geometrically, this 
means that any noetherian Leavitt path algebra always embeds in another algebra with 
the same projective scheme. We also characterize Leavitt path algebras LK(Rn) of the 
rose graph Rn with n petals that are rigid to Zhang twist in the sense that LK(Rn)
turns out to be isomorphic to its Zhang twist with respect to graded automorphisms 
constructed in Section 2 (Theorem 3.5 and Corollary 3.10).

Automorphism of an algebra helps in constructing new twisted irreducible represen-
tations. It is not difficult to see that if M is an irreducible representation of an algebra A
and σ is an automorphism of A then Mσ is also an irreducible representation where Mσ

is the same vector space as M with the module operation given as a.m = σ(a)m for any 
a ∈ A. This new irreducible representation Mσ of A is called a twisted representation. 
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In another application to our constructions of automorphisms, we study the irreducible 

representations of the Leavitt path algebra of rose graph Rn with n petals in the last 
section of this paper.

In a seminal work [14], Chen constructed irreducible representations of Leavitt path 

algebras using infinite paths. For an infinite path p in E, Chen constructed a simple 

module V[p] for the Leavitt path algebra LK(E) of an arbitrary graph E where [p]
is the equivalence class of infinite paths tail-equivalent to p. Later, in [9], Ara and 

Rangaswamy characterized Leavitt path algebras which admit only finitely presented 

irreducible representations. In [7], Ánh and the first author constructed a new class of 
simple LK(E)-modules, Sf

c associated to pairs (f, c) consisting of simple closed paths 
c together with irreducible polynomials f ∈ K[x]. We should note that Ara and Ran-
gaswamy [9] classified all simple modules over the Leavitt path algebra of a finite graph 

in which every vertex is in at most one cycle. Their result induces our investigation of 
simple modules for Leavitt path algebras of graphs having a vertex that is in at least 
two cycles. The most important case of this class is the Leavitt path algebra of a rose 

graph with n ≥ 2 petals.
For Leavitt path algebra LK(Rn) of the rose graph Rn with n petals, in [21] Kuroda 

and the first author constructed additional classes of simple LK(Rn)-modules by studying 

the twisted modules of the simple modules Sf
c under Anick type automorphisms of 

LK(Rn) mentioned in Corollary 2.9. In Section 4, we define a new simple left LK(Rn)-
module V P

[α] := (V[α])ϕ
−1
P which is a twist of the simple LK(Rn)-module V[α] by the graded 

automorphism ϕ−1
P mentioned in Proposition 2.7, where α is an infinite path in Rn and 

P ∈ GLn(K), and classify completely these simple modules (Theorems 4.2 and 4.5). Also, 
in Theorem 4.2, we show that V P

[α]
∼= LK(Rn)/ 

⊕∞
m=0 LK(Rn)(ϕP (εm) − ϕP (εm+1)) for 

all irrational path α = ei1 · · · eim · · · , where ε0 := v, εm = ei1 · · · eime∗im · · · e∗i1 for all 
m ≥ 1, and the graded automorphism ϕP is defined in Proposition 2.7. Consequently, 
V P

[α] is not finitely presented. Moreover, we show that there are infinitely many isomorphic 

classes of these simple modules (Corollaries 4.3 and 4.4). For a simple closed path c in 

Rn, we show in Theorem 4.5 that the twisted module V P
[c∞] is finitely presented for all 

P ∈ GLn(K) and V P
[c∞]

∼= LK(Rn)/LK(Rn)(v − ϕP (c)). Furthermore, we obtain that 
there are infinitely many isomorphic classes of these simple modules (Corollary 4.6). We 

conclude this paper by giving a list of some classes of pairwise non-isomorphic simple 

modules over LK(Rn) in Theorem 4.7.
Throughout the paper, all algebras are associative over a field, not necessary with 

identity but having local units. Modules are considered with respect to algebras, that 
means, they are also at the same time vector spaces over a field. Modules are unitary
in the sense that each of their elements is fixed by an appropriate idempotent. Algebra 

homomorphisms are defined in the standard manner. Homomorphisms between algebras 
with identity are algebra homomorphisms having the identity-preserving property.
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2. On graded automorphisms of Leavitt path algebras

Cuntz [17] showed that there is a one-to-one correspondence between unitary elements 
of the Cuntz algebra On and endomorphisms of On via u �−→ λu where λu(Si) = uSi, 
and provided criteria for these endomorphisms to be automorphisms. In [16], motivated 
by Cuntz’s results, Conti, Hong and Szymański introduced a class of endomorphisms 
fixing all vertex projections λu of C∗(E) corresponding to unitaries in the multiplier al-
gebra M(C∗(E)) which commute with all vertex projections. Then, they studied localized 
automorphisms of the graph algebra C∗(E) of a finite graph without sink (i.e., automor-
phisms λu corresponding to unitaries u from the algebraic part of the core AF-subalgebra 
which commute with the vertex projections), and gave combinatorial criteria for localized 
endomorphisms corresponding to permutation unitaries to be automorphisms.

Szymański et al. [12,19] studied permutative automorphisms and polynomial endo-
morphisms of graph C∗-algebras C∗(E) and Leavitt path algebras LK(E), where E is 
a finite graph without sinks or sources in which every cycle has an exit, and K is an 
integral domain of characteristic 0. Kuroda and the first author [21, Section 2] gave a 
method to construct endomorphisms and automorphisms fixing all vertices of Leavitt 
path algebras LK(E) of arbitrary graphs E over an arbitrary field K, by using special 
pairs (P, Q) consisting of matrices in Mn(LK(E)) which commute with all vertices in E, 
where n is an arbitrary positive integer.

The first aim of this section is to completely describe endomorphisms introduced 
in [21], and give criteria for these endomorphisms to be automorphisms. Before giving 
these constructions for automorphisms of Leavitt path algebras, we begin this section 
by recalling some useful notions of graph theory.

A (directed) graph is a quadruplet E = (E0, E1, s, r) which consists of two disjoint sets 
E0 and E1, called the set of vertices and the set of edges respectively, together with two 
maps s, r : E1 −→ E0. The vertices s(e) and r(e) are referred to as the source and the 
range of the edge e, respectively. A vertex v for which s−1(v) is empty is called a sink; a 
vertex v is regular if 0 < |s−1(v)| < ∞; a vertex v is an infinite emitter if |s−1(v)| = ∞; 
and a vertex is singular if it is either a sink or an infinite emitter.

A finite path of length n in a graph E is a sequence p = e1 · · · en of edges e1, . . . , en
such that r(ei) = s(ei+1) for i = 1, . . . , n − 1. In this case, we say that the path p starts 
at the vertex s(p) := s(e1) and ends at the vertex r(p) := r(en), we write |p| = n for the 
length of p. We consider the elements of E0 to be paths of length 0. We denote by E∗

the set of all finite paths in E. An edge f is an exit for a path p = e1 · · · en if s(f) = s(ei)
but f �= ei for some 1 ≤ i ≤ n. A finite path p of positive length is called a closed path 
based at v if v = s(p) = r(p). A cycle is a closed path p = e1 · · · en, and for which the 
vertices s(e1), s(e2), . . . , s(en) are distinct. A closed path c in E is called simple if c �= dn

for any closed path d and integer n ≥ 2. We denoted by SCP (E) the set of all simple 
closed paths in E.



T.G. Nam et al. / Journal of Algebra 654 (2024) 189–234 195
Definition 2.1. For an arbitrary graph E = (E0, E1, s, r) and any field K, the Leavitt 
path algebra LK(E) of the graph E with coefficients in K is the K-algebra generated 
by the union of the set E0 and two disjoint copies of E1, say E1 and {e∗ | e ∈ E1}, 
satisfying the following relations for all v, w ∈ E0 and e, f ∈ E1:

(1) vw = δv,ww;
(2) s(e)e = e = er(e) and e∗s(e) = e∗ = r(e)e∗;
(3) e∗f = δe,fr(e);
(4) v =

∑
e∈s−1(v) ee

∗ for any regular vertex v;

where δ is the Kronecker delta.

If E0 is finite, then LK(E) is a unital ring having identity 1 =
∑

v∈E0 v (see, e.g. [3, 
Lemma 1.6]). It is easy to see that the mapping given by v �−→ v for all v ∈ E0, and 
e �−→ e∗, e∗ �−→ e for all e ∈ E1, produces an involution on the algebra LK(E), and 
for any path p = e1e2 · · · en, the element e∗n · · · e∗2e∗1 of LK(E) is denoted by p∗. It can 
be shown ([3, Lemma 1.7]) that LK(E) is spanned as a K-vector space by {pq∗ | p, q ∈
E∗, r(p) = r(q)}. Indeed, LK(E) is a Z-graded K-algebra: LK(E) = ⊕n∈ZLK(E)n, 
where for each n ∈ Z, the degree n component LK(E)n is the set spanK{pq∗ | p, q ∈
E∗, r(p) = r(q), |p| − |q| = n}.

The Leavitt path algebra LK(E) of a graph E over field K has the following universal 
property: if A is a K-algebra generated by a family of elements {av, be, ce∗ | v ∈ E0, e ∈
E1} satisfying the relations analogous to (1) - (4) in Definition 2.1, then there exists a 
unique K-algebra homomorphism ϕ : LK(E) −→ A given by ϕ(v) = av, ϕ(e) = be and 
ϕ(e∗) = ce∗ . We will refer to this property as the Universal Property of LK(E).

As usual, for any ring R, for any endomorphism f ∈ End(R) and for any A ∈ Mn(R), 
we denote by f(A) the matrix (f(ai,j)) ∈ Mn(R), and denote by Am the matrix 
Af(A) · · · fm−1(A) ∈ Mn(R) for every m ≥ 1, where f0 := idR. For any Z-graded 
algebra A over a field K, we denote by Endgr(A) the K-algebra of all graded endo-
morphisms of A, and denote by Autgr(A) the group of all graded automorphisms of 
A.

We are now in a position to establish the main result of this section providing a 
method to construct endomorphisms and automorphisms fixing all vertices of Leavitt 
path algebras of arbitrary graphs over an arbitrary field in terms of general linear groups 
over corners of these algebras.

Theorem 2.2. Let K be a field, n a positive integer, E a graph, and v and w vertices in 
E (they may be the same). Let e1, e2, . . . , en be distinct edges in E with s(ei) = v and 
r(ei) = w for all 1 ≤ i ≤ n. Let P be an element of GLn(wLK(E)w) with P = (pi,j)
and P−1 = (p′i,j). Then the following statements hold:

(1) There exists a unique injective homomorphism ϕP : LK(E) −→ LK(E) of K-
algebras satisfying
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ϕP (u) = u, ϕP (e) = e and ϕP (e∗) = e∗

for all u ∈ E0 and e ∈ E1 \ {e1, . . . , en}, and

ϕP (ei) =
n∑

k=1

ekpk,i and ϕP (e∗i ) =
n∑

k=1

p′i,ke
∗
k

for all 1 ≤ i ≤ n.
(2) For every Q ∈ GLn(wLK(E)w), ϕP = ϕQ if and only if P = Q. Consequently, 

ϕP = idLK(E) if and only if P is the identity matrix of Mn(wLK(E)w).
(3) ϕPϕQ = ϕ

PϕP (Q) for all Q ∈ GLn(wLK(E)w). In particular, ϕm
P = ϕPm

for all 
positive integer m.

(4) ϕP is an isomorphism if and only if P−1 = ϕP (Q) for some Q ∈ GLn(wLK(E)w). 
In this case, ϕ−1

Pm
= ϕQm

, Pm = ϕPm
(Q−1

m ) and P−1
m = ϕPm

(Qm) for all m ≥ 1. In 
particular, if ϕP (P ) = P or ϕP (P−1) = P−1, then ϕP is an isomorphism and ϕm

P = ϕPm

for all integer m.
If, in addition, |s−1(v)| = n, then we have the following:
(5) For every K-algebra homomorphism λ : LK(E) −→ LK(E) with λ(u) = u, λ(e) =

e and λ(e∗) = e∗ for all u ∈ E0 and e ∈ E1 \ {e1, . . . , en}, there exists a unique matrix 
P = (pi,j) ∈ GLn(wLK(E)w) such that pi,j = e∗i λ(ej) for all 1 ≤ i, j ≤ n and λ = ϕP .

(6) We denote by Endv,w(LK(E)) the set of all endomorphisms λ of LK(E) with 
λ(u) = u, λ(e) = e and λ(e∗) = e∗ for all u ∈ E0 and e ∈ E1 \ {e1, . . . , en}. Then, 
the map Φ : (GLn(wLK(E)w), �) −→ Endv,w(LK(E)), P �−→ ϕP , is a monoid isomor-
phism, where the multiplication law “�” is defined by

P � Q = PϕP (Q)

for all P, Q ∈ GLn(wLK(E)w).

Proof. (1) The existence of a unique homomorphism ϕP : LK(E) −→ LK(E) of K-
algebras with the desired property follows from [21, Theorem 2.2 (i)]. For the sake of 
completeness, we give a sketch of the proof. We define the elements {Qu : u ∈ E0} and 
{Te, Te∗ : e ∈ E1} by setting Qu = u,

Te =
{∑n

k=1 ekpk,i if e = ei for some 1 ≤ i ≤ n

e otherwise.

and

Te∗ =
{∑n

k=1 p
′
i,ke

∗
k if e = ei for some 1 ≤ i ≤ n

e∗ otherwise.

and show that these elements form a generating set for LK(E) with the same relations 
as defining relations for Leavitt path algebra (see [21, Theorem 2.2 (i)] for details). 
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Therefore, by the Universal Property of Leavitt path algebras, there exists a unique 
homomorphism ϕP : LK(E) −→ LK(E) of K-algebras satisfying ϕP (u) = Qu, ϕP (e) =
Te, ϕP (e∗) = Te∗ for all u ∈ E0 and e ∈ E1. Consequently, we have ϕP (u) = u, ϕP (e) =
e and ϕP (e∗) = e∗ for all u ∈ E0 and e ∈ E1 \ {e1, . . . , en}, and

ϕP (ei) =
n∑

k=1

ekpk,i and ϕP (e∗i ) =
n∑

k=1

p′i,ke
∗
k

for all 1 ≤ i ≤ n.
We next prove that ϕP is injective by following the proof of [21, Theorem 2.2 (ii)]. 

To the contrary, suppose there exists a nonzero element x ∈ ker(ϕP ). Then, by the 
Reduction Theorem (see, e.g., [2, Theorem 2.2.11]), there exist a, b ∈ LK(E) such that 
either axb = u �= 0 for some u ∈ E0, or axb = p(c) �= 0, where c is a cycle in E without 
exits and p(x) is a nonzero polynomial in K[x, x−1].

In the first case, since axb ∈ ker(ϕP ), this would imply that u = ϕP (u) = 0 in LK(E); 
but each vertex is well-known to be a nonzero element inside the Leavitt path algebra, 
which is a contradiction.

So we are in the second case: there exists a cycle c in E without exits such that 
axb =

∑m
i=−l kic

i �= 0, where ki ∈ K, l and m are nonnegative integers, and we interpret 
ci as (c∗)−i for negative i, and we interpret c0 as u := s(c). Write c = g1g2 · · · gt, where 
gi ∈ E1 and t is a positive integer. If gi ∈ E1 \ {e1, . . . , en} for all 1 ≤ i ≤ t, then 
ϕP (c) = c and ϕP (c∗) = c∗, so 0 �=

∑m
i=−l kic

i =
∑m

i=−l kiϕP (ci) = ϕP (axb) = 0 in 
LK(E), a contradiction. Consider the case that there exists a 1 ≤ k ≤ t such that gk = ei
for some i. Then, since c is a cycle without exits, we must have n = 1 and k is a unique 
element such that gk = e1. Let α := gk+1 · · · gtg1 · · · gk−1e1. We have that α is a cycle in 
E without exits and s(α) = w. Since n = 1, P = p1,1 and P−1 = p′1,1 are two elements 
of wLK(E)w with p1,1p

′
1,1 = w = p′1,1p1,1, so p1,1 is a unit of wLK(E)w with p−1

1,1 = p′1,1. 
By [2, Lemma 2.2.7], we have

wLK(E)w = {
h∑
i=l

kiα
i | ki ∈ K, l ≤ h, h, l ∈ Z} ∼= K[x, x−1]

via an isomorphism that sends v to 1, α to x and α∗ to x−1, and so p1,1 = aαs and 
p′1,1 = a−1α−s for some a ∈ K \ {0} and s ∈ Z. If s ≥ 0, then

ϕP (c) = ϕP (g1 · · · gk−1e1gk+1 · · · gt) = (g1 · · · gk−1)e1p1,1(gk+1 · · · gt) =

= (g1 · · · gk−1e1)aαs(gk+1 · · · gt) = a(g1 · · · gk−1e1)αs(gk+1 · · · gt) = acs+1,

and

ϕP (c∗) = ϕP (g∗t · · · g∗k+1e
∗
1g

∗
k−1 · · · g∗1) = (g∗t · · · g∗k+1)p′1,1e∗1(g∗k−1 · · · g∗1) =

= a−1(g∗t · · · g∗k+1)α−s(e∗1g∗k−1 · · · g∗1) = (g∗t · · · g∗k+1)(α∗)s(e∗1g∗k−1 · · · g∗1) =
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= a−1(c∗)s+1.

If s < 0, then

ϕP (c) = ϕP (g1 · · · gk−1e1gk+1 · · · gt) = (g1 · · · gk−1)e1p1,1(gk+1 · · · gt) =

= (g1 · · · gk−1e1)aαs(gk+1 · · · gt) = a(g1 · · · gk−1e1)(α∗)−s(gk+1 · · · gt) =

= a(c∗)−s−1 = a(c∗)−s−1 = acs+1,

and

ϕP (c∗) = ϕP (g∗t · · · g∗k+1e
∗
1g

∗
k−1 · · · g∗1) = (g∗t · · · g∗k+1)p′1,1e∗1(g∗k−1 · · · g∗1) =

= a−1(g∗t · · · g∗k+1)α−s(e∗1g∗k−1 · · · g∗1) = (g∗t · · · g∗k+1)(α∗)−s(e∗1g∗k−1 · · · g∗1) =

= a−1(c∗)−s−1 = a−1cs+1.

Therefore, we obtain that ϕP (cl) = alcl(s+1) for all l ∈ Z, and

0 �=
m∑

i=−l

kia
ici(s+1) =

m∑
i=−l

kiϕP (ci) = ϕP (axb) = 0

in LK(E), which is a contradiction.
In any case, we arrive at a contradiction, and so we infer that ϕP is injective, as 

desired.
(2) Assume that Q = (qi,j) ∈ GLn(wLK(E)w) and ϕP = ϕQ. We then have ∑n
k=1 ekpk,j = ϕP (ej) = ϕQ(ej) =

∑n
k=1 ekqk,j for all 1 ≤ j ≤ n, and so

pi,j = wpi,j = e∗i (
n∑

k=1

ekpk,j) = e∗i (
n∑

k=1

ekqk,j) = wqi,j = qi,j

for all 1 ≤ i, j ≤ n. This implies that P = Q. The converse is obvious.
(3) Suppose Q is an element of GLn(wLK(E)w) with Q = (qi,j) and Q−1 = (q′i,j). 

We then have PϕP (Q) ∈ GLn(wLK(E)w) and (PϕP (Q))−1 = ϕP (Q−1)P−1.
We claim that ϕPϕQ = ϕ

PϕP (Q). It suffices to check that

ϕPϕQ(ei) = ϕ
PϕP (Q)(ei) and ϕPϕQ(e∗i ) = ϕ

PϕP (Q)(e∗i ) for all 1 ≤ i ≤ n.

For each 1 ≤ i ≤ n, by definition of ϕQ, ϕQ(ei) =
∑n

k=1 ekqk,i and ϕQ(e∗i ) =∑n
k=1 q

′
i,ke

∗
k, so

ϕPϕQ(ei) = ϕP (
n∑

k=1

ekqk,i) =
n∑

k=1

ϕP (ek)ϕP (qk,i) =
n∑

k=1

n∑
l=1

elpl,kϕP (qk,i)

=
n∑

l=1

el(
n∑

k=1

pl,kϕP (qk,i)) = ϕ
PϕP (Q)(ei)
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and

ϕPϕQ(e∗i ) = ϕP (
n∑

k=1

q′i,ke
∗
k) =

n∑
k=1

ϕP (q′i,k)ϕP (e∗k) =
n∑

k=1

n∑
l=1

ϕP (q′i,k)p′k,le∗l

=
n∑

l=1

(
n∑

k=1

ϕP (q′i,k)p′k,l)e∗l = ϕ
PϕP (Q)(e∗i ),

proving the claim.
We show that ϕm

P = ϕPm
for all positive integer m. First, note that Pm ∈

GLn(wLK(E)w) with P−1
m = ϕm−1

P

(
P−1) · · ·ϕP

(
P−1)P−1. We use induction on m

to establish the fact ϕm
P = ϕPm

for all m ≥ 1. If m = 1, then the fact is obvious. Now 
we proceed inductively. For m > 1, by the induction hypothesis, ϕm−1

P = ϕPm−1 , and so

ϕm
P = ϕPϕ

m−1
P = ϕPϕPm−1 = ϕ

PϕP (Pm−1) = ϕPm
,

as desired.
(4) (⇒) Assume that ϕP is an isomorphism, that means, there exists a matrix Q ∈

GLn(wLK(E)w) such that ϕPϕQ = idLK(E). Then, by item (3), ϕ
PϕP (Q) = idLK(E), and 

so PϕP (Q) is the identity of Mn(wLK(E)w) by item (2). This shows that P−1 = ϕP (Q).
(⇐) Assume that P−1 = ϕP (Q) for some Q ∈ GLn(wLK(E)w). Then, by item (3), 

ϕPϕQ = ϕ
PϕP (Q) = ϕPP−1 = idLK(E), and so ϕP is surjective. By item (1), ϕP is 

always injective, and hence ϕP is an isomorphism with ϕ−1
P = ϕQ. This implies that 

idLK(E) = ϕm
P ϕm

Q = ϕPm
ϕQm

= ϕ
PmϕPm

(Qm) , so ϕ−1
Pm

= ϕQm
and PmϕPm

(Qm) = wIn

for all m ≥ 1. Consequently, Pm = ϕPm
(Q−1

m ) and P−1
m = ϕPm

(Qm) for all m ≥ 1.
In particular, suppose ϕP (P ) = P . Since ϕP is a K-algebra homomorphism, 

PϕP (P−1) = ϕP (P )ϕP (P−1) = ϕP (PP−1) = ϕP (wIn) = wIn, so P−1 = ϕP (P−1). 
Similarly, we obtain that if P−1 = ϕP (P−1), then P = ϕP (P ). Hence, in any case, we 
have that P = ϕP (P ) and P−1 = ϕP (P−1). We then have PmϕP (Pm) = wIn for all 
m ∈ Z, so ϕP is an isomorphism and ϕm

P = ϕPm for all m ∈ Z.
(5) Assume that |s−1(v)| = n and let λ : LK(E) → LK(E) be a K-algebra homomor-

phism with λ(u) = u, λ(e) = e and λ(e∗) = e∗ for all u ∈ E0 and e ∈ E1 \ {e1, . . . , en}. 
We then have

λ(ei) = λ(eiw) = λ(ei)λ(w) = λ(ei)w

and

λ(e∗i ) = λ(we∗i ) = λ(w)λ(e∗i ) = wλ(e∗i )

for all 1 ≤ i ≤ n, so e∗i λ(ej) and λ(e∗i )ej ∈ wLK(E)w for all 1 ≤ i ≤ n.
Let P = (pi,j) and P ′ = (p′i,j) ∈ Mn(wLK(E)w) with pi,j = e∗i λ(ej) and p′i,j =

λ(e∗i )ej for all 1 ≤ i, j ≤ n. We claim that P ∈ GLn(wLK(E)w) with P−1 = P ′. Indeed, 
since |s−1(v)| = n, we must have s−1(v) = {e1, e2, . . . , en} and v =

∑n
i=1 eie

∗
i , and so
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n∑
k=1

pi,kp
′
k,j =

n∑
k=1

e∗i λ(ek)λ(e∗k)ej = e∗i λ(
n∑

k=1

eke
∗
k)ej = e∗i λ(v)ej = δi,jw

and

n∑
k=1

p′i,kpk,j =
n∑

k=1

λ(e∗i )eke∗kλ(ej) = λ(e∗i )(
n∑

k=1

eke
∗
k)λ(ej) = λ(e∗i ej) = δi,jw

for all 1 ≤ i, j ≤ n, where δ is the Kronecker delta. This implies that PP ′ = wIn = P ′P , 
showing the claim.

We show that λ = ϕP . It suffices to check that λ(ei) = ϕP (ei) and λ(e∗i ) = ϕP (e∗i )
for all 1 ≤ i ≤ n. For each 1 ≤ i ≤ n, by definition of ϕP , we have

ϕ(ei) =
n∑

k=1

eke
∗
kλ(ei) = (

n∑
k=1

eke
∗
k)λ(ei) = vλ(ei) = λ(vei) = λ(ei)

and

ϕ(e∗i ) =
n∑

k=1

λ(e∗i )eke∗k = λ(e∗i )(
n∑

k=1

eke
∗
k) = λ(ei)v = λ(e∗i v) = λ(e∗i ),

as desired.
(6) We always have that (GLn(wLK(E)w), �) is a monoid with identity element wIn. 

Then, the statement immediately follows from items (1), (2), (3) and (5), thus finishing 
the proof. �

Consequently, we obtain a method to construct graded endomorphisms and graded 
automorphisms of Leavitt path algebras of arbitrary graphs over an arbitrary field in 
terms of general linear groups over corners of these algebras.

Corollary 2.3. Let K be a field, n a positive integer, E a graph, and v and w vertices in 
E (they may be the same). Let e1, e2, . . . , en be distinct edges in E with s(ei) = v and 
r(ei) = w for all 1 ≤ i ≤ n. Let P be an element of GLn(wLK(E)0w) with P = (pi,j)
and P−1 = (p′i,j). Then the following statements hold:

(1) There exists a unique graded homomorphism ϕP : LK(E) −→ LK(E) of K-
algebras satisfying

ϕP (u) = u, ϕP (e) = e and ϕP (e∗) = e∗

for all u ∈ E0 and e ∈ E1 \ {e1, . . . , en}, and

ϕP (ei) =
n∑

k=1

ekpk,i and ϕP (e∗i ) =
n∑

k=1

p′i,ke
∗
k
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for all 1 ≤ i ≤ n.
(2) ϕP is a graded isomorphism if and only if P−1 = ϕP (Q) for some Q ∈

GLn(wLK(E)0w). In this case, ϕ−1
Pm

= ϕQm
, Pm = ϕPm

(Q−1
m ) and P−1

m = ϕPm
(Qm)

for all m ≥ 1. In particular, if ϕP (P ) = P or ϕP (P−1) = P−1, then ϕP is a graded 
isomorphism and ϕm

P = ϕPm for all integer m.
(3) Assume that |s−1(v)| = n and we denote by Endgrv,w(LK(E)) the set of all graded 

endomorphisms λ of LK(E) with λ(u) = u, λ(e) = e and λ(e∗) = e∗ for all u ∈ E0 and 
e ∈ E1 \ {e1, . . . , en}. Then, the map Φ : (GLn(wLK(E)0w), �) −→ Endgrv,w(LK(E)), 
P �−→ ϕP , is a monoid isomorphism, where the multiplication law “�” is defined by

P � Q = PϕP (Q)

for all P, Q ∈ GLn(wLK(E)0w).

Proof. (1) By Theorem 2.2, there exists a unique homomorphism ϕP : LK(E) −→
LK(E) of K-algebras satisfying ϕP (u) = u, ϕP (e) = e and ϕP (e∗) = e∗ for all u ∈ E0

and e ∈ E1 \ {e1, . . . , en}, and

ϕP (ei) =
n∑

k=1

ekpk,i and ϕP (e∗i ) =
n∑

k=1

p′i,ke
∗
k

for all 1 ≤ i ≤ n. It is obvious that ϕP (u) has degree 0 for all u ∈ E0. Since pi,j and 
p′i,j ∈ LK(E)0 for all 1 ≤ i, j ≤ n, ϕP (e) has degree 1 and ϕP (e∗) has degree −1 for all 
e ∈ E1. Therefore, ϕP is a Z-graded homomorphism.

(2) It immediately follows from Theorem 2.2 (4).
(3) We note that for all P, Q ∈ GLn(wLK(E)0w), we obtain that ϕP (Q) ∈

GLn(wLK(E)0w) (by item (1)) and P � Q = PϕP (Q) ∈ GLn(wLK(E)0w), and so 
GLn(wLK(E)0w) is a submonoid of the monoid (GLn(wLK(E)w), �). Then, by Theo-
rem 2.2 (6), the map Φ : (GLn(wLK(E)0w), �) −→ Endgrv,w(LK(E)), P �−→ ϕP , is a 
monoid injection.

We claim that Φ is surjective. Indeed, let λ ∈ Endgrv,w(LK(E)). Then, by Theorem 2.2
(5), there exists a unique matrix P = (pi,j) ∈ GLn(wLK(E)w) such that pi,j = e∗i λ(ej)
for all 1 ≤ i, j ≤ n and λ = ϕP . Since λ is a graded homomorphism, λ(ej) has degree 1
for all 1 ≤ j ≤ n, and so pi,j = e∗i λ(ej) ∈ LK(E)0 for all 1 ≤ i, j ≤ n. This implies that 
P ∈ GLn(wLK(E)0w) and Φ(P ) = ϕP = λ, showing the claim. Therefore, we have that 
Φ is a monoid isomorphism, thus finishing the proof. �

For clarification, we illustrate Theorem 2.2 and Corollary 2.3 by presenting the fol-
lowing example, which describes completely all (graded) endomorphisms and (graded) 
automorphism of the Levitt path algebra of the rose graph R1 with one petal.
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Examples 2.4. Let K be a field and R1 be the following graph.

R1 = •v

e

Then LK(R1) ∼= K[x, x−1] via an isomorphism that sends v to 1, e to x and e∗ to 
x−1. We then have that the group U(LK(R1)) of units of LK(R1) is exactly the set 
{aem | a ∈ K \ {0}, m ∈ Z}. For any P = aem ∈ U(LK(R1)), by Theorem 2.2 (1), we 
have the endomorphism ϕP defined by: v �−→ v, e �−→ aem+1 and e∗ �−→ a−1e−m−1. By 
Theorem 2.2 (6), End(LK(R1)) is exactly the set {ϕP | P ∈ U(LK(R1))}. We note that 
a−1e−m = P−1 = ϕP (bel) if and only if m = l = 0 and b = a−1, or m = l = −2 and 
b = a. By Theorem 2.2 (4), the automorphism group Aut(LK(R1)) of LK(R1) is exactly 
the set {ϕa, ϕbe−2 | a, b ∈ K \ {0}}.

We have that LK(R1)0 = K, and so Endgr(LK(R1)) is exactly the set {ϕa | a ∈
K \ {0}} (by Corollary 2.3 (1)), which is isomorphic to the group K \ {0}. We also have 
that Autgr(LK(R1)) is equal to Endgr(LK(R1)).

The next aim of this section is to completely describe (graded) endomorphisms and 
(graded) automorphisms of the Leavitt algebra of type (1; n) in terms of the general 
linear group of degree n over this algebra.

Let K be a field and n ≥ 2 any integer. Then the Leavitt K-algebra of type (1; n), 
denoted by LK(1, n), is the K-algebra

K〈x1, . . . , xn, y1, . . . , yn〉/〈
n∑

i=1
xiyi − 1, yixj − δi,j1 | 1 ≤ i, j ≤ n〉.

Notationally, it is often more convenient to view LK(1, n) as the free associative K-
algebra on the 2n variables x1, . . . , xn, y1, . . . , yn subject to the relations 

∑n
i=1 xiyi = 1

and yixj = δi,j1 (1 ≤ i, j ≤ n); see [22] for more details.
For any integer n ≥ 2, we let Rn denote the rose graph with n petals having one vertex 

and n loops:

Rn = •v e1

e2
e3

en

...

Then LK(Rn) is defined to be the K-algebra generated by v, e1, . . . , en, e∗1, . . . , e∗n, 
satisfying the following relations

v2 = v, vei = ei = eiv, ve
∗
i = e∗i = e∗i v, e

∗
i ej = δi,jv and

n∑
i=1

eie
∗
i = v
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for all 1 ≤ i, j ≤ n. In particular v = 1LK(Rn).

Remark 2.5. By [2, Proposition 1.3.2] (see, also [21, Proposition 2.6]), LK(1, n) ∼=
LK(Rn) as K-algebras, by the mapping: 1 �−→ v, xi �−→ ei and yi �−→ e∗i for all 
1 ≤ i ≤ n. With this fact in mind, for the remainder of this article we investigate (graded) 
automorphisms of the Leavitt algebra LK(1, n) by equivalently investigating (graded) au-
tomorphisms of the Leavitt path algebra LK(Rn).

The following proposition describes completely endomorphisms and automorphisms 
of LK(Rn) in terms of the general linear group of degree n over LK(Rn).

Proposition 2.6. Let n ≥ 2 be a positive integer, K a field and Rn the rose graph with n
petals. Let P be an element of GLn(LK(Rn)) with P = (pi,j) and P−1 = (p′i,j). Then 
the following statements hold:

(1) There exists a unique injective homomorphism ϕP : LK(Rn) −→ LK(Rn) of K-
algebras satisfying ϕP (v) = v, ϕP (ei) =

∑n
k=1 ekpk,i and ϕP (e∗i ) =

∑n
k=1 p

′
i,ke

∗
k for all 

1 ≤ i ≤ n.
(2) ϕPϕQ = ϕ

PϕP (Q) for all Q ∈ GLn(LK(Rn)). In particular, ϕm
P = ϕPm

for all 
positive integer m.

(3) ϕP ∈ Aut(LK(Rn)) if and only if P−1 = ϕP (Q) for some Q ∈ GLn(LK(Rn)). 
In this case, ϕ−1

Pm
= ϕQm

, Pm = ϕPm
(Q−1

m ) and P−1
m = ϕPm

(Qm) for all m ≥ 1. In 
particular, if ϕP (P ) = P or ϕP (P−1) = P−1, then ϕP is an isomorphism and ϕm

P = ϕPm

for all integer m.
(4) The map Φ : (GLn(LK(Rn)), �) −→ End(LK(Rn)), P �−→ ϕP , is a monoid 

isomorphism, where the multiplication law “�” is defined by

P � Q = PϕP (Q)

for all P, Q ∈ GLn(LK(Rn)).

Proof. It immediately follows from Theorem 2.2. �
The following proposition describes completely graded endomorphisms and graded 

automorphisms of LK(Rn) in terms of the general linear group of degree n over LK(Rn)0.

Proposition 2.7. Let n ≥ 2 be a positive integer, K a field and Rn the rose graph with n
petals. Let P be an element of GLn(LK(Rn)0) with P = (pi,j) and P−1 = (p′i,j). Then 
the following statements hold:

(1) There exists a unique graded homomorphism ϕP : LK(Rn) −→ LK(Rn) of K-
algebras satisfying ϕP (v) = v, ϕP (ei) =

∑n
k=1 ekpk,i and ϕP (e∗i ) =

∑n
k=1 p

′
i,ke

∗
k for all 

1 ≤ i ≤ n.
(2) ϕP ∈ Autgr(LK(Rn)) if and only if there exists a matrix Q ∈ GLn(LK(Rn)0) such 

that P−1 = ϕP (Q). In this case, ϕ−1
P = ϕQm

, Pm = ϕPm
(Q−1

m ) and P−1
m = ϕPm

(Qm)

m
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for all m ≥ 1. In particular, if ϕP (P ) = P or ϕP (P−1) = P−1, then ϕP is a graded 
isomorphism and ϕm

P = ϕPm for all integer m.
(3) The map Φ : (GLn(LK(Rn)0), �) −→ Endgr(LK(Rn)), P �−→ ϕP , is a monoid 

isomorphism, where the multiplication law “�” is defined by

P � Q = PϕP (Q)

for all P, Q ∈ GLn(LK(Rn)0).

Proof. It immediately follows from Corollary 2.3. �
The following corollary gives that the general linear group GLn(K) of degree n

over a field K may be considered as a subgroup of the graded automorphism group 
Autgr(LK(Rn)) of LK(Rn).

Corollary 2.8. Let n ≥ 2 be a positive integer, K a field and Rn the rose graph with n
petals. Then, there exists an injective homomorphism Φ : GLn(K) −→ Autgr(LK(Rn))
of groups such that Φ(P ) = ϕP for all P ∈ GLn(K).

Proof. By Proposition 2.7 (3), the map Φ : (GLn(LK(Rn)0), �) −→ Endgr(LK(Rn)), 
defined by P �−→ ϕP , is a monoid isomorphism, where the multiplication law “�” is 
defined by

P � Q = PϕP (Q)

for all P, Q ∈ GLn(LK(Rn)0). For all P and Q ∈ GLn(K), since ϕP (Q) = Q, we 
must have P � Q = PQ, so GLn(K) is a subgroup of the group of units of the monoid 
(GLn(LK(Rn)0), �). Moreover, since ϕP (P ) = P for all P ∈ GLn(K), and by Proposi-
tion 2.7, ϕP ∈ Autgr(LK(Rn)) for all P ∈ GLn(K). From these observations, we obtain 
that Φ|GLn(K) : GLn(K) −→ Autgr(LK(Rn)) is an injective homomorphism of groups, 
thus finishing the proof. �

In [21, Corollary 2.8] Kuroda and the first author introduced Anick type automor-
phisms of LK(Rn). We reproduce here these automorphisms. Namely, for any integer 
n ≥ 2 and any field K, we denote by ARn

(e1, e2) the K-subalgebra of LK(Rn) generated 
by

v, e1, e3, . . . , en, e
∗
2, . . . , e

∗
n.

We should note that by [6, Theorem 1] (see, also [23, Theorem 3.7]), the following 
elements form a basis of the K-algebra ARn

(e1, e2): (1) v, (2) p = ek1 · · · ekm
, where 

ki ∈ {1, 3, . . . , n}, (3) q∗ = e∗t1 · · · e∗th , where ti ∈ {2, 3, . . . , n}, (4) pq∗, where p and q∗

are defined as in items (2) and (3), respectively.
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For any p ∈ ARn
(e1, e2), let

Up =

⎛
⎜⎜⎝

1 p 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1

⎞
⎟⎟⎠ .

We then have Up ∈ GLn(LK(Rn)) with U−1
p = U−p and

UpUq = Up+q

for all p, q ∈ ARn
(e1, e2). Also, for any p ∈ ARn

(e1, e2), by Theorem 2.2, we obtain the 
endomorphism ϕUp

of LK(Rn) defined by: v �−→ v, ei �−→ ei for all i ∈ {1, 3, . . . , n}, 
e∗j �−→ e∗j for all 2 ≤ j ≤ n, e2 �−→ e2 +e1p and e∗1 �−→ e∗1−pe∗2. We note that ϕUp

(q) = q

for all q ∈ ARn
(e1, e2), and so ϕUp

(Uq) = Uq for all q ∈ ARn
(e1, e2). By Theorem 2.2, 

ϕUp
is an automorphism and ϕm

Up
= ϕUpm

for all p ∈ ARn
(e1, e2) and m ∈ Z. Moreover, 

if p ∈ ARn
(e1, e2) ∩ LK(Rn)0, then ϕUp

is a graded automorphism by Proposition 2.7. 
From these observations, we have the following interesting note.

Corollary 2.9. Let n ≥ 2 be a positive integer, K a field and Rn the rose graph with n
petals. Then, there is an injective homomorphism Φ : (ARn

(e1, e2), +) −→ Aut(LK(Rn))
of groups such that Φ(p) = ϕUp

for all p ∈ ARn
(e1, e2), and

Φ|ARn (e1,e2)∩LK(Rn)0 : (ARn
(e1, e2) ∩ LK(Rn)0,+) −→ Autgr(LK(Rn))

is an injective homomorphism of groups

Proof. By Proposition 2.6 (4), the map Φ : (GLn(LK(Rn)), �) −→ End(LK(Rn)), de-
fined by P �−→ ϕP , is a monoid isomorphism, where the multiplication law “�” is defined 
by

P � Q = PϕP (Q)

for all P, Q ∈ GLn(LK(Rn)). Since ϕUp
(Uq) = Uq for all p, q ∈ ARn

(e1, e2), we have

Up � Uq = UpϕUp
(Uq) = UpUq = Up+q

for all p, q ∈ ARn
(e1, e2). This implies that the map from (ARn

(e1, e2), +) to the group 
of units of the monoid (GLn(LK(Rn)), �), defined by p �−→ Up, is an injective homomor-
phism of groups. Hence, the group (ARn

(e1, e2), +) may be viewed as a subgroup of the 
group of units of the monoid (GLn(LK(Rn)), �), and so

Φ|AR (e1,e2) : (ARn
(e1, e2),+) −→ Aut(LK(Rn))
n
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is an injective homomorphism of groups satisfying the desired statements, thus finishing 
the proof. �

Next, we give a complete description of all automorphisms of LK(Rn) via the group 
of units U(LK(Rn)) of LK(Rn). To do so, we need the following useful remark.

Remark 2.10. Let n ≥ 2 be a positive integer, K a field and Rn the rose graph with 
n petals. Then, since LK(Rn) ∼= LK(Rn)n as left LK(Rn)-modules, we immediately 
obtain that LK(Rn) ∼= Mn(LK(Rn)) as K-algebras. The isomorphism and its inverse 
are, respectively, easy to write down explicitly:

s �−→ (e∗i sej) and M = (mi,j) �−→
∑

1≤i,j≤n

eimi,je
∗
j .

Using Theorem 2.2, Proposition 2.6 and Remark 2.10, we obtain the following inter-
esting corollary, which was studied by Cuntz in [17].

Corollary 2.11. Let n ≥ 2 be a positive integer, K a field, Rn the rose graph with n petals, 
U(LK(Rn)) the group of units of LK(Rn), and u an element of U(LK(Rn)). Then the 
following statements hold:

(1) The map fu : LK(Rn) −→ LK(Rn), defined by v �−→ v, ei �−→ uei and e∗i �−→
e∗i u

−1 for all 1 ≤ i ≤ n, is an injective homomorphism of K-algebras, and fu = ϕP , 
where P = (e∗i uej) ∈ GLn(LK(Rn)) and ϕP is the endomorphism of LK(Rn) introduced 
in Proposition 2.6.

(2) For every λ ∈ End(LK(Rn)), λ = fx, where x =
∑n

i=1 λ(ei)e∗i ∈ U(LK(Rn)). In 
particular, if τu is the inner automorphism of LK(Rn) generated by u, then τu = fx, 
where x = u−1(

∑n
i=1 eiue

∗
i ).

(3) fufw = ffu(w)u for all w ∈ U(LK(Rn)).
(4) fu ∈ Aut(LK(Rn)) if and only if u−1 = fu(w) for some w ∈ U(LK(Rn)). In this 

case, f−1
u = fw. Consequently,

Autgr(LK(Rn)) = {fu ∈ Aut(LK(Rn)) | u ∈ U(LK(Rn)0)}.

(5) The map Φ : (U(LK(Rn)), �) −→ End(LK(Rn)), u �−→ fu, is a monoid isomor-
phism, where the multiplication law “�” is defined by

u � w = fu(w)u

for all u, w ∈ U(LK(Rn)).
(6) Let Inn(LK(Rn)) be the inner automorphism group of LK(Rn). Then the canonical 

homomorphism T : U(LK(Rn)) −→ Inn(LK(Rn)), u �−→ τu, is surjective with ker(T ) =
K · 1LK(Rn). Consequently, Z(U(LK(Rn))) = K · 1LK(Rn).
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Proof. (1) Since u ∈ U(LK(Rn)) and by Remark 2.10, P := (e∗i uej) ∈ GLn(LK(Rn))
with P−1 = (e∗i u−1ej). By Proposition 2.6 (1), ϕP is an injective K-algebra endo-
morphism of LK(Rn). Also, we have ϕP (ei) =

∑n
k=1 eke

∗
kuei = uei = fu(ei) and 

ϕP (e∗i ) =
∑n

k=1 e
∗
i u

−1eke
∗
k = e∗i u

−1 = fu(e∗i ) for all 1 ≤ i ≤ n, and so fu = ϕP

and consequently, fu is an injective K-algebra endomorphism of LK(Rn).
(2) Let λ ∈ End(LK(Rn)). By Theorem 2.2 (5), λ = ϕP , where P = (e∗i λ(ej)) ∈

GLn(LK(Rn)). On the other hand, by Item (1) and Remark 2.10, ϕP = fx, where 
x =

∑
1≤i,j≤n eie

∗
i λ(ej)e∗j =

∑n
i=1 λ(ei)e∗i ∈ U(LK(Rn)). Therefore, λ = fx, as desired.

(3) Let w ∈ U(LK(Rn)). We then have fufw = ϕPϕQ = ϕPϕP (Q), where P = (e∗i uej)
and Q = (e∗iwej) ∈ GLn(LK(Rn)). Also, PϕP (Q) = Pfu(Q) = (e∗i fu(w)uej) and ∑

1≤i,j≤n eie
∗
i fu(w)ueje∗j = fu(w)u. By Item (1) and Remark 2.10, ϕPϕP (Q) = ffu(w)u, 

and so fufw = ffu(w)u, as desired.
(4) We have that fu ∈ Aut(LK(Rn)) if and only if ϕP ∈ Aut(LK(Rn)), where P =

(e∗i uej) ∈ GLn(LK(Rn)), if and only if P−1 = (e∗i u−1ej) = ϕP (Q) = fu(Q) for some 
Q = (qi,j) ∈ GLn(LK(Rn)), if and only if Q = (f−1

u (e∗i u−1ej)) = (e∗iwej), where w =
f−1
u (u−1) ∈ U(LK(Rn)) (since fu is always injective). In this case, by Proposition 2.6 (3) 

and Item (1), f−1
u = ϕ−1

P = ϕQ = fw. From these observations, we immediately obtain 
that fu ∈ Aut(LK(Rn)) if and only if u−1 = fu(w) for some w ∈ U(LK(Rn)).

(5) It immediately follows from Items (1), (2), (3) and Proposition 2.6 (4).
(6) Let τu be the inner automorphism of LK(Rn) generated by u, for which τu =

idLK(Rn). We then have u−1eiu = ei for all 1 ≤ i ≤ n. Equivalently, u = e∗i uei for all 
1 ≤ i ≤ n. This implies that u = (e∗i )muemi for all 1 ≤ i ≤ n and for all m ≥ 1. Since 
LK(Rn) is a Z-graded algebra, u may be written in the form: u =

∑t
j=−l uj , where 

l, t ≥ 0 and uj ∈ LK(Rn)j for all −l ≤ j ≤ t. We then have

t∑
j=−l

uj = u =
t∑

j=−l

(e∗i )muje
m
i

for all 1 ≤ i ≤ n and m ≥ 0. By Z-grading in LK(Rn), we must have uj = (e∗i )muje
m
i for 

all −l ≤ j ≤ t, 1 ≤ i ≤ n and m ≥ 1. For every −l ≤ j ≤ t, we write uj =
∑h

k=1 akαkβ
∗
k , 

where h ≥ 0, ak ∈ K and αk, βk ∈ (Rn)∗ with |αk| − |βk| = j. Let m := max{|αk| | 1 ≤
k ≤ h}. For each 1 ≤ i ≤ n, we obtain that

uj = (e∗i )muje
m
i = (e∗i )m(

h∑
k=1

akαkβ
∗
k)emi =

h∑
k=1

ak(e∗i )mαkβ
∗
ke

m
i = bie

j
i

for some bi ∈ K, where e0
i = v and eji = (e∗i )−j if j < 0. By Z-grading in LK(Rn), uj = 0

for all j �= 0, and so u = kv for some k ∈ K\{0}. Therefore, we have ker(T ) = K ·1LK(Rn)
and Z(U(LK(Rn))) = K · 1LK(Rn), thus finishing the proof. �

It is worth mentioning the following note.
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Remark 2.12. (1) We should note that Propositions 2.6 and 2.7 immediately follow as a 
consequence of Corollary 2.11 and Remark 2.10.

(2) Let K be an arbitrary field, n ≥ 2 a positive integer, and Rn the rose with n petals. 
Let u ∈ U(LK(Rn)) and P = (e∗i uej) ∈ GLn(LK(Rn)). Let fu be the automorphism of 
LK(Rn) introduced in Corollary 2.11. Then

fu(P ) = P if and only if fu(u) = u.

Indeed, assume that fu(P ) = P , i.e., fu(e∗i uej) = e∗i uej for all 1 ≤ i, j ≤ n. This follows 
that e∗i u−1fu(u)uej = e∗i uej and eie∗i u

−1fu(u)ueje∗j = eie
∗
i ueje

∗
j for all 1 ≤ i, j ≤ n. 

Hence,

n∑
i=1

n∑
j=1

eie
∗
i u

−1fu(u)ueje∗j =
n∑

i=1

n∑
j=1

eie
∗
i ueje

∗
j .

Equivalently,

(
n∑

i=1
eie

∗
i

)
u−1fu(u)u

⎛
⎝ n∑

j=1
eje

∗
j

⎞
⎠ =

(
n∑

i=1
eie

∗
i

)
u

⎛
⎝ n∑

j=1
eje

∗
j

⎞
⎠ ,

so u−1fu(u)u = u and fu(u) = uuu−1 = u. The converse is obvious.

We close this section with the following example.

Examples 2.13. Let K be a field and R2 the rose graph with 2 petals.

(1) P =
(

0 v
v 0

)
∈ M2(LK(R2)). It is obvious that P is an invertible matrix with 

P−1 = P . Let x = e1e
∗
2 +e2e

∗
1 ∈ LK(Rn)0. Since x is the image of P under the displayed 

isomorphism given in Remark 2.10, x is automatically a unit of LK(R2)0 with x−1 = x. 
Then, by Corollary 2.11 (1), we have the graded endomorphism fx of LK(R2) such 
that fx(v) = v, fx(e1) = xe1 = e2, fx(e2) = xe2 = e1, fx(e∗1) = e∗1x

−1 = e∗2 and 
fx(e∗2) = e∗2x

−1 = e∗1. It is obvious that fx(P ) = P , and so fx(x) = x (by Remark 2.12
(2)). This implies that fx(x−1) = x−1, and so fx is an automorphism of LK(R2) by 
Corollary 2.11 (4).

(2) Let AR2(e1, e2) be the K-subalgebra of LK(R2) generated by v, e1, e∗2, that means,

AR2(e1, e2) = {
n∑

i=1
rie

mi
1 (e∗2)li | n ≥ 1, ri ∈ K, mi, li ≥ 0},

where e0
1 = v = (e∗2)0. Let p := e1e

∗
2 ∈ AR2(e1, e2) and Up =

(
v p
0 v

)
∈ M2(LK(R2)). 

As introduced prior to Corollary 2.9, Up is invertible with (Up)−1 = U−p. Let y =
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v + e2
1(e∗2)2 ∈ LK(R2)0. Since y is the image of Up under the displayed isomorphism 

given in Remark 2.10, y is automatically a unit of LK(R2)0 with y−1 = v − e2
1(e∗2)2. 

Then, by Corollary 2.11 (1), we have the graded endomorphism fy of LK(R2) such that 
fy(v) = v, fy(e1) = ye1 = e1, fy(e2) = ye2 = e2 + e2

1e
∗
2, fy(e∗1) = e∗1y

−1 = e∗1 − e1(e∗2)2
and fy(e∗2) = e∗2y

−1 = e∗2. By Corollary 2.11 (1), we have fy = ϕUp
, where ϕUp

is 
the automorphism of LK(R2) introduced prior to Corollary 2.9. We note that fy(q) =
ϕUp

(q) = q for all q ∈ AR2(e1, e2), and so fy(y) = y. This implies that fy(y−1) = y−1, 
and so fy is an automorphism of LK(R2) by Corollary 2.11 (4).

(3) Let u := (e1e
∗
2 + e2e

∗
1)(v + e2

1(e∗2)2) = e1e
∗
2 + e2e

∗
1 + e2

1e
∗
2e

∗
1. We have that u is a 

unit of LK(R2)0 with u−1 = (v − e2
1(e∗2)2)(e1e

∗
2 + e2e

∗
1) = e1e

∗
2 + e2e

∗
1 − e2e1(e∗2)2. By 

Corollary 2.11 (1), we have the graded endomorphism fu of LK(R2) such that fu(v) = v, 
fu(e1) = ue1 = e2 +e2

1e
∗
2, fu(e2) = ue2 = e1, fu(e∗1) = e∗1u

−1 = e∗2 and fu(e∗2) = e∗2u
−1 =

e∗1 − e1(e∗2)2. We then obtain that

fu(e1e
∗
2 + e2e

∗
1 − e2

2e
∗
1e

∗
2) = (e2 + e2

1e
∗
2)(e∗1 − e1(e∗2)2) + e1e

∗
2 − e2

1e
∗
2(e∗1 − e1(e∗2)2)

= e2e
∗
1 − e2e1(e∗2)2 + e2

1e
∗
2e

∗
1 + e1e

∗
2 − e2

1e
∗
2e

∗
1

= e1e
∗
2 + e2e

∗
1 − e2e1(e∗2)2 = u−1.

By Corollary 2.11 (4), fu is a graded automorphism of LK(R2) with f−1
u = fw, where 

w = e1e
∗
2 + e2e

∗
1 − e2

2e
∗
1e

∗
2 ∈ U(LK(R2)) with w−1 = e1e

∗
2 + e2e

∗
1 + e1e2(e∗1)2.

We note that fu(u) = fu(e1e
∗
2+e2e

∗
1+e2

1e
∗
2e

∗
1) = (e2+e2

1e
∗
2)(e∗1−e1(e∗2)2) +e1e

∗
2+(e2+

e2
1e

∗
2)2(e∗1 − e1(e∗2)2)e∗2 = e1e

∗
2 + e2e

∗
1 + e2

1e
∗
2e

∗
1 + e2

1e
∗
1e

∗
2 − e2e1(e∗2)2 + e2

2e
∗
1e

∗
2 − e2

2e1(e∗2)3 +
e2e

2
1e

∗
2e

∗
1e

∗
2 − e3

1(e∗2)3. Therefore, by the Z-grading in LK(R2), we must have fu(u) �= u.

The above examples show that the set

{u ∈ U(LK(R2)) | fu(u) = u}

is not a subgroup of U(LK(R2)).

3. Application: Zhang twist of Leavitt path algebras

In this section we study Zhang twist of Leavitt path algebras. More precisely, we twist 
the multiplicative structure of Leavitt path algebras LK(E) over any graph E with the 
help of graded automorphisms constructed in the previous section.

Definition 3.1. Let σ be a graded automorphism of Leavitt path algebra LK(E) over any 
arbitrary graph E. We know that LK(E) has a Z-graded structure as LK(E) = ⊕nLn. 
We twist the multiplicative structure of ⊕nLn as a � b = aσn(b) for any a ∈ Ln, b ∈ Lm. 
The same underlying graded vector space ⊕Ln with this new graded product � is called 
the Zhang twist of LK(E) and denoted as LK(E)σ.
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In a rather surprising result we note that the Leavitt path algebra LK(E) of an 
arbitrary graph E is always a subalgebra of the Zhang twist LK(E)ϕP by any graded 
automorphism ϕP introduced in Corollary 2.3.

Proposition 3.2. Let K be a field, n a positive integer, E a graph, and v and w vertices 
in E (they may be the same). Let e1, e2, . . . , en be distinct edges in E with s(ei) = v and 
r(ei) = w for all 1 ≤ i ≤ n. Let P = (pij) and Q = (qij) be elements of GLn(wLK(E)0w)
with PϕP (Q) = In, P−1 = (p(−1)

ij ) and Q−1 = (q(−1)
ij ). Then, there exists a graded 

injective homomorphism θP : LK(E) −→ LK(E)ϕP of K-algebras satisfying

θP (u) = u, θP (e) = e and θP (f∗) = f∗

for all u ∈ E0, e ∈ E1 and f ∈ E1 \ {e1, . . . , en}, and

θP (e∗i ) =
n∑

k=1

q
(−1)
ik e∗k

for all 1 ≤ i ≤ n, where the graded automorphism ϕP is defined in Corollary 2.3.

Proof. We first note that ϕP (u) = u, ϕP (e) = e and ϕP (e∗) = e∗ for all u ∈ E0 and 
e ∈ E1 \ {e1, . . . , en}, and

ϕP (ei) =
n∑

k=1

ekpki and ϕP (e∗i ) =
n∑

k=1

p
(−1)
ik e∗k

for all 1 ≤ i ≤ n, and ϕ−1
P = ϕQ.

We define the elements {Qu | u ∈ E0} and {Te, Te∗ | e ∈ E1} of LK(E)ϕP by setting 
Qu = u, Te = e and

Te∗ =
{∑n

k=1 q
(−1)
ik e∗k if e = ei for some 1 ≤ i ≤ n

e∗ otherwise.

We claim that {Qu, Te, Te∗ | u ∈ E0, e ∈ E1} is a family in LK(E)ϕP satisfying the 
relations analogous to (1) - (4) in Definition 2.1. Indeed, we have Qu ∗Qu′ = QuQu′ =
uu′ = δu,u′u = δu,u′Qu for all u, u′ ∈ E0, showing relation (1).

For (2), we always have Qs(e) ∗ Te = Qs(e)Te = Te = TeQr(e) = Te ∗ Qr(e) for all 
e ∈ E1 and Tf∗ ∗Qs(f) = Tf∗ϕ−1

P (Qs(f)) = Tf∗Qs(f) = Tf∗ = Qr(f)Tf∗ = Qr(f) ∗ Tf∗ for 
all f ∈ E1 \ {e1, . . . , en}. For each 1 ≤ i ≤ n, since

vek = ekw = ek, we∗k = e∗kv = e∗k, and wq
(−1)
ik = q

(−1)
ik

for all k, we have
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Qw ∗ Te∗i = QwTe∗i = w
n∑

k=1

q
(−1)
ik e∗k =

n∑
k=1

wq
(−1)
ik e∗k =

n∑
k=1

q
(−1)
ik e∗k = Te∗i ,

Te∗i ∗Qv = Te∗i ϕ
−1
P (Qv) = Te∗i Qv =

n∑
k=1

q
(−1)
ik e∗kv =

n∑
k=1

q
(−1)
ik e∗k = Te∗i .

For (3), we obtain that Te∗ ∗ Tf = e∗ϕ−1
P (f) = e∗ϕQ(f) = e∗f = δe,fr(e) for all 

e, f ∈ E1 \ {e1, . . . , en}. For each f ∈ E1 \ {e1, . . . , en} and 1 ≤ i ≤ n, we have

Te∗i ∗ Tf = Te∗i ϕ
−1
P (Tf ) = Te∗i ϕQ(Tf ) =

n∑
k=1

qike
∗
kf = 0

and

Tf∗ ∗ Tei = Tf∗ϕ−1
P (Tei) = Tf∗ϕQ(Tei) =

n∑
k=1

f∗ekpki = 0,

since e∗kf = f∗ek = 0. For i, j ∈ {1, . . . , n}, we have

Te∗i ∗ Tej = Te∗i ϕ
−1
P (Tej ) = Te∗i ϕQ(Tej ) =

n∑
k=1

n∑
l=1

q
(−1)
ik e∗kelqlj

=
n∑

k=1

n∑
l=1

q
(−1)
ik δk,lwplj =

n∑
k=1

q
(−1)
ik pkj = δi,jw = δi,jQw,

since e∗kel = δk,lw and wplj = plj .
For (4), let u be a regular vertex in E. If u �= v, then 

∑
e∈s−1(u) Te ∗ Te∗ =∑

e∈s−1(u) TeϕP (Te∗) =
∑

e∈s−1(u) ee
∗ = u = Qu. Consider the case when u = v, that is, 

v is a regular vertex. Write

s−1(v) = {e1, . . . , en, en+1, . . . , em}

for some distinct en+1, . . . , em ∈ E1 with n ≤ m < ∞. We note that Tek ∗ Te∗k
=

TekϕP (Te∗k
) = eke

∗
k for all n + 1 ≤ k ≤ m, and

Tei ∗ Te∗i = eiϕP (
n∑

k=1

q
(−1)
ik e∗k) = ei

n∑
k=1

ϕP (q(−1)
ik )ϕP (e∗k)

= ei

n∑
k=1

pik(
n∑

t=1
p
(−1)
kt e∗t ) (since ϕP (Q−1) = P )

= ei

n∑
t=1

(
n∑

k=1

pikp
(−1)
kt )e∗t = ei(

n∑
k=1

pikp
(−1)
ki )e∗i = eiwe

∗
i

= eie
∗
i (since ei = eiw)
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for all 1 ≤ i ≤ n, and so, we have

∑
e∈s−1(v)

Te ∗ Te∗ =
m∑
i=1

Tei ∗ Te∗i =
m∑
i=1

eie
∗
i = v = Qv,

thus showing the claim. Then, by the Universal Property of LK(E), there exists a K-
algebra homomorphism θP : LK(E) −→ LK(E)ϕP , which maps u �−→ Qu, e �−→ Te

and e∗ �−→ Te∗ . It is obvious that Qu and Te have degree 0 and 1 respectively for all 
u ∈ E0 and e ∈ E1. Since q(−1)

ij ∈ LK(E)0 for all 1 ≤ i, j ≤ n, Te∗ has degree −1 for 
all e ∈ E1. This implies that ϕP is a Z-graded homomorphism, whence the injectivity 
of θP is guaranteed by [26, Theorem 4.8], thus finishing the proof. �

The remainder of this section is to investigate Zhang twists LK(Rn)λ of Leavitt path 
algebras LK(Rn) by their graded automorphisms λ where Rn is the rose graph with 
n petals. We first note that for any λ ∈ Autgr(LK(Rn)), by Proposition 2.7, there 
exists a unique pair (P, Q) consisting of elements P and Q of GLn(LK(Rn)0) such that 
P−1 = ϕP (Q), λ = ϕP and λ−1 = ϕQ. In light of this note and for convenience, we 
denote

LK(Rn)P,Q := LK(Rn)ϕP = LK(Rn)λ

for any such pair (P, Q). As a corollary of Proposition 3.2, we obtain that LK(Rn) is a 
K-subalgebra of all Zhang’s twists LK(Rn)P,Q.

Corollary 3.3. Let n ≥ 2 be a positive integer, K a field and Rn the rose graph 
with n petals. Let P = (pij) and Q = (qij) be elements of GLn(LK(Rn)0) with 

PϕP (Q) = In and Q−1 =
(
q
(−1)
ij

)
. Then, there exists a graded injective homomorphism 

θP : LK(Rn) −→ LK(Rn)P,Q of K-algebras satisfying

θP (v) = v, θP (ei) = ei and θP (e∗i ) =
n∑

k=1

q
(−1)
ik e∗k

for all 1 ≤ i ≤ n.

Proof. It immediately follows from Proposition 3.2. �
Next we give criteria for the homomorphism θP in Corollary 3.3 to be an isomorphism. 

In order to do so, we need the following useful fact.

Lemma 3.4. Let n ≥ 2 be a positive integer, K a field and Rn the rose graph with n
petals. Let P = (pij) and Q = (qij) be elements of GLn(LK(Rn)0) with PϕP (Q) = In. 
For a positive integer m, let Pm =

(
p
(m)
ij

)
, P−1

m =
(
p
(−m)
ij

)
, Qm =

(
q
(m)
ij

)
and Q−1

m =(
q
(−m)
ij

)
. Then, the following statements hold:
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(1) ei = ϕm
P

(
n∑

k=1

ekq
(m)
ki

)
,

(2) e∗i = ϕm
P

(
n∑

k=1

q
(−m)
ik e∗k

)
,

(3) e∗i = ϕ−m
P

(
n∑

k=1

p
(−m)
ik e∗k

)
,

for all 1 ≤ i ≤ n and m ≥ 1.

Proof. We first note that since PϕP (Q) = In and by Proposition 2.7 (2), we obtain 
that ϕ−1

Pm
= ϕQm

, Pm = ϕPm
(Q−1

m ) and P−1
m = ϕPm

(Qm) for all m ≥ 1. Consequently, 
ϕQm

(P−1
m ) = ϕQm

(ϕPm
(Qm)) = ϕ−1

Pm
(ϕPm

(Qm)) = Qm for all m ≥ 1. Then, for all 
1 ≤ i ≤ n and m ≥ 1, we have

ϕm
P

(
n∑

k=1

ekq
(m)
ki

)
= ϕPm

(
n∑

k=1

ekq
(m)
ki

)
=

n∑
k=1

ϕPm
(ek)ϕPm

(
q
(m)
ki

)

=
n∑

k=1

(
n∑

t=1
etp

(m)
tk

)
p
(−m)
ki (since ϕPm

(Qm) = P−1
m )

=
n∑

t=1
et

(
n∑

k=1

p
(m)
tk p

(−m)
ki

)
= ei

(
n∑

k=1

p
(m)
ik p

(−m)
ki

)

= eiv = ei,

and

ϕm
P

(
n∑

k=1

q
(−m)
ik e∗k

)
= ϕPm

(
n∑

k=1

q
(−m)
ik e∗k

)
=

n∑
k=1

ϕPm

(
q
(−m)
ik

)
ϕPm

(e∗k)

=
n∑

k=1

p
(m)
ik

(
n∑

t=1
p
(−m)
kt e∗t

)
(since ϕPm

(Q−1
m ) = Pm)

=
n∑

t=1

(
n∑

k=1

p
(m)
ik p

(−m)
kt

)
e∗t =

(
n∑

k=1

p
(m)
ik p

(−m)
ki

)
e∗i

= ve∗i = e∗i ,

and

ϕ−m
P

(
n∑

k=1

p
(−m)
ik e∗k

)
= ϕm

Q

(
n∑

k=1

p
(−m)
ik e∗k

)
= ϕQm

(
n∑

k=1

p
(−m)
ik e∗k

)

=
n∑

ϕQm

(
p
(−m)
ik

)
ϕQm

(e∗k)

k=1
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=
n∑

k=1

q
(m)
ik

(
n∑

t=1
q
(−m)
kt e∗t

)
(since ϕQm

(P−1
m ) = Qm)

=
n∑

t=1

(
n∑

k=1

q
(m)
ik q

(−m)
kt

)
e∗t =

(
n∑

k=1

q
(m)
ik q

(−m)
ki

)
e∗i

= ve∗i = e∗i ,

thus proving items (1), (2) and (3). This completes the proof of the lemma. �
We are now in a position to characterize when is LK(Rn) rigid to Zhang twist in the 

sense that its twist by graded automorphism developed in the previous section turns out 
to be isomorphic to LK(Rn).

Theorem 3.5. Let n ≥ 2 be a positive integer, K a field and Rn the rose graph with n
petals. Let P = (pij) and Q = (qij) be elements of GLn(LK(Rn)0) with PϕP (Q) = In. 
For a positive integer m, let Pm =

(
p
(m)
ij

)
, P−1

m =
(
p
(−m)
ij

)
, Qm =

(
q
(m)
ij

)
and Q−1

m =(
q
(−m)
ij

)
. Then, the K-algebra homomorphism θP : LK(Rn) −→ LK(Rn)P,Q, defined 

in Corollary 3.3, is an isomorphism if and only if p(−m)
ij , q(m)

ij , q(−m)
ij ∈ Im(θP ) for all 

m ≥ 1 and 1 ≤ i, j ≤ n.

Proof. (=⇒) It is obvious.
(⇐=) By Corollary 3.3, θP is always injective, and so it suffices to show that θP is 

surjective. We first claim that α and α∗ ∈ Im(θP ) for all α ∈ (Rn)∗. We use induction on 
|α| to establish the claim. If |α| = 1, then since ei = θP (ei) ∈ Im(θP ) for all 1 ≤ i ≤ n, 

α ∈ Im(θP ). Since θP (e∗i ) =
n∑

k=1

q
(−1)
ik e∗k for all 1 ≤ i ≤ n, we have

⎛
⎝ θP (e∗1)

...
θP (e∗n)

⎞
⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n∑
k=1

q
(−1)
1k e∗k

...
n∑

k=1

q
(−1)
nk e∗k

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= Q−1

⎛
⎝ e∗1

...
e∗n

⎞
⎠ ,

and so

⎛
⎝ e∗1

...
e∗n

⎞
⎠ = Q

⎛
⎝θP (e∗1)

...
θP (e∗n)

⎞
⎠ .
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This follows that e∗i =
n∑

k=1

qikθP (e∗k) =
n∑

k=1

qik ∗ θP (e∗k) for all 1 ≤ i ≤ n (since qij ∈

LK(Rn)0 for all 1 ≤ i, j ≤ n). By our hypothesis, qij ∈ Im(θP ) for all 1 ≤ i, j ≤ n, and 

so e∗i =
n∑

k=1

qik ∗ θP (e∗k) ∈ Im(θP ) for all 1 ≤ i ≤ n, that means, α∗ ∈ Im(θP ).

Now we proceed inductively, that means, we have α and α∗ ∈ Im(θP ) for all α ∈ (Rn)∗
with 1 < |α| ≤ m. For α ∈ (Rn)∗ with |α| ≥ m +1, we write α = βei0 for some β ∈ (Rn)∗
with |β| = m and for some 1 ≤ i0 ≤ n. By the induction hypothesis, β ∈ Im(θP ). By 

Lemma 3.4 (1), we have ei0 = ϕm
P

(
n∑

k=1

ekq
(m)
ki0

)
, and so

α = βei0 = βϕm
P (

n∑
k=1

ekq
(m)
ki0

) = β ∗ (
n∑

k=1

ekq
(m)
ki0

).

On the other hand, since ϕ−1
Q = ϕP , we have

Qm = QϕQ(Q) · · ·ϕm−1
Q (Q) = ϕP (ϕQ(Q)ϕ2

Q(Q) · · ·ϕm
Q (Q)) = ϕP (Q−1Qm+1),

so q(m)
ki0

= ϕP (
n∑

t=1
q
(−1)
kt q

(m+1)
ti0

). This shows that

α = β ∗ (
n∑

k=1

ekϕP (
n∑

t=1
q
(−1)
kt q

(m+1)
ti0

)) = β ∗ (
n∑

k=1

(ek ∗
n∑

t=1
q
(−1)
kt q

(m+1)
ti0

))

= β ∗ (
n∑

k=1

(ek ∗ (
n∑

t=1
q
(−1)
kt ∗ q(m+1)

ti0
))) ∈ Im(θP ) (by our hypothesis).

Write α∗ = γ∗e∗t0 for some 1 ≤ t0 ≤ n and γ ∈ (Rn)∗ with |γ| = m. By the induction 

hypothesis, γ∗ ∈ Im(θP ). By Lemma 3.4 (3), we have that e∗t0 = ϕ−m
P

(
n∑

k=1

p
(−m)
t0k

e∗k

)
, 

and hence

α∗ = γ∗e∗t0 = γ∗ϕ−m
P (

n∑
k=1

p
(−m)
t0k

e∗k) = γ∗ ∗ (
n∑

k=1

p
(−m)
t0k

e∗k)

= γ∗ ∗ (
n∑

k=1

p
(−m)
t0k

∗ e∗k) ∈ Im(θP ) (by our hypothesis),

thus showing the claim.
We next prove that αβ∗ ∈ Im(θP ) for all α and β ∈ (Rn)∗ with m := |α| ≥ 1 and 

s := |β| ≥ 1. We use induction on |β| to establish the fact. If |β| = 1, then by the above 
claim, α and e∗k ∈ Im(θP ) for all 1 ≤ k ≤ n, and so
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αβ∗ = αe∗i = αϕm
P (

n∑
k=1

q
(−m)
ik e∗k) (by Lemma 3.4 (2))

= α ∗ (
n∑

k=1

q
(−m)
ik e∗k) = α ∗ (

n∑
k=1

q
(−m)
ik ∗ e∗k) ∈ Im(θP ) (by our hypothesis).

Now we proceed inductively. We need to show that αβ∗e∗i ∈ Im(θP ) for all 1 ≤ i ≤ n. 
We should note that by the induction hypothesis, αβ∗ ∈ Im(θP ). If m − s = 0, we have

αβ∗e∗i = αβ∗ ∗ e∗i ∈ Im (θP ) .

If m − s > 0, then we obtain that

αβ∗e∗i = αβ∗ϕm−s
P (

n∑
k=1

q
(−m+s)
ik e∗k) = αβ∗ ∗ (

n∑
k=1

q
(−m+s)
ik e∗k)

= αβ∗ ∗ (
n∑

k=1

q
(−m+s)
ik ∗ e∗k) ∈ Im(θP ).

If m − s < 0, then we receive that

αβ∗e∗i = αβ∗ϕm−s
P (

n∑
k=1

p
(m−s)
ik e∗k) = αβ∗ ∗ (

n∑
k=1

p
(m−s)
ik e∗k

= αβ∗ ∗ (
n∑

k=1

p
(m−s)
ik ∗ e∗k) ∈ Im(θP ),

proving the fact. From these observations, we immediately get that αβ∗ ∈ Im(θP ) for 
all α and β ∈ (Rn)∗. It is obvious that LK(Rn)P,Q is spanned as a K-vector space 
by {αβ∗ | α, β ∈ (Rn)∗}. This implies that Im(θP ) = LK(Rn)P,Q, that means, θP is 
surjective, thus finishing the proof. �

Consequently, we provide a simpler criterion for the homomorphism θP be to an 
isomorphism in the case when ϕP (P ) = P .

Corollary 3.6. Let n ≥ 2 be a positive integer, K a field and Rn the rose graph with n
petals. Let P = (pi,j) be an element of GLn (LK(Rn)0) with ϕP (P ) = P and P−1 =
(p(−1)

ij ). Then, the K-algebra homomorphism θP : LK(Rn) −→ LK(Rn)P,P−1 , defined by

θP (v) = v, θP (ei) = ei and θP (e∗i ) =
n∑

k=1

pike
∗
k for all 1 ≤ i ≤ n,

is an isomorphism if and only if pij , p(−1)
ij ∈ Im(θP ) for all 1 ≤ i, j ≤ n.
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Proof. (=⇒) It is obvious.
(⇐=) Since ϕP (P ) = P and by Proposition 2.7 (2), ϕP is a graded automorphism of 

LK(Rn) such that ϕP

(
P−1) = P−1 and ϕm

P = ϕPm for all integer m. This implies that

ϕm
P (P ) = P and ϕm

P−1(P−1) = P−1

for all m ≥ 0, and so

Pm = PϕP (P ) · · ·ϕm−1
P (P ) = Pm

and

P−1
m = P−1ϕP−1

(
P−1) · · ·ϕm−1

P−1

(
P−1) = P−m

for all m ≥ 0. Since pij , p
(−1)
ij ∈ LK(Rn)0, we must have

Pm = P ∗ P ∗ · · · ∗ P︸ ︷︷ ︸
m times

and P−m = P−1 ∗ P−1 ∗ · · · ∗ P−1︸ ︷︷ ︸
m times

in Mn(LK(Rn)P ), that means, Pm and P−m are exactly the mth powers of P and P−1

in Mn(LK(Rn)P ), respectively. Then, since pij , p
(−1)
ij ∈ Im(θP ) for all 1 ≤ i, j ≤ n, all 

entries of both Pm and P−m lie in Im(θP ) for all m ≥ 1. By Theorem 3.5, we immediately 
obtain that θP is an isomorphism, thus finishing the proof. �

The first consequence of Corollary 3.6 is to show that the Zhang twist LK(Rn)P is 
isomorphic to LK(Rn) for all P ∈ GLn(K).

Corollary 3.7. Let n ≥ 2 be a positive integer, K a field and Rn the rose graph with n
petals. Then, for every P ∈ GLn(K), the K-algebra homomorphism θP : LK(Rn) −→
LK(Rn)P,P−1 , defined in Corollary 3.6, is an isomorphism.

Proof. Let P be an arbitrary element of GLn(K). By Corollary 2.8, ϕP is a graded 
automorphism of LK(Rn) with ϕP (P ) = P . Moreover, it is obvious that all entries of 
both P and P−1 lie in Im(θP ). Then, by Corollary 3.6, θP is an isomorphism, thus 
finishing the proof. �

The second consequence of Corollary 3.6 is to show that the Zhang twist of LK(Rn) by 
Anick type graded automorphisms mentioned in Corollary 2.9 are isomorphic to LK(Rn).

Corollary 3.8. Let n ≥ 2 be a positive integer, K a field and Rn the rose graph with n

petals. For every p ∈ ARn
(e1, e2) ∩ LK(Rn)0, consider Up =

⎛
⎜⎜⎝

1 p 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1

⎞
⎟⎟⎠ ∈

GLn(LK(Rn))0. Then the K-algebra homomorphism
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θp : LK(Rn) −→ LK(Rn)ϕUp

defined by

θp(v) = v, θp(ei) = ei, θp(e∗j ) = e∗j and θp(e∗1) = e∗1 + pe∗2

for all 1 ≤ i ≤ n and 2 ≤ j ≤ n, is an isomorphism.

Proof. Let p be an arbitrary element of ARn
(e1, e2) ∩LK(Rn)0. By Corollary 2.9, ϕUp

is 
a graded automorphism of LK(Rn) with ϕUp

(q) = q for all q ∈ ARn
(e1, e2) ∩ LK(Rn)0, 

where

Up =

⎛
⎜⎜⎝

1 p 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1

⎞
⎟⎟⎠ ∈ GLn(LK(Rn))0 and U−1

p = U−p.

By Theorem 3.5, θp := θUp
is a K-algebra homomorphism satisfying θp(v) = v, θp(ei) =

ei, θp(e∗j ) = e∗j and θp(e∗1) = e∗1 + pe∗2 for all 1 ≤ i ≤ n and 2 ≤ j ≤ n.
We claim that θp(p) = p. Indeed, write p =

∑
αβ∗ where |α| = |β| = t and α =

ek1ek2 · · · ekt
, β∗ = e∗s1e

∗
s2 · · · e∗st with eki

∈ {e1, e3, . . . en} and e∗si ∈ {e∗2, e∗3, . . . , e∗n}. 
Since ϕUp

(q) = q for all q ∈ ARn
(e1, e2) ∩ LK(Rn)0, we must have ϕUp

(eki
) = eki

and 
ϕUp

(e∗si) = e∗si for all 1 ≤ i ≤ t. Then, we have that

θp(αβ∗) = θp(α) ∗ θp(β∗) = θp (ek1ek2 · · · ekt
) ∗ θp

(
e∗s1e

∗
s2 · · · e

∗
st

)
= θp (ek1) ∗ θp (ek2) ∗ · · · ∗ θp (ekt

) ∗ θp
(
e∗s1

)
∗ θp

(
e∗s2

)
∗ · · · ∗ θp

(
e∗st

)
= ek1 ∗ ek2 ∗ · · · ∗ ekt

∗ e∗s1 ∗ e
∗
s2 ∗ · · · ∗ e

∗
st

= ek1ek2 · · · ekt
e∗s1e

∗
s2 · · · e

∗
st (since ϕUp

(eki
) = eki

, ϕUp
(e∗si) = e∗si)

= αβ∗,

and so p = θp(p) ∈ Im (θP ). This shows that all entries of both Up and U−1
p lie in Im(θP ). 

By Corollary 3.6, θp is an isomorphism, thus finishing the proof. �
By Corollary 2.11, for any u ∈ U(LK(Rn)0), there exists a unique graded endomor-

phism fu of LK(Rn) such that fu(v) = v, fu(ei) = uei and fu(e∗i ) = e∗i u
−1 for all 

1 ≤ i ≤ n. Moreover, fu is a graded automorphism if and only if u−1 = fu(w) for some 
w ∈ U(LK(Rn)0). In this case, by Corollary 2.11 and Theorem 3.5, there exists a graded 
injective homomorphism

θu := θP : LK(Rn) −→ LK(Rn)fu

of K-algebras satisfying θu(v) = v, θu(ei) = ei and θu(e∗i ) = e∗iw
−1 for all 1 ≤ i ≤ n, 

where P = (e∗i uej). For a positive integer m, we always have
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um := ϕm−1
u (u) · · · fu (u)u ∈ U(LK(Rn)0) and u−1

m = u−1fu(u−1) · · · fm−1
u (u−1).

We denote

Pm := PϕP (P ) · · ·ϕm−1
P (P ) = Pfu(P ) · · · fm−1

u (P ).

Moreover, we have the following useful fact.

Lemma 3.9. Pm = (e∗i umej)1≤i,j≤n and P−1
m = (e∗i u−1

m ej)1≤i,j≤n for all m ≥ 1.

Proof. We first claim that

fm
u (e∗i uej) = e∗i u

−1
m um+1ej and fm

w (e∗iwej) = e∗iw
−1
m wm+1ej

for all m ≥ 1 and 1 ≤ i, j ≤ n. We use induction on m to establish the claim. If m = 1, 
then fu(e∗i uej) = e∗i u

−1fu(u)uej = e∗i u
−1
1 u2ej and fw(e∗iwej) = e∗iw

−1fw(w)wej =
e∗iw

−1
1 w2ej for all 1 ≤ i, j ≤ n.

Now we proceed inductively, that means, we have fm
u (e∗i uej) = e∗i u

−1
m um+1ej and 

fm
w (e∗iwej) = e∗iw

−1
m wm+1ej for all 1 ≤ m ≤ k. For m = k + 1, we have

fm
u (e∗i uej) = fk+1

u (e∗i uej) = fu(fk
u (e∗i uej))

= fu(e∗i u−1
k uk+1ej) = e∗i u

−1fu(u−1
k )fu(uk+1)uej

= e∗i
(
u−1fu(u−1

k )
)
(fu(uk+1)u) ej

= e∗i u
−1
k+1uk+2ej = e∗i u

−1
m um+1ej .

Similarly, we also have fm
w (e∗iwej) = e∗iw

−1
m wm+1ej , showing the claim.

We next show the lemma by using induction on m. If m = 1, the statement is 
obvious. Now we proceed inductively, that means, we have Pm = (e∗i umej)1≤i,j≤n

and P−1
m = (e∗i u−1

m ej)1≤i,j≤n for all 1 ≤ m ≤ k. For m = k + 1, we obtain that 
Pm = Pk+1 = Pfu(P ) · · · fk−1

u (P )fk
u (P ) = Pkf

k
u (P ). By the induction hypothesis, 

Pk = (e∗i ukej)1≤i,j≤n. By the above claim, we have

fk
u (P ) =

(
fk
u (e∗i uej)

)
1≤i,j≤n

=
(
e∗i u

−1
k uk+1ej

)
1≤i,j≤n

.

Write Pm = (p(m)
i,j )1≤i,j≤n. We then have

p
(m)
i,j =

n∑
t=1

(e∗i uket)
(
e∗tu

−1
k uk+1ej

)
= e∗i uk

(
n∑

t=1
ete

∗
t

)
u−1
k uk+1ej

= e∗i uku
−1
k uk+1ej = e∗i uk+1ej = e∗i umej

for all 1 ≤ i, j ≤ n, and so Pm = (e∗i umej)1≤i,j≤n and P−1
m = (e∗i u−1

m ej)1≤i,j≤n for all 
m ≥ 1, thus finishing the proof. �
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As a corollary of Theorem 3.5, we obtain a criterion for the Zhang twist LK(Rn)fu of 
LK(Rn) by a graded automorphism fu to be isomorphic to LK(Rn).

Corollary 3.10. Let n ≥ 2 be a positive integer, K a field and Rn the rose with n petals. 
Let u be an element of U(LK(Rn)0) such that u−1 = fu(w) for some w ∈ U(LK(Rn)0). 
Then the following statements hold:

(1) The K-algebra homomorphism θu : LK(Rn) −→ LK(Rn)fu , defined by v �−→ v, 
ei �−→ ei and e∗i �−→ e∗iw

−1 for all 1 ≤ i ≤ n, is an isomorphism if and only if e∗i u−1
m ej, 

e∗iwmej, e∗iw−1
m ej ∈ Im(θu) for all m ≥ 1 and 1 ≤ i, j ≤ n.

(2) If, in addition, fu(u) = u, then θu is an isomorphism if and only if e∗i uej , e∗i u−1ej ∈
Im(θu) for all 1 ≤ i, j ≤ n.

Proof. (1) Let P = (e∗i uej)1≤i,j≤n and Q = (e∗iwej)1≤i,j≤n. By Lemma 3.9, we have 
P−1
m = (e∗i u−1

m ej)1≤i,j≤n, Qm = (e∗iwmej)1≤i,j≤n and Q−1
m = (e∗iw−1

m ej)1≤i,j≤n for all 
m ≥ 1. Then, by Theorem 3.5, θu is an isomorphism if and only if e∗i u−1

m ej , e∗iwmej , 
e∗iw

−1
m ej ∈ Im(θu) for all m ≥ 1 and 1 ≤ i, j ≤ n.

(2) Assume that fu(u) = u. We have fu(e∗i uej) = e∗i u
−1uuej = e∗i uej for all 1 ≤

i, j ≤ n, and so fu(P ) = P . By Corollary 3.6, θu is an isomorphism if and only if 
e∗i uej , e

∗
i u

−1ej ∈ Im(θu) for all 1 ≤ i, j ≤ n, thus finishing the proof. �
We end this section by presenting the following example which illustrates Corol-

lary 3.10. Particularly, we show that homomorphisms θu are not an isomorphism in 
general.

Examples 3.11. Let K be a field and R2, the rose graph with 2 petals.
(1) Let x = e1e

∗
2 + e2e

∗
1 ∈ LK(Rn)0. It is shown in Examples 2.13 (1) that x is a 

unit of LK(R2)0 with x−1 = x. We also have the graded automorphism fx of LK(R2)
such that fx(v) = v, fx(e1) = e2, fx(e2) = e1, fx(e∗1) = e∗2 and fx(x) = x, which yields 
a graded K-algebra homomorphism θx : LK(R2) −→ LK(R2)fx such that θx(v) = v, 
θx(e1) = e1, θx(e2) = e2, θx(e∗1) = e∗1x = e∗2 and θx(e∗2) = e∗2x = e∗1. We then have

e∗1xe1 = e∗2xe2 = 0 ∈ Im(θx) and e∗1xe2 = e∗2xe1 = v ∈ Im(θx).

By Corollary 3.10 (2), we immediately obtain that θx is an isomorphism.

(2) Let y = v+e2
1(e∗2)2 ∈ LK(R2)0. It is shown in Examples 2.13 (2) that y is a unit of 

LK(R2)0 with y−1 = v − e2
1(e∗2)2. We also have the graded automorphism fy of LK(R2)

such that fy(v) = v, fy(e1) = e1, fy(e2) = e2 + e2
1e

∗
2, fy(e∗1) = e∗1 − e1(e∗2)2, fy(e∗2) =

e∗2 and fy(y) = y, which yields a graded K-algebra homomorphism θy : LK(R2) −→
LK(R2)fy such that θy(v) = v, θy(e1) = e1, θy(e2) = e2, θy(e∗1) = e∗1y = e∗1 + e1(e∗2)2
and θy(e∗2) = e∗2y = e∗2. Moreover, we have e∗1ye1 = e∗2ye2 = e∗1y

−1e1 = e∗2y
−1e2 =

v ∈ Im(θy), e∗2ye1 = e∗2y
−1e1 = 0 ∈ Im(θy), e∗1ye2 = e1e

∗
2 = θy(e1e

∗
2) ∈ Im(θy) and 

e∗1y
−1e2 = −e1e

∗
2 = θy(−e1e

∗
2) ∈ Im(θy). Then, by Corollary 3.10 (2), we immediately 

obtain that θy is an isomorphism.
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We should note that θy is exactly the automorphism θe1e∗2 of LK(R2) introduced in 
Corollary 3.8.

(3) Let u = e1e
∗
2 + e2e

∗
1 + e2

1e
∗
2e

∗
1 ∈ LK(R2)0. It is shown in Examples 2.13 (3) that 

u is a unit of LK(R2)0 with u−1 = e1e
∗
2 + e2e

∗
1 − e2e1(e∗2)2. We also have the graded 

automorphism fu of LK(R2) such that fu(v) = v, fu(e1) = e2 + e2
1e

∗
2, fu(e2) = e1

fu(e∗1) = e∗2, fu(e∗2) = e∗1 − e1(e∗2)2 and fu(w) = u−1, where w = e1e
∗
2 + e2e

∗
1 − e2

2e
∗
1e

∗
2

and w−1 = e1e
∗
2 + e2e

∗
1 + e1e2(e∗1)2. This yields a graded K-algebra homomorphism 

θu : LK(R2) −→ LK(R2)fu such that θu(v) = v, θu(e1) = e1, θu(e2) = e2, θu(e∗1) =
e∗1w

−1 = e∗2 + e2(e∗1)2 and θu(e∗2) = e∗2w
−1 = e∗1.

We claim that θu is not an isomorphism. Indeed, it suffices to show that e∗1w2e2 /∈
Im(θu). We note that e∗1w2e2 is exactly the (1, 2)-entry of Q2 = Qϕw(Q), where Q =

(e∗iwej) =
(

0 1
1 −e2e

∗
1

)
.

We have fw(v) = v, fw(e1) = we1 = e2, fw(e2) = we2 = e1 − e2
2e

∗
1, fw(e∗1) = e∗1w

−1 =
e∗2 + e2e

∗2
1 and fw(e∗2) = e∗2w

−1 = e∗1. We then obtain that

fw(Q) = fw

(
0 1
1 −e2e

∗
1

)
=

(
0 1
1 −e1e

∗
2 − e1e2(e∗1)2 + e2

2e
∗
1e

∗
2

)
,

and so

Q2 = Qfw(Q) =
(

1 −e1e
∗
2 − e1e2(e∗1)2 + e2

2e
∗
1e

∗
2

−e2e
∗
1 1 + e2e

∗
2 + e2

2(e∗1)2
)
.

This implies that

e∗1w2e2 = −e1e
∗
2 − e1e2(e∗1)2 + e2

2e
∗
1e

∗
2 ∈ LK(R2)0.

Assume that −e1e
∗
2 − e1e2(e∗1)2 + e2

2e
∗
1e

∗
2 ∈ Im(θu), that means, −e1e

∗
2 − e1e2(e∗1)2 +

e2
2e

∗
1e

∗
2 = θu(a) for some a ∈ LK(R2)0. Then, a may be written of the form:

a = e1t1e
∗
1 + e1t2e

∗
2 + e2t3e

∗
1 + e2t4e

∗
2,

where ti ∈ LK(R2)0 for all 1 ≤ i ≤ 4. We note that fu(θu(e∗1)) = fu(e∗2 + e2(e∗1)2) = e∗1
and fu(θu(e∗2)) = fu(e∗1) = e∗2 for all 1 ≤ j ≤ 2. Therefore, we have

θu(eise∗j ) = θu(ei) ∗ θu(s) ∗ θu(e∗j ) = ei ∗ θu(s) ∗ θu(e∗j ) = eiϕu(θu(s)) ∗ θu(e∗j )

= eifu(θu(s))fu(θu(e∗j )) = eifu(θu(s))e∗j

for all s ∈ LK(R2)0 and 1 ≤ i, j ≤ 2. This implies that

θu(a) = e1fu(θu(t1))e∗1 + e1fu(θu(t2))e∗2 + e2fu(θu(t3))e∗1 + e2fu(θu(t4))e∗2,
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and so

−e2e
∗
1 = e∗1(−e1e

∗
2 − e1e2e

∗2
1 + e2

2e
∗
1e

∗
2)e1 = e∗1θu(a)e1 = fu(θu(t1)),

−v = e∗1(−e1e
∗
2 − e1e2e

∗2
1 + e2

2e
∗
1e

∗
2)e2 = e∗1θu(a)e2 = fu(θu(t2)),

0 = e∗2(−e1e
∗
2 − e1e2e

∗2
1 + e2

2e
∗
1e

∗
2)e1 = e∗2θu(a)e1 = fu(θu(t3)),

e2e
∗
1 = e∗2(−e1e

∗
2 − e1e2e

∗2
1 + e2

2e
∗
1e

∗
2)e2 = e∗2θu(a)e2 = fu(θu(t4)).

Hence, e2e
∗
1 = fu(θu(−t1)) = fu(θu(t4)). Since fu and θu are injective, we must have 

−t1 = t4 =: t, t2 = −v and t3 = 0. Therefore,

a = −e1e
∗
2 − e1te

∗
1 + e2te

∗
2.

As above we have shown e2e
∗
1 = fu(θu(t)). On the other hand,

e2 = fu(e1) − e2
1e

∗
2 = fu(e1) − fu(e2

2)fu(e∗1) = fu(e1 − e2
2e

∗
1)

e∗1 = fu(e∗2) + e1e
∗2
2 = fu(e∗2) + fu(e2)fu(e∗21 ) = fu(e∗2 + e2e

∗2
1 ).

So e2e
∗
1 = fu(e1e

∗
2 + e1e2e

∗2
1 − e2

2e
∗
1e

∗
2) = fu(−θu(a)) = fu(θu(−a)). It follows that 

fu(θu(t)) = fu(θu(−a)). By the injectivity of fu and θu, t = −a, i.e.,

t = e1e
∗
2 + e1te

∗
1 − e2te

∗
2,

which yields that (e∗1)mtem1 = t for all m ≥ 1. Since t ∈ LK(R2)0, we write t = kv +∑d
i=1 kiαiβ

∗
i , where d ≥ 0, k, ki ∈ K and αi, βi ∈ (R2)∗ with |αi| = |βi| ≥ 1 for all 

1 ≤ i ≤ p. We have (e∗1)lel1 = v for all l ≥ 1 and

(e∗1)|αi|(αiβ
∗
i )e|αi|

1 =
{
v if αi = β∗

i = e
|αi|
1 ,

0 otherwise

for all 1 ≤ i ≤ d. Hence, for m = max{|αi| | 1 ≤ i ≤ d}, we obtain that

t = (e∗1)mtem1 = (e∗1)m(kv +
d∑

i=1
kiαiβ

∗
i )em1 = cv

for some c ∈ K, and so e∗1te2 = e∗1(cv)e2 = c(e∗1e2) = 0.
On the other hand, we have

e∗1te2 = e∗1(e1e
∗
2 + e1te

∗
1 − e2te

∗
2)e2 = v,

and so v = 0, a contradiction. Therefore, we must have −e1e
∗
2−e1e2e

∗2
1 +e2

2e
∗
1e

∗
2 /∈ Im(θu), 

thus θu is not an isomorphism.
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4. Application: irreducible representations of LK(Rn)

The study of irreducible representations of Leavitt path algebras is still in its early 
stage. Chen in his remarkable paper [14] initiated the study of simple modules over 
Leavitt path algebras. To understand his construction of simple modules, let us first 
recall some terminologies. Let E be an arbitrary graph. An infinite path p := e1 · · · en · · ·
in a graph E is a sequence of edges e1, . . . , en, . . . such that r(ei) = s(ei+1) for all i. We 
denote by E∞ the set of all infinite paths in E. For p := e1 · · · en · · · ∈ E∞ and n ≥ 1, 
Chen ([14]) defines τ>n(p) = en+1en+2 · · · , and τ≤n(p) = e1e2 · · · en. Two infinite paths 
p, q are said to be tail-equivalent (written p ∼ q) if there exist positive integers m, n such 
that τ>n(p) = τ>m(q). Clearly ∼ is an equivalence relation on E∞, and we let [p] denote 
the ∼ equivalence class of the infinite path p.

Let c be a closed path in E. Then the path ccc · · · is an infinite path in E, which we 
denote by c∞. Note that if c and d are closed paths in E such that c = dn, then c∞ = d∞

as elements of E∞. The infinite path p is called rational in case p ∼ c∞ for some closed 
path c. If p ∈ E∞ is not rational we say p is irrational. We denote by E∞

irr the set of 
irrational paths in E.

Given a field K and an infinite path p, Chen ([14]) defines V[p] to be the K-vector 
space having {q ∈ E∞ | q ∈ [p]} as a basis, that is, having basis consisting of distinct 
elements of E∞ which are tail-equivalent to p. V[p] is made a left LK(E)-module by 
defining, for all q ∈ [p] and all v ∈ E0, e ∈ E1,

1) v · q = q or 0 according as v = s(q) or not;
2) e · q = eq or 0 according as r(e) = s(q) or not;
3) e∗ · q = τ1(q) or 0 according as q = eτ1(q) or not.

In [14, Theorem 3.3] Chen showed that V[p] is a simple left LK(E)-module; and V[p] ∼= V[q]
if and only if p ∼ q, which happens precisely when V[p] = V[q].

Let c = e1 · · · et be a closed path in E based at v and f(x) = a0 + a1x + · · ·+ anx
n a 

polynomial in K[x]. We denote by f(c) the element

f(c) := a0v + a1c + · · · + anc
n ∈ LK(E).

We denote by Irr(K[x]) the set of all irreducible polynomials in K[x] written in the 
form 1 − a1x − · · · − anx

n and by Πc the set of all the following closed paths c1 :=
c, c2 := e2 · · · ete1, . . . , cn := ene1 · · · en−1. In [7, Theorems 4.3 and 4.7] Ánh and the 
first author proved that for any irreducible polynomial f ∈ Irr(K[x]), the all cyclic left 
LK(E)-modules Sf

ci generated by z subject to z = (a1ci + · · · + anc
n
i )z (1 ≤ i ≤ n), are 

both simple and isomorphic to each other, and define a simple LK(E)-module Sf
Πc

.
In [21] Kuroda and the first author constructed additional classes of simple LK(Rn)-

modules by studying the twisted modules of the simple modules Sf
c under Anick type 

automorphisms of LK(Rn) mentioned in Corollary 2.9, where Rn is the rose graph with 
n petals.
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For any integer n ≥ 2, we denote by Cs(Rn) the set of simple closed paths of the form 
c = ek1ek2 · · · ekm

, where ki ∈ {1, 3, . . . , n} for all 1 ≤ i ≤ m − 1 and km = 2, in Rn. For 
any c ∈ Cs(Rn), p ∈ ARn

(e1, e2) and f ∈ Irr(K[x]), we have a left LK(Rn)-module Sf, p
c , 

which is the twisted module (Sf
c )ϕp , where ϕp is the automorphism of LK(Rn) defined 

in Corollary 2.9. By [21, Theorem 3.6], the LK(Rn)-module Sf, p
c is always simple.

For each pair (f, c) ∈ Irr(K[x]) × Cs(Rn), we define an equivalence relation ≡f,c

on ARn
(e1, en) as follows. For all p, q ∈ ARn

(e1, en), p ≡f,c q if and only if p − q =
rf(c) for some r ∈ LK(Rn). We denote by [p] the ≡f,c equivalence class of p. The 
following theorem provides us with a list of some classes of pairwise non-isomorphic 
simple LK(Rn)-modules.

Theorem 4.1 ([21, Theorem 3.8]). Let K be a field, n ≥ 2 a positive integer, and Rn the 
rose graph with n petals. Then, the following set

{V[α] | α ∈ (Rn)∞irr} � {Sf
Πc

| c ∈ SCP (Rn), f ∈ Irr(K[x])}�
�{Sf, p

d | d ∈ Cs(Rn), f ∈ Irr(K[x]), [0] �= [p] ∈ ARn
(e1, e2)/ ≡f,d}

consists of pairwise non-isomorphic simple left LK(Rn)-modules.

The remainder of this section is to investigate the twisted modules (V[α])ϕP of the 
simple LK(Rn)-modules V[α] by graded automorphisms ϕP mentioned in Proposition 2.7, 
where p is an infinite path in Rn and P ∈ GLn(K). For convenience, we denote

V P
[α] := (V[α])ϕ

−1
P = (V[α])ϕP−1

for any α ∈ (Rn)∞ and P ∈ GLn(K). Denoting by · the module operation in V P
[α], we 

have v · β = ϕ−1
P (v)β = vβ = β,

ei · β = ϕ−1
P (ei)β = ϕP−1(ei)β = (

n∑
t=1

p′tiet)β

and

e∗i · β = ϕ−1
P (e∗i )β = ϕP−1(e∗i )β = (

n∑
t=1

pite
∗
t )β in V[α]

for all β ∈ [α] and 1 ≤ i ≤ n, where P = (pij) and P−1 = (p′ij) ∈ GLn(K).
We note that the symmetric group Sn acts on the set (Rn)∞ by setting:

(σ, p = ei1ei2 · · · eim · · · ) �−→ σ · p = eσ(i1)eσ(i2) · · · eσ(im) · · ·

for all σ ∈ Sn and p = ei1ei2 · · · eim · · · ∈ (Rn)∞. The orbit of p is the set {σ ·p | σ ∈ Sn}
and denoted by Sn ·p. The set of orbits of points p in (Rn)∞ under the action of Sn form 
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a partition of (Rn)∞. The associated equivalence relation is defined by saying p ∼ q if 
and only if there exists an element σ ∈ Sn such that q = σ · p. Moreover, we have that 
(Rn)∞irr is an invariant subset of (Rn)∞, that means,

Sn · (Rn)∞irr := {σ · p | p ∈ (Rn)∞irr} = (Rn)∞irr.

We denote by (Rn)∞irr−eeri the set of all irrational paths p = ei1ei2 · · · eim · · · such that 
each edge is repeated infinitely many times in the path, that is,

|{m ∈ N | eim = ej}| = ∞

for all 1 ≤ j ≤ n. It is not hard to see that (Rn)∞irr−eeri is an invariant subset of (Rn)∞, 
and (R2)∞irr−eeri = (R2)∞irr.

We also have a group action of Sn on the general linear group GLn(K) defined by:

(σ,A = [a1 a2 · · · an]) �−→ σ ·A := [aσ(1) aσ(2) · · · aσ(n)]

for all σ ∈ Sn and A = [a1 a2 · · · an] ∈ GLn(K), where aj is the jth column of A. 
In the following theorem, we describe simple LK(Rn)-modules V P

[α] associated to pairs 
(α, P ) ∈ (Rn)∞irr−eeri ×GLn(K).

Theorem 4.2. Let K be a field, n ≥ 2 a positive integer, and Rn be the rose graph with 
n petals. Let P = (pij) ∈ GLn(K) be an arbitrary element and α = ei1ei2 · · · eim · · · ∈
(Rn)∞irr−eeri. Then, the following statements hold:

(1) V P
[α] is a simple left LK(Rn)-module;

(2) EndLK(Rn)(V P
[α]) ∼= K;

(3) V P
[α]

∼= LK(Rn)/ 
⊕∞

m=0 LK(Rn)(ϕP (εm) − ϕP (εm+1)), where ε0 := v, εm =
ei1 · · · eime∗im · · · e∗i1 for all m ≥ 1, and the graded automorphism ϕP is defined in Propo-
sition 2.7. Consequently, V P

[α] is not finitely presented.
(4) For any β ∈ (Rn)∞irr−eeri, V[β] ∼= V P

[α] if and only if there exist an element σ ∈ Sn

and a diagonal matrix D ∈ GLn(K) such that P = σ ·D and σ · β ∼ α.
(5) For any β ∈ (Rn)∞irr−eeri and any Q ∈ GLn(K), V Q

[β]
∼= V P

[α] if and only if there 
exist an element σ ∈ Sn and a diagonal matrix D ∈ GLn(K) such that Q−1P = σ ·D
and σ · β ∼ α.

Proof. (1) It follows from the fact that V[α] is a simple left LK(Rn)-module (by [14, 
Theorem 3.3 (1)]) and ϕP−1 is an automorphism of LK(Rn) (by Proposition 2.7).

(2) By [14, Theorem 3.3 (1)], we have EndLK(Rn)(V[α]) ∼= K, which yields that 
EndLK(Rn)(V P

[α]) ∼= K.
(3) Since V[α] is a simple left LK(Rn)-module, V[α] = LK(Rn)α. By [7, Theorem 3.4], 

we obtain that

{r ∈ LK(Rn) | rα = 0 in V[α]} =
∞⊕

LK(Rn)(εm − εm+1),

m=0
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where ε0 := v and εm = ei1 · · · eime∗im · · · e∗i1 ∈ LK(Rn) for all m ≥ 1. By item (1), 
V P

[α] is a simple left LK(Rn)-module, and so V P
[α] = LK(Rn) · α, that means, every 

element of V P
[α] is of the form r · α = ϕP−1(r)α, where r ∈ LK(Rn). We next compute 

annLK(Rn)(α) := {r ∈ LK(Rn) | r · α = 0}. Indeed, let r ∈ annLK(Rn)(α). We then have 
ϕP−1(r)α = r · α = 0 in V[α], which gives that ϕP−1(r) =

∑k
i=1 ri(εmi

− εmi+1), where 
k ≥ 1 and ri ∈ LK(Rn) for all 1 ≤ i ≤ k, and so

r = ϕP (ϕP−1(r)) =
k∑

i=1
ϕP (ri) (ϕP (εmi

) − ϕP (εmi+1)) .

This implies that

annLK(Rn)(α) ⊆
∞⊕

m=0
LK(Rn)(ϕP (εm) − ϕP (εm+1)).

Conversely, assume that r ∈
⊕∞

m=0 LK(Rn)(ϕP (εm) − ϕP (εm+1)); i.e., r =∑k
i=1 ri(ϕP (εmi

) − ϕP (εmi+1)), where k ≥ 1 and ri ∈ LK(Rn) for all 1 ≤ i ≤ k. 
We then have

r · α = ϕP−1(r)α = (
k∑

i=1
ϕP−1(ri) (εmi

− εmi+1))α = 0

in V[α], and so r ∈ annLK(Rn)(α), showing that

∞⊕
m=0

LK(Rn)(ϕP (εm) − ϕP (εm+1)) ⊆ annLK(Rn)(α).

Hence 
⊕∞

m=0 LK(Rn)(ϕP (εm) − ϕP (εm+1)) = annLK(Rn)(α). This implies that

V P
[α]

∼= LK(Rn)/
∞⊕

m=0
LK(Rn)(ϕP (εm) − ϕP (εm+1)).

Assume that V P
[α] is finitely presented. This shows that 

⊕∞
m=0 LK(Rn)(ϕP (εm) −

ϕP (εm+1)) is finitely generated, whence there exists an integer k ≥ 1 such that 
ϕP (εm) = ϕP (εm+k) for all m ≥ 0; equivalently, εm = εm+k for all m ≥ 0 (since ϕP

is an automorphism), but this cannot happen in LK(Rn). Therefore, V P
[α] is not finitely 

presented.
(4) (⇐) Assume that there exist an element σ ∈ Sn and a diagonal matrix 

D ∈ GLn(K) such that P = σ · D and σ · α ∼ β. We then have σ · α =
eσ(i1)eσ(i2) · · · eσ(im) · · · ∈ (Rn)∞ and V[β] ∼= V[σ·α] (by Theorem 4.1). By [7, The-
orem 3.4], V[σ·α] ∼= LK(Rn)/ 

⊕∞
m=0 LK(Rn)(λm − λm+1), where λ0 = v and λm =

eσ(i1) · · · eσ(im)e
∗ · · · e∗ for all m ≥ 1.
σ(im) σ(i1)
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On the other hand, by Item (3), V P
[α]

∼= LK(Rn)/ 
⊕∞

m=0 LK(Rn)(ϕP (εm) −ϕP (εm+1)), 
where ε0 := v, εm = ei1 · · · eime∗im · · · e∗i1 for all m ≥ 1. Write P = (pij) and P−1 = (qij). 
Then, since P = σ ·D, we have piσ(i) �= 0 and pij = 0 for all 1 ≤ i, j ≤ n and j �= σ(i). 
This implies that qσ(i)i = p−1

iσ(i) and qki = 0 for all 1 ≤ i, k ≤ n and k �= σ(i), and so

ϕP (ei) =
n∑

k=1

pkiek = pkσ(k)ek and ϕP (e∗i ) =
n∑

k=1

qike
∗
k = qσ(k)ke

∗
k

for all 1 ≤ i ≤ n, where i = σ(k). This shows that

ϕP (εm) = ϕP

(
ei1 · · · eime∗im · · · e∗i1

)
= ϕP (ei1) · · ·ϕP (eim)ϕP

(
e∗im

)
· · ·ϕP

(
e∗i1

)
= pi1σ(i1)eσ(i1) · · · pimσ(im)eσ(im)qσ(im)ime∗σ(im) · · · qσ(i1)i1e

∗
σ(i1)

= eσ(i1) · · · eσ(im)e
∗
σ(im) · · · e∗σ(i1) = λm

for all m ≥ 1, and so

V P
[α]

∼= LK(Rn)/
∞⊕

m=0
LK(Rn)(λm − λm+1) ∼= V[σ·α] ∼= V[β],

as desired.
(⇒) Assume that θ : V[β] −→ V P

[α] is an isomorphism of left LK(Rn)-modules. Let q ∈
[β] be an element such that θ(q) =

∑m
i=1 kiαi, where m is minimal such that ki ∈ K \{0}

and all the αi are pairwise distinct in [α]. Write q = et1et2 · · · etk · · · ∈ (Rn)∞irr−eeri and 
αi = eji1eji2 · · · ejik · · · ∈ (Rn)∞irr−eeri, where 1 ≤ ti, jik ≤ n. By the minimality of m, we 
have

0 �= θ(τ>1(q)) = θ(e∗t1q) = e∗t1 · θ(q) = (
n∑

j=1
pt1je

∗
j )(

m∑
i=1

kiαi) =
m∑
i=1

k
(1)
i τ>1(αi),

where k(1)
i = kipt1ji1 ∈ K \{0} for all 1 ≤ i ≤ m, and all the τ>1(αi) are pairwise distinct 

in [α]. For all s �= t1, we have

0 = θ(e∗sq) = e∗s · θ(q) = (
n∑

j=1
psje

∗
j )(

m∑
i=1

kiαi) =
m∑
i=1

kipsji1τ>1(αi).

Since all the τ>1(αi) are pairwise distinct, they are linearly independent in V P
[α], and so 

kipsji1 = 0 for all 1 ≤ i ≤ m, this yields psji1 = 0 for all 1 ≤ i ≤ m and s �= t1; that 
means, for each 1 ≤ i ≤ n, the jthi1 -column of P has only the (t1, ji1)-entry is nonzero. 
Assume that there exist two numbers 1 ≤ i �= k ≤ m such that τ≤1(αi) �= τ≤1(αk), i.e.,
eji1 �= ejk1 . We then have pt1ji1 �= 0, pt1jk1 �= 0 and psji1 = 0 = psjk1 for all s �= t1, 
and so A is not invertible, a contradiction. This implies that τ≤1(αi) = τ≤1(αj) for all 
1 ≤ i, j ≤ m, and the tth1 -row of P has only the (t1, ji1)-entry is nonzero.
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If et2 = et1 , we then have

0 �= θ(τ>2(q)) = θ(e∗t2τ>1(q)) = e∗t2 · θ(τ>1(q)) =
m∑
i=1

k
(2)
i τ>2(αi),

where k(2)
i = k

(1)
i pt1ji1 ∈ K \ {0} for all 1 ≤ i ≤ m. By the minimality of m, all the 

τ>2(αi) are pairwise distinct in [α] and τ≤1(τ>2(αi)) = τ≤1(τ>2(αk)) for all 1 ≤ i, k ≤ m.
If et2 �= et1 , then by using the quality

0 �= θ(τ>1(q)) =
m∑
i=1

k
(1)
i τ>1(αi)

and repeating the above same argument which was done for et1 , we obtain that the 
jthi1 -column and tth2 -row of P have only that the (t2, ji2)-entry is nonzero, all the τ>2(αi)
are pairwise distinct in [α] and τ≤1(τ>2(αi)) = τ≤1(τ>2(αk)) for all 1 ≤ i, k ≤ m. 
Therefore, in any case, we have that all the τ>2(αi) are pairwise distinct in [α] and 
τ≤2(αi) = τ≤2(αk) for all 1 ≤ i, k ≤ m.

By repeating this process, we obtain that τ≤l(αi) = τ≤l(αj) for all l ≥ 1 and 1 ≤
i, j ≤ m, and every row and every column of P has only a nonzero entry (since q ∈
(Rn)∞irr−eeri). Then, since all the τ≤l(αi) are the same for all l ≥ 1, and all the αi

are pairwise distinct, we must have m = 1. Since every row and every column of P
has only a nonzero entry, there exists an element σ ∈ Sn such that piσ(i) �= 0 for all 
1 ≤ i ≤ n. This implies that P = σ · D for some diagonal matrix D ∈ GLn(K) and 
σ · q = eσ(t1)eσ(t2) · · · eσ(tk) · · · = α1, this yields σ · q ∼ α. Since q ∼ β, there exist natural
numbers s and l such that τ>s(q) = τ>l(β), and so

σ · β ∼ σ · τ>l(β) = σ · τ>s(q) ∼ σ · q ∼ α,

as desired.
(5) We note that

V Q
[β]

∼= V P
[α] ⇐⇒ (V[α])ϕP−1 ∼= (V[β])ϕQ−1 ⇐⇒ (V[β])ϕQ−1 )ϕQ ∼= (V[α])ϕP−1 )ϕQ

⇐⇒ V[β] ∼= (V[α])ϕP−1Q = V Q−1P
[α] .

Using this note and Item (4), we immediately get the statement, thus finishing the 
proof. �

For any integer n ≥ 2, we define an equivalence relation ≡ on (Rn)∞irr−eeri as follows. 
For all α, β ∈ (Rn)∞irr−eeri, α ≡ β if and only if σ ·α ∼ β for some σ ∈ Sn. We denote by 
[α]≡ the ≡ equivalence class of α. The following corollary shows that all simple LK(Rn)-
modules V P

[α] associated to pairs (α, P ) ∈ (Rn)∞irr−eeri ×GLn(K) may be parameterized 
by the set ((Rn)∞irr−eeri/ ≡) × GLn(K).
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Corollary 4.3. Let K be a field, n ≥ 2 a positive integer and Rn be the rose graph with n
petals. Then, the set

{V P
[α] | [α]≡ ∈ (Rn)∞irr−eeri/ ≡ and P ∈ GLn(K)}

consists of pairwise non-isomorphic simple left LK(Rn)-modules.

Proof. Let α and β be elements of (Rn)∞irr−eeri such that [α]≡ �= [β]≡. We then have 
that σ · α is not tail-equivalent to β for all σ ∈ Sn. By Theorem 4.2 (5), V P

[α] � V Q
[β] as 

left LK(Rn)-modules for all P, Q ∈ GLn(K), which yields the statement, thus finishing 
the proof. �

For any integer n ≥ 2 and any field K, we denote by Un(K) the subgroup of GLn(K)
consisting all upper-triangle matrices with 1’s along the diagonal. As the second corollary 
of Theorem 4.2, we obtain that all simple LK(Rn)-modules V P

[α] associated to pairs 
(α, P ) ∈ (Rn)∞irr−eeri × Un(K) may be parameterized by the set ((Rn)∞irr−eeri/ ∼) ×
Un(K).

Corollary 4.4. Let K be a field, n ≥ 2 a positive integer, Rn the rose graph with n petals 
and Un(K) the subgroup of GLn(K) consisting all upper-triangle matrices with 1’s along 
the diagonal. Let α and β be elements of (Rn)∞irr−eeri and let P and Q be elements of 
Un(K). Then, V P

[α]
∼= V Q

[β] if and only if α ∼ β and P = Q. Consequently, the set

{V P
[α] | α ∈ (Rn)∞irr−eeri and P ∈ Un(K)}

consists of pairwise non-isomorphic simple left LK(Rn)-modules.

Proof. (⇒) Assume that V P
[α]

∼= V Q
[β]. Then, by Theorem 4.2 (5), there exist an element 

σ ∈ Sn and a diagonal matrix D ∈ GLn(K) such that Q−1P = σ · D and σ · β ∼ α. 
Since P, Q ∈ Un(K), we have σ ·D = Q−1P ∈ Un(K), and so σ = 1Sn

and D = In. This 
implies that P = Q and α ∼ β.

(⇐) It immediately follows from Theorem 4.2 (5), thus finishing the proof. �
In the following theorem, we describe simple LK(Rn)-modules V P

[c∞] associated to 
pairs (c, P ) ∈ SCP (Rn) ×GLn(K).

Theorem 4.5. Let K be a field, n ≥ 2 a positive integer, and Rn be the rose graph with 
n petals. Let P = (pij) ∈ GLn(K) be an arbitrary element and c ∈ SCP (Rn). Then, the 
following statements hold:

(1) V P
[c∞] is a simple left LK(Rn)-module;

(2) EndLK(Rn)(V P
[c∞]) ∼= K;

(3) V P
[c∞]

∼= LK(Rn)/LK(Rn)(v − ϕP (c)), where the graded automorphism ϕP is de-
fined in Proposition 2.7.
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(4) For any d ∈ SCP (Rn), V[d∞] ∼= V P
[c∞] if and only if d = ϕP (β) for some β ∈ Πc.

(5) For any d ∈ SCP (Rn) and any Q ∈ GLn(K), V Q
[d∞]

∼= V P
[c∞] if and only if 

ϕQ(d) = ϕP (β) for some β ∈ Πc.

Proof. (1) It follows from the fact that V[c∞] is a simple left LK(Rn)-module (by [14, 
Theorem 3.3 (1)]) and ϕP−1 is an automorphism of LK(Rn) (by Proposition 2.7).

(2) By [14, Theorem 3.3 (1)], we have EndLK(Rn)(V[c∞]) ∼= K, which yields that 
EndLK(Rn)(V P

[c∞]) ∼= K.
(3) Since V[c∞] is a simple left LK(Rn)-module, V[c∞] = LK(Rn)c∞. By [7, Theorem 

4.3] (see also [4, Theorem 2.8]), we obtain that

{r ∈ LK(Rn) | rc∞ = 0 in V[c∞]} = LK(Rn)(v − c).

By item (1), V P
[c∞] is a simple left LK(Rn)-module, and so V P

[c∞] = LK(Rn) · c∞, that 
means, every element of V P

[c∞] is of the form r · c∞ = ϕP−1(r)c∞, where r ∈ LK(Rn). 
We next compute annLK(Rn)(c∞) := {r ∈ LK(Rn) | r · c∞ = 0}. Indeed, let r ∈
annLK(Rn)(c∞). We then have ϕP−1(r)c∞ = r · c∞ = 0 in V[c∞], which gives that 
ϕP−1(r) = s(v − c) for some s ∈ LK(Rn), and so

r = ϕP (ϕP−1(r)) = ϕP (s) (v − ϕP (c)) .

This implies that

annLK(Rn)(c∞) ⊆ LK(Rn)(v − ϕP (c)).

Conversely, assume that r ∈ LK(Rn)(v − ϕP (c)); i.e., r = x(v − ϕP (c)) for some x ∈
LK(Rn). We then have

r · c∞ = ϕP−1(r)c∞ = ϕP−1(x(v − ϕP (c)))c∞ = ϕP−1(x) (v − c) c∞ = 0

in V[α], and so r ∈ annLK(Rn)(c∞), showing that

LK(Rn)(v − ϕP (c)) ⊆ annLK(Rn)(c∞).

Hence LK(Rn)(v − ϕP (c)) = annLK(Rn)(c∞). This implies that

V P
[c∞]

∼= LK(Rn)/LK(Rn)(v − ϕP (c)),

as desired.
(4) (⇐) Assume that d = ϕP (β) for some β ∈ Πc. Then, by [7, Theorem 4.3] (see also 

[4, Theorem 2.8]), V[d∞] ∼= LK(Rn)/LK(Rn)(v − d). Since β ∈ Πc and by Theorem 4.1, 
V[c∞] ∼= V[β∞], and so

V P
[c∞] = (V[c∞])ϕP−1 ∼= (V[β∞])ϕP−1 = V P

[β∞].
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By Item (3), we have

V P
[β∞]

∼= LK(Rn)/LK(Rn)/LK(Rn)(v − ϕP (β)) = LK(Rn)/LK(Rn)(v − d) ∼= V[d∞],

and so V[d∞] ∼= V P
[c∞], as desired.

(⇒) Assume that θ : V[d∞] −→ V P
[c∞] is an isomorphism of left LK(Rn)-modules. Let 

q ∈ [d∞] be an element such that θ(q) =
∑m

i=1 kiαi, where m is minimal such that 
ki ∈ K \ {0} and all the αi are pairwise distinct in [c∞]. By repeating the method done 
in the proof of the direction (⇒) of Theorem 4.2 (4), we obtain that τ≤l(αi) = τ≤l(αj)
for all l ≥ 1 and 1 ≤ i, j ≤ m. Since all the αi are pairwise distinct, we must have m = 1. 
Since q ∈ [d∞], τ>l(p) = d∞ for some l ≥ 0, and so

θ(d∞) = θ(τ≤l(q)∗q) = τ≤l(q)∗ · θ(q) = k1ϕP−1(τ≤l(q)∗)α1 = kα,

where k ∈ K \ {0} and α = τ>l(α1). This implies that

kα = θ(d∞) = θ(dtd∞) = dt · θ(d∞) = kϕP−1(dt)α

for all t ≥ 1, and so α = β∞ for some β ∈ SCP (Rn) and ϕP−1(d) = β. This shows that 
d = ϕP (ϕP−1(d)) = ϕP (β). Since α ∈ [c∞], we have [β∞] = [c∞], and so β ∈ Πc, as 
desired.

(5) We note that

V Q
[d∞]

∼= V P
[c∞] ⇐⇒ (V[d∞])ϕQ−1 ∼= (V[c∞])ϕP−1 ⇐⇒ (V[d∞])ϕQ−1 )ϕQ ∼= (V[c∞])ϕP−1 )ϕQ

⇐⇒ V[d∞] ∼= (V[c∞])ϕP−1Q = V Q−1P
[c∞] .

Using this note and Item (4), we immediately get the statement, thus finishing the 
proof. �

In light of Theorem 4.5, we define an equivalence relation ≡ on SCP (Rn) ×GLn(K)
as follows: For all (c, P ) and (d, Q) ∈ SCP (Rn) × GLn(K), (c, P ) ≡ (d, Q) if and only 
if ϕQ(d) = ϕP (β) for some β ∈ Πc. We denote by [(c, P )] the ≡-equivalence class of 
(c, P ). As a corollary of Theorem 4.5, we obtain that all simple LK(Rn)-modules V P

[c∞]
associated to pairs (α, P ) ∈ SCP (Rn) × GLn(K) may be parameterized by the set 
(SCP (Rn) ×GLn(K))/ ≡.

Corollary 4.6. Let K be a field, n ≥ 2 a positive integer and Rn the rose graph with n
petals. Then, the set

{V P
[c∞] | [(c, P )] ∈ (SCP (Rn) ×GLn(K))/ ≡}

consists of pairwise non-isomorphic simple left LK(Rn)-modules.
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Proof. It immediately follows from Theorem 4.5 (5). �
We should note that for all (P, Q) ∈ GLn(K) × GLn(K) and (c, d) ∈ SCP (Rn) ×

SCP (Rn) with |c| �= |d|, we always have deg(ϕQ(d)) = |d| �= |c| = deg(ϕP (β)) for all 
β ∈ Πc, and so ϕQ(d) �= ϕP (β) for all β ∈ Πc. Consequently, we obtain that [(c, P )] �=
[(d, Q)]. This shows that there are infinitely many isomorphic classes of simple modules 
described in Corollary 4.6.

Using Theorems 4.1, 4.2 and 4.5, we obtain a list of some classes of pairwise non-
isomorphic simple modules for the Leavitt path algebra LK(Rn).

Theorem 4.7. Let K be a field, n ≥ 2 a positive integer and Rn be the rose graph with n
petals. Then, the following simple left LK(Rn)-modules

(1) V[α], where α ∈ (Rn)∞irr;
(2) Sf

Πc
, where c ∈ SCP (Rn) and f ∈ Irr(K[x]);

(3) Sf,p
d , where d ∈ Cs(Rn), f ∈ Irr(K[x]) with deg(f) ≥ 2, [0] �= [p] ∈

ARn
(e1, e2)/ ≡f,d;

(4) V P
[α], where [α]≡ ∈ (Rn)∞irr−eeri/ ≡ and In �= P ∈ GLn(K);

(5) V P
[c∞], where [(c, P )] ∈ (SCP (Rn) ×GLn(K))/ ≡ and P �= In

are pairwise non-isomorphic.

Proof. By Theorem 4.1, all the simple modules V[α], Sf
Πc

and Sf,p
d are pairwise non-

isomorphic. By Corollary 4.3, all V P
[α] ([α]≡ ∈ (Rn)∞irr−eeri/ ≡ and P ∈ GLn(K)) are 

pairwise non-isomorphic. By Corollary 4.6, all V P
[c∞] ([(c, P )] ∈ (SCP (Rn) ×GLn(K))/≡)

are pairwise non-isomorphic. By Theorem 4.2 (3), V P
[α] is not finitely presented for all 

α ∈ (Rn)∞irr−eeri and P ∈ GLn(K). While by Theorem 4.5 (3), V P
[c∞] is finitely presented 

for all c ∈ SCP (Rn) and P ∈ GLn(K). By [21, Theorem 3.6 (5)], all Sf,p
d are finitely 

presented. By [7, Theorem 4.3] (see also [21, Theorem 3.2]), all Sf
Πc

are finitely presented. 
Therefore, each V P

[α] is neither isomorphic to any Sf
Πc

nor any V P
[c∞]. By Theorem 4.5 (2), 

EndLK(Rn)(V P
[c∞]) ∼= K for all c ∈ SCP (Rn) and P ∈ GLn(K). While by [21, Theorem 

3.6 (4)], EndLK(Rn)(Sf,p
d ) ∼= K[x]/K[x]f(x) for all d ∈ Cs(Rn), f ∈ Irr(K[x]) and 

p ∈ ARn
(e1, e2). Therefore, each V P

[c∞] is not isomorphic to any Sf,p
d with deg(f) ≥ 2, 

thus finishing the proof. �
We end this article by presenting the following example which illustrates Theorem 4.7.

Examples 4.8. Let R be the field of real numbers and R2 be the rose with 2 petals. We 
then have (R2)∞irr−eeri = (R2)∞irr, and Cs(R2) = {em1 e2 | m ∈ Z, m ≥ 0} and AR2(e1, e2)
is the R-subalgebra of LR(R2) generated by v, e1, e∗2, that means,
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AR2(e1, e2) = {
n∑

i=1
rie

mi
1 (e∗2)li | n ≥ 1, ri ∈ R, mi, li ≥ 0},

where e0
1 = v = (e∗2)0, and R[e1] ⊆ AR2(e1, e2). By Corollary 4.7, the following simple 

left LR(R2)-modules

(1) V[α], where α ∈ (R2)∞irr;
(2) Sf

Πc
, where c ∈ SCP (R2) and f ∈ Irr(R[x]);

(3) Sf,p
em1 e2

, where m ≥ 0, f = 1 − bx − ax2 ∈ R[x] with a �= 0 and b2 + 4a < 0, and 
0 �= p ∈ R[e1];

(4) V P
[α], where [α]≡ ∈ (R2)∞irr/ ≡ and I2 �= P ∈ GL2(R);

(5) V P
[c∞], where [(c, P )] ∈ (SCP (R2) ×GL2(R))/ ≡ and P �= I2

are pairwise non-isomorphic.
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