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MỞ ĐẦU

1. Tính cấp thiết của đề tài
Cùng với sự phát triển của khoa học công nghệ và các vật liệu mới có độ

bền cơ học cao hơn, kết cấu được thiết kế cho phép có chuyển vị lớn trong
quá trình làm việc. Phân tích phi tuyến kết cấu có chuyển vị lớn là đề tài quan
trọng trong lĩnh vực cơ học, có ý nghĩa thực tiễn, thu hút được sự quan tâm
của nhiều nhà khoa học trong nước và trên thế giới.

Phân tích ứng xử phi tuyến của kết cấu và vật rắn liên quan tới hai bài toán
chính: (1) Bài toán phi tuyến hình học, trong đó kết cấu có chuyển vị tương
đối lớn (moderate displacements) hoặc chuyển vị lớn (large displacements);
(2) Bài toán phi tuyến vật liệu, trong đó ứng suất tại một hoặc một số vùng
của kết cấu vượt qua giới hạn đàn hồi (kết cấu đàn-dẻo). Các kết quả phân tích
chuyển vị lớn của kết cấu nói chung, khung, dầm làm từ các vật liệu mới nói
riêng còn rất hạn chế. Vì lí do đó, luận án tập trung nghiên cứu ứng xử chuyển
vị lớn của kết cấu khung, dầm làm từ hai loại vật liệu mới là vật liệu có cơ tính
biến thiên (Functionally Graded Material - FGM) và vật liệu composite gia
cường bằng các ống nano carbon (Carbon Nanotube Reinforced Composite -
CNTRC). Do các phương pháp giải tích thường gặp khó khăn trong phân tích
chuyển vị lớn của kết cấu, luận án sử dụng cách tiếp cận số, cụ thể là phương
pháp phần tử hữu hạn, để tính toán các đặc trưng cơ học như trường chuyển
vị và trường ứng suất của kết cấu khung, dầm FGM và CNTRC có chuyển vị
lớn. Ảnh hưởng của sự phân bố vật liệu, cấu hình hình học như các tham số
nội tại của kết cấu (độ mảnh kết cấu, tham số tỷ lệ kích thước) tới chuyển vị
lớn của kết cấu khung, dầm nêu trên được nghiên cứu chi tiết.

2. Mục tiêu của Luận án
Luận án nhằm phát triển một số mô hình phần tử dầm phi tuyến và chương

trình tính toán số dùng trong phân tích ứng xử chuyển vị lớn của kết cấu
khung, dầm làm từ một số loại vật liệu mới. Với chương trình tính toán số
xây dựng được, luận án sẽ tiến hành phân tích một số bài toán cụ thể và đánh
giá ảnh hưởng của một số tham số hình học, vật liệu tới ứng xử phi tuyến của
kết cấu khung, dầm làm từ các vật liệu mới nêu trên.

3. Nội dung chính của Luận án
Luận án gồm 3 chương, trong đó chương 1 trình bày tổng quan tình hình

nghiên cứu trong phân tích kết cấu FGM và CNTRC với chú trọng thảo luận



2

các kết quả trong phân tích phi tuyến. Chương 2 phân tích chuyển vị lớn của
dầm sandwich FGM và CNTRC trên cơ sở công thức Lagrange toàn phần.
Chương 3 sử dụng phương pháp hệ tọa độ đồng hành để xây dựng phần tử
dầm phi tuyến cho phân tích chuyển vị lớn của kết cấu khung, dầm FGM có
xét tới ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước micro. Một số kết luận của luận án
được tóm lược trong phần kết luận.

4. Phương pháp nghiên cứu
Luận án sử dụng phương pháp nghiên cứu lý thuyết với cách tiếp cận số

dựa trên phương pháp phần tử hữu hạn. Các phương trình cơ bản cho kết cấu
được thiết lập trên cơ sở một số lý thuyết dầm khác nhau, trong khi phương
pháp phần tử hữu hạn được sử dụng để xây dựng các phương trình cân bằng
phi tuyến rời rạc và tính toán các đặc trưng cơ học của kết cấu.

Chương 1. TỔNG QUAN

Chương này trình bày tổng quan tình hình nghiên cứu trong phân tích kết
cấu FGM và CNTRC trên thế giới và trong nước, trong đó chú trọng tới các
kết quả trong phân tích phi tuyến. Các kết quả phân tích sử dụng phương
pháp số, đặc biệt là phương pháp PTHH được thảo luận chi tiết. Phân tích
tổng quan cho thấy phương pháp PTHH là lựa chọn hợp lý để thay thế các
phương pháp giải tích truyền thống trong phân tích phi tuyến kết cấu FGM
nói chung và chuyển vị lớn của khung, dầm FGM nói riêng. Trên cơ sở đánh
giá tổng quan, Luận án đã đưa ra hướng nghiên cứu và đề ra các vấn đề nghiên
cứu cụ thể.

Chương 2. CHUYỂN VỊ LỚN CỦA
DẦM SANDWICH FGM VÀ CNTRC

2.1. Mở đầu
Sử dụng công thức Lagrange toàn phần, chương 2 xây dựng phần tử dầm

phi tuyến cho phân tích chuyển vị lớn của dầm sandwich FGM và dầm sand-
wich CNTRC. Phần tử dầm được xây dựng trên cơ sở lý thuyết biến dạng
trượt bậc nhất với phép cầu phương giảm bậc để tránh hiện tượng nghẽn trượt
(shear locking). Ảnh hưởng của sự phân bố vật liệu, cấu hình sandwich tới
chuyển vị lớn tuyến của dầm được khảo sát chi tiết. Đặc biệt, ảnh hưởng của
các mô hình đồng nhất hóa vật liệu và sự kết tụ của các ống nano carbon tới
chuyển vị lớn của dầm được quan tâm nghiên cứu.
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2.2. Dầm sandwich FGM
Hình 2.1 minh họa dầm sandwich FGM (viết tắt là dầm FGSW) có chiều

dài L, thiết diện hình chữ nhật (b×h) trong hệ tọa độ Đề-các (x,z). Hai mô
hình dầm được xét đến trong Chương này là dầm có hai lớp ngoài được làm
từ vật liệu FGM, lớp lõi là vật liệu thuần gốm (gọi là dầm loại A, Hình 2.1a)
và dầm có hai lớp ngoài được làm từ vật liệu thuần nhất, lớp lõi là vật liệu
FGM (gọi là dầm loại B, Hình 2.1b).

L

L

x

x

z

z

Kim loại

Kim loại

Kim loại

Kim loại

Gốm

Gốm

Gốm

Gốm

h

h

z =h/23

z =h/23

z 2

z 2

z 1

z 1

z =-h/20

z =-h/20

Lớp 2: Thuần nhất

Lớp 3: Thuần nhất

Lớp 1: Thuần nhất

Lớp 3: FGM

Lớp 2: FGM

Lớp1: FGM

(a) Loại A

(b) Loại B

Hình 2.1. Mô hình dầm FGSW.

Dầm FGSW được giả định được làm từ hai pha vật liệu, pha gốm và pha
kim loại với tỷ phần thể tích của các pha thành phần thay đổi theo chiều cao
dầm theo quy luật lũy thừa. Với dầm Loại A như chỉ ra trong Hình 2.1a, tỉ
phần thể tích của pha gốm (Vc) và pha kim loại (Vm) cho bởi

Vc =



(
z− z0

z1 − z0

)n

, z ∈ [z0,z1]

1, z ∈ [z1,z2](
z− z3

z2 − z3

)n

, z ∈ [z2,z3]

và Vm = 1−Vc (2.1)

Với dầm Loại B trên Hình 2.1b, tỉ phần thể tích của các pha vật liệu thành
phần thay đổi theo chiều cao dầm như sau

Vc =


0, z ∈ [z0,z1](

z− z1

z2 − z1

)n

z ∈ [z1,z2]

1, z ∈ [z2,z3]

và Vm = 1−Vc (2.2)

2.3. Dầm sandwich CNTRC
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Hình 2.2 minh họa dầm công-xôn dạng sandwich gia cường bởi các ống
nano carbon. Dầm có chiều dài L, diện tích thiết diện ngang hình chữ nhật
với kích thước (b× h). Dầm được đặt một phần trên nền đàn hồi Pasternak
với phần dầm tựa lên có chiều dài LF , tính từ đầu ngàm của dầm.

Nền đàn hồi
Lớp CNTRC Lõi

h
z3z2z1z0

z, w

x, u

LF

Hình 2.2. Mô hình dầm FGSW-CNTRC nằm một phần trên nền đàn hồi.

Do tỉ số độ mảnh lớn và độ cứng chống uốn thấp, CNTs có xu hướng kết
tụ (agglomeration) trong pha nền polymer, tạo ra các cụm (inclusions) dạng
hình cầu, như minh họa trên Hình 2.3 cho một phần tử đại diện (Represen-
tative Volume Element, RVE). CNTs trong RVE được tìm thấy ở cả dạng bó
(bundle) hoặc dạng bó cụm (cluster) bên trong các hình cầu và rải rác trong
pha nền. Sự phân bố cụ thể này được mô tả bởi Shi và các cộng sự [7] bằng
cách sử dụng mô hình hai tham số được tóm tắt dưới đây.

Pha nền

CNTs

Cụm

Hình 2.3. Phần tử đại diện với các hình cầu kết tụ CNTs.

Tổng thể tích (Vr) của CNTs bên trong phần tử đại diện RVE có thể tích
(V ) được chia thành hai phần

Vr =V inclusion
r +V m

r (2.3)

với V inclusion
r và V m

r tương ứng là thể tích của CNTs bên trong các cụm hình
cầu (vùng tập trung CNTs) và bên trong pha nền.
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Sự kết tụ của CNTs được mô tả thông qua hai tham số dưới đây

ξ =
Vinclusion

V
, ζ =

V inclusion
r

Vr
với (ξ , ζ ) ∈ [0, 1] (2.4)

Trong biểu thức (2.4),Vinclusion là thể tích của các cụm hình cầu bên trong
RVE. tham số ξ được định nghĩa là tỉ phần thể tích của các cụm hình cầu
so với tổng thể tích của phần tử đại diện (V ); ζ là tỉ phần thể tích của CNTs
bên trong các cụm hình cầu (V inclusion

r ) so với tổng thể tích của CNTs. Trong
trường hợp, ξ < 1, sự kết tụ là từng phần, các ống nano carbon phân bố cả
trong các cụm hình cầu và nằm rải rác trong pha nền. Trường hợp ξ = 1 có
nghĩa là CNTs phân bố đều trong pha nền và ζ = 1 tương ứng với trường hợp
CNTs nằm hoàn toàn trong các cụm hình cầu.

2.4. Các tính chất hiệu dụng
2.4.1 Hệ số đàn hồi của dầm FGSW

Trong chương này, bốn mô hình đồng nhất hóa vật liệu, cụ thể là các mô
hình của Voigt (V), Mori-Tanaka (MT), Hashin-Strickman (HS) và Tamura-
Tomota-Ozawa (TTO) được áp dụng để tính toán các tính chất đàn hồi hiệu
dụng của dầm FGM hai pha.

Theo mô hình Voigt, tính chất đàn hồi hiệu dụng (P f ) của vật liệu FGM
hai pha được giả định tỉ lệ thuận với tỉ phần thể tích của vật liệu thành phần
như sau [133]

P f (z) = PcVc(z)+PmVm(z) (2.5)
trong đó Pc và Pm tương ứng là tính chất đàn hồi của gốm và kim loại.

Theo mô hình Mori-Tanaka [132], mô-đun đàn hồi hiệu dụng (E f ) và hệ
số Poisson hiệu dụng (ν f ) được biểu diễn như sau

E f =
9K f G f

3K f +G f
, ν f =

3K f −2G f

6K f +2G f
(2.6)

trong đó K f và G f tương ứng là mô-đun khối hiệu dụng và mô-đun trượt hiệu
dụng, các mô-đun này có thể được tính từ mô-đun đàn hồi của các vật liệu
thành phần

Các giới hạn Hashin và Shtrikman [134] cho mô-đun đàn hồi của com-
posite hai pha thu được bằng cách xét đến ảnh hưởng của hệ số Poisson của
cả hai pha. Các giới hạn dưới cho mô-đun đàn hồi (E f ), hệ số Poisson hiệu
dụng (ν f ) và mô-đun trượt hiệu dụng (G f ) như sau
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E f =
9KG

3K +G
, ν f =

3K −2G
2(3K +G)

, G f =
E f

2(1−ν f )
(2.9)

Mô hình thứ tư được xét đến ở đây là mô hình Tamura-Tomota-Ozawa
[135]. Theo mô hình TTO, mô-đun đàn hồi hiệu dụng (E f ) có dạng

E f =

EcVc +EmVm
q+Ec

q+Em

Vc +Vm
q+Ec

q+Em

(2.13)

với q là tham số thử nghiệm đại diện cho tỉ số giữa ứng suất và biến dạng truyền.
Mô-đun trượt hiệu dụng (G f ) trong mô hình TTO được đánh giá thông qua

mô-đun đàn hồi hiệu dụng (E f ) trong phương trình (2.13) và hệ số Poisson
hiệu dụng (ν f ) , trong đó hệ số Poisson hiệu dụng được tính toán qua biểu
thức ν f = νcVc +νmVm. Phương trình (2.13) sẽ đưa được về dạng biểu diễn
cho mô-đun đàn hồi hiệu dụng theo mô hình Voigt trong trường hợp q =±∞.

2.4.2 Tính chất hiệu dụng của dầm CNTRC

Mô-đun khối và mô-đun trượt hiệu dụng của composite thu được bằng
cách sử dụng mô hình đồng nhất hóa vật liệu Mori-Tanaka như sau

K = Kout +

1+
ξ
(

Kin

Kout
−1

)
1+α(1−ξ )

(
Kin

Kout
−1

)
 ,

G = Gout +

1+
ξ
(

Gin

Gout
−1

)
1+β (1−ξ )

(
Gin

Gout
−1

)


(2.17)

trong đó (Kin) và (Gin) là mô-đun khối hiệu dụng và mô-đun trượt hiệu dụng
bên trong các cụm hình cầu; (Kout) và (Gout) là các mô-đun khối hiệu dụng
và mô-đun trượt hiệu dụng bên ngoài các cụm hình cầu; α và β được xác
định như sau

α =
1+νout

3(1−νout)
, β =

2(4−5νout)

15(1−νout)
(2.18)

với νout = (3Kout−2Gout)/2(3Kout+Gout). Mô-đun Young (E) và tỷ số Pois-
son (ν) của dầm CNTRC được tính như sau
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E =
9KG

3K +G
, ν =

3K −2G
6K +2G

(2.19)

2.5. Phần tử dầm Lagrange toàn phần
2.5.1 Véc-tơ chuyển vị nút

Véc-tơ chuyển vị nút của phần tử dầm hai nút, minh họa trên Hình 2.4,
bao gồm sáu bậc tự do

d = {u1 w1 θ1 u2 w2 θ2}T (2.20)

trong đó ui, wi, θi, (i = 1,2) tương ứng là chuyển vị theo phương x, chuyển
vị theo phương z và góc quay tại nút thứ i.

Cấu hình hiện tại

Cấu hình ban đầu

2

x

z

1

1

l

2

w(x)

(x)

u(x)

r(x)

x

w1

w2

e1
e2

r,x

u2

P

P'

S

S' θ
u1

Hình 2.4. Cấu hình và các chuyển vị nút của phần tử dầm.

Giả sử trong cấu hình ban đầu phần tử dầm là thẳng, có chiều dài ban đầu
l nằm trên trục x của hệ tọa độ Đề-các (x,z). Điểm P trong cấu hình ban đầu
ứng với hoành độ x và thiết diện ngang S, sau quá trình biến dạng trở thành
điểm P′ và thiết diện S′. Biến dạng tại điểm P có thể được xác định qua góc
θ(x) - góc quay của thiết diện S và véc-tơ vị trí hiện tại r(x) của điểm P′

như sau [137]
r(x) = [x+u(x)]i+w(x)j (2.21)

trong đó i và j tương ứng là các véc-tơ đơn vị trên các trục x và z; 0 ≤ x ≤ l,
xác định trong cấu hình ban đầu; u(x) và w(x) tương ứng là các chuyển vị
dọc trục và chuyển vị theo phương ngang của điểm P. Thiết diện S tương ứng
với điểm P có thể trải qua chuyển vị và góc quay lớn theo các chuyển vị u(x),
w(x) và góc quay θ(x), như được minh họa trên Hình 2.4. Véc-tơ r,x(x) tại
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điểm P′, tiếp tuyến với cấu hình biến dạng hiện tại của phần tử có thể được
biểu diễn theo các biến dạng dọc trục và biến dạng trượt, ε(x) và γ(x) như sau

r,x(x) =
dr(x)

dx
= [1+ ε(x)]e1 + γ(x)e2 (2.22)

trong đó e1, e2 tương ứng là các véc-tơ đơn vị, vuông góc và song song với
thiết diện hiện tại S′. Độ cong của dầm, κ(x) , tại điểm P cho bởi

κ(x) =
dθ(x)

dx
(2.24)

Từ phương trình (2.21), ta có thể viết lại các biểu thức cho biến dạng dọc
trục và biến dạng trượt dưới dạng

ε(x) =
(

1+
du
dx

)
cosθ +

dw
dx

sinθ −1

γ(x) =
dw
dx

cosθ −
(

1+
du
dx

)
sinθ

(2.25)

2.5.2 Năng lượng biến dạng và phép nội suy

Năng lượng biến dạng cho phần tử dầm U được xác định từ năng lượng
biến dạng đàn hồi của dầm (UB) và năng lượng sinh ra do biến dạng của nền
đàn hồi (UF), U =UB +UF , trong đó

UB =
1
2

∫ l

0

[
A11ε(x)2 +2A12ε(x)κ(x)+A22κ(x)2 +ψA33γ(x)2

]
dx (2.26)

với ψ là hệ số hiệu chỉnh trượt, được chọn bằng 5/6 cho dầm với thiết diện
ngang hình chữ nhật xét đến trong Luận án này; A11, A12, A22 và A33 là các
độ cứng của dầm.

Năng lượng biến dạng đàn hồi sinh ra do nền đàn hồi Pasternak dùng cho
phân tích chuyển vị lớn có dạng

UF =
kW

2

∫ LF

0

(
u2 +w2)dx+

kG

2

∫ LF

0
(θ − γ)2dx (2.28)

trong đó kW và kG tương ứng là độ cứng của nền đàn hồi Winkler và độ cứng
chống trượt của nền đàn hồi Pasternak; LF là chiều dài nền đàn hồi.

Các chuyển vị và góc quay trong phần tử của phần tử dầm biến dạng trượt
bậc nhất có thể được nội suy tuyến tính qua các giá trị nút như sau

u(x)
w(x)
θ(x)

=

 N1 N2 0 0 0 0
0 0 N1 N2 0 0
0 0 0 0 N1 N2

{
u1 u2 w1 w2 θ1 θ2

}T

(2.29)



9

với
N1 =

l − x
l

, N2 =
x
l

(2.30)

Tuy nhiên, phép nội suy tuyến tính ở trên dẫn tới phần tử gặp phải hiện
tượng nghẽn trượt [139]. Để giải quyết vấn đề này, phương pháp cầu phương
một điểm Gauss được áp dụng để đánh giá năng lượng biến dạng của phần
tử. Như vậy chúng ta có thể biểu diễn năng lượng biến dạng (2.26) và (2.28)
dưới dạng sau

UB =
l
2
(
A11ε̂2 +2A12ε̂ κ̂ +A22χ̂2 +ψA33γ̂2

)
UF =

lkW

6
(
u2

1 +u1u2 +u2
2 +w2

1 +w1w2 +w2
2
)
+

lkG

2
(
θ̂ − γ̂

)2
(2.31)

trong đó

ε̂ =

(
1+

u2 −u1

l

)
cos θ̂ +

w2 −w1

l
sin θ̂ −1

γ̂ =−
(

1+
u2 −u1

l

)
sin θ̂ +

w2 −w1

l
cos θ̂

χ̂ =
θ2 −θ1

l
với θ̂ =

θ1 +θ2

2

(2.32)

2.5.3 Véc-tơ nội lực

Véc-tơ nội lực tại nút fin cho phần tử được chia thành hai phần, fB
in sinh ra

do biến dạng của dầm và fF
in sinh ra do biến dạng của nền đàn hồi

fin = fB
in + fF

in (2.34)

Các véc-tơ nội lực tại nút này thu được bằng cách vi phân biểu thức năng
lượng biến dạng trong (2.31) theo véc-tơ chuyển vị nút

fB
in =

∂UB

∂d
=
{

f B
u1

f B
w1

f B
θI

f B
u2

f B
w2

f B
θ2

}T
,

fF
in =

∂UF

∂d
=
{

f F
u1

f F
w1

f F
θI

f F
u2

f F
w2

f F
θ2

}T (2.35)

2.5.4 Ma trận độ cứng tiếp tuyến
Ma trận độ cứng tiếp tuyến phần tử kt cũng được viết dưới dạng

kt = kB
t +kF

t (2.38)
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trong đó kB
t và kF

t tương ứng là các ma trận độ cứng tiếp tuyến phần tử sinh
ra từ biến dạng của dầm và biến dạng của nền đàn hồi thu được bằng cách vi
phân hai lần năng lượng biến dạng đàn hồi (2.31) theo véc-tơ chuyển vị nút

kB
t =

∂ 2UB

∂d2 =



kB
u1u1

kB
u1w1

kB
u1θ1

kB
u1u2

kB
u1w2

kB
u1θ2

kB
w1w1

kB
w1θ1

kB
w1u2

kB
w1w2

kB
w1θ2

kB
θ1θ1

kB
θ1u2

kB
θ1w2

kB
θ1θ2

kB
u2u2

kB
u2w2

kB
u2θ2

syms. kB
w2w2

kB
w2θ2

kB
θ2θ2


(2.39)

và

kF
t =

∂ 2UF

∂d2 =



kF
u1u1

kF
u1w1

kF
u1θ1

kF
u1u2

kF
u1w2

kF
u1θ2

kF
w1w1

kF
w1θ1

kF
w1u2

kF
w1w2

kF
w1θ2

kF
θ1θ1

kF
θ1u2

kF
θ1w2

kF
θ1θ2

kF
u2u2

kF
u2w2

kF
u2θ2

syms. kF
w2w2

kF
w2θ2

kF
θ2θ2


(2.40)

2.6. Phương trình cân bằng
Phương trình cân bằng dùng cho phân tích chuyển vị lớn của dầm theo

ngôn ngữ PTHH có thể viết dưới dạng sau [140]

g(p,λ ) = qin (p)−λ fef = 0 (2.44)

trong đó véc-tơ lực dư g là hàm của chuyển vị nút hiện tại của kết cấu p và
tham số lực ngoài λ ; qin là véc-tơ lực nút của kết cấu, được ghép nối từ véc-tơ
nội lực fin, và fef là véc-tơ lực ngoài cố định. Hệ phương trình (2.44) gồm n
phương trình với m ẩn số là các chuyển vị và góc xoay tại các nút p. Nghiệm
của phương trình (2.44) tương ứng với một giá trị nào đó của tham số λ cho
điểm cân bằng trong không gian lực-chuyển vị nút. Tập hợp các điểm cân
bằng tạo thành đường cân bằng (equilibrium path).

Hệ phương trình cân bằng (2.44) có thể giải bằng thuật toán tăng dần/ lặp
(incremental/iterative method) trên cơ sở phương pháp Newton-Raphson.
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2.7. Nghiên cứu kiểm chứng
Hình 2.6 so sánh đáp ứng chuyển vị lớn của dầm thu được trong Luận án

với kết quả của nhóm tác giả Nguyễn Đình Kiên và Trần Thị Thơm trong [48]
cho các giá trị khác nhau của tham số vật liệu và tỉ số chiều dày giữa các lớp.
Hình 2.6 cho thấy kết quả của Luận án tương đồng với kết quả thu được từ
bài toán phần tử dầm Euler-Bernoulli sử dụng phương pháp hệ tọa độ đồng
hành trong [48]. Lưu ý rằng kết quả so sánh trong Hình 2.6 minh họa cho mô
hình Voigt do Tài liệu [48] chỉ sử dụng mô hình này.

0 5 10 15
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

0 5 10 15
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

w*

u*

(b) n=5(a) (2-1-2)

w*

u*

Hình 2.6. So sánh chuyển vị lớn của dầm công-xôn FGSW chịu tải ngang.
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=0.9

=

=

Hình 2.7. Ảnh hưởng của sự kết tụ CNT tới mô-đun đàn hồi Young
của dầm CNTRC với VCNT = 0.1

Mô-đun đàn hồi Young của kết cấu composite gia cường các ống nano



12

carbon thu được trong Luận án được so sánh với kết quả của Daghigh và
cộng sự [101] như minh họa trên Hình 2.7, trong đó tỷ phần thể tích ống
nano carbon gia cường là VCNT = 0.1. Hình 2.7 cho thấy sự tương đồng cao
giữa kết quả thu được trong Luận án và tài liệu tham khảo. Hình 2.7 cũng
chỉ ra rằng trong trường hợp ζ > ξ , khi tăng giá trị của ξ , mô-đun đàn hồi
Young cũng tăng tới khi đạt giá trị lớn nhất tại ξ = ζ (ứng với trường hợp
CNT phân tán đều). Ngược lại, trong trường hợp ζ < ξ , sự tăng giá trị của ξ
làm giảm mô-đun đàn hồi Young.

2.8. Kết quả số và thảo luận
2.8.1. Chuyển vị lớn của dầm FGSW

2.8.1.1. Dầm công-xôn FGSW chịu tải trọng ngang
Ảnh hưởng của sự phân bố vật liệu và mô hình đồng nhất hóa lên ứng xử

chuyển vị lớn của dầm FGSW có thể thấy rõ từ Hình 2.8, trong đó các đường
cong tải-chuyển vị của dầm đối xứng loại A (2-1-2) được minh họa cho các
giá trị khác nhau của tham số vật liệu và mô hình đồng nhất hóa vật liệu khác
nhau. Hình 2.8a cho thấy ảnh hưởng của tham số vật liệu đến đáp ứng chuyển
vị lớn của dầm. Đáp ứng chuyển vị lớn thu được bằng các mô hình MT, HS
và TTO, như ta thấy từ các Hình 2.8b là khá gần nhau, trong khi sử dụng mô
hình Voigt cho sự khác nhau đáng kể so với các mô hình còn lại. Trong bốn
mô hình được xét đến trong Luận án thì mô hình Voigt cứng hơn so với các
mô hình còn lại. Kết quả này cho thấy, mặc dù mô hình Voigt đơn giản về
mặt toán học, nhưng cần cẩn trọng trong đánh giá đáp ứng chuyển vị lớn của
dầm FGSW thu được khi sử dụng mô hình Voigt.
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-0.5
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w*

u*

w*

u*

(a) (b)

Hình 2.8. Đường cong tải-chuyển vị của dầm (2-1-2) loại A :
(a) Mô hình MT và n thay đổi; (b) n = 0.3 và các mô hình đồng nhất hóa khác nhau.
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2.8.1.2. Dầm công-xôn FGSW chịu mô-men

Ảnh hưởng của sự phân bố vật liệu, mô hình đồng nhất hóa vật liệu và
cấu hình sandwich tới ứng xử của dầm được nhìn rõ qua Hình 2.15, trên đó
cấu hình biến dạng của dầm sandwich loại A tương ứng với hai giá trị của
mô-men, M∗ = 6 và M∗ = 10, được minh họa cho các giá trị khác nhau của
tham số vật liệu, các mô hình đồng nhất hóa và tỷ số độ dày giữa các lớp.
Hình 2.15 cũng chỉ rõ ảnh hưởng của mô hình đồng nhất hóa vật liệu lên ứng
xử chuyển vị lớn của dầm, trong đó mô hình Voigt lại một lần nữa được thấy
là cứng nhất trong khi mô hình TTO là mềm nhất. Cả dầm loại A và loại B
đều uốn cong theo cung tròn theo thứ tự TTO, HS, MT và V.
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x/L

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

z
/L

TiB

n=0.5

n=1

n=5

Ti

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

x/L

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

z
/L

V

MT

HS

TTO

(a) (b)

Hình 2.15. Cấu hình biến dạng của dầm (2-1-2) loại A: (a) Mô hình MT, M∗ = 6 và n thay
đổi; (b) n = 0.5, M∗ = 10 và các mô hình đồng nhất hóa khác nhau.

2.8.1. Chuyển vị lớn của dầm sandwich CNTRC
Ảnh hưởng của độ kết tụ CNTs được minh họa trên các Hình 2.21, trong

đó đáp ứng phi tuyến của dầm đối xứng (2-1-2) và không đối xứng (1-1-2)
của dầm chịu tải trọng ngang và mô-men tại đầu cuối của dầm công-xôn được
minh họa cho L/h = 10, VCNT = 0.1, αF = 0.4, ζ = 0.9, (k1,k2) = (50,0.5)
và các giá trị khác nhau của tham số kết tụ ξ . Hình 2.21 cho thấy chuyển vị
tại đầu tự do của dầm giảm đi khi tăng tỷ phần thể tích CNTs, và sự suy giảm
này không phụ thuộc vào giá trị của tải trọng cũng như cấu hình sandwich
của dầm.

Hình 2.25 minh họa đường cong tải-chuyển vị của dầm sandwich CN-
TRC đối xứng (2-1-2) và không đối xứng (1-1-2) chịu tải trọng ngang với
L/h = 10, VCNT = 0.1, αF = 0.4, (ξ , ζ ) = (0.4,0.7) và các giá trị khác nhau
của tham số độ cứng nền đàn hồi. Kết quả thu được như mong đợi, trong đó
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Hình 2.21. Đường cong tải-chuyển vị của dầm công-xôn CNTRC chịu tải ngang với
các giá trị khác nhau của tham số kết tụ ξ (L/h = 10, VCNT = 0.1, αF = 0.4, ζ = 0.9,

(k1,k2) = (50,0.5)).
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Hình 2.25. Ảnh hưởng của độ cứng nền đàn hồi tới chuyển vị lớn của dầm CNTRC chịu tải
ngang (L/h = 10, VCNT = 0.1, αF = 0.4, (ξ , ζ ) = (0.4,0.7)) .

chuyển vị lớn của dầm giảm khi tăng độ cứng của nền đàn hồi, và điều này
không phụ thuộc vào tải trọng và cấu hình dầm.

Kết luận Chương 2

Chương hai đã xây dựng phần tử dầm phi tuyến cho nghiên cứu chuyển
vị lớn của dầm sandwich làm từ vật liệu có cơ tính biến thiên và vật liệu
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composite gia cường bằng các ống nano carbon. Phần tử được xây dựng trên
cơ sở lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất và các hàm nội suy tuyến tính. Kỹ
thuật tích phân giảm bậc được sử dụng để tránh hiện tượng nghẽn trượt. Phần
tử xây dựng trong chương được sử dụng cùng với các thuật toán lặp và phương
pháp độ dài cung để phát triển chương trình tính toán. Hai bài toán cụ thể đã
được phân tích và khảo sát trong chương. Kết quả của chương 2 đã công bố
trên các bài báo từ số 1 đến số 7 trong "Danh mục công trình liên quan tới
Luận án".

Chương 3. CHUYỂN VỊ LỚN CỦA KHUNG, DẦM FGM

3.1. Mở đầu
Chương này tiến hành nghiên cứu chuyển vị lớn của khung, dầm FGM có

xét tới ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước micro. Phần tử dầm phi tuyến được
xây dựng trên cơ sở công thức hệ tọa độ đồng hành, trong đó công thức phần
tử được xây dựng trong hệ tọa độ địa phương sau đó chuyển về hệ tọa độ tổng
quát nhờ các ma trận chuyển đổi. Phần tử dầm trong chương được xây dựng
trên cơ sở lý thuyết dầm Euler- Bernoulli, có xét tới ảnh hưởng của hiệu ứng
kích thước micro nhờ lý thuyết cặp ứng suất sửa đổi (Modify Couple Stress
Theory - MCST). Để tăng tốc độ hội tụ của phần tử, các đa thức nhận được
từ lời giải phương trình vi phân cân bằng phi tuyến của phần tử được sử dụng
để nội suy trường chuyển vị. Nghiên cứu số được thực hiện để minh họa ảnh
hưởng của của sự phân bố vật liệu, tham số kích thước tới ứng xử phi tuyến
của kết cấu khung, dầm.

3.2. Dầm FGM
Xét dầm phẳng FGM có thiết diện ngang hình chữ nhật (b×h). Dầm được

làm từ vật liệu phối trộn giữa gốm và kim loại, với tỷ phần thể tích của vật
liệu thành phần biến thiên theo chiều cao dầm theo quy luật hàm lũy thừa

Vc =

(
z
h
+

1
2

)n

, Vm = 1−Vc (3.1)

Hai mô hình đồng nhất hóa vật liệu được sử dụng trong chương này để
tính toán các tính chất đàn hồi hiệu dụng của vật liệu FGM là mô hình Voigt
và mô hình Mori-Tanaka. Theo mô hình Voigt, tính chất vật liệu hiệu dụng
(P f ), được tính theo quy luật phối trộn như sau

P f (z) = PcVc (z)+PmVm (z) (3.2)
với Pc, Pm tương ứng là tính chất vật liệu của gốm và kim loại.
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Sử dụng mô hình Mori-Tanaka [132], mô-đun hiệu dụng Young
(
E f

)
và

hệ số Poisson
(
ν f
)

liên hệ với các mô-đun khối hiệu dụng (K f ) và mô-đun
trượt hiệu hiệu dụng (G f ) theo phương trình

E f =
9K f G f

3K f +G f
, ν f =

3K f −2G f

6K f +2G f
(3.4)

3.3. Hệ tọa độ đồng hành và véc-tơ chuyển vị nút
Hình 3.1 minh họa phần tử dầm phẳng hai nút trong hệ tọa độ tổng quát

(x,z) và hệ tọa độ đồng hành (xl, zl). Theo lý thuyết dầm Euler-Bernoulli,
chuyển vị theo hướng các trục tọa độ địa phương xl và zl của một điểm bên
trong phần tử dầm, ū(x̄, z̄) và w̄(x̄, z̄), cho bởi

ū(x̄, z̄) = ū0(x̄)− z̄ w̄0,x̄(x̄) , w̄(x̄, z̄) = w̄0(x̄) (3.6)

trong đó ū0(x̄) và w̄0(x̄) tương ứng là chuyển vị dọc trục và chuyển vị ngang
của một điểm trên trục xl xét theo hệ tọa độ địa phương; x̄ và z̄ là hoành độ
và tọa độ theo chiều cao của điểm đang xét trong hệ tọa độ (xl,zl).

Hình 3.1. Hệ tọa độ đồng hành, các bậc tự do địa phương và tổng quát của
phần tử dầm hai nút.

Véc-tơ chuyển vị nút, bao gồm chuyển vị và góc quay tại nút, (d), của
phần tử trong hệ tọa độ tổng quát (x,z) gồm 6 thành phần

d = {u1 w1 θ1 u2 w2 θ2}T (3.7)

trong đó ui, wi và θi (i = 1,2) tương ứng là chuyển vị dọc trục, chuyển vị
ngang và góc quay lại nút i xét trong hệ tọa độ tổng quát (x,z).

Hệ tọa độ đồng hành (còn gọi là hệ tọa độ địa phương) (xl, zl) được chọn
sao cho gốc tọa độ luôn nằm ở nút 1, trục x hướng từ nút 1 sang nút 2. Với
lựa chọn này, chuyển vị dọc trục theo phương xl tại nút 1 và chuyển vị ngang
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theo phương zl ở cả hai nút của phần tử luôn bằng không, ū1 = w̄1 = w̄2 = 0.
Véc-tơ chuyển vị nút của phần tử trong hệ tọa độ địa phương (d̄), vì thế, chỉ
còn 3 thành phần khác không

d̄ = {ū θ̄1 θ̄2}T , ū = ū2 (3.8)

với ū là chuyển vị của ū0 tại nút 2; θ̄1 và θ̄2 là góc quay tại các nút 1 và 2
xét trong hệ tọa độ địa phương (xl,zl). Trong phương trình (3.8) và ở dưới
đây, thanh ngang trên một đại lượng nào đó được sử dụng để chỉ đại lượng đó
được định nghĩa trong hệ tọa độ địa phương (xl,zl).

Mối liên hệ giữa các chuyển vị nút trong hai hệ tọa độ dễ dàng nhận được
từ xem xét hình học Hình 3.1

ū = ln − lo; θ̄1 = θ1 −θr; θ̄2 = θ2 −θr (3.11)

với lo và ln là độ dài phần tử trước và sau biến dạng, θr là góc quay của phần
tử như là vật thể cứng.

3.4. Ma trận chuyển đổi
Với vật liệu đàn hồi, véc-tơ lực nút và ma trận độ cứng tiếp tuyến có thể

nhận được bằng cách vi phân năng lượng biến dạng đàn hồi theo các chuyển
vị nút. Năng lượng biến dạng đàn hồi là đại lượng vô hướng, bất biến với hệ
tọa độ nên ta có thể tính véc-tơ lực nút và ma trận độ cứng phần tử trong hệ
tọa độ tổng quát như sau

fin =
∂U
∂d

=
∂U
∂ d̄

∂ d̄
∂d

= TT
1 f̄in ,

kt =
∂ 2U
∂d2 = TT

1 k̄tT1 + N̄2T2 +(M̄1 + M̄2)T3

(3.17)

trong đó

f̄in =
∂U
∂ d̄

, và k̄t =
∂ 2U
∂ d̄2 (3.18)

tương ứng là véc-tơ lực nút và ma trận độ cứng tiếp tuyến địa phương; T1,T2,T3

là các ma trận chuyển đổi, được xác định từ quan hệ giữa các chuyển vị và góc
quay trong hệ tọa độ địa phương với các đại lượng trong hệ tổng quát (3.11)

T1 =
∂ d̄
∂d

, T2 =
∂ 2ū2

∂d2 , T3 =−∂ 2θr

∂d2
(3.19)

3.5. Năng lượng biến dạng đàn hồi
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3.5.1. Dầm Euler-Bernoulli kích thước macro
Năng lượng biến dạng đàn hồi của một phần tử dầm với độ dài ban đầu l0

cho bởi

U =
1
2

l0∫
0

∫
A

σ̄x̄ ε̄x̄ dAdx̄ =
1
2

l0∫
0

[
A11

(
ū0,x̄ +

1
2

w̄2
0,x̄

)2

−2A12

(
ū0,x̄ +

1
2

w̄2
0,x̄

)
w̄0,x̄x̄ +A22w̄2

0,x̄x̄

]
dx̄

(3.22)

trong đó A11, A12 và A22 là các độ cứng của dầm.

3.5.3. Dầm Euler-Bernoulli có kích thước micro
Biểu thức năng lượng biến dạng đàn hồi cho dầm có kích thước micro

có dạng

U =
1
2

l0∫
0

[
A11

(
ū0,x̄ +

1
2

w̄2
0,x̄

)2

−2A12

(
ū0,x̄ +

1
2

w̄2
0,x̄

)
w̄0,x̄x̄

+A22w̄2
0,x̄x̄ +A33w̄2

0,x̄x̄

]
dx

(3.38)

trong đó A11, A12, A22 và A33 là các độ cứng của dầm

(A11,A12,A22) = b
∫ h/2

−h/2
Ê f (z̄)

(
1,z,z2)dz̄

A33 = bl2
m

∫ h/2

−h/2
µ f (z̄)dz̄

(3.39)

với mô-đun đàn hồi Young Ê f xác định như sau

Ê f =

{
λ f +2µ f nếu có tính đến hệ số Poisson
E f nếu bỏ qua hệ số Poisson

(3.40)

Cần nhấn mạnh rằng, do tính không thuần nhất của vật liệu FGM, độ cứng
tương hỗ giữa dọc trục và chống uốn A12 không bị triệt tiêu trong mô hình
dầm FGM. Hơn nữa, bởi vì ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước micro, độ
cứng chống trượt A33, có chứa tham số tỷ lệ chiều dài vật liệu lm, vẫn xuất
hiện trong biểu thức năng lượng biến dạng đàn hồi, thậm chí ngay cả khi lý
thuyết dầm Euler-Bernoulli được dùng để mô hình hóa khung, dầm có kích
thước micro.

3.6. Công thức phần tử trong hệ tọa độ địa phương
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3.6.1. Nội suy

Hàm nội suy cho các chuyển vị dọc trục và chuyển vị ngang trong hệ tọa
độ địa phương như sau

ū0(x̄) =
x̄
l0

ū2 +

(
3A12x̄2

A11l2
0

− 3A12x̄
A11l0

)
(θ̄1 + θ̄2)

+

(
2x̄2

l0
− 13x̄

30
− 11x̄3

3l2
0

+
3x̄4

l3
0

− 9x̄5

10l4
0

)
θ̄ 2

1

+

(
x̄2

l0
− x̄

30
− 11x̄3

3l2
0

+
9x̄4

2l3
0
− 9x̄5

5l4
0

)
θ̄1θ̄2

+

(
x̄

15
− 2x̄3

3l2
0
+

3x̄4

2l3
0
− 9x̄5

10l4
0

)
θ̄ 2

2

w̄0(x̄) =
(

x̄− 2x̄2

l0
+

x̄3

l2
0

)
θ̄1 +

(
− x̄2

l0
+

x̄3

l2
0

)
θ̄2

(3.44)

Các thành phần chuyển vị trong (3.44) được sử dụng để xây dựng véc-
tơ lực nút và ma trận độ cứng tiếp tuyến của phần tử dầm trong hệ tọa độ
địa phương.

3.6.2. Véc-tơ nội lực và ma trận độ cứng tiếp tuyến địa phương

Với phép nội suy (3.44), ta có thể biểu diễn năng lượng biến dạng đàn hồi
(3.38) theo các chuyển vị nút trong hệ tọa độ địa phương. Véc-tơ lực nút và
ma trận độ cứng tiếp tuyến của phần tử dầm trong hệ tọa độ địa phương, như
đã đề cập ở trên, thu được bằng cách đạo hàm một lần và hai lần biểu thức
năng lượng biến dạng đàn hồi (3.17).

3.7. Phương trình cân bằng và thuật toán số
Phương trình cân bằng (2.44), Mục 2.6, vẫn sử dụng cho phân tích chuyển

vị lớn của khung, dầm FGM trong chương này. Tuy nhiên ứng xử phi tuyến
của khung phức tạp hơn nhiều so với ứng xử của dầm. Đặc biệt, trong một
số trường hợp khung có ứng xử ‘snap-through’ hay ‘snap-back’, trong đó ma
trận độ cứng tiếp tuyến của khung không còn xác định dương, thậm chí xác
định âm. Trong trường hợp này ta không thể giải trực tiếp phương trình (2.44)
để nhận được gia số chuyển vị cho quá trình lặp. Phương pháp độ dài cung
được sử dụng ở đây để giải quyết vấn đề này.

3.8. Kết quả số và thảo luận
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3.8.1. Khung, dầm FGM kích thước macro
Bảng 3.1 liệt kê các chuyển vị chuẩn hóa theo phương các trục x và z của

dầm Si3Ni4/Al chịu mô-men M = 5EmI/L (với Em là mô-đun Young của Al)
với các giá trị khác nhau của tham số vật liệu n. Để so sánh, các giá trị tương
ứng của chuyển vị tính bởi biểu thức (3.51) bằng phương pháp giải tích trong
Tài liệu [141] cũng được liệt kê trong Bảng 3.1. Có thể thấy rằng, kết quả sử
dụng công thức phần tử trong nghiên cứu này hội tụ rất nhanh, cả chuyển vị
theo phương trục x và trục z hội tụ tới kết quả của nghiệm giải tích chỉ với
6 phần tử, không phụ thuộc giá trị của tham số vật liệu n. Do phần tử dầm
được nghiên cứu trong bài toán này sử dụng các hàm nội suy chính xác, nên
nó có khả năng xác định chuyển vị chính xác tại các điểm nút [157]. Lưu ý
rằng, mô hình dầm xét đến trong cả nghiên cứu này và Tài liệu [141] được
tính toán với tỷ số độ mảnh cao, L/h = 50.

Bảng 1: Sự hội tụ của phần tử dầm trong đánh giá chuyển vị lớn của dầm công-xôn Si3Ni4/Al
mô-men M = 5EmI/L (nELE: số phần tử )

Đáp ứng n
nELE

1 2 4 6 PT (3.51)

|u0(L)|
L

0.3 0.3063 0.3048 0.3047 0.3047 0.3047
1 0.5805 0.5760 0.5758 0.5757 0.5757
5 0.9451 0.9419 0.9418 0.9417 0.9418

10 1.0310 1.0339 1.0340 1.0340 1.0340

w0(L)
L

0.3 0.5978 0.5990 0.5991 0.5991 0.5991
1 0.7063 0.7139 0.7143 0.7143 0.7143
5 0.6306 0.6670 0.6687 0.6688 0.6688

10 0.5583 0.6106 0.6129 0.6130 0.6130

beam, as seen from the figure, considerably increases by usingthe ceramic with
higher Young’s modulus. The effect of the constituent materials on the response
of the beam can also be observed from its deformed configurations as depicted in
Fig. 11 for an indexn = 3. As seen from the figure, the beam composed from the
lower Young’s modulus deforms more severely.

5.4. Asymmetric frame

An asymmetric frame subjected to a downward loadP as shown in lower part
of Fig. 12 is investigated. The isotropic frame exhibits snap-through and snap-
back behaviour [3, 14], and thus this example can be used as a good example to
further test the formulated beam element and computer code. The geometric data
for the frame are as follows:L = 120 cm,b = 3 cm, andh = 2 cm.
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Fig. 12: Figure 12: Load-displacement curves for asymmetricframe composed of ZrO2 and Al
under a point load.

The load-displacement curves of the frame composed of Zirconia and Alu-
minum are shown in Fig. 12 for various values of the indexn. In the figure, the
axial and vertical displacements were computed at the loaded point by using ten
elements, five for each beam. The influence of the material distribution on the
behaviour of the frame is clearly seen from the figure, where the limit load of the
frame steadily reduces when increasing the indexn. In Fig. 13 and Fig. 14, the
axial stresses at the top and bottom points of the loaded section versus the applied
load is shown for various values of the indexn and different constituent materi-
als, respectively. As seen from Fig. 13, while the axial stress at the points of an

24

Hình 3.7. Đường cong tải-chuyển vị của khung không đối xứng ZrO2/Al.
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Đường cong tải-chuyển vị của khung không đối xứng làm từ Zirconia và
Nhôm được minh họa trên Hình 3.7 với các giá trị khác nhau của tham số vật
liệu n. Trong hình, các chuyển vị theo phương trục x và trục z được tính toán
tại điểm chịu tải với lưới mười phần tử, năm phần tử cho mỗi dầm. Ảnh hưởng
của sự phân bố vật liệu đến ứng xử của khung được thấy rõ từ Hình 3.7, trong
đó tải trọng giới hạn của khung giảm dần khi tăng tham số vật liệu n.
3.8.2. Khung, dầm FGM kích thước micro

Ảnh hưởng của tham số kích thước micro và hệ số Poisson có thể được
thấy từ Hình 3.12, trong đó phân bố theo chiều cao của ứng suất dọc trục tại
thiết diện ngàm ứng với P∗ = 10 được minh họa với các giá trị khác nhau của
tham số tỷ lệ không thứ nguyên và hai giá trị của tham số vật liệu, n = 0.5
và n = 5. Ta có thể thấy rằng biên độ của ứng suất dọc trục giảm đi khi tăng
tham số tỷ lệ không thứ nguyên và khi tính đến ảnh hưởng của hệ số Poisson.
Nhận xét này không phụ thuộc vào giá trị của tham số vật liệu.
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Figure 2: Load-displacement curves of FG microcantilever under tip load for different dimensionless scale

parameters.
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Figure 3: Thickness distribution at clamped section of axial stress of FG microcantilever corresponding to

P∗ = 10.
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Hình 3.12. Phân bố theo chiều cao của ứng suất dọc trục của dầm công-xôn FGM có kích
thước micro với P∗ = 10.

Các cấu hình biến dạng của dầm micro ứng với giá trị của tham số vật
liệu n = 1 và giá trị mô-men M∗ = 5.6 như minh họa trên Hình 3.14 cũng
thể hiện rõ vai trò quan trọng của hệ số Poisson đối với ứng xử phi tuyến của
dầm micro. Tại giá trị của mô-men M∗ = 5.6, dầm micro ứng với η = 0.25
đã uốn thành một vòng tròn đối với trường hợp bỏ qua ảnh hưởng của hệ số
Poisson, trong khi điều này không xảy ra khi tính đến ảnh hưởng của hệ số
Poisson. Lưu ý rằng sự hội tụ của chuyển vị lớn của dầm micro dưới tác động
của mô-men cũng đạt được với lưới sáu phần tử, nhưng mười phần tử đã được
sử dụng để có được cấu hình trong Hình 3.14. Việc sử dụng lưới nhiều phần
tử để đảm bảo độ mịn của các đường cong.
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Figure 4: Equilibrium paths of FG microcantilever under end moment for different dimensionless scale

parameters.
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(a) Xét đến hệ số Poisson (b) Bỏ qua hệ số Poisson
x/L x/L

Hình 3.14. Cấu hình biến dạng của dầm FGM micro ứng với M∗ = 5.6, n = 1
và các giá trị khác nhau của tham số tỷ lệ không thứ nguyên.
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Figure 8: Load-displacement curves of diamond FG microframe under tension for different dimensionless

scale parameters.
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Figure 9: Deformed configurations of diamond FG microframe under tension with different values of applied

load and dimensionless scale parameter ratio (with influence of Poisson’s ratio).
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Hình 3.18. Cấu hình biến dạng của khung FGM hình vuông kích thước micro
chịu tải trọng kéo với các giá trị khác nhau của lực kéo và tham số tỷ lệ.

Ảnh hưởng của hệ số Poisson và tham số tỷ lệ chiều dài vật liệu đối với
ứng xử chuyển vị lớn của khung FGM hình vuông có kích thước micro cũng
có thể được thấy từ các đường cong lực-chuyển vị và các cấu hình biến dạng
của khung như được minh họa trên các Hình 3.18a và 3.18b cho trường hợp
n = 0.5 và n = 5. Khung hình vuông FGM có kích thước micro biến dạng
đáng kể khi tăng tải trọng kéo (Hình 3.18a) và nó ít biến dạng hơn khi giá trị
tham số tỷ lệ không thứ nguyên lớn hơn (Hình 3.18b).

Kết luận chương 3

Chương 3 đã xây dựng phần tử dầm phi tuyến và thuật toán số cho phân
tích khung, dầm FGM có kích thước micro dùng trong phân tích kết cấu
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khung, dầm có chuyển vị lớn. Phần tử dầm được xây dựng trên cơ sở công
thức hệ tọa độ đồng hành trong đó lý thuyết dầm Euler-Bernoulli được sử
dụng kết hợp với MCST để mô tả biến dạng của dầm và hiệu ứng kích thước.
Để tăng sự hội tụ của phần tử, các đa thức nhận được từ lời giải hệ phương
trình vi phân cân bằng phi tuyến của phần tử được sử dụng để nội suy trường
chuyển vị. Biểu thức cho ma trận độ cứng tiếp tuyến và véc-tơ nội lực của
phần tử được thu nhận dưới dạng hiện. Phần tử dầm cho kết cấu FGM có kích
thước macro được thu nhận như là trường hợp riêng của phần tử xây dựng
trong chương với việc loại bỏ các số hạng có chứa tham số tỷ lệ kích thước.
Kết quả của chương 3 đã được công bố trong bài báo các bài báo từ số 8 đến
số 10 trong "Danh mục công trình liên quan tới Luận án".

KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

Một số kết quả và nhận xét chính của Luận án có thể tóm lược như sau:

Các kết quả và nhận xét chính

• Luận án đã xây dựng được hai phần tử dầm phi tuyến và chương trình
tính toán số dùng trong phân tích chuyển vị lớn của khung, dầm FGM
và CNTRC. Các phần tử dầm và chương trình tính toán số xây dựng
được có khả năng tốt trong mô phỏng ứng xử phi tuyến phức tạp của
kết cấu khung, dầm FGM và CNTRC. Đặc biệt, phần tử dầm xây dựng
trên cơ sở phương pháp hệ tọa độ đồng hành có biểu thức toán học đơn
giản nhưng có tốc độ hội tụ nhanh. Chuyển vị lớn của khung, dầm FGM
có kích thước macro và micro có thể được mô phỏng chính xác bởi lưới
chỉ gồm 6 phần tử.

• Sự phân bố vật liệu cũng như các yếu tố thực tế như sự kết tụ của CNTs
trong vật liệu composite gia cường bằng CNTs có vai trò quan trọng tới
ứng xử phi tuyến của khung, dầm FGM và CNTRC. Chuyển vị lớn của
dầm sandwich CNTRC phụ thuộc rõ nét vào mức độ kết tụ của CNTs và
sự kết tụ này không thể bỏ qua trong nghiên cứu ứng xử phi tuyến của
kết cấu CNTRC. Sự kết tụ của CNTs, như thấy từ chương 2 của Luận
án, không chỉ làm cho dầm trở nên mềm hơn mà còn làm tăng hiệu ứng
của biến dạng trượt đối với độ võng lớn.

• Mô hình đồng nhất hóa vật liệu dùng trong đánh giá các tính chất hiệu
dụng của vật liệu composite có vai trò quan trọng tới kết quả số nhận
được từ phân tích chuyển vị lớn của kết cấu dầm sandwich FGM. Trong
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bốn mô hình đồng nhất hóa vật liệu sử dụng trong Luận án thì mô hình
Voigt là cứng nhất, trong khi mô hình Tamura-Tomota-Ozawa là mềm
nhất. Mặc dù mô hình Voigt có các biểu thức toán học đơn giản và được
sử dụng rộng rãi trong đánh giá các tính chất hiệu dụng của FGM nhưng
chúng ta cần cẩn thận trong việc xử lý kết quả số thu được từ mô hình
này.

• Hiệu ứng kích thước micro đóng vai trò quan trọng tới ứng xử phi tuyến
của khung, dầm FGM có kích thước micro. Chuyển vị lớn của khung,
dầm FGM kích thước micro bị đánh giá cao đáng kể khi bỏ qua ảnh
hưởng của hiệu ứng kích thước. Hiệu ứng kích thước cũng làm thay đổi
sự phụ thuộc của ứng xử phi tuyến của khung, dầm FGM vào tham số
vật liệu.

Hướng nghiên cứu tiếp theo
Một số hướng nghiên cứu cần phát triển từ Luận án là:

• Nghiên cứu ứng xử phi tuyến hình học của khung, dầm có kích thước
micro gia cường bởi các ống nano carbon xét tới ảnh hưởng của một số
yếu tố thực tiễn như nền đàn hồi, nhiệt độ và sự kết tụ của các ống nano
carbon.

• Nghiên cứu ứng xử phi tuyến vật liệu của khung, dầm FGM có kích
thước micro. Trong nhiều trường hợp khi kết cấu chịu tải trọng lớn, ứng
suất tại một hoặc vài vị trí của kết cấu vượt qua giới hạn đàn hồi, và vì
thế ảnh hưởng của biến dạng dẻo cần được tính tới khi nghiên cứu uốn
phi tuyến của khung, dầm FGM.

• Phát triển các phần tử dầm phi tuyến sang trường hợp phân tích khung,
dầm ba chiều. Các biến đổi toán học trong việc xây dựng phần tử dầm
phi tuyến cho phân tích khung, dầm không gian rất phức tạp và cồng
kềnh. Điều này đòi hỏi việc đầu tư nhiều thời gian hơn nữa và cần có
sự phối hợp của các nhà nghiên cứu.
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