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LỜI MỞ ĐẦU

Nghiệm không tầm thường của bài toán biên cho phương trình elliptic phi

tuyến đã được nghiên cứu sâu rộng từ những năm 1950, và trong quá trình

đó, nhiều chuyên gia đã đạt được những kết quả ấn tượng và có giá trị sâu

sắc. Trong luận văn này, chúng tôi tập trung tìm hiểu một số kết quả nghiên

cứu gần đây, được trình bày trong bài báo [1] của hai tác giả Luyện và Trí.

Tính chất nhiều nghiệm của bài toán biên đối với phương trình elliptic phi

tuyến đã được thiết lập trong các công trình của Bahri, Berestycki, Struwe,

Rabinowitz, Lions, Tanaka, Bolle, Ghoussoub, Tehrani, Hirano, Zou và San-

tos. Một trong những phương pháp chủ yếu để đạt được các kết quả này là

phương pháp nhiễu. Trong công trình mới đây, hai tác giả Luyện và Trí đã sử

dụng phương pháp nhiễu nhằm nghiên cứu tính chất nhiều nghiệm cho lớp

phương trình elliptic rộng hơn.

Hướng nghiên cứu tính chất nhiều nghiệm là một hướng nghiên cứu thời

sự, hiện đại và nó không chỉ hạn chế trong lớp phương trình elliptic phi tuyến

mà còn có thể phát triển ra cho phương trình elliptic suy biến.

Mục tiêu của đề tài: Đọc hiểu kết quả trong bài báo [1] của hai tác giả

Luyện và Trí.

Đối tượng và phạm vi nghiên cứu: Chúng tôi xem xét bài toán biên đối

với phương trình elliptic nửa tuyến tính

−∆u = f (x, u) + d(x, u), u ∈ H1
0(Ω).

Phương pháp nghiên cứu: Để nghiên cứu tính chất nhiều nghiệm của bài

toán biên, chúng tôi sử dụng phương pháp nhiễu Rabinowitz, phương pháp

điểm tới hạn, phương pháp biến phân và các định lý nhúng kiểu Sobolev.

Cấu trúc luận văn: Ngoài phần Lời cam đoan, Lời cảm ơn, Danh mục ký
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hiệu, Mở đầu, Kết luận và Tài liệu tham khảo, luận văn được chia thành hai

chương:

• Chương 1: Kiến thức chuẩn bị.

• Chương 2: Bài toán biên đối với lớp phương trình elliptic nửa tuyến tính.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Giả sử miền Ω ⊂ RN là bị chặn với biên ∂Ω.

1.1. Không gian Lp(Ω)

Định nghĩa 1.1.1. Không gian Lp(Ω) là không gian Banach cổ điển bao gồm tất cả

các hàm u đo được trên Ω và khả tích bậc p sao cho∫
Ω
|u(x)|pdx < ∞.

Ta định nghĩa chuẩn của không gian Lp(Ω) bởi

∥u∥Lp(Ω) =

(∫
Ω
|u(x)|pdx

) 1
p

,

trong đó |u(x)| là giá trị tuyệt đối của u(x).

Với p = ∞, không gian L∞(Ω) là không gian Banach gồm các hàm bị chặn

trên Ω cùng với chuẩn

∥u∥L∞(Ω) = sup
Ω

|u(x)|.

Nhận xét 1.1.1. Với p = 2 thì không gian L2(Ω) là Hilbert có tích vô hướng

⟨u1; u2⟩L2(Ω) =
∫

Ω
u1(x).u2(x)dx,

và chuẩn

∥u∥2
L2(Ω) =

∫
Ω
|u(x)|2dx.
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1.2. Không gian Wk,p(Ω)

Định nghĩa 1.2.1. Với 1 ≤ p < ∞ và k là một số nguyên không âm, ta định nghĩa

Wk,p(Ω) = {u(x) ∈ Wk(Ω) : Dsu(x) ∈ Lp(Ω), với mọi |s| ≤ k},

trong đó

s = (s1, s2, · · · , sN) (sj ∈ N),

|s| = s1 + s2 + · · ·+ sN,

Dsu = Ds1
1 Ds2

2 · · · DsN
N

(
Di =

∂

∂xi

)
.

Ta định nghĩa chuẩn của u(x) ∈ Wk,p(Ω) là

∥u∥Wk,p(Ω) =

∫
Ω

∑
|s|≤k

|Dsu|pdx

 1
p

.

Ngoài ra ta còn có một chuẩn khác tương đương

∥u∥p
Wk,p(Ω)

= ∑
|s|≤k

|Dsu|pLp(Ω)
.

Nhận xét 1.2.1. Giả sử Ω là miền bị chặn trong RN, 1 ≤ p < ∞ và k là một số

nguyên không âm. Khi đó Wk,p(Ω) là một không gian Banach.

Nhận xét 1.2.2. Nếu k = 1 và p = 2 thì không gian

W1,2(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : D1u ∈ L2(Ω)}

là một không gian Hilbert được trang bị tích vô hướng

⟨u1; u2⟩W1,2(Ω) = ⟨u1; u2⟩L2(Ω) + ∑
1≤k≤n

〈
∂u1

∂xk
;

∂u2

∂xk

〉
L2(Ω)

cùng với chuẩn

∥u∥2
W1,2(Ω) =

∫
Ω

(
|∇u(x)|2 + u2(x)

)
dx.

Nhận xét 1.2.3. Nếu k < h thì

Wh,p(Ω) ⊂ Wk,p(Ω).
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1.3. Định lý nhúng

Định nghĩa 1.3.1. Giả sử X và Y là hai không gian Banach. Khi đó không gian X

được gọi là nhúng vào không gian Y nếu với mọi u ∈ X kéo theo u ∈ Y.

Định nghĩa 1.3.2. Giả sử X và Y là hai không gian Banach. Khi đó không gian X

được gọi là nhúng liên tục vào không gian Y, ký hiệu X ↪→ Y, nếu X nhúng vào Y

và tồn tại C > 0 (không phụ thuộc vào u ∈ X) sao cho ∥u∥Y ≤ C∥u∥X.

Định nghĩa 1.3.3 (Phép nhúng compact). Giả sử X và Y là hai không gian Ba-

nach. Khi đó không gian X được gọi là nhúng compact vào không gian Y, ký hiệu

X ↪→↪→ Y, nếu một tập bị chặn trong X là một tập tiền compact trong Y.

Định lí 1.3.1 (Định lý nhúng vào Lp(Ω)). Gọi Ω là miền bị chặn trong RN. Nếu

p và p′ là hai số thoả mãn 1 ≤ p < p′ < ∞ thì ta có Lp′(Ω) ⊂ Lp(Ω). Hơn nữa,

ánh xạ

z : Lp′(Ω) 7→ Lp(Ω)

là nhúng liên tục.

Chứng minh. Gọi u ∈ Lp′(Ω). Ta sẽ chỉ ra u ∈ Lp(Ω), nghĩa là
∫

Ω
|u|pdx < ∞.

Do

∥u∥p
Lp(Ω)

=
∫

Ω
|u|pdx =

∫
Ω

1.|u|pdx,

nên theo bất đẳng thức Hölder, ta thu được

∥u∥p
Lp(Ω)

≤
[∫

Ω
1

p′
p′−p dx

] p′−p
p′

.
[∫

Ω
(|u|p)

p′
p dx

] p
p′

= (Vol(Ω))
p′−p

p′
[
∥u∥Lp′ (Ω)

] p
p′ < ∞. (1.1)

Do Ω là miền bị chặn nên

(Vol(Ω))
p′−p

p′ < ∞,

suy ra u ∈ Lp(Ω).
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Từ (1.1) ta có(∫
Ω
|u|pdx

) 1
p
≤ (Vol Ω)

p′−p
p′
(∫

Ω
|u|p′dx

) 1
pp′

= (Vol Ω)
p′−p

p′
(∫

Ω
|u|p′dx

) 1
p′

,

suy ra

∥u∥Lp(Ω) ≤ (Vol Ω)
p′−p

p′ · ∥u∥Lp′ (Ω)
.

Vậy tức là ánh xạ z : Lp′(Ω) 7→ Lp(Ω) liên tục và

∥z∥Lp(Ω) ≤ (Vol Ω)
p′−p

p′ = (Vol Ω)
1
p−

1
p′ .

Định lí 1.3.2 (Sobolev). Gọi Ω là miền bị chặn trong RN. Lúc này ta thu được

khẳng định

(a) Nếu kp < n và q ≤ np
n − kp

thì không gian Wk,p(Ω) nhúng liên tục vào không

gian Lq(Ω).

(b) Nếu kp < n và q <
np

k − np
thì không gian Wk,p(Ω) nhúng compact vào không

gian Lq(Ω).

1.4. Các bất đẳng thức cơ bản

Bất đẳng thức Cauchy

Cho a và b là hai số thực. Khi đó

ab ≤ a2

2
+

b2

2
.

Chứng minh. a2 − 2ab + b2 = (a − b)2 ≥ 0.
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Bất đẳng thức Cauchy cho ε

Cho a, b là hai số thực dương và ε > 0. Khi đó

ab ≤ εa2 +
b2

4ε
.

Chứng minh. Áp dụng Bất đẳng thức Cauchy cho hai số (2ε)
1
2 a và

b

(2ε)
1
2

, ta có

ab =
(
(2ε)

1
2 a
)

.
b

(2ε)
1
2
≤ εa2 +

b2

4ε
.

Bất đẳng thức Young

Cho p, p′ là hai số thoả mãn 1 < p, p′ < ∞ và
1
p
+

1
p′

= 1. Khi đó

ab ≤ ap

p
+

bp′

p′
(với a, b > 0).

Chứng minh. Vì ánh xạ x 7→ ex là lồi, nên ta có

ab = exp (log a + log b)

= exp
(

1
p

log ap +
1
p′

log ap′
)

≤ 1
p

exp (log ap) +
1
p′

exp
(

log ap′
)

=
ap

p
+

bp′

p′
.

Nhận xét 1.4.1. Bất đẳng thức Cauchy là trường hợp riêng của Bất đẳng thức Young

khi p = q = 2.

Bất đẳng thức Young cho ε

Cho p, p′ là hai số thoả mãn 1 < p, p′ < ∞ và
1
p
+

1
p′

= 1. Khi đó

ab ≤ εap + α(ε)bp′ (a, b > 0, ε > 0),
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trong đó α(ε) =
1

(εp)
p′
p

.

Chứng minh. Áp dụng Bất đẳng thức Young cho hai số (εp)
1
p a và

b

(εp)
1
p

, ta có

ab =

(
(εp)

1
p a
)

.
b

(εp)
1
p
≤ εap +

bp′

(εp)
p′
p

= εap + α(ε)bp′ .

Bất đẳng thức Hölder

Cho p, p′ là hai số thoả mãn 1 ≤ p, p′ ≤ ∞ và
1
p
+

1
p′

= 1. Nếu u ∈ Lp(Ω)

và p′ ∈ Lp′(Ω) thì ∫
Ω
|uv|dx ≤ ∥u∥Lp(Ω).∥v∥Lp′ (Ω)

.

Chứng minh. Giả sử ∥u∥Lp(Ω) = ∥v∥Lp′ (Ω)
= 1. Áp dụng Bất đẳng thức Young,

ta có ∫
Ω
|uv|dx ≤ 1

p

∫
Ω
|u|pdx +

1
p′

∫
Ω
|v|p′dx = 1 = ∥u∥Lp(Ω).∥v∥Lp′ (Ω)

.

Bất đẳng thức Hölder mở rộng

Cho p1, · · · , pm là các số thoả 1 ≤ p1, · · · , pm ≤ ∞ và
1
p1

+ · · ·+ 1
pm

= 1.

Nếu uk ∈ Lpk(Ω) với k = 1, · · · , m thì∫
Ω
|u1 · · · um|dx ≤ ∥u1∥Lp1(Ω) · · · ∥um∥Lpm (Ω).

Chứng minh. Sử dụng nguyên lý quy nạp toán học kết hợp với Bất đẳng thức

Hölder.

Bất đẳng thức nội suy cho chuẩn trong Lp(Ω)

Cho p, q, r là ba số thoả mãn 1 ≤ p ≤ q ≤ r ≤ ∞ và
1
q
=

ϑ

p
+

1 − ϑ

r
. Nếu

u ∈ Lp(Ω) ∩ Lr(Ω) thì u ∈ Lq(Ω) và

∥u∥Lq(Ω) ≤ ∥u∥ϑ
Lp(Ω).∥u∥1−ϑ

Lr(Ω)
.
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Chứng minh. Theo Bất đẳng thức Hölder,∫
Ω
|u|qdx ≤

∫
Ω
|u|ϑq|u|(1−ϑ)qdx

≤
(∫

Ω
|u|ϑq. p

ϑq dx
) ϑq

p
.
(∫

Ω
|u|(1−ϑ)q. r

(1−ϑ)q dx
) (1−ϑ)q

r
.

Bổ đề Fatou

Gọi u1, u2, · · · là dãy các hàm không âm đo được trên Ω ⊂ RN. Khi đó∫
Ω

lim inf
n→∞

undx ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

undx.

Chứng minh. Xem [2].

1.5. Không gian H1
0(Ω) và H−1(Ω)

Ta gọi C∞
0 (Ω) là không gian các hàm u ∈ C∞(Ω) mà giá của chúng, được

định nghĩa bởi

spt u := {x ∈ Ω : u(x) ̸= 0},

là tập compact chứa trong Ω. Với mọi u(x), v(x) ∈ C∞
0 (Ω), ta trang bị cho

không gian C∞
0 (Ω) tích vô hướng

(u, v)C∞
0 (Ω) =

∫
Ω

Du.Dvdx

và chuẩn

∥u∥C∞
0 (Ω) =

∫
Ω
|Du|2dx,

trong đó

Du =

(
∂u
∂x1

,
∂u
∂x2

, · · · ∂u
∂xN

)
, Du.Dv =

N

∑
i=1

∂u
∂xi

.
∂v
∂xi

, |Du|2 =
N

∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣2 .

Với tích vô hướng và chuẩn được định nghĩa ở trên, C∞
0 (Ω) là không gian

tiền Hilbert. Gọi H1
0(Ω) là không gian làm đầy của C∞

0 (Ω). Khi ấy không gian

H1
0(Ω) trở thành không gian Hilbert. Ngoài ra ta còn có H1

0(Ω) ⊂ L2(Ω).
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Từ định lý nhúng Sobolev ta có H1
0(Ω) nhúng compact vào L2(Ω). Điều

đó có nghĩa là nếu tập A ⊂ H1
0(Ω) bị chặn thì A là compact tương đối trong

L2(Ω).

Gọi không gian đối ngẫu H−1(Ω) của H1
0(Ω) là không gian gồm tất cả các

phiếm hàm tuyến tính liên tục từ H1
0 vào trường số thực R

h : H1
0(Ω) → R

u 7→ ⟨h; u⟩ ,

trong đó ký hiệu ⟨·; ·⟩ là phép toán h tác động vào u ∈ H1
0(Ω), với chuẩn

∥h∥−1 = sup
u∈H1

0(Ω)

|⟨h; u⟩|
∥u∥u∈H1

0(Ω)

.

Từ Định lý 1.3.2 ta có kết quả sau cho không gian H1
0(Ω).

Định lí 1.5.1. Giả sử Ω là miền bị chặn trong RN với N ≥ 3. Khi đó

H1
0(Ω) ↪→ Lq(Ω) với mọi q ∈

[
1,

2N
N − 2

]
.

Ngoài ra, phép nhúng là compact khi và chỉ khi q ∈
[

1,
2N

N − 2

)
.

Số 2̃ :=
2N

N − 2
được gọi là số mũ Sobolev tới hạn đối với phép nhúng H1

0(Ω)

vào Lq(Ω).

1.6. Định lý về biến dạng

Định nghĩa 1.6.1. Gọi V là một không gian Banach thực cùng với không gian đối

ngẫu V∗ của nó, phiếm hàm Ξ ∈ C1(V, R) và A ⊂ V. Ta nói Ξ thoả mãn điều kiện

Palais-Smale trên A nếu với mỗi dãy {un}∞
n=1 ⊂ A sao cho Ξ(un) bị chặn và∥∥Ξ′(un))

∥∥
V∗ → 0 khi n → ∞,

thì tồn tại một dãy con {unk}∞
k=1 hội tụ mạnh trong V.

Định nghĩa 1.6.2. Phiếm hàm Ξ : V → R được gọi là khả vi Fréchet tại u ∈ V nếu

tồn tại một ánh xạ tuyến tính liên tục Ξ′(u) ∈ V∗, sao cho

lim
∥h∥V→0

|Ξ(u + h)− Ξ(u)− Ξ′(u)(h)|
∥h∥V

= 0.
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Phiếm hàm Ξ được gọi là khả vi Fréchet trên V nếu nó khả vi Fréchet với

mọi u ∈ V.

Định nghĩa 1.6.3. Phiếm hàm Ξ : V → R được gọi là khả vi Gâteaux tại u ∈ V

nếu tồn tại một ánh xạ tuyến tính liên tục Ξ′
G ∈ V∗, sao cho

lim
t→0

Ξ(u + th)− Ξ(u)
t

= Ξ′
G(u)(h)

với mọi h ∈ X.

Phiếm hàm Ξ được gọi là khả vi Gâteaux trên V nếu nó khả vi Gâteaux

với mọi u ∈ V.

Nhận xét 1.6.1. Từ tính khả vi Fréchet ta suy ra được tính khả vi Gâteaux, tuy nhiên

điều ngược lại không đúng.

Định nghĩa 1.6.4. Giả sử Ξ là một phiếm hàm khả vi Frechet trên không gian Banach

V với không gian đối ngẫu định chuẩn V∗ và cặp đối ngẫu ⟨·, ·⟩ : V × V∗ −→ R.

Ký hiệu Ξ′ : V −→ V∗ là đạo hàm Frechet của Ξ, khi đó đạo hàm của Ξ tại u theo

hướng v được cho bởi 〈
v, Ξ′(u)

〉
= Ξ′(u)(v).

Ta sẽ sử dụng phiên bản sau của Định lý về biến dạng (xem [3, 4]).

Bổ đề 1.6.1. Giả sử phiếm hàm Ξ ∈ C1(V, R) thoả mãn điều kiện Palais-Smale trên

ÂM = {u ∈ V : Ξ(u) ≥ M}. Khi đó nếu c > M không phải giá trị tới hạn của Ξ

và ϵ̄ > 0 thì tồn tại ϵ ∈ (0, ϵ̄) và η ∈ C([0, 1]× V, V) sao cho

(a) η(t, u) = u nếu u /∈ Ξ−1(c − ϵ̄, c + ϵ̄),

(b) η(1, Ac+ϵ) ⊂ Ac−ϵ. Ở đây với mỗi m ∈ R ta ký hiệu Am := {u ∈ V :

Ξ(u) ≤ m}.

1.7. Hàm Carathéodory

Định nghĩa 1.7.1. Hàm f : Ω × R → R thoả mãn hai điều kiện
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(a) x 7→ f (x, ζ) đo được Lebesgue với ζ ∈ R,

(b) ζ 7→ f (x, ζ) liên tục trên R với x ∈ Ω,

được gọi là hàm Carathéodory.
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Chương 2

Bài toán biên đối với lớp phương trình
elliptic nửa tuyến tính

2.1. Giới thiệu bài toán

Vào những thập kỷ trước, bài toán giá trị biên đối với phương trình elliptic

nửa tuyến tính

−∆u = f (x, u) + d(x, u), u ∈ H1
0(Ω) (2.1)

đã được nhiều tác giả nghiên cứu (xem [5, 6, 7] cùng với các tài liệu tham khảo

trong đó). Ở đây Ω là miền trơn bị chặn trong RN(N ≥ 2), hàm f (x, ζ) là hàm

lẻ theo ζ và d(x, ζ) là điều kiện nhiễu không lẻ. Điều kiện sau đây đã được

giới thiệu trong [8, 9]

(Y0) Với µ > 2 và R > 0, ta có

0 < µF(x, ζ) ≤ f (x, ζ)ζ, với mọi x ∈ Ω, |ζ| ≥ R,

trong đó F(x, ζ) =
∫ ζ

0
f (x, τ)dτ.

Điều kiện này đóng vai trò then chốt trong việc nghiên cứu các phương

trình elliptic. Sau đây chúng tôi xin tóm tắt một số kết quả thu được trong

vòng 40 năm qua.

Bahri và Berestycki (xem [5]) đã chứng minh rằng nếu

f (x, ζ) ≡ |ζ|p−2 ζ, d(x, ζ) ≡ d(x) ∈ L2(Ω), p ∈ (1, SN) ,

trong đó SN là nghiệm lớn nhất của phương trình

(2N − 2)S2 − (N + 2)S − N = 0, N ≥ 2,
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thì khi đó bài toán (2.1) có vô số nghiệm trong H1
0(Ω). Trường hợp này được

nghiên cứu lần đầu tiên bởi Bahri và Berestycki [5], độc lập với Struwe [6].

Bài toán (2.1) được nghiên cứu bởi Rabinowitz [10, 11] với giả thiết N ≥ 3,

hàm f thoả mãn điều kiện (Y0), (Ka), (Kb), d (x, ζ) ≡ d(x) ∈ L2(Ω) và

2p
N(p − 2)

− 1 >
µ

µ − 1
, (2.2)

trong đó

(Ka) f (x, ζ) ∈ C
(
Ω × R, R

)
, f (x,−ζ) = − f (x, ζ) với mọi (x, ζ) ∈ Ω × R.

(Kb) Tồn tại 2 < p < 2̃ :=
2N

N − 2
, C > 0 sao cho hầu khắp nơi trong Ω,

f (x, ζ) ≤ C
(

1 + |ζ|p−1
)

.

Tác giả sau đó đã chứng minh được bài toán (2.1) có một dãy nghiệm không

bị chặn trong H1
0(Ω) (xem [10, Định lý 1.5]). Giả sử rằng f thoả mãn các điều

kiện (Y0), (Ka), (Kb), d(x, ζ) ∈ C
(
Ω × R, R

)
và

|d(x, ζ)| ≤ α1 + α2|ζ|σ, 0 ≤ σ < µ − 1,
2p

N(p − 2)
− 1 >

µ

µ − σ − 1
,

trong đó α1, α2 là các số thực không âm, thì bài toán (2.1) có một dãy nghiệm

không bị chặn trong H1
0(Ω) (xem [10, Chú ý 1.71]).

Bahri và Lions [7] lại giả sử rằng

f (x, ζ) ≡ |ζ|p−2 ζ, 2 < p < 2̃, (p < ∞ nếu N = 2)

sao cho d : Ω × R → R là hàm Carathéodory thoả mãn

|d(x, ζ)| ≤ d1(x) + α3 |ζ|
N+2
N−2 hầu khắp nơi trong Ω với α3 ≥ 0,

|D (x, ζ)| ≤ d2(x) + d3(x) |ζ|σ1 hầu khắp nơi trong Ω với 0 ≤ σ1 < 2,

trong đó

D(x, ζ) :=
∫ ζ

0
d(x, τ)dτ, d1(x) ∈ L

2N
N+2
+ (Ω), d2(x) ∈ L1

+(Ω), N > 2,

d3(x) ∈ Lβ
+(Ω), với β > 1, β′ <

2N
σ1(N − 2)

,
1
β
+

1
β′ = 1,

Lβ
+(Ω) := {d : Ω → R|d ∈ Lβ(Ω), d(x) ≤ 0 hầu khắp nơi trong Ω}
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và

2 < p <
2N − 2σ1

N − 2
. (2.3)

Với các giả thiết như trên, Bahri và Lions đã chứng minh được bài toán (2.1)

có vô số nghiệm trong H1
0(Ω). Rõ ràng, giả thiết về p trong (2.3) yếu hơn (2.2).

Sau này Tanaka [12] thu được kết quả tồn tại nghiệm tương tự như trong

[7], bằng việc giả sử f (x, ζ) ≡ f (ζ) thoả mãn (Y0), (Ka), (Kb), d(x, ζ) ≡ d(x) ∈
L

p
p−1 (Ω), và

2p
N(p − 2)

>
µ

µ − 1
. (2.4)

Tác giả đã chứng minh được bài toán (2.1) có một dãy nghiệm không bị chặn

trong H1
0(Ω) (xem [12, Định lý 1]). Giả thiết về p trong (2.4) yếu hơn (2.2).

Tehrani [13] đã xem xét trường hợp thế vị đổi dấu. Bolle, Ghoussoub và

Tehrani [14] cũng đã thu được một số kết quả tồn tại trên phương trình elliptic

nhiễu

−∆u = |u|p−2u + d(x) trong Ω,

u = u0 trên ∂Ω,

trong đó u0 ∈ C2(Ω, R) với ∆u0 = 0, 2 < p < 2̃. Tác giả Long [15] thì đã xem

xét hệ Hamilton siêu bậc hai nhiễu.

Hirano và Zou [16] thì nghiên cứu về bài toán giá trị biên elliptic

−∆u = |u|p−2u + βd(x, u), u ∈ H1
0(Ω), (2.5)

trong đó 2 < p < 2̃(N ≥ 3), và d(x, ζ) ∈ C(Ω × R, R), d(x, ζ)ζ ≥ 0 với mọi

x ∈ Ω, ζ ∈ R, lim
ζ→0

d(x, ζ)

ζ
= 0 hội tụ đều theo x ∈ Ω. Khi đó tác giả chứng

minh rằng với mỗi m ∈ N, tồn tại βm > 0 sao cho với mỗi β ∈ (0, βm), bài

toán (2.5) có ít nhất m nghiệm trái dấu phân biệt.

Gần đây, Santos [17] đã sử dụng lý thuyết bậc Leray-Shauder kết hợp với

phương pháp nghiệm trên và nghiệm dưới để chỉ ra sự tồn tại và tính chất

nhiều nghiệm của bài toán (
ψ(u′)

)′
= f (τ, u, u′)

u(0) = u(T) = u′(0),
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trong đó ψ là đồng phôi đơn điệu tăng thoả mãn ψ(0) = 0, và f là hàm liên

tục.

2.2. Trường hợp f không thoả mãn điều kiện Ambrosetti-Rabinowitz

Trong mục này, chúng tôi nghiên cứu tính chất nhiều nghiệm của (2.1),

bằng cách sử dụng các giả thiết sau: f : Ω × R → R là hàm Carathéodory

thoả mãn

(Y1) f (x,−ζ) = − f (x, ζ) với mọi (x, ζ) ∈ Ω × R.

(Y2) Tồn tại 2 < p < 2̃, α1 > 0 sao cho

| f (x, ζ)| ≤ α1(1 + |ζ|p−1) hầu khắp nơi trong Ω × R.

(Y3) Tồn tại một hằng số dương r0 sao cho

F(x, ζ) ≥ 0, (x, ζ) ∈ Ω × R và |ζ| ≥ r0

lim
|ζ|→∞

F(x, ζ)

ζ2 = ∞ hầu khắp nơi trong Ω.

(Y4) Tồn tại hằng số α2 > 0 và κ > N
2 sao cho

|F(x, ζ)|κ ≤ α2|ζ|2κ F̂(x, ζ), (x, ζ) ∈ Ω × R và |ζ| ≥ r0,

trong đó F̂(x, ζ) =
ζ f (x, ζ)

2
− F(x, ζ).

(Y5) Tồn tại một hằng số dương α3 > 0 và ρ1 ∈ [2, 2̃) sao cho

F̂(x, ζ) ≥ α3(|ζ|ρ − 1), với mọi (x, ζ) ∈ Ω × R.

(Y6) d : Ω × R → R là hàm Carathéodory thoả mãn: Tồn tại

d1(x) ∈ Lp1(Ω), d2(x) ∈ Lp2(Ω),
p1

p1 − 1
≤ ρ1, p2 > 1,

(σ1 + 1)p2

p2 − 1
< ρ1, σ1 ∈ [0, ρ1 − 1), p1 > max

{
1,

2̃p2

p2σ1 + 2̃

}
,

sao cho

|d(x, ζ)| ≤ d1(x) + d2(x)|ζ|σ1



17

hầu khắp nơi trong Ω × R.

Ta định nghĩa phiếm hàm Euler-Lagrange liên kết với bài toán (2.1) là

Ξ(u) =
1
2

∫
Ω
|∇u|2dx −

∫
Ω

F(x, u)dx −
∫

Ω
D(x, u)dx.

Từ [18, Mệnh đề 2.2], (Y2) và (Y6), ta có Ξ là định nghĩa tốt trên H1
0(Ω) và

Ξ ∈ C1(H1
0(Ω), R) với

Ξ′(u)(v) =
∫

Ω
∇u · ∇vdx −

∫
Ω

f (x, u)vdx −
∫

Ω
d(x, u)vdx

với mọi v ∈ H1
0(Ω). Dễ dàng chỉ ra được các điểm tới hạn của Ξ là nghiệm

của bài toán (2.1).

Bổ đề 2.2.1. Giả sử (Y2), (Y5), (Y6) được thoả mãn, và u là điểm tới hạn của Ξ. Khi

đó tồn tại hằng số α5 sao cho∫
Ω
|u(x)|ρ1dx ≤ α5(Ξ2(u) + 1)1/2. (2.6)

Chứng minh. Vì u là điểm tới hạn của Ξ, nên theo (Y2), (Y5), (Y6) và bất đẳng

thức Hölder, ta có

Ξ(u) = Ξ(u)− 1
2

Ξ′(u)(u)

≥
∫

Ω
F̂(x, u)dx −

∫
Ω

(∣∣∣2−1d(x, u)u
∣∣∣+ |D(x, u)|

)
dx

≥ α4

∫
Ω
|u|ρdx − α6

(∫
Ω
|u|

(σ+1)p2
p2−1 dx

) p2−1
p2

− α7.

(2.7)

Khi đó (2.6) được suy ra bởi (2.7) và bất đẳng thức Young, ta có điều phải

chứng minh.

Tiếp theo, ta định nghĩa một phiếm hàm sửa đổi Ξ(u). Gọi χ ∈ C∞(R, R)

sao cho

χ(t) =

1 nếu t ≤ 1,

0 nếu t > 2
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và −2 < χ′ < 0 với t ∈ (1, 2).

Gọi u ∈ H1
0(Ω), ta đặt

κ(u) = 2Θ
(
(Ξ(u))2 + 1

)1/2
,

ψ(u) = χ

(
κ(u)−1

∫
Ω
|u(x)|ρ1dx

)
và

Ξ(u) =
∫

Ω

(
1
2
|∇u|2 − F(x, u)− ψ(u)D(x, u)

)
dx, (2.8)

trong đó Θ là hằng số dương đủ lớn, mà sẽ được chọn sau theo Bổ đề 2.2.3.

Khi đó ta thu được

Ξ′
(u)(u) = (1 + T1(u))

(∫
Ω
|∇u|2dx −

∫
Ω

f (x, u)udx
)

− T2(u)
∫

Ω
D(x, u)dx − (ψ(u) + T1(u))

∫
Ω

d(x, u)udx,
(2.9)

trong đó

T1(u) = χ′
(

κ(u)−1
∫

Ω
|u|ρ1dx

)
κ(u)−3(2Θ)2Ξ(u)

∫
Ω
|u|ρ1dx

∫
Ω

D(x, u)dx,

T2(u) = ρ1χ′
(

κ(u)−1
∫

Ω
|u|ρ1dx

)
κ(u)−1

∫
Ω
|u|ρ1dx.

Gọi spt(ψ) là giá của ψ.

Bổ đề 2.2.2. Giả sử rằng (Y1), (Y2), (Y5), (Y6) được thoả mãn.

(a) Nếu u ∈ spt(ψ) thì∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣ ≤ α8

(
|Ξ(u)|

σ1+1
ρ1 + |Ξ(u)|

1
ρ1 + 1

)
.

(b) Tồn tại hằng số α12 sao cho với mọi u ∈ H1
0(Ω),

|Ξ(u)− Ξ(−u)| ≤ α12

(
|Ξ(u)|

1
ρ1 + |Ξ(u)|

σ1+1
ρ1 + 1

)
.

(c) Tồn tại hằng số M0, α15 > 0 sao cho nếu M ≥ M0, Ξ(u) ≥ M, u ∈ spt(ψ) thì

Ξ(u) ≥ α15M.
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(d) Với mọi δ > 0 đủ nhỏ, tồn tại M > 0 đủ lớn để với mọi u ∈ H1
0(Ω), Ξ(u) ≥ M

ta có |T1(u)| ≤ δ, |T2(u)| ≤ 4ρ1.

Chứng minh. (a) Theo điều kiện (Y6) và bất đẳng thức Hölder, ta có∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω
|d1(x, u)| . |u| dx +

1
σ1 + 1

∫
Ω
|d2(x, u)| . |u|σ1+1 dx

≤ α9

(
∥u∥Lρ1(Ω) + ∥u∥σ1+1

Lρ1(Ω)

)
≤ α10

[(
Ξ2(u) + 1

) σ1+1
ρ1 +

(
Ξ2(u) + 1

) 1
ρ1

]

≤ α11

(
|Ξ(u)|

σ1+1
ρ1 + |Ξ(u)|

1
ρ1 + 1

)
.

(b) Từ giả thiết (Y1) và (2.8) ta có

∣∣Ξ(u)− Ξ(−u)
∣∣ ≤ |ψ(u)| .

∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣+ |ψ(−u)| .
∣∣∣∣∫Ω

D(x,−u)dx
∣∣∣∣

(2.10)

Ta xét 4 trường hợp như sau.

Trường hợp 1: u ∈ spt(ψ) và −u ∈ spt(ψ).

Theo Bổ đề 2.2.2(a) ta thu được∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣ ≤ α8

(
|Ξ(u)|

σ1+1
ρ1 + |Ξ(u)|

1
ρ1 + 1

)
,∣∣∣∣∫Ω

D(x,−u)dx
∣∣∣∣ ≤ α8

(
|Ξ(u)|

σ1+1
ρ1 + |Ξ(u)|

1
ρ1 + 1

)
. (2.11)

Mặt khác, theo giả thiết (2.8), ta có

|Ξ(u)| ≤
∣∣Ξ(u)∣∣+ 2

∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣ .

Do đó∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣ ≤ α13

(
|Ξ(u)|

σ1+1
ρ1 + |Ξ(u)|

1
ρ1

+

∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣ 1
ρ1
+

∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣
σ1+1

ρ1
+ 1

 . (2.12)
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Áp dụng bất đẳng thức Young, ta có

α13

∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣ 1
ρ1
+

∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣
σ1+1

ρ1

 ≤ 1
2

∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣+ α14.

(2.13)

Từ (2.11), (2.12), (2.13) và định nghĩa của ψ, ta thu được điều phải chứng minh.

Trường hợp 2: u ∈ spt(ψ) và −u /∈ spt(ψ).

Từ (2.10) ta có ∣∣Ξ(u)− Ξ(−u)
∣∣ ≤ |ψ(u)| .

∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣ .

Lập luận tương tự như Trường hợp 1, ta có điều phải chứng minh.

Trường hợp 3: u /∈ spt(ψ) và −u /∈ spt(ψ), chứng minh là tầm thường.

Trường hợp 4: u /∈ spt(ψ) và −u ∈ spt(ψ).

Từ (2.10), ta có ∣∣Ξ(u)− Ξ(−u)
∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣∫Ω
D(x,−u)dx

∣∣∣∣ . (2.14)

Từ (Y1), (2.8) và định nghĩa của Ξ, ta có

Ξ(−u) = Ξ(u)−
∫

Ω
D(x,−u)dx.

Do đó∣∣∣∣∫Ω
D(x,−u)dx

∣∣∣∣ ≤ α13

(∣∣Ξ(u)∣∣ σ1+1
ρ1 +

∣∣Ξ(u)∣∣ 1
ρ1

+

∣∣∣∣∫Ω
D(x,−u)dx

∣∣∣∣ 1
ρ1
+

∣∣∣∣∫Ω
D(x,−u)dx

∣∣∣∣
σ1+1

ρ1
+ 1

 .

(2.15)

Áp dụng bất đẳng thức Young,

α13

∣∣∣∣∫Ω
D(x,−u)dx

∣∣∣∣ 1
ρ1
+

∣∣∣∣∫Ω
D(x,−u)dx

∣∣∣∣
σ1+1

ρ1

 ≤ 1
2

∣∣∣∣∫Ω
D(x,−u)dx

∣∣∣∣+ α14.

(2.16)
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Từ (2.14), (2.15) và (2.16), ta suy ra điều phải chứng minh.

(c) Từ (2.8), ta có

Ξ(u) ≥ Ξ(u)−
∣∣∣∣∫Ω

D(x, u)dx
∣∣∣∣ . (2.17)

Nếu u ∈ spt(ψ) thì theo (2.17) và Bổ đề 2.2.2(a),

Ξ(u) + α8

(
|Ξ(u)|

σ1+1
ρ1 + |Ξ(u)|

1
ρ1

)
≥ Ξ(u)− α8 ≥ M

2

với M0 đủ lớn. Nếu Ξ(u) < 0 thì theo bất đẳng thức Young,

C1(ϵ) + ϵ |Ξ(u)| ≥ α8

(
|Ξ(u)|

σ1+1
ρ1 + |Ξ(u)|

1
ρ1

)
≥ M

2
+ |Ξ(u)| ,

trong đó C1(ϵ) → ∞ khi ϵ → 0.

Mặt khác, nếu M0 ≥ 2C1(ϵ) và ϵ < 1 thì ta có bất đẳng thức

(ϵ − 1) |Ξ(u)| ≥ 0,

và điều này là vô lý. Vậy Ξ(u) ≥ 0 và Ξ(u) ≥ M
2(2α8 + 1)

.

(d) Ta xét hai trường hợp.

Trường hợp 1: Nếu u /∈ spt(ψ) thì chứng minh là tầm thường.

Trường hợp 2: Nếu u ∈ spt(ψ), ta chọn M0 như trong Bổ đề 2.2.2(c). Ngoài

ra, gọi u ∈ H1
0(Ω) sao cho Ξ(u) ≥ M và M ≥ M0. Khi đó

κ(u)−1
∫

Ω
|u(x)|ρ1 dx ≤ 2,

2κ(u)−1ΘΞ(u) ≤ 1,∣∣∣∣χ′
(

κ(u)−1
∫

Ω
|u(x)|ρ1 dx

)∣∣∣∣ ≤ 2.

Từ Bổ đề 2.2.2(a) và Bổ đề 2.2.2(c),

|T1(u)| ≤ α16

(
Ξ(u)

σ1+1
ρ1

−1
+ Ξ(u)

1
ρ1
−1

+ Ξ(u)−1
)

≤ α17

(
M

σ1+1
ρ1

−1
+ M

1
ρ1
−1

+ M−1
)
→ 0 khi M → ∞,

|T2(u)| ≤ 2ρ1.2 = 4ρ1.
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Bây giờ chúng ta sẽ chỉ ra rằng các giá trị tới hạn lớn của Ξ cũng là giá trị

tới hạn của Ξ.

Bổ đề 2.2.3. Giả sử rằng (Y1), (Y2), (Y5), (Y6) được thoả mãn, và Θ là hằng số dương

đủ lớn. Khi đó tồn tại M1 > 0 sao cho nếu u ∈ H1
0(Ω) là điểm tới hạn của Ξ và

Ξ(u) ≥ M1, thì u là điểm tới hạn của Ξ và Ξ(u) = Ξ(u).

Chứng minh. Gọi u ∈ H1
0(Ω) sao cho Ξ′

(u) = 0. Với M1 đủ lớn thoả mãn

M1 > M0 thì T1 đủ nhỏ và T2 bị chặn, và theo (2.9) ta có

Ξ(u) = Ξ(u)− Ξ′
(u)(u)

2 (1 + T1(u))

≥ α4

∫
Ω
|u|ρdx − α18

(∫
Ω
|u|

(σ+1)p2
p2−1 dx

) p2−1
p2

− α18.

Do đó nếu ta chọn Θ đủ lớn,

κ(u)−1
∫

Ω
|u|ρdx ≤ 1,

suy ra ψ(u) = 1 và ψ′(u) = 0.

Định nghĩa 2.2.1. Gọi (V, ∥ · ∥V) là một không gian Banach thực với không gian

đối ngẫu V∗ của nó và J ∈ C1(V, R). Với c ∈ R ta nói rằng J thoả mãn điều kiện

(C)c nếu với mỗi dãy {xm}∞
m=1 ⊂ V, ta có

J(xm) → c và (1 + ∥xm∥V)∥J′(xm)∥ → 0 khi m → ∞,

thì tồn tại một dãy con {xmk}∞
k=1 hội tụ mạnh trong V. Nếu J thoả mãn điều kiện

(C)c với mọi c > 0, ta nói rằng J thoả mãn điều kiện Cerami.

Bổ đề 2.2.4. Giả sử (Y1)-(Y6) được thoả mãn. Khi đó Ξ ∈ C1(H1
0(Ω), R) và tồn tại

hằng số M2 > 0 sao cho Ξ thoả mãn điều kiện (C)c với mọi c > M2.

Chứng minh. Vì (Y2), (Y5), (Y6) được thoả mãn, và χ ∈ C∞(R, R) nên suy ra

Ξ ∈ C1(H1
0(Ω), R). Gọi M0 thoả mãn Bổ đề 2.2.2 và lấy M2 ≥ M0, c > M2.

Gọi {um}∞
m=1 ⊂ H1

0(Ω) là dãy (C)c, tức là

Ξ (um) → c khi m → ∞,

lim
m→∞

(
1 + ∥um∥H1

0(Ω)

) ∥∥∥Ξ′
(um)

∥∥∥
(H1

0(Ω))
∗ = 0.

(2.18)
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Khi đó

Ξ′
(um) (um) → 0,

∥um∥2
H1

0(Ω) −
∫

Ω
2F (x, um) dx −

∫
Ω

2ψ (um) G (x, um) dx → 2c khi m → ∞.

(2.19)

Đầu tiên ta chỉ ra {um}∞
m=1 bị chặn trong H1

0(Ω) bằng phản chứng. Thật

vậy, (nếu cần thiết ta có thể chuyển qua dãy con) giả sử rằng với mọi m,

∥um∥H1
0(Ω) > 1 và

∥um∥H1
0(Ω) → ∞ khi m → ∞. (2.20)

Đặt

wm =
um

∥um∥H1
0(Ω)

,

ta có ∥wm∥H1
0(Ω) = 1 và

∥wm∥Lν(Ω) ≤ τν ∥wm∥H1
0(Ω) = τν,

với 1 ≤ ν < 2̃.

Chuyển qua dãy con, giả sử wm ⇀ w trong H1
0(Ω), khi đó wm → w trong

Lν(Ω), 1 ≤ ν < 2̃. Với 0 ≤ a < b, gọi

Ωm(a, b) = {x ∈ Ω : a ≤ |um(x)| < b} . (2.21)

Theo giả thiết (Y5) và (Y6), với m đủ lớn ta có

c + 1 ≥ Ξ (um)−
1

2 (1 + T1 (um))
Ξ′

(um) (um)

>
1
2

∫
Ωm(r0,∞)

F̂ (x, um) dx − α19, (2.22)

trong đó α19 là hằng số dương không phụ thuộc vào m.

Từ (Y6) và định nghĩa phiếm hàm ψ, với m đủ lớn ta có∣∣∣∣∫Ω
ψ (um) D (x, um) dx

∣∣∣∣ ≤ α20. (2.23)
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Theo (Y6), (2.19), (2.20), (2.23) ta thu được

lim
m→∞

∫
Ω

2F (x, um)

∥um∥2
H1

0(Ω)

dx = 1. (2.24)

Bây giờ ta xem xét hai trường hợp: w = 0 và w ̸= 0.

Trường hợp 1: Nếu w = 0. Khi đó wm → 0 trong Lν(Ω), 1 ≤ ν < 2̃, và

wm → 0 hầu khắp nơi trong Ω. Từ (Y2) và bất đẳng thức Hölder ta suy ra∫
Ωm(0,r0)

F (x, um)

∥um∥2
H1

0(Ω)

dx ≤ α21

(
1

∥um∥H1
0(Ω)

∥wm∥L1(Ω) + ∥wm∥2
L2(Ω)

)
→ 0

khi m → ∞, và do đó∫
Ωm(0,r0)

2F (x, um)

∥um∥2
H1

0(Ω)

dx → 0 khi m → ∞. (2.25)

Đặt q′ =
q

q − 1
và q >

N
2

, khi đó 2q′ ∈
[
2, 2̃
)

. Từ (Y4) và (2.22) ta có∣∣∣∣∣∣
∫

Ωm(r0,+∞)

F (x, um)

∥um∥2
H1

0(Ω)

dx

∣∣∣∣∣∣
≤
∫

Ωm(r0,+∞)

|F (x, um)|
|um|2

|wm|2 dx

≤
[∫

Ωm(r0,+∞)

(
|F (x, um)|

|um|2

)q

dx

]1/q [∫
Ωm(r0,+∞)

|wm|2q′ dx
]1/q

≤ α22

[∫
Ωm(r0,+∞)

F̂ (x, um) dx
]1/q [∫

Ωm(r0,+∞)
|wm|2q′ dx

]1/q′

≤ α23

[∫
Ωm(r0,+∞)

|wm|2q′ dx
]1/q′

dx → 0 khi m → ∞.

Vậy ∫
Ωm(r0,+∞)

2F (x, um)

∥um∥2
H1

0(Ω)

dx → 0 khi m → ∞. (2.26)

Kết hợp với (2.25) ta thu được∫
Ω

2F (x, um)

∥um∥2
H1

0(Ω)

dx → 0 khi m → ∞,
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mâu thuẫn với (2.24).

Trường hợp 2: Nếu w ̸= 0. Đặt

Ω0 := {x ∈ Ω : w(x) ̸= 0},

ta có Vol(Ω0) > 0 và

lim
m→∞

um(x) = lim
m→∞

∥um∥2
H1

0(Ω) wm(x) = ∞

hầu khắp nơi trong Ω0.

Từ (Y2), (Y3), (Y6), (2.18), (2.23) và bổ đề Fatou ta có

1
2
= lim

m→∞

∫
Ω

F (x, um)

∥um∥2
H1

0(Ω)

dx

≥ lim inf
m→∞

∫
Ω

F (x, um)

∥um∥2
H1

0(Ω)

dx

≥ lim inf
m→∞

∫
Ω0

F (x, um)

∥um∥2
H1

0(Ω)

dx (2.27)

≥
∫

Ω0

lim inf
m→∞

F (x, um)

∥um∥2
H1

0(Ω)

dx

=
∫

Ω0

lim inf
m→∞

F (x, um)

|um|2
w2

mdx = +∞,

hay điều này là vô lý. Vì thế, không mất tính tổng quát, giả sử rằng

um ⇀ u yếu trong H1
0(Ω) khi m → ∞,

um → u hầu khắp nơi trong Ω khi m → ∞,

um → u mạnh trong Lν(Ω), 1 ≤ ν < 2̃ khi m → ∞.

(2.28)

Do đó theo (Y2), (Y6) và (2.28) ta có∫
Ω
( f (x, um)− f (x, u)) (um − u)dx → 0 khi m → ∞, (2.29)∫

Ω
(d (x, um)− d(x, u)) (um − u)dx → 0 khi m → ∞. (2.30)

Nếu M2 đủ lớn, từ limm→∞ Ξ′
(um) = 0 và (2.28) ta có〈

(1 + T1(u))Ξ′
(um)− (1 + T1 (um))Ξ′

(u), um − u
〉
→ 0 khi m → ∞.

(2.31)
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Ngoài ra,〈
(1 + T1(u))Ξ′

(um)− (1 + T1 (um))Ξ′
(u), um − u

〉
= (1 + T1(u)) (1 + T1 (um))

[∫
Ω

(
|∇um −∇u|2 − f (x, um) (um − u)

+ f (x, u) (um − u)) dx]

− (1 + T1(u)) (ψ (um) + T1 (um))
∫

Ω
d (x, um) (um − u) dx (2.32)

+ (1 + T1 (um)) (ψ(u) + T1(u))
∫

Ω
d(x, u) (um − u) dx

− (1 + T1(u)) T3 (um)
∫

Ω
|um|ρ−1 (um − u) dx

+ (1 + T1 (um)) T3(u)
∫

Ω
|u|ρ−1 (um − u) dx,

trong đó

T3(u) = ρχ′
(

κ(u)−1
∫

Ω
|u|ρdx

)
κ(u)−1

∫
Ω

D(x, u)dx.

Theo (2.29), (2.30), (2.31) và (2.32) ta thu được∫
Ω
|∇um −∇u|2 dx → 0 khi m → ∞.

Vì thế ta kết luận rằng um → u mạnh trong H1
0(Ω), điều phải chứng minh.

Bổ đề 2.2.5. Giả sử rằng (Y2), (Y3), (Y6) được thoả mãn. Khi đó với mọi không gian

con hữu hạn chiều X̂ ⊂ H1
0(Ω), tồn tại R = R(X̂) > 0 sao cho

Ξ(u) ≤ 0, với mọi u ∈ X̂, ∥u∥H1
0(Ω) ≥ R.

Chứng minh. Bằng phương pháp phản chứng, giả sử rằng với dãy {um}∞
m=1 ⊂

X̂ thoả mãn ∥um∥H1
0(Ω) > 0 với mọi m ∈ N và ∥um∥H1

0(Ω) → ∞ khi m → ∞,

tồn tại M > 0 sao cho Ξ (um) ≥ −M với mọi m ∈ N. Ta đặt

wm =
um

∥um∥H1
0(Ω)

,

thì khi đó ∥wm∥H1
0(Ω) = 1. Vậy ta có thể (chuyển qua dãy con nếu cần thiết)

giả sử rằng

wm ⇀ w yếu trong H1
0(Ω) khi m → ∞

wm → w hầu khắp nơi trong Ω khi m → ∞ (2.33)

wm → w mạnh trong Lν(Ω) khi m → ∞, 2 ≤ ν < 2̃.
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Vì X̂ hữu hạn chiều, nên wm → w mạnh trong X̂ khi m → ∞, và w ∈ X̂ với

∥w∥H1
0(Ω) = 1. Do đó, từ (2.26) ta thu được

0 = lim
m→∞

−M

∥um∥2
H1

0(Ω)

≤ lim
m→∞

Ξ (um)

∥um∥2
H1

0(Ω)

= −∞.

Vậy ta suy ra mâu thuẫn. Nói cách khác, tồn tại R = R(X̂) > 0 sao cho

Ξ(u) ≤ 0 với u ∈ X̂ và ∥u∥H1
0(Ω) ≥ R.

Bây giờ ta chứng minh Ξ có một dãy các điểm tới hạn không bị chặn. Gọi

0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ≤ λk ≤ · · · là các giá trị riêng của bài toán

−∆u = λu trong Ω,

u = 0 trên ∂Ω,
(2.34)

và e1, e2, · · · là các hàm riêng tương ứng được chuẩn hoá để
∥∥ej
∥∥

H1
0(Ω)

= 1 với

mọi j = 1, 2, · · · . Với mọi k > 0, ta đặt Vk = span
{

ej; j ≤ k
}

trong H1
0(Ω),

và V⊥
k là phần bù trực giao của nó. Chọn một dãy tăng Rk sao cho Ξ(u) ≤ 0

nếu u ∈ Vk, ∥u∥H1
0(Ω) ≥ Rk. Gọi BRk là hình cầu đóng bán kính Rk trong

H1
0(Ω), Wk ≡ BRk ∩ Vk, và

Γk =
{

h ∈ C
(

Wk, H1
0(Ω)

)
: h là lẻ và h(u) = u nếu ∥u∥H1

0(Ω) = Rk

}
Uk =

{
u = tek+1 + w : t ∈ [0, Rk+1] , w ∈ BRk+1 ∩ Vk, ∥u∥H1

0(Ω) ≤ Rk+1

}
(2.35)

Λk =
{

H ∈ C
(

Uk, H1
0(Ω)

)
: H|Wk

∈ Γk và H(u) = u nếu

∥u∥H1
0(Ω) = Rk+1 hoặc u ∈

(
BRk+1\BRk

)
∩ Vk

}
Bây giờ ta định nghĩa

γk = inf
H∈Λk

max
u∈Uk

Ξ(H(u)), k ∈ N, (2.36)

βk = inf
h∈Γk

max
u∈Wk

Ξ(h(u)), k ∈ N. (2.37)

Hiển nhiên γk ≥ βk. Ta sẽ đưa ra chặn dưới của βk ở bổ đề tiếp theo.

Bổ đề 2.2.6. Giả sử rằng (Y2), (Y6) được thoả mãn. Khi đó tồn tại hằng số α24 > 0

và k0 ∈ N sao cho với mọi k ≥ k0,

βk ≥ α24k
2p

N(p−2) . (2.38)



28

Chứng minh. Theo (Y2) và (Y6) ta thu được

Ξ(u) ≥ 1
2

∫
Ω
|∇u|2dx − α25

∫
Ω
|u|pdx − α26. (2.39)

Đặt

K(u) =
1
2
∥u∥2

H1
0(Ω)

− α25∥u∥p
Lp(Ω)

∈ C2
(

H1
0(Ω), R

)
. (2.40)

Khi đó ta thấy rằng

Ξ(u) ≥ K(u)− α26, (2.41)

K′′(u)(h, h) =
((

−∆ − α25p(p − 1)|u|p−2
)

h, h
)

với mọi u ∈ H1
0(Ω)

(2.42)

và phiếm hàm K(u) thoả mãn các giả thiết sau:

(Y7) K(0) = 0;

(Y8) K(−u) = K(u) với mọi u ∈ H1
0(Ω);

(Y9) với mỗi không gian con hữu hạn chiều E ⊂ H1
0(Ω), tồn tại R = R(E) >

0 sao cho

K(u) < 0, với mọi u ∈ E và ∥u∥H1
0(Ω) ≥ R(E);

(Y10) K′(u) = u + κ(u) với u ∈ H1
0(Ω), trong đó κ : H1

0(Ω) → H1
0(Ω) là

toán tử compact;

(Y11) Nếu tồn tại M > 0,
{

uj
}∞

j=1 ⊂ H1
0(Ω) thoả mãn K

(
uj
)
≤ M với mọi

j, và ∥∥K′ (uj
)∥∥

(H1
0(Ω))

∗ → 0

khi j → ∞, thì khi đó tồn tại một dãy con
{

ujk
}∞

k=1 hội tụ mạnh trong H1
0(Ω);

(Y12) Nếu tồn tại M > 0,
{

uj
}∞

j=1 ⊂ Vm thoả mãn K
(
uj
)
≤ M với mọi j và∥∥∥∥(K|Vm

)′ (
uj
)∥∥∥∥

(Vm)
∗
→ 0

khi j → ∞, thì khi đó tồn tại một dãy con
{

ujk
}∞

k=1 hội tụ mạnh trong Vm;
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(Y13) Nếu tồn tại M > 0,
{

uj
}∞

j=1 ⊂ H1
0(Ω) thoả mãn uj ∈ Vj, K

(
uj
)
≤ M

với mọi j và ∥∥∥∥(K|Vj

)′ (
uj
)∥∥∥∥

(Vj)
∗
→ 0

khi j → ∞, thì khi đó tồn tại một dãy con
{

ujk
}∞

k=1 hội tụ mạnh trong H1
0(Ω).

Tiếp theo, ta định nghĩa giá trị minimax

ωk = inf
h∈Γk

max
u∈Wk

K(h(u)), k ∈ N. (2.43)

Từ (2.41) ta thu được

βk ≥ ωk − α26. (2.44)

Từ [12, Định lý B], tồn tại vk ∈ H1
0(Ω) sao cho

K (vk) ≤ ωk, (2.45)

K′ (vk) = 0, (2.46)

index0 K′′ (vk) ≥ k, (2.47)

trong đó

index0 K′′ (vk) := max{dim E : E ⊂ H1
0(Ω) là không gian con sao cho

K′′ (vk) (h, h) ≤ 0, với h ∈ E}.

Do đó, từ (2.42) và (2.47) ta thu được

−∆ − α25p(p − 1) |vk|p−2 có ít nhất k giá trị riêng không dương. (2.48)

Gọi N(V) là số các giá trị riêng không dương (tính cả bội số) của bài toán

−∆u − V(x)u = λu trong Ω,

u = 0 trên ∂Ω,

trong đó V(x) ∈ LN/2(Ω). Khi đó từ [12, Bổ đề 2.3] (hoặc [19, 20]), tồn tại một

hằng số CN > 0 sao cho

N(V) ≤ CN∥V(x)∥
N
2

L
N
2 (Ω)

. (2.49)
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Từ (2.48) và (2.49) ta thu được

α27k ≤
∥∥∥|vk|p−2

∥∥∥N
2

L
N
2 (Ω)

. (2.50)

Mặt khác, từ (2.46) ta có

∥vk∥2
H1

0(Ω) = α25p ∥vk∥
p
Lp(Ω)

. (2.51)

Từ (2.45), (2.50) và (2.51) ta thu được

ωk ≥
α25

2
(p − 2) ∥vk∥

p
Lp(Ω)

≥ α28k
2p

N(p−2) với mọi k ∈ N.

Vậy ta có điều phải chứng minh.

Để xây dựng một dãy các giá trị tới hạn của Ξ, ta gọi

Λk =
{

H ∈ C
(

Uk, H1
0(Ω)

)
: H|Wk

∈ Γk và H(u) = u

nếu ∥u∥H1
0(Ω) = Rk+1 hoặc u ∈

(
BRk+1 \ BRk

)
∩ Vk

}
.

Bổ đề 2.2.7. Giả sử rằng γk > βk ≥ M2. Gọi δ ∈ (0, γk − βk) và

Λk(δ) =
{

H ∈ Λk : Ξ(H) ≤ βk + δ trên Wk
}

.

Gọi

γk(δ) = inf
H∈Λk(δ)

max
u∈Uk

Ξ(H(u)), k ∈ N (2.52)

Khi đó γk(δ) là giá trị tới hạn của Ξ.

Chứng minh. Từ định nghĩa của βk và Λk, ta có Λk(δ) ̸= ∅. Chọn ϵ̄ = 1
2(γk −

βk − δ) > 0. Nếu γk(δ) không phải giá trị tới hạn của Ξ, thì tồn tại ϵ và η như

trong Bổ đề 1.6.1. Chọn H ∈ Λk(δ) sao cho

max
Uk

Ξ(H(u)) ≤ γk(δ) + ϵ. (2.53)

Xét η(1, H(u)) ∈ C(Uk, V). Chú ý rằng nếu ∥u∥H1
0(Ω) = Rk+1 hoặc u ∈(

BRk+1 \ BRK

)
∩ Vk thì Ξ(H(u)) = Ξ(u) ≤ 0, do đó η(1, H(u)) = u theo

Bổ đề 1.6.1 (có thể giả sử βk > 0). Vậy η(1, H(u)) ∈ Λk. Hơn nữa trên

Wk, Ξ(H(u)) ≤ βk + δ ≤ γk − ϵ̄ ≤ γk(δ) − ϵ̄ thông qua việc chọn δ và ϵ̄.
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Do đó η(1, H) = H ≤ βk + δ trên Wk theo Bổ đề 1.6.1. Vì vậy, η(1, H) ∈ Λk(δ)

và theo (2.52) cùng với của Bổ đề 1.6.1(b),

max
Uk

Ξ(η(1, H(u))) ≤ γk(δ)− ϵ,

trái với định nghĩa của γk(δ). Suy ra γk(δ) phải là giá trị tới hạn của Ξ.

Định lí 2.2.1. Giả sử rằng (Y1)-(Y6) được thoả mãn, và

2p
N(p − 2)

>
ρ1

ρ1 − σ1 − 1
, (2.54)

thì khi đó bài toán (2.1) có một dãy nghiệm không bị chặn trong H1
0(Ω).

Chứng minh. Từ Bổ đề 2.2.6 ta thấy βk → ∞ khi k → ∞. Ta cần chỉ ra sự tồn

tại của một dãy con của dãy γk sao cho γk > βk. Thật vậy, giả sử rằng γk = βk

với mọi k ≥ k1. Với mọi ϵ > 0, ta chọn H ∈ Λk sao cho

max
u∈Uk

Ξ(H(u)) ≤ βk + ϵ. (2.55)

Gọi Ĥ(u) = H(u) nếu u ∈ Uk và Ĥ(u) = −H(−u) nếu −u ∈ Uk. Vì

H|BRk+1
∩Vk là lẻ và liên tục và Wk+1 = Uk ∪ (−Uk), do đó Ĥ được định

nghĩa tốt trên Wk+1 và Ĥ ∈ Γk+1. Do đó

βk+1 ≤ max
u∈Wk+1

Ξ(Ĥ(u)). (2.56)

Theo Bổ đề 2.2.2(b) và (2.55) ta thu được

max
−Uk

Ξ(Ĥ(u)) ≤ βk + ϵ + α12

(
|βk + ϵ|

1
ρ1 + |βk + ϵ|

σ1+1
ρ1 + 1

)
. (2.57)

Từ (2.55), (2.56) và (2.57) suy ra

βk+1 ≤ βk + ϵ + α12

(
|βk + ϵ|

1
ρ1 + |βk + ϵ|

σ1+1
ρ1 + 1

)
.

Vì ϵ là tuỳ ý nên ta có

βk+1 ≤ βk

[
1 + α29

(
β

1−ρ1
ρ1

k + β

σ1+1−ρ1
ρ1

k

)]
với mọi k ≥ k1.
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Bằng phương pháp lặp,

βk1+l ≤ βk1

k1+l−1

∏
k=k1

[
1 + α29

(
β

1−ρ1
ρ1

k + β

σ1+1−ρ1
ρ1

k

)]

≤ βk1 exp

{
k1+l−1

∑
k=k1

ln

[
1 + α29

(
β

1−ρ1
ρ1

k + β

σ1+1−ρ1
ρ1

k

)]}

≤ βk1 exp α29

(
k1+l−1

∑
k=k1

β

1−ρ1
ρ1

k +
k1+l−1

∑
k=k1

β

σ1+1−ρ1
ρ1

k

)
.

Từ (2.37) và (2.54) ta có đánh giá

βk1+l ≤ βk1 exp α30

(
∞

∑
k=k1

k
1−ρ1

ρ1
. 2p

N(p−2) + k
σ1+1−ρ1

ρ1
. 2p

N(p−2)

)
< ∞ với mọi l ∈ N,

mâu thuẫn với Bổ đề 2.2.6.

Chú ý 2.2.1. Kết quả ở Định lý 2.2.1 không phải trường hợp riêng của [12]. Chẳng

hạn, nếu ta xét N = 3,

f (x, ζ) = 2ζ

[
ln(1 + |ζ|1/3) +

|ζ|1/3

6(1 + |ζ|1/3)

]
,

và d : Ω × R → R là hàm Carathéodory thoả mãn tồn tại d1(x) ∈ Lp1(Ω), d2(x) ∈
Lp2(Ω), (σ1+1)p2

p2−1 < 2, σ1 ∈
[
0, 4

7

)
, p1 ≥ 6p2

p2σ1+6 , p2 ≥ 6
5−σ1

, sao cho

|d(x, ζ)| ≤ d1(x) + d2(x)|ζ|σ1 hầu khắp nơi trong Ω × R,

thì khi đó f , d thoả mãn điều kiện của Định lý 2.2.1, nhưng f không thoả mãn điều

kiện trong [12, Định lý 1].

2.3. Trường hợp f thoả mãn điều kiện Ambrosetti-Rabinowitz

Trong mục này, chúng tôi nghiên cứu tính chất nhiều nghiệm của (2.1),

bằng cách sử dụng các giả thiết sau: f : Ω × R → R là hàm Carathéodory

thoả mãn
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(Y0) Với µ > 2 và R > 0, ta có

0 < µF(x, ζ) ≤ f (x, ζ)ζ, ∀x ∈ Ω, ∀|ζ| ≥ R,

trong đó F(x, ζ) =
∫ ζ

0 f (x, τ)dτ.

(Y1) f (x,−ζ) = − f (x, ζ) với mọi (x, ζ) ∈ Ω × R.

(Y2) Tồn tại 2 < p < 2̃, α1 > 0 sao cho

| f (x, ζ)| ≤ α1(1 + |ζ|p−1) hầu khắp nơi trong Ω × R.

(Y14) d : Ω × R → R là hàm Carathéodory thoả mãn: Tồn tại d3(x) ∈
Lp3(Ω), d4(x) ∈ Lp4(Ω), p3

p3−1 ≤ µ, p4 > 1, (σ2+1)p4
p4−1 < µ, σ2 ∈ [0, µ − 1), p3 >

max
{

1, 2̃p4
p4σ2+2̃

}
, sao cho

|d(x, ζ)| ≤ d3(x) + d4(x)|ζ|σ2 hầu khắp nơi trong Ω × R.

Ta định nghĩa phiếm hàm Euler-Lagrange liên kết với bài toán (2.1) bởi

Ξ(u) =
1
2

∫
Ω
|∇u|2dx −

∫
Ω

F(x, u)dx −
∫

Ω
D(x, u)dx.

Từ [18, Mệnh đề 2.2], (Y2) và (Y14), ta có Ξ là định nghĩa tốt trên H1
0(Ω) và

Ξ ∈ C1(H1
0(Ω), R) với

Ξ′(u)(v) =
∫

Ω
∇u · ∇vdx −

∫
Ω

f (x, u)vdx −
∫

Ω
d(x, u)vdx

với mọi v ∈ H1
0(Ω). Dễ dàng chỉ ra được các điểm tới hạn của Ξ là nghiệm

của bài toán (2.1).

Chú ý 2.3.1. Từ giả thiết (Y0) suy ra tồn tại α31, α32, α33 > 0 sao cho

1
µ
(ζ f (x, ζ) + α31) ≥ F(x, ζ) + α32 ≥ α33|ζ|µ với mọi ζ ∈ R. (2.58)

Bổ đề 2.3.1. Giả sử f thoả mãn (Y0), (Y1), (Y2) và d thoả mãn (Y14) và u là điểm tới

hạn của Ξ. Khi đó tồn tại hằng số α34 phụ thuộc vào ∥d3∥Lp3(Ω), ∥d4∥Lp4(Ω) sao cho

∫
Ω
(F(x, u) + α32) dx ≤ 1

µ

∫
Ω
(u f (x, u)) + α31) dx ≤ α34

(
(Ξ(u))2 + 1

) 1
2 .

(2.59)
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Chứng minh. Bất đẳng thức bên trái của (2.59) dễ dàng chứng minh được bằng

cách lấy tích phân trên Ω của bất đẳng thức (2.58). Vì u là điểm tới hạn của Ξ

nên theo bất đẳng thức Hölder và Young, ta có

Ξ(u) = Ξ(u)− 1
2

Ξ′(u)(u)

= −
∫

Ω
F(x, u)dx −

∫
Ω

D(x, u)dx +
1
2

∫
Ω

d(x, u)udx +
1
2

∫
Ω

f (x, u)udx

≥
(

1
2
− 1

µ

) ∫
Ω
( f (x, u)u + α31) dx +

1
2

∫
Ω

d(x, u)udx −
∫

Ω
D(x, u)dx − α35.

Từ giả thiết (Y0) và định lý nhúng, kết hợp với bất đẳng thức Hölder và bất

đẳng thức Young, ta có

1
2

∫
Ω

d(x, u)udx ≥ −C2(ϵ)−
ϵ

2
∥u∥µ

Lµ(Ω)
,

−
∫

Ω
D(x, u)dx ≥ −C3(ϵ)−

ϵ

2
∥u∥µ

Lµ(Ω)
,

trong đó C2(ϵ), C3(ϵ) → ∞ khi ϵ → 0. Cho nên

Ξ(u) ≥ α36

∫
Ω
( f (x, u)u + α31) dx − C4(ϵ)− ϵ ∥u∥µ

Lµ(Ω)
. (2.60)

Chọn ϵ =
µα36α33

2
, theo (2.58) và (2.60) và bất đẳng thức Cauchy, ta thu được

1
µ

∫
Ω
(u f (x, u) + α31) dx ≤ α34

(
(Ξ(u))2 + 1

) 1
2 .

Tiếp theo, ta định nghĩa một phiếm hàm sửa đổi Ξ(u). Gọi χ ∈ C∞(R, R)

sao cho χ(t) = 1 với t ≤ 1, χ(t) = 0 với t > 2 và −2 < χ′ < 0 với t ∈ (1, 2).

Với u ∈ H1
0(Ω), ta đặt

κ(u) = 2Θ
(
(Ξ(u))2 + 1

)1/2
, ψ(u) = χ

(
κ(u)−1

∫
Ω
(F(x, u) + α32) dx

)
,

Ξ(u) =
∫

Ω

(
1
2
|∇u|2 − F(x, u)− ψ(u)D(x, u)

)
dx, (2.61)

trong đó Θ là hằng số dương đủ lớn, mà sẽ được chọn sau theo Bổ đề 2.3.6.

Khi đó ta thu được

Ξ′
(u)(u) = (1 + T3(u))

∫
Ω
|∇u|2 dx − (1 + T4(u))

∫
Ω

f (x, u)udx

− (ψ(u) + T3(u))
∫

Ω
d(x, u)udx,

(2.62)
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trong đó

T3(u) = χ′
(

κ(u)−1
∫

Ω
(F(x, u) + α32) dx

)
κ(u)−3(2Θ)2Ξ(u)

×
∫

Ω
(F(x, u) + α32) dx

∫
Ω

D(x, u)dx,

T4(u) = χ′
(

κ(u)−1
∫

Ω
(F(x, u) + α32) dx

)
κ(u)−1

∫
Ω

D(x, u)dx + T3(u).

Chú ý 2.3.2. Theo định nghĩa của χ nếu

u ∈ H1
0(Ω) và κ(u)−1

∫
Ω
(F(x, u) + α32) dx ≤ 1

thì

Ξ(u) = Ξ(u) và Ξ′(u) = Ξ′
(u).

Gọi spt(ψ) là giá của ψ.

Bổ đề 2.3.2. Giả sử rằng f thoả mãn (Y0), (Y1), (Y2), g thoả mãn (Y14) và u ∈
spt(ψ). Khi đó∣∣∣∣∫Ω

D(x, u)dx
∣∣∣∣ ≤ α37

(
|Ξ(u)|

σ2+1
µ + |Ξ(u)|

1
µ + 1

)
. (2.63)

Chứng minh. Từ giả thiết (Y14) kết hợp với bất đẳng thức Hölder, ta có∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω
|d1(x)| |u| dx +

1
σ2 + 1

∫
Ω
|d2(x)| |u|σ2+1 dx

≤ α38

(
∥u∥Lµ(Ω) + ∥u∥σ2+1

Lµ(Ω)

)
≤ α39

[(∫
Ω
(F(x, u) + α32) dx

) 1
µ

+

(∫
Ω
(F(x, u) + α32) dx

) σ2+1
µ

 . (2.64)

Mặt khác, vì u ∈ spt(ψ) nên∫
Ω
(F(x, u) + α32) dx ≤ 4Θ

(
(Ξ(u))2 + 1

) 1
2 ≤ α40 (|Ξ(u)|+ 1) . (2.65)

Từ (2.65) và (2.64) ta suy ra (2.63).
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Bổ đề 2.3.3. Giả sử rằng f thoả mãn (Y0), (Y1), (Y2), d thoả mãn (Y14). Khi đó tồn

tại hằng số α41 sao cho với mọi u ∈ H1
0(Ω),

∣∣Ξ(u)− Ξ(−u)
∣∣ ≤ α41

(∣∣Ξ(u)∣∣ 1
µ +

∣∣Ξ(u)∣∣ σ2+1
µ + 1

)
. (2.66)

Chứng minh. Từ giả thiết (Y0) và (2.61) ta có

∣∣Ξ(u)− Ξ(−u)
∣∣ ≤ |ψ(u)| .

∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣+ |ψ(−u)| .
∣∣∣∣∫Ω

D(x,−u)dx
∣∣∣∣

(2.67)

Ta xét 4 trường hợp như sau.

Trường hợp 1: u ∈ spt(ψ) và −u ∈ spt(ψ).

Theo Bổ đề 2.3.2 ta thu được∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣ ≤ α37

(
|Ξ(u)|

σ2+1
µ + |Ξ(u)|

1
µ + 1

)
,∣∣∣∣∫Ω

D(x,−u)dx
∣∣∣∣ ≤ α37

(
|Ξ(u)|

σ2+1
µ + |Ξ(u)|

1
µ + 1

)
. (2.68)

Mặt khác, theo giả thiết (2.61), ta có

|Ξ(u)| ≤
∣∣Ξ(u)∣∣+ 2

∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣ .

Do đó∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣ ≤ α42

(
|Ξ(u)|

σ2+1
µ + |Ξ(u)|

1
µ

+

∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣ 1
µ

+

∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣
σ2+1

µ

+ 1

 . (2.69)

Áp dụng bất đẳng thức Young, ta có

α42

∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣ 1
µ

+

∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣
σ2+1

µ

 ≤ 1
2

∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣+ α43.

(2.70)

Từ (2.68), (2.69), (2.70) và định nghĩa của ψ, ta thu được điều phải chứng minh.

Trường hợp 2: u ∈ spt(ψ) và −u /∈ spt(ψ).
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Từ (2.67) ta có ∣∣Ξ(u)− Ξ(−u)
∣∣ ≤ |ψ(u)| .

∣∣∣∣∫Ω
D(x, u)dx

∣∣∣∣ .

Lập luận tương tự như Trường hợp 1, ta có điều phải chứng minh.

Trường hợp 3: u /∈ spt(ψ) và −u /∈ spt(ψ), hiển nhiên.

Trường hợp 4: u /∈ spt(ψ) và −u ∈ spt(ψ).

Từ (2.67), ta có ∣∣Ξ(u)− Ξ(−u)
∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣∫Ω
D(x,−u)dx

∣∣∣∣ . (2.71)

Từ (Y1), (2.61) và định nghĩa của Ξ, ta có

Ξ(−u) = Ξ(u)−
∫

Ω
D(x,−u)dx.

Do đó∣∣∣∣∫Ω
D(x,−u)dx

∣∣∣∣ ≤ α42

(∣∣Ξ(u)∣∣ σ2+1
µ +

∣∣Ξ(u)∣∣ 1
µ

+

∣∣∣∣∫Ω
D(x,−u)dx

∣∣∣∣ 1
µ

+

∣∣∣∣∫Ω
D(x,−u)dx

∣∣∣∣
σ2+1

µ

+ 1

 . (2.72)

Áp dụng bất đẳng thức Young,

α42

∣∣∣∣∫Ω
D(x,−u)dx

∣∣∣∣ 1
µ

+

∣∣∣∣∫Ω
D(x,−u)dx

∣∣∣∣
σ2+1

µ

 ≤ 1
2

∣∣∣∣∫Ω
D(x,−u)dx

∣∣∣∣+ α43.

(2.73)

Từ (2.71), (2.72) và (2.73) ta suy ra điều phải chứng minh.

Bổ đề 2.3.4. Giả sử rằng f thoả mãn (Y0), (Y1), (Y2), g thoả mãn (Y14) và tồn tại các

hằng số M3, α44 sao cho nếu M ≥ M3, Ξ(u) ≥ M, u ∈ spt(ψ) thì Ξ(u) ≥ α44M.

Chứng minh. Từ (2.61), ta có

Ξ(u) ≥ Ξ(u)−
∣∣∣∣∫Ω

D(x, u)dx
∣∣∣∣ . (2.74)

Nếu u ∈ spt(ψ) thì theo (2.74) và (2.63),

Ξ(u) + α37

(
|Ξ(u)|

σ2+1
µ + |Ξ(u)|

1
µ

)
≥ Ξ(u)− α37 ≥ M

2
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với M3 đủ lớn. Nếu Ξ(u) < 0 thì theo bất đẳng thức Young,

C5(ϵ) + ϵ |Ξ(u)| ≥ α37

(
|Ξ(u)|

σ2+1
µ + |Ξ(u)|

1
µ

)
≥ M

2
+ |Ξ(u)| ,

trong đó C5(ϵ) → ∞ khi ϵ → 0.

Mặt khác, nếu M3 ≥ 2C5(ϵ) và ϵ < 1 thì ta có bất đẳng thức

(ϵ − 1) |Ξ(u)| ≥ 0,

và điều này là vô lý. Vậy Ξ(u) ≥ 0 và Ξ(u) ≥ M
2(2α37 + 1)

.

Bổ đề 2.3.5. Giả sử rằng f thoả mãn (Y0), (Y1), (Y2), g thoả mãn (Y14). Khi đó với

mọi δ > 0 đủ nhỏ, tồn tại M > 0 đủ lớn sao cho với mọi u ∈ H1
0(Ω), Ξ(u) ≥ M ta

có |T3(u)| ≤ δ, |T4|(u) ≤ δ.

Chứng minh. Ta xét hai trường hợp như sau.

Trường hợp 1: Nếu u /∈ spt(ψ) thì chứng minh là tầm thường.

Trường hợp 2: Nếu u ∈ spt(ψ), ta chọn M3 như trong Bổ đề 2.3.4. Ngoài ra,

gọi u ∈ H1
0(Ω) sao cho Ξ(u) ≥ M và M ≥ M3. Khi đó

κ(u)−1
∫

Ω
(F(x, u) + α32) dx ≤ 2, 2κ(u)−1ΘΞ(u) ≤ 1,∣∣∣∣χ′

(
κ(u)−1

∫
Ω
(F(x, u) + α32) dx

)∣∣∣∣ ≤ 2.

Từ Bổ đề 2.3.2 và Bổ đề 2.3.4,

|T3(u)| ≤ α45

(
Ξ(u)

σ2+1
µ −1

+ Ξ(u)
1
µ−1

+ Ξ(u)−1
)

≤ α46

(
M

σ2+1
µ −1

+ M
1
µ−1

+ M−1
)
→ 0 khi M → ∞,

|T4(u)| ≤ |T3(u)|+ α47

(
M

σ2+1
µ −1

+ M
1
µ−1

+ M−1
)
→ 0 khi M → ∞.

Bổ đề 2.3.6. Giả sử rằng f thoả mãn (Y0), (Y1), (Y2), g thoả mãn (Y14) và hằng số

Θ đủ lớn. Khi đó tồn tại M4 > 0 sao cho nếu u ∈ H1
0(Ω) là điểm tới hạn của Ξ và

Ξ(u) ≥ M4, thì u là điểm tới hạn của Ξ và Ξ(u) = Ξ(u).
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Chứng minh. Gọi u ∈ H1
0(Ω) sao cho Ξ′

(u) = 0. Từ (2.62) ta có

Ξ(u) = Ξ(u)− Ξ′
(u)(u)

2 (1 + T3(u))

= −
∫

Ω
F(x, u)dx −

∫
Ω

D(x, u)dx +
1 + T4(u)

2 (1 + T3(u))

∫
Ω

f (x, u)udx

+
ψ(u) + T3(u)
2 (1 + T3(u))

∫
Ω

d(x, u)udx

≥
(

1 + T4(u)
2 (1 + T3(u))

− 1
µ

) ∫
Ω
( f (x, u)u + α31) dx

+
ψ(u) + T3(u)
2 (1 + T3(u))

∫
Ω

d(x, u)udx −
∫

Ω
D(x, u)dx − α48

≥ α49

∫
Ω
( f (x, u)u + α31) dx − C6(ϵ)− ϵ∥u∥µ

Lµ(Ω)
.

Với M4 đủ lớn sao cho M4 > M3 thì T3, T4 đủ nhỏ, và do đó nếu ta chọn Θ đủ

lớn

κ(u)−1
∫

Ω
(F(x, u) + α32) dx ≤ 1,

suy ra ψ(u) = 1 và ψ′(u) = 0.

Bổ đề 2.3.7. Giả sử rằng f thoả mãn (Y0), (Y1), (Y2), g thoả mãn (Y14). Khi đó

Ξ ∈ C1(H1
0(Ω), R) và tồn tại hằng số M5 > 0 sao cho Ξ thoả mãn điều kiện Palais-

Smale trên ÂM5 = {u ∈ H1
0(Ω) : Ξ(u) ≥ M5}.

Chứng minh. Vì f thoả mãn (Y0), (Y2), g thoả mãn (Y14) và χ ∈ C∞(R, R), suy

ra Ξ ∈ C1(H1
0(Ω), R). Gọi M3 như trong Bổ đề 2.3.4 và chọn M5 ≥ M3. Giả

sử {um}∞
m=1 là dãy thuộc ÂM5 thoả mãn

Ξ(um) ≤ K1 với mọi m ∈ N, lim
m→∞

Ξ′
(um) = 0, (2.75)

với K1 ≥ M5. Trước hết, ta cần chỉ ra {um}∞
m=1 là dãy bị chặn trong H1

0(Ω).
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Thật vậy, với mọi ρ3 > 0 đủ nhỏ, m đủ lớn và ρ2 > 0, ta có

ρ2K1 + ρ3 ∥um∥H1
0(Ω) ≥ ρ2Ξ (um)− Ξ′

(um) (um)

=
(ρ2

2
− (1 + T3 (um))

)
∥um∥2

H1
0(Ω) + (1 + T4 (um))

∫
Ω

f (x, um) umdx

− ρ2

∫
Ω

F (x, um) dx − ρ2

∫
Ω

ψ (um) D (x, um) dx

+ (ψ (um) + T3 (um))
∫

Ω
d (x, um) umdx ≥

(ρ2

2
− (1 + T3 (um))

)
∥um∥2

H1
0(Ω)

+

(
1 + T4 (um)−

ρ2

µ

) ∫
Ω
( f (x, um) um + α31) dx

− ρ2

∫
Ω

ψ (um) D (x, um) dx + (ψ (um) + T3 (um))
∫

Ω
d (x, um) umdx − α50

≥
(ρ2

2
− (1 + T3 (um))

)
∥um∥2

H1
0(Ω) +

(
1 + T4 (um)−

ρ2

µ

)
α33µ∥u∥µ

Lµ(Ω)

− C7(ϵ)− ϵ∥u∥µ

Lµ(Ω)
.

Với M5 đủ lớn và T3, T4 đủ nhỏ, ta chọn ρ2, ρ3 sao cho

ρ2

2
− (1 + T3(um)) > 0, 1 + T4(um)−

ρ2

µ
> 0, ρ3 > 0

và ϵ =

(
1 + T4(um)−

ρ2

µ

)
α33µ, do đó {um}∞

m=1 bị chặn trong H1
0(Ω). Cho

nên ta có thể (nếu cần thiết có thể xét dãy con) giả sử rằng

um ⇀ u yếu trong H1
0(Ω) khi m → ∞,

um → u hầu khắp nơi trong Ω khi m → ∞,

um → u mạnh trong Lq(Ω), 1 ≤ q < 2̃ khi m → ∞. (2.76)

Theo giả thiết (Y2) ta có∣∣∣∣∫Ω
f (x, um) (um − u) dx

∣∣∣∣ ≤ α30

∫
Ω
|um − u| dx + α30

∫
Ω
|um − u| |um|p−1 dx

≤ α30

∫
Ω
|um − u| dx + α30

(∫
Ω
|um − u|p dx

)1/p (∫
Ω
|um|p dx

)(p−1)/p
.

Từ (2.76) ta suy ra∫
Ω

f (x, um)(um − u)dx → 0 khi m → ∞.
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Cho nên ∫
Ω
( f (x, um)− f (x, u)) (um − u)dx → 0 khi m → ∞. (2.77)

Theo giả thiết (Y14), nếu σ2 = 0 ta có∫
Ω

d(x, um)(um − u)dx → 0 khi m → ∞.

Nếu σ2 ̸= 0 thì∣∣∣∣∫Ω
d (x, um) (um − u) dx

∣∣∣∣
≤
∫

Ω
|d1(x)| |um − u| dx +

∫
Ω
|um − u| |um|σ2 |d2(x)| dx

≤
(∫

Ω
|um − u|

p3
p3−1 dx

) p3−1
p3
(∫

Ω
|d1(x)|p3 dx

) 1
p3
+

(∫
Ω
|d2(x, y)|p4 dx

) 1
p4

×
(∫

Ω
|um − u|

(σ2+1)p4
p4−1 dx

) p4−1
(σ2+1)p4

(∫
Ω
|um|

(σ2+1)p4
p4−1 dx

) σ2(p4−1)
(σ2+1)p4

.

Từ (2.76) ta thu được∫
Ω

d(x, um)(um − u)dx → 0 khi m → ∞.

Do đó ∫
Ω
(d(x, um)− d(x, u))(um − u)dx → 0 khi m → ∞. (2.78)

Nếu M5 đủ lớn, thì từ limm→∞ Ξ′
(u) = 0 và (2.76) ta có〈

(1 + T3(u))Ξ′
(um)− (1 + T3 (um))Ξ′

(u), um − u
〉
→ 0 khi m → ∞.

(2.79)

Ngoài ra〈
(1 + T3(u))Ξ′

(um)− (1 + T3 (um))Ξ′
(u), um − u

〉
= (1 + T3(u)) (1 + T3 (um))

∫
Ω
|∇um −∇u|2 dx

− (1 + T3(u)) (1 + T4 (um))
∫

Ω
f (x, um) (um − u) dx

− (1 + T3(u)) (ψ (um) + T3 (um))
∫

Ω
d (x, um) (um − u) dx

+ (1 + T3 (um)) (1 + T4(u))
∫

Ω
d(x, u) (um − u) dx

+ (1 + T3 (um)) (ψ(u) + T3(u))
∫

Ω
d(x, u) (um − u) dx. (2.80)
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Từ (2.77), (2.78), (2.79) và (2.80) ta thu được∫
Ω
|∇um −∇u|2 dx → 0 khi m → ∞.

Vậy ta suy ra rằng um → u mạnh trong H1
0(Ω), điều phải chứng minh.

Bây giờ ta sẽ chỉ ra Ξ có một dãy các điểm tới hạn không bị chặn. Gọi

0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ≤ λk ≤ · · · là giá trị riêng của bài toán

−∆u = λu trong Ω,

u = 0 trên ∂Ω,
(2.81)

và e1, e2, · · · là các hàm riêng chuẩn hoá sao cho ∥ej∥H1
0(Ω) = 1 với mọi j =

1, 2, · · · . Với mỗi k > 0, ta đặt Vk = span{ej : j ≤ k} trong H1
0(Ω) và V⊥

k là

phần bù trực giao của nó.

Bổ đề 2.3.8. Giả sử rằng f thoả mãn (Y0), (Y1), (Y2), g thoả mãn (Y14). Khi đó với

mọi k > 0, tồn tại Rk > 0 sao cho với mọi u ∈ Vk, ∥u∥H1
0(Ω) ≥ Rk, ta có Ξ(u) ≤ 0.

Chứng minh. Gọi u ∈ Vk. Từ (2.58), (2.61) và giả thiết (Y14) ta có

Ξ(u) ≤ 1
2
∥u∥2

H1
0(Ω)

− α33∥u∥µ

Lµ(Ω)
+ α51∥u∥

Lp′3(Ω)
+ α52∥u∥σ2+1

Lp′4(σ2+1)(Ω)
+ α53

≤ 1
2
∥u∥2

H1
0(Ω)

− α54∥u∥µ

Lµ(Ω)
+ α55 (α54 > 0, α55 > 0),

trong đó
1
p3

+
1
p′3

= 1,
1
p4

+
1
p′4

= 1.

Vì trong Vk tồn tại d̂ = d̂k > 0 sao cho ∥u∥Lµ(Ω) ≥ d̂∥u∥H1
0
(Ω) với mọi

u ∈ Vk, ta có

Ξ(u) ≤ 1
2
∥u∥2

H1
0(Ω)

− α54d̂µ∥u∥µ

H1
0(Ω)

+ α55,

suy ra Ξ(u) → −∞ khi u ∈ Vk, ∥u∥H1
0(Ω) → +∞.

Gọi BRk là hình cầu đóng bán kính Rk trong H1
0(Ω), Wk ≡ BRk ∩ Vk, và

Γk =
{

h ∈ C
(

Wk, H1
0(Ω)

)
: h là lẻ và h(u) = u nếu ∥u∥H1

0(Ω) = Rk

}
.

(2.82)
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Ta định nghĩa

βk = inf
h∈Γk

max
u∈Wk

Ξ(h(u)), k ∈ N. (2.83)

Nếu g ≡ 0 và Ξ là hàm chẵn thì theo bài báo [21, 8] các số βk là điểm tới hạn

của Ξ. Nếu g ̸= 0 thì điều đó chưa chắc đúng. Tuy nhiên ta sẽ sử dụng βk làm

cơ sở để lập luận trong chứng minh Định lý 2.3.1. Trước hết ta chỉ ra βk → ∞

khi k → ∞.

Bổ đề 2.3.9. Giả sử rằng f thoả mãn (Y0), (Y1), (Y2), g thoả mãn (Y14). Khi đó tồn

tại hằng số α56 > 0 và k0 ∈ N sao cho với mọi k ≥ k0,

βk ≥ α56k
2p

N(p−2) . (2.84)

Chứng minh. Theo (Y2) và (Y14) ta thu được

Ξ(u) ≥ 1
2

∫
Ω
|∇u|2dx − α57

∫
Ω
|u|pdx − α58. (2.85)

Đặt

K(u) =
1
2
∥u∥2

H1
0(Ω)

− α57∥u∥p
Lp(Ω)

∈ C2
(

H1
0(Ω), R

)
. (2.86)

Khi đó ta thấy rằng

Ξ(u) ≥ K(u)− α58, (2.87)

K′′(u)(h, h) =
((

−∆ − α57p(p − 1)|u|p−2
)

h, h
)

với mọi u ∈ H1
0(Ω)

(2.88)

và phiếm hàm K(u) thoả mãn các giả thiết sau:

(Y15) K(0) = 0;

(Y16) K(−u) = K(u) với mọi u ∈ H1
0(Ω);

(Y17) với mỗi không gian con hữu hạn chiều E ⊂ H1
0(Ω), tồn tại R =

R(E) > 0 sao cho

K(u) < 0, với mọi u ∈ E và ∥u∥H1
0(Ω) ≥ R(E);

(Y18) K′(u) = u + κ(u) với u ∈ H1
0(Ω), trong đó κ : H1

0(Ω) → H1
0(Ω) là

toán tử compact;
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(Y19) Nếu tồn tại M > 0,
{

uj
}∞

j=1 ⊂ H1
0(Ω) thoả mãn K

(
uj
)
≤ M với mọi

j, và ∥∥K′ (uj
)∥∥

(H1
0(Ω))

∗ → 0

khi j → ∞, thì khi đó tồn tại một dãy con
{

ujk
}∞

k=1 hội tụ mạnh trong H1
0(Ω);

(Y20) Nếu tồn tại M > 0,
{

uj
}∞

j=1 ⊂ Vm thoả mãn K
(
uj
)
≤ M với mọi j và∥∥∥∥(K|Vm

)′ (
uj
)∥∥∥∥

(Vm)
∗
→ 0

khi j → ∞, thì khi đó tồn tại một dãy con
{

ujk
}∞

k=1 hội tụ mạnh trong Vm;

(Y21) Nếu tồn tại M > 0,
{

uj
}∞

j=1 ⊂ H1
0(Ω) thoả mãn uj ∈ Vj, K

(
uj
)
≤ M

với mọi j và ∥∥∥∥(K|Vj

)′ (
uj
)∥∥∥∥

(Vj)
∗
→ 0

khi j → ∞, thì khi đó tồn tại một dãy con
{

ujk
}∞

k=1 hội tụ mạnh trong H1
0(Ω).

Tiếp theo, ta định nghĩa giá trị minimax

ωk = inf
h∈Γk

max
u∈Wk

K(h(u)), k ∈ N. (2.89)

Từ (2.87) ta thu được

βk ≥ ωk − α26. (2.90)

Từ [12, Định lý B], tồn tại vk ∈ H1
0(Ω) sao cho

K (vk) ≤ ωk, (2.91)

K′ (vk) = 0, (2.92)

index0 K′′ (vk) ≥ k, (2.93)

trong đó

index0 K′′ (vk) := max{dim E : E ⊂ H1
0(Ω) là không gian con sao cho

K′′ (vk) (h, h) ≤ 0, với h ∈ E}.
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Do đó, từ (2.88) và (2.93) ta thu được

−∆ − α57p(p − 1) |vk|p−2 có ít nhất k giá trị riêng không dương. (2.94)

Gọi N(V) là số các giá trị riêng không dương (tính cả bội số) của bài toán

−∆u − V(x)u = λu trong Ω,

u = 0 trên ∂Ω,

trong đó V(x) ∈ LN/2(Ω). Khi đó từ [12, Bổ đề 2.3] (hoặc [19, 20]) tồn tại một

hằng số CN > 0 sao cho

N(V) ≤ CN∥V(x)∥
N
2

L
N
2 (Ω)

. (2.95)

Từ (2.94) và (2.95) ta thu được

α59k ≤
∥∥∥|vk|p−2

∥∥∥N
2

L
N
2 (Ω)

. (2.96)

Mặt khác, từ (2.92) ta có

∥vk∥2
H1

0(Ω) = α57p ∥vk∥
p
Lp(Ω)

. (2.97)

Từ (2.91), (2.96) và (2.97) ta thu được

ωk ≥
α57

2
(p − 2) ∥vk∥

p
Lp(Ω)

≥ α60k
2p

N(p−2) với mọi k ∈ N.

Vậy ta có điều phải chứng minh.

Để xây dựng một dãy các giá trị tới hạn của Ξ, ta gọi

Uk =
{

u = tek+1 + w : t ∈ [0, Rk+1] , w ∈ BRk+1 ∩ Vk, ∥u∥H1
0(Ω) ≤ Rk+1

}
và

Λk =
{

H ∈ C
(

Uk, H1
0(Ω)

)
: H|Wk

∈ Γk và H(u) = u

nếu ∥u∥H1
0(Ω) = Rk+1 hoặc u ∈

(
BRk+1 \ BRk

)
∩ Vk

}
.

Giờ ta định nghĩa

γk = inf
H∈Λk

max
u∈Uk

Ξ(H(u)), k ∈ N. (2.98)
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Bổ đề 2.3.10. Giả sử rằng γk > βk ≥ M5. Gọi δ ∈ (0, γk − βk) và

Λk(δ) =
{

H ∈ Λk : Ξ(H) ≤ βk + δ trên Wk
}

.

Gọi

γk(δ) = inf
H∈Λk(δ)

max
u∈Uk

Ξ(H(u)), k ∈ N (2.99)

Khi đó γk(δ) là giá trị tới hạn của Ξ.

Chứng minh. Từ định nghĩa của βk và Λk, ta có Λk(δ) ̸= ∅. Chọn ϵ̄ = 1
2(γk −

βk − δ) > 0. Nếu γk(δ) không phải giá trị tới hạn của Ξ, thì tồn tại ϵ và η như

trong Bổ đề 1.6.1. Chọn H ∈ Λk(δ) sao cho

max
Uk

Ξ(H(u)) ≤ γk(δ) + ϵ. (2.100)

Xét η(1, H(u)) ∈ C(Uk, V). Chú ý rằng nếu ∥u∥H1
0(Ω) = Rk+1 hoặc u ∈(

BRk+1 \ BRK

)
∩ Vk thì Ξ(H(u)) = Ξ(u) ≤ 0, do đó η(1, H(u)) = u theo

Bổ đề 1.6.1 (có thể giả sử βk > 0). Vậy η(1, H(u)) ∈ Λk. Hơn nữa trên

Wk, Ξ(H(u)) ≤ βk + δ ≤ γk − ϵ̄ ≤ γk(δ) − ϵ̄ thông qua việc chọn δ và ϵ̄.

Do đó η(1, H) = H ≤ βk + δ trên Wk theo Bổ đề 1.6.1. Vì vậy, η(1, H) ∈ Λk(δ)

và theo (2.98) cùng với của Bổ đề 1.6.1(b),

max
Uk

Ξ(η(1, H(u))) ≤ γk(δ)− ϵ,

trái với định nghĩa của γk(δ). Suy ra γk(δ) phải là giá trị tới hạn của Ξ.

Định lí 2.3.1. Giả sử rằng (Y0), (Y1), (Y2) và (Y14) được thoả mãn, và

2p
N(p − 2)

>
µ

µ − σ2 − 1
. (2.101)

Khi đó bài toán (2.1) có một dãy nghiệm không bị chặn trong H1
0(Ω).

Chứng minh. Từ (2.83), (2.98) và (2.99) suy ra γk(δ) ≥ γk ≥ βk, và theo Bổ đề

2.3.9 ta có βk → ∞ khi k → ∞. Ta cần chỉ ra sự tồn tại của một dãy con của

dãy γk sao cho γk > βk. Thật vậy, giả sử rằng γk = βk với mọi k ≥ k1. Với mọi

ϵ > 0, ta chọn H ∈ Λk sao cho

max
u∈Uk

Ξ(H(u)) ≤ βk + ϵ. (2.102)
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Gọi Ĥ(u) = H(u) nếu u ∈ Uk và Ĥ(u) = −H(−u) nếu −u ∈ Uk. Vì

H|BRk+1
∩Vk là lẻ và liên tục và Wk+1 = Uk ∪ (−Uk), do đó Ĥ được định

nghĩa tốt trên Wk+1 và Ĥ ∈ Γk+1. Do đó

βk+1 ≤ max
u∈Wk+1

Ξ(Ĥ(u)). (2.103)

Theo Bổ đề 2.3.3 và (2.102) ta thu được

max
−Uk

Ξ(Ĥ(u)) ≤ βk + ϵ + α41

(
|βk + ϵ|

1
µ + |βk + ϵ|

σ2+1
µ + 1

)
. (2.104)

Từ (2.102), (2.103) và (2.104) suy ra

βk+1 ≤ βk + ϵ + α41

(
|βk + ϵ|

1
µ + |βk + ϵ|

σ2+1
µ + 1

)
.

Vì ϵ là tuỳ ý nên ta có

βk+1 ≤ βk

[
1 + α60

(
β

1−µ
µ

k + β
σ1+1−µ

µ

k

)]
với mọi k ≥ k1.

Bằng phương pháp lặp,

βk1+l ≤ βk1

k1+l−1

∏
k=k1

[
1 + α60

(
β

1−µ
µ

k + β
σ2+1−ρ1

µ

k

)]

≤ βk1 exp

{
k1+l−1

∑
k=k1

ln

[
1 + α60

(
β

1−µ
µ

k + β
σ2+1−µ

µ

k

)]}

≤ βk1 exp α60

(
k1+l−1

∑
k=k1

β
1−µ

µ

k +
k1+l−1

∑
k=k1

β
σ2+1−µ

µ

k

)
.

Từ (2.83) và (2.101) ta có đánh giá

βk1+l ≤ βk1 exp α61

(
∞

∑
k=k1

k
1−µ

µ . 2p
N(p−2) + k

σ2+1−µ
µ . 2p

N(p−2)

)
< ∞

với mọi l ∈ N, mâu thuẫn với Bổ đề 2.3.9.

Chú ý 2.3.3. Định lý 2.3.1 là sự mở rộng kết quả của Rabinowitz [10, 11] và Tanaka

[12]. Ngoài ra, nó cũng không là trường hợp riêng của [7, 6, 20, 16, 5]. Chẳng hạn,

nếu ta xét N = 3,

f (x, ζ) = ζ|ζ|
1
4 − ζ|ζ|

1
8 , d(x, ζ) = |ζ|σ2 , 0 ≤ σ2 <

21
24
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thì khi đó f , d thoả mãn các điều kiện trong Định lý 2.3.1, nhưng f không thoả mãn

điều kiện trong [7, Định lý 1]. Mặt khác, hàm f thoả mãn điều kiện trong [18, Định

lý 1.1], [10, 11, Định lý 1.5] và [6, Định lý 3]. Tuy nhiên, hàm d có thể tăng trưởng

nhanh hơn điều kiện nhiễu trong [18, 10, 11, 6].
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Kết luận

Trong luận văn này, chúng tôi tìm hiểu về tính chất nhiều nghiệm yếu của

bài toán giá trị biên

−∆u = f (x, u) + g(x, u) trong Ω,

u = 0 trên ∂Ω,

trong đó Ω là miền bị chặn có biên trơn thuộc RN(N > 2), hàm f (x, ζ) là hàm

lẻ theo biến ζ và g là điều kiện nhiễu. Cụ thể, luận văn đã trình bày một số kết

quả chính như sau

• Chương 1: Nhắc lại các khái niệm cơ bản như không gian Lp(Ω), không

gian Sobolev Wk,p(Ω), định lý nhúng, các bất đẳng thức cơ bản, định lý

về biến dạng và định nghĩa hàm Carathéodory.

• Chương 2: Bằng cách vận dụng phương pháp nhiễu Rabinowitz, kết hợp

với ước lượng dáng điệu tiệm cận cho các giá trị riêng của phương trình

Schrödinger, chúng tôi chỉ ra được tính chất nhiều nghiệm của bài toán

giá trị biên cho hai trường hợp: hàm f không thoả mãn điều kiện (Y0) và

hàm f thoả mãn điều kiện (Y0) (các điều kiện được giả sử ở đây không

phải trường hợp riêng của [7, 12]).
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