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MỞ ĐẦU 

1. Tính cấp thiết của đề tài 

Tiêu thụ năng lượng là nhu cầu tất yếu của tiến bộ xã hội, trong những 

năm trước đây, để phục vụ nhu cầu năng lượng, con người đã khai thác và sử 

dụng rất nhiều các loại nhiên liệu hóa thạch, các nguồn nhiên liệu này đang dần 

cạn kiệt, và hệ quả của việc khai thác và sử dụng như vậy gây ra cũng vô cùng 

tàn khốc, đó là hủy hoại môi trường sống của nhân loại. Cũng từ lý do đó, nhu 

cầu đối với các nguồn năng lượng thân thiện môi trường, có khả năng tái tạo 

đang trở nên vô cùng cấp thiết. Ngày nay, con người đã tìm ra cách sử dụng 

nguồn năng lượng mặt trời, đây là một trong những nguồn năng lượng tái tạo 

hứa hẹn nhất, hoàn toàn không gây ô nhiễm môi trường và không bị cạn kiệt. 

Để thu được nguồn năng lượng này, đơn giản nhất là tạo ra các tấm hấp thụ 

năng lượng trực tiếp từ ánh sáng mặt trời, biến quang năng thành các dạng năng 

lượng khác phục vụ cho nhu cầu của con người (Người ta thường gọi đó là tấm 

pin mặt trời). Để sử dụng các tấm hấp thụ năng lượng mặt trời và chuyển thành 

điện năng có hiệu quả cao, cần phải có những nghiên cứu chi tiết tổng thể về 

các khía cạnh như vật liệu, sự làm việc, chế tạo,…và một trong số đó là nghiên 

cứu đáp ứng cơ học của tấm nano hữu cơ nhiều lớp (đây là kết cấu ứng dụng 

để làm tấm pin mặt trời).   

Vì vậy, đề tài “Phân tích tĩnh và động của tấm nano hữu cơ nhiều lớp 

có kể đến hiệu ứng kích thước nhỏ” là vấn đề mang tính cấp thiết, có ý nghĩa 

khoa học, mang tính thời sự và thực tiễn. 

2. Mục tiêu nghiên cứu của luận án 

Nghiên cứu về tấm nano nói chung và tính toán cơ học kết cấu tấm nano 

hữu cơ nhiều lớp nói riêng là một lĩnh vực rộng lớn, trong khuôn khổ luận án, 

tác giả tập trung nghiên cứu đáp ứng tĩnh và động của kết cấu tấm nano hữu cơ 
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trên cơ sở phương pháp phần tử hữu hạn, lý thuyết đàn hồi phi cục bộ với các 

mục tiêu cụ thể như sau: 

- Xây dựng các mô hình bài toán, biểu thức quan hệ cơ học, thuật toán 

và chương trình máy tính để phân tích tĩnh (chuyển vị, trạng thái ứng suất, biến 

dạng), dao động riêng và dao động cưỡng bức của tấm nano hữu cơ chịu nhiều 

loại tải trọng khác nhau có xét đến hiệu ứng kích thước trên cơ sở lý thuyết đàn 

hồi phi cục bộ.  

- Khảo sát ảnh hưởng của một số yếu tố kết cấu, hệ số phi cục bộ, điều 

kiện biên...đến ứng xử cơ học của tấm nano hữu cơ. 

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu của luận án 

3.1. Đối tượng nghiên cứu 

a) Kết cấu 

- Tấm nano hữu cơ gồm nhiều lớp vật liệu.  

b) Tải trọng 

Tải trọng tĩnh và động (biến đổi theo thời gian). 

3.2. Phạm vi nghiên cứu 

Phạm vi nghiên cứu của bài toán bao gồm: 

- Bài toán uốn tĩnh tuyến tính (Chuyển vị, ứng suất tĩnh), bài toán dao 

động tự do tuyến tính (Tần số dao động tự do và các dạng dao động riêng), bài 

toán dao động cưỡng bức tuyến tính cho tấm nano hữu cơ nhiều lớp có kể đến 

hiệu ứng kích thước nhỏ (Chuyển vị cưỡng bức biến đổi theo thời gian).   

- Cản tuyến tính theo mô hình Kelvin- voigt. 

4. Phương pháp nghiên cứu 

Phương pháp nghiên cứu được lựa chọn là phương pháp phần tử hữu hạn 

(PTHH) dựa trên lý thuyết phi cục bộ và nguyên lý công ảo để xây dựng các 

phương trình cơ bản đối với các bài toán uốn tĩnh, dao động tự do và dao động 

cưỡng bức của tấm tấm nano hữu cơ.  
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Chương trình máy tính được lập trình trên nền phần mềm Matlab. Kết 

quả tính toán của luận án được so sánh với các kết quả nghiên cứu sử dụng các 

phương pháp khác của các công trình đã được công bố để chứng minh tính 

chính xác của mô hình toán cơ, lý thuyết tính toán và chương trình máy tính. 

Cấu trúc của luận án: 

Luận án được cấu trúc thành 4 chương chính. 

Mở đầu: Luận án nêu bật tính cấp thiết của đề tài, mục tiêu, đối tượng, 

phạm vi và phương pháp nghiên cứu. 

Chương 1: Tổng quan về vấn đề nghiên cứu. 

Chương này trình bày tổng quan về vật liệu nano, công nghệ chế tạo, ứng 

dụng của vật liệu nano. Các lý thuyết tính toán đối với kết cấu nano nói chung 

cũng như các kết quả nghiên cứu đạt được đối với các kết cấu nano. 

Chương 2: Cơ sở lý thuyết tính toán tấm nano hữu cơ có xét đến hiệu 

ứng kích thước. 

Chương này trình bày các biểu thức tính toán chuyển vị, biến dạng, ứng 

suất, từ đó xây dựng phương trình cân bằng cho tấm nano hữu cơ dựa trên 

nguyên lý công ảo. Biến đổi phương trình cân bằng tổng quát của tấm nano hữu 

cơ về dạng phương trình cân bằng của phương pháp phần tử hữu hạn. 

Chương 3: Phân tích đáp ứng tĩnh tấm nano hữu cơ có xét đến hiệu ứng kích 

thước và khảo sát ảnh hưởng của một số yếu tố. 

Chương này đưa ra thuật toán phần tử hữu hạn và phương pháp giải tích dựa 

trên lời giải của Navier để tính toán uốn tĩnh của tấm nano hữu cơ có xét đến hiệu 

ứng kích thước. Các kiểm chứng được thực hiện thông qua các so sánh giữa hai lời 

giải và với các kết quả đã công bố. Cuối cùng là các kết quả khảo sát số đối với 

chuyển vị và ứng suất của tấm nano hữu cơ. 

Chương 4: Phân tích đáp ứng động tấm nano hữu cơ có xét đến hiệu ứng 

kích thước và khảo sát ảnh hưởng của một số yếu tố. 
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Chương này trình bày thuật toán phần tử hữu hạn và phương pháp giải tích 

dựa trên lời giải của Navier để tính toán tần số dao động riêng của tấm nano hữu cơ 

có xét đến hiệu ứng kích thước. Bài toán động lực học của tấm nano hữu cơ được đề 

xuất sử dụng lời giải bằng phương pháp phần tử hữu hạn. Các ví dụ kiểm chứng được 

thực hiện bằng các so sánh để minh họa sự tin cậy của cả hai lời giải đề xuất trong 

luận án. Cuối cùng là các kết quả khảo sát số đối với tần số dao động, chuyển vị biến 

đổi theo thời gian của tấm nano hữu cơ. 

Kết luận và kiến nghị: Các kết quả chính luận án đã thực hiện, những 

đóng góp mới của luận án cùng các kiến nghị khác. 

Danh mục công trình của tác giả 

Tài liệu tham khảo 
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 TỔNG QUAN VỀ VẤN ĐỀ NGHIÊN CỨU 

Chương này trình bày những kiến thức chung về vật liệu nano, công nghệ 

chế tạo, ứng dụng của vật liệu nano. Các lý thuyết tính toán đối với kết cấu 

nano nói chung cũng như các kết quả nghiên cứu đạt được của các nhà khoa 

học trong nước và trên thế giới đối với các kết cấu nano, kết cấu nano hữu cơ 

nhiều lớp. Từ đó, luận án xác định nội dung cần tập trung giải quyết. 

1.1. Tổng quan về vật liệu nano 

 Khái niệm vật liệu nano 

Vật liệu nano là một loại vật liệu có cấu trúc ở dạng các sợi, các hạt, ống, 

hoặc các tấm mỏng,.. có kích thước nằm trong khoảng từ 1 đến 100 nanomet. 

Công nghệ nano là công nghệ liên quan đến việc phân tích, thiết kế, tính toán, 

chế tạo và ứng dụng các kết cấu, thiết bị và hệ thống trên cơ sở thay đổi kích 

thước, hình dáng trên quy mô nanomet. 

Năm 1959, khái niệm về công nghệ nano lần đầu được nhà vật lý người 

Mỹ Richard Feynman đề cập đến khi ông đề cập tới khả năng tạo ra vật chất ở 

kích thước siêu nhỏ từ quá trình tập hợp các nguyên tử, phân tử. Đến năm 1980, 

nhờ sự phát triển của công nghệ, nhờ sự ra đời của các thiết bị phân tích hiện 

đại như kính hiển vi đầu dò quét, thiết bị này có khả năng quan sát các kích 

thước từ vài nguyên tử hay phân tử, do vậy các nhà khoa học mới hiểu rõ hơn 

về kết cấu nano.  

 Tính chất của vật liệu nano 

So với vật liệu thông thường, vật liệu nano có tính chất đặc biệt về cơ, 

lý, hóa tính. Tính chất đặc biệt của vật liệu nano là do từ kích thước của vật liệu 

này rất nhỏ so với các kích thước của vật liệu thông thường. Vật liệu nano nằm 

giữa tính chất lượng tử của nguyên tử và tính chất khối của vật liệu. Đối với vật 
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liệu khối, độ dài tới hạn của các tính chất rất nhỏ so với độ lớn của vật liệu, 

nhưng đối với vật liệu ở kích thước nano thì điều đó không còn đúng nên các 

tính chất đặc biệt bắt đầu từ nguyên nhân này [1], [2]. 

 Các phương pháp chính chế tạo vật liệu nano 

Vật liệu nano có thể được chế tạo bằng một trong bốn phương pháp phổ 

biến là phương pháp hoá ướt, phương pháp cơ học, phương pháp bốc hơi nhiệt 

và phương pháp hình thành từ pha khí. Mỗi phương pháp đều có những ưu điểm 

và nhược điểm khác nhau; phục thuộc vào điều kiện trang thiết bị, yêu cầu vật 

liệu, …để lựa chọn phương pháp phù hợp. 

a) Phương pháp hóa ướt 

Phương pháp hóa ướt bao gồm nhiều phương pháp như thủy nhiệt, sol-

gel, và đồng kết tủa. Đối với phương pháp hóa ướt, các dung dịch chứa i-on 

khác nhau được pha và trộn lẫn với nhau theo một tỷ lệ thành phần phù hợp, 

trong các điều kiện áp suất, nhiệt độ, pH phù hợp mà các vật liệu nano được kết 

tủa từ dung dịch. Sau các bước lọc, sấy khô, người ta thu được các vật liệu có 

kích thước nano.  

Phương pháp này có ưu điểm là vật liệu nano có thể chế tạo được rất đa 

dạng về chủng loại, chúng có thể là vật liệu hữu cơ, vô cơ, kim loại. Chi phí 

sản xuất theo phương pháp này rẻ tiền và có thể chế tạo được một khối lượng 

lớn vật liệu nhưng phương pháp hóa ướt cũng có nhược điểm là các hợp chất 

có lẫn và liên kết với phân tử chất lỏng có thể là một thách thức không nhỏ. 

Phương pháp sol-gel không đem lại hiệu suất cao, sản phẩm có thể không đảm 

bảo đồng nhất. 

b) Phương pháp cơ học 

Phương pháp này gồm phương pháp nghiền, tán, hợp kim cơ học. Đối 

với phương pháp này, vật liệu đầu vào dạng bột được nghiền nhỏ để tạo ra kích 

thước bé hơn. Ngày nay, các máy nghiền thường dùng là máy nghiền quay hay 
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máy nghiền kiểu hành tinh. Ưu điểm của phương pháp này là đơn giản, dụng 

cụ chế tạo rẻ tiền và có thể tạo ra một lượng lớn vật liệu. Mặc dù vậy, nhược 

điểm của phương pháp này là các hạt bị kết tụ với nhau, kích thước hạt phân 

bố không đồng nhất, do đó không dễ đạt được hạt có kích thước nhỏ và dễ bị 

nhiễm bẩn từ các dụng cụ chế tạo. Phương pháp này phù hợp dùng để chế tạo 

vật liệu không phải là hữu cơ (như là kim loại). 

c) Phương pháp bốc hơi nhiệt 

Gồm các phương pháp quang khắc, bốc hơi trong môi trường chân 

không. Phương pháp này bốc hơi nhiệt áp dụng hiệu quả trong chế tạo lớp bao 

phủ bề mặt hoặc màng mỏng, người ta cũng có thể sử dụng phương pháp này 

để chế tạo hạt nano bằng cách tạo vật liệu nano từ tấm chắn. Tuy nhiên, nhược 

điểm của phương pháp này là có hiệu quả không cao để chế tạo vật liệu ở quy 

mô công nghiệp.  

d) Phương pháp tạo ra từ pha khí 

Phương pháp này bao gồm phương pháp nổ điện, nhiệt phân, đốt laser, 

bốc hơi nhiệt độ cao, plasma. Nguyên lý của phương pháp này là tạo ra vật liệu 

nano từ pha khí. Phương pháp đốt laser có ưu điểm là tạo được nhiều loại vật 

liệu nhưng nhược điểm là hiệu suất của chúng không cao nên chỉ giới hạn trong 

quy mô phòng thí nghiệm. Nhiệt phân là phương pháp có từ rất lâu, là phương 

pháp tạo các vật liệu đơn giản như silicon, carbon. Phương pháp plasma xoay 

chiều và một chiều có thể dùng để tạo rất nhiều vật liệu khác nhau nhưng có 

nhược điểm là không thích hợp để chế tạo vật liệu hữu cơ vì nhiệt độ có thể lên 

đến 90000C.  

 Ứng dụng của vật liệu nano 

Công nghệ nano cho phép chế tạo và sử dụng vật liệu ở phạm vi phân tử, 

bổ sung và tạo ra tính chất cơ lý đặc biệt của vật liệu, giảm kích thước của các 
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kết cấu, hệ thống đến kích thước rất nhỏ. Đây được xem là cuộc cách mạng 

công nghiệp quan trọng, thúc đẩy sự phát triển trong mọi lĩnh vực đặc biệt là 

trong y sinh học, năng lượng, môi trường, công nghệ thông tin, quân sự… và 

tác động đến toàn xã hội [1]. 

a) Trong y – sinh học 

Các hạt nano giống như các robot nano thâm nhập vào cơ thể. Giúp con 

người có thể tác động ở quy mô phân tử hay tế bào. Ngày nay, các nhà khoa 

học đã chế tạo ra hạt nano có đặc tính sinh học có thể dùng để hỗ trợ dẫn truyền 

thuốc, chẩn đoán bệnh, tiêu diệt các tế bào. 

b) Năng lượng 

Nền công nghệ nano góp phần chế tạo và nâng cao chất lượng lưu trữ và 

chuyển đổi của pin năng lượng mặt trời, tăng hiệu suất và hiệu quả hấp thụ và 

lưu trữ của pin và siêu tụ điện, chất siêu dẫn được dùng làm dây dẫn điện để 

truyền tải điện đường dài. 

c) Điện tử – cơ khí 

Công nghệ nano giúp con người tạo các linh kiện điện tử cỡ nhỏ với tốc 

độ xử lý rất nhanh để tích hợp vào các thế hệ máy tính nano hay sử dụng vật 

liệu nano để làm các thiết bị lưu trữ thông tin cực nhỏ, màn hình điện thoại, 

máy tính. Bên cạnh đó, công nghệ nano tạo ra các vật liệu nano siêu bền, siêu 

nhẹ. Vật liệu nano còn được dùng trong sản xuất các thiết bị xe hơi, máy bay 

và tàu vũ trụ. 

d) Thực phẩm và may mặc 

Ngành may mặc đã bước đến bước tiến mới khi sử dụng các hạt nano 

bạc. Loại nano này có khả năng đặc biệt như thu hút và tiêu diệt các loại vi 

khuẩn tạo ra mùi hôi khó chịu trong quần áo. Đây là một ứng dụng hữu ích, 

hiện tại đã được sử dụng trên một số mẫu quần áo dễ tiếp xúc với mồ hôi, nhất 

là trong thể thao. 
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Không dừng lại ở đó, công nghệ nano có thể làm cho thực phẩm không 

những thay đổi mùi vị mà còn nhiều dinh dưỡng hơn. Ngoài ra, công nghệ nano 

cũng sẽ giúp giữ các loại thực phẩm trong thời gian lâu hơn bằng cách tạo ra 

những vật liệu bao gói thực phẩm có khả năng tiêu diệt vi khuẩn. 

e) Môi trường 

Công nghệ nano giúp loại bỏ và thay thế những hóa chất, vật liệu và quy 

trình sản xuất lâu đời truyền thống dễ tạo ra ô nhiễm bằng một quy trình công 

nghệ tiên tiến, tiết kiệm năng lượng, gọn nhẹ, giảm ảnh hưởng xấu đến môi 

trường. Con người đã chế tạo thành công các màng lọc nano, chúng góp phần 

lọc được các phân tử tạo ô nhiễm; các chất xúc tác, hấp phụ nano dùng để xử 

lý chất thải nhanh chóng và hiệu quả… Trong đó, nổi bật là máy lọc nước, máy 

lọc không khí nano. Đây là loại máy sử dụng công nghệ nano với các màng lọc 

gồm nhiều lỗ rỗng vi mô nhỏ nhằm loại bỏ sạch các tạp chất, bụi bẩn và vi 

khuẩn trong nguồn nước đầu vào. Ngoài ra, các màng lọc nano còn giúp giữ lại 

các chất khoáng tự nhiên có sẵn trong nước và có ích cho cơ thể.  

Công nghệ nano ra đời thực sự là một bước ngoặt đối với nhiều lĩnh vực 

đời sống. Hiện nay công nghệ nano vẫn còn đang tiếp tục được nghiên cứu để 

khám phá và ứng dụng hết những ưu điểm tuyệt vời mà công nghệ này đem lại. 

1.2. Tổng quan về lý thuyết tính toán tấm và các phương pháp tính 

 Các lý thuyết tính toán tấm 

Có nhiều lý thuyết biến dạng cắt dùng để tính toán tấm được đề xuất, 

trong đó có bốn lý thuyết thường được dùng như sau: 

a) Lý thuyết tấm cổ điển 

Lý thuyết này tính toán đơn giản, vì đây là lý thuyết chỉ chứa 3 ẩn chuyển 

vị. Tuy nhiên, do không tính đến biến dạng cắt, do vậy lý thuyết tấm cổ điển 

chỉ phù hợp cho tính toán các kết cấu mỏng. 
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b) Lý thuyết tấm Mindlin và cắt bậc nhất 

Lý thuyết tấm bậc nhất của Mindlin đã khắc phục được hạn chế của lý 

thuyết tấm cổ điển là xét đến biến dạng cắt, do vậy phù hợp cho tính toán các 

kết cấu mỏng và trung bình. Nhưng lý thuyết này chỉ xem xét biến dạng cắt 

không đổi theo chiều dày tấm, không thỏa mãn điều kiện ứng suất cắt bằng 

không tại hai mặt trên và dưới. Do đó cần đến hệ số hiệu chỉnh cắt phụ thuộc 

vào rất nhiều điều kiện như vật liệu, kết cấu hình học, điều kiện biên,.v.v. 

(thường lấy bằng 5/6). 

c) Lý thuyết tấm bậc cao 

Ưu điểm chính của lý thuyết tấm bậc cao là ứng suất cắt phân bố dạng 

parabol dọc theo chiều dày tấm nhưng đảm bảo thỏa mãn điều kiện ứng suất 

cắt bằng không tại hai mặt trên và dưới, do vậy phù hợp cho tính toán các kết 

cấu có chiều dày trung bình và dày. 

Tuy vậy, trường chuyển vị phức tạp. Khối lượng tính toán nhiều, làm 

tăng bậc tự do của kết cấu trong phân tích PTHH. 

d) Lý thuyết tấm bậc cao cải tiến 

Theo lý thuyết tấm bậc cao cải tiến, ứng suất cắt phân bố dạng parabol 

dọc theo chiều dày tấm, đồng thời cũng thỏa mãn điều kiện ứng suất cắt bằng 

không tại hai mặt trên và dưới, xét đến biến dạng dọc theo chiều dày tấm, gần 

hơn với trạng thái ứng suất thực tế của kết cấu. Và không cần thêm bất kỳ hệ 

số hiệu chỉnh cắt nào. 

Mặc dù vậy, lý thuyết này vẫn có nhược điểm là việc tìm các hàm bậc 

cao cải tiến đối với trường chuyển vị là tương đối phức tạp. 

 Các phương pháp tính tấm 

Có nhiều phương pháp khác nhau để tính toán tấm thông thường cũng 

như tấm nano bao gồm nhóm các phương pháp giải tích như lời giải Navier, lời 

giải Lévy, Ritz; nhóm các phương pháp số như phương pháp phần tử hữu hạn 
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(FEM), phương pháp phần tử hữu hạn trơn (S-FEM), phương pháp sai phân 

hữu hạn (FDM), phương pháp cầu phương vi phân (DQM), phương pháp phần 

tử rời rạc (DEM), phương pháp đẳng hình học (IGA); và nhóm các phương 

pháp giải tích và bán giải tích. 

Ưu điểm của các phương pháp giải tích là có thể đưa ra lời giải chính 

xác, độ tin cậy cao tuy nhiên biến đổi khá phức tạp và thường chỉ tính các kết 

cấu đơn giản, có tính chất đối xứng. Các phương pháp số chỉ đưa ra nghiệm 

xấp xỉ tuy nhiên phương pháp này hiệu quả với các kết cấu phức tạp với các 

dạng điều kiện biên và tải trọng khác nhau. Ngày nay, do sự phát triển mạnh 

mẽ của phương pháp tính và công nghệ thông tin, các kết quả của phương pháp 

số được kiểm nghiệm qua nhiều công trình công bố đã khẳng định được độ tin 

cậy và tính chính xác. 

a) Các phương pháp giải tích 

Lời giải Navier, lời giải Lévy, Rayleigh-Ritz, Galerkin Vlasov 

Ưu điểm: Có thể đưa ra lời giải chính xác, độ tin cậy cao. 

Nhược điểm: Biến đổi phức tạp, chỉ dùng để tính các kết cấu có mô hình 

hình học đơn giản và bị hạn chế về điều kiện biên. 

b) Các phương pháp số 

Phần tử hữu hạn (FEM), phương pháp phần tử hữu hạn làm trơn (S-

FEM), phương pháp sai phân hữu hạn (FDM), phương pháp cầu phương vi 

phân (DQM), phương pháp phần tử rời rạc (DEM), phương pháp đẳng hình học 

(IGA). 

Ưu điểm: Có thể tính các kết cấu phức tạp. 

Nhược điểm: Thường chỉ đưa ra nghiệm xấp xỉ, không đưa ra được 

nghiệm chính xác. 

Tuy nhiên, với sự phát triển của phương pháp tính và công nghệ thông 

tin, các kết quả của phương pháp số đã được kiểm nghiệm qua nhiều công trình 
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công bố đã khẳng định được độ tin cậy và tính chính xác. 

c) Các phương pháp bán giải tích. 

 Kết hợp giữa phương pháp giải tích và lời giải số. 

1.3. Tổng quan về tính toán kết cấu nano  

Ngày nay, với sự phát triển của khoa học và công nghệ đòi hỏi các thiết 

bị có kích thước nhỏ gọn, đặc biệt là các thiết bị trong y học, điện tử, hàng 

không vũ trụ. Vì vậy việc nghiên cứu cấu trúc nano luôn được các nhà khoa 

học trên thế giới quan tâm. Tấm kích thước nano là một trong những kết cấu có 

vai trò quan trọng và thường được sử dụng rộng rãi trong các bộ cộng hưởng 

[3], [4] (Hình 1.1), các cảm biến [5], [6],[7] (Hình 1.2) và các màng mỏng [8]. 

 

Hình 1.1. Tấm nano dùng trong bộ cộng hưởng [3]. 
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Hình 1.2. Tấm nano dùng trong cảm biến [5]. 

Các tính toán lý thuyết và phân tích thực nghiệm cho thấy các lý thuyết 

tính toán cổ điển cho các kết cấu có kích thước lớn cỡ milimet trở lên không 

còn phù hợp đối với các kết cấu có kích thước nhỏ cỡ micromet, nanomet. Để 

tính toán cho các kết cấu có kích thước nhỏ cỡ micromet và nanomet có nhiều 

lý thuyết đã được đưa ra, trong đó có ba lý thuyết chính bao gồm: Lý thuyết 

đàn hồi phi cục bộ (Nonlocal elasticity theory); Lý thuyết cặp ứng suất cải tiến 

(Modified couple stress theory) và Lý thuyết trường gradient biến dạng cải tiến 

(Modified strain gradient theory). 

 Lý thuyết đàn hồi phi cục bộ  

Lý thuyết đàn hồi phi cục bộ (Nonlocal elasticity theory) được đề xuất 

đầu tiên bởi Eringen [9], [10], Eringen và Edelen [11] ở dạng tích phân theo 

phương trình sau: 

 𝜎𝑖𝑗 = ∫ 𝑘(|𝑥 − 𝑥|, 𝜅)
𝑥

𝜎𝑖𝑗
𝐿𝑑𝑥                                           (1.1) 

trong đó: 

𝜎𝑖𝑗và 𝜎𝑖𝑗
𝐿  lần lượt là các thành phần tenxơ ứng suất theo lý thuyết đàn hồi 

phi cục bộ và lý thuyết đàn hồi thông thường. 

k là hàm được xác định thông qua tham số đàn hồi phi cục bộ 𝜅 và khoảng 
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cách lân cận |𝑥 − 𝑥|. 

𝜅 = 𝑒0𝑎 với 𝑎 là hằng số phụ thuộc loại vật liệu, 𝑒0 tham số tỷ lệ kích 

thước vật liệu như kích thước hạt, đường kính phân tử. Giá trị của 𝑒0 được tính 

toán thông qua mô phỏng động lực học phân tử hoặc xác định bằng thực 

nghiệm. 

Eringen [12] đã viết lại phương trình (1.1) ở dạng vi phân như sau: 

 (1 − 𝑙2𝛻2)𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗
𝐿                                                  (1.2) 

trong đó 𝑙 = 𝜅, 𝛻2là toán tử Laplace. 

Các kết quả nghiên cứu về lý thuyết đàn hồi phi cục bộ trong giai đoạn 

từ năm 1972 đến năm 2002 được Eringen tổng hợp trong [13]. 

So với phương trình dạng tích phân (1.1), phương trình dạng vi phân (1.2) 

được sử dụng nhiều hơn trong tính toán kết cấu nano do tính đơn giản của nó. 

Tuy nhiên, phương trình dạng vi phân có thể cho kết quả trái ngược trong một 

số trường hợp [14], [15], [16].  

Mô hình đàn hồi phi cục bộ do Eringen xây dựng trong xem xét một tích 

chập tích phân có trường đầu vào và đầu ra tương ứng là biến dạng đàn hồi và 

ứng suất. Hạt nhân của tích chập này là lời giải cho bài toán vi phân với điều 

kiện biên triệt tiêu ở vô cực. Lúc này, định luật tích phân có thể được thay thế 

một cách thuận tiện bằng phép toán tương đương vi phân. Đây là mô hình tác 

động đến ứng suất do Eringen đề xuất cho sóng Rayleigh. Sau đó, định luật tích 

phân này đã được sử dụng cho các mô hình cấu trúc có biên liên tục, mà không 

chú ý đến thực tế là các điều kiện biên ứng suất tự nhiên xuất hiện khi tính toán 

cho miền bị chặn. Khi được xây dựng đúng cách bằng cách thêm các điều kiện 

biên, kết quả tính toán trở nên không chính xác, do sự cân bằng khi xét điều kiện 

không còn khớp trên trường ứng suất. Do đó, không có nghiệm nào thỏa mãn 

cho bài toán đàn hồi phi cục bộ tồn tại, và đây là lý do tại sao các kết quả nghịch 

lý được tìm ra trong một số trường hợp. Tuy nhiên, cách tiếp cận theo lý thuyết 

này đơn giản và dễ tiếp cận, cho nghiệm chấp nhận được trong đa số các trường 

hợp, do vậy lý thuyết này vẫn được đông đảo các nhà khoa học chấp nhận và sử 
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dụng để tính toán cho các kết cấu nano. 

  Lý thuyết cặp ứng suất cải tiến  

Lý thuyết cặp ứng suất cải tiến (Modified couple stress theory) được đề 

xuất bởi Yang và các đồng nghiệp [17] trên cơ sở cải tiến lý thuyết cặp ứng 

suất cổ điển của Toupin [18], Mindlin [19], Tiersten và Koiter [20]. Bằng cách 

bổ sung cặp tenxơ ứng suất đối xứng, từ đó làm giảm tham số tỷ lệ chiều dài từ 

hai xuống một. 

Điều này làm cho lý thuyết cặp ứng suất cải tiến ưu việt hơn vì việc xác 

định tham số tỷ lệ kích thước khá khó khăn. Năng lượng biến dạng U là một 

hàm tổng hợp của cả biến dạng, độ cong [20] 

 𝑈 =
1

2
∫ (𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 +𝑚𝑖𝑗𝜒𝑖𝑗)𝑉

𝑑𝑉                                        (1.3)  

trong đó: 

𝑚𝑖𝑗 là các thành phần đạo hàm của cặp tenxơ ứng suất đối xứng. 

𝜒𝑖𝑗 là các thành phần của tenxơ độ cong đối xứng. 

Các giá trị 𝑚𝑖𝑗 và 𝜒𝑖𝑗 được xác định như sau [21]: 

 𝜒𝑥𝑥 =
𝜕𝜃𝑥

𝜕𝑥
,  𝜒𝑦𝑦 =

𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑦
,  𝜒𝑧𝑧 =

𝜕𝜃𝑧

𝜕𝑧
                                 (1.4)   

𝜒𝑥𝑦 =
1

2
(
𝜕𝜃𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑥
) , 𝜒𝑥𝑧 =

1

2
(
𝜕𝜃𝑥

𝜕𝑧
+

𝜕𝜃𝑧

𝜕𝑥
) , 𝜒𝑦𝑧 =

1

2
(
𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑧
+

𝜕𝜃𝑧

𝜕𝑦
)          (1.5) 

Đối với vật liệu trong giai đoạn đàn hồi tuyến tính, 𝑚𝑖𝑗 được xác định: 

 𝑚𝑖𝑗 =
𝐸

1+𝜈
𝑙2𝜒𝑖𝑗                                            (1.6) 

trong đó l là tham số tỉ lệ kích thước vật liệu. Giá trị của l được xác định như 

trong các công trình [21], [22]. 

 Lý thuyết này tuy đơn giản hơn so với lý thuyết cặp ứng suất cổ điển vì đã 

làm giảm số tham số tỷ lệ chiều dài từ hai xuống một, và thông thường người 

ta dùng lý thuyết này để tính toán cho các kết cấu ở kích thước cỡ micro mét, 



16 

 

để giải quyết các kết cấu có kích thước nhỏ hơn (như cỡ nano mét) thì người ta 

sẽ dùng lý thuyết đàn hồi phi cục bộ hoặc lý thuyết trường gradient biến dạng 

cải tiến. 

 Lý thuyết trường gradient biến dạng cải tiến  

So với lý thuyết cặp ứng suất cải tiến (Modified couple stress theory), năng 

lượng biến dạng theo lý thuyết trường biến dạng cải tiến có thêm hai thành phần: 

gradient giãn nở và gradient ứng suất lệch. Do đó, năng lượng biến dạng được 

xác định như sau [23]: 

 𝑈 =
1

2
∫ (𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 + 𝑝𝑖𝛾𝑖 + 𝜏𝑖𝑗𝑘𝜂𝑖𝑗𝑘 +𝑚𝑖𝑗𝜒𝑖𝑗)𝑉

𝑑𝑉                             (1.7) 

Các thành phần xuất hiện trong công thức (1.7) được xác định như trong tài 

liệu [23].  

Lý thuyết này được áp dụng để mô phỏng và tính toán các kết cấu kích 

thước cỡ nano mét, tuy nhiên nhược điểm lớn nhất của lý thuyết này là số tham số 

kích thước nhiều hơn lý thuyết đàn hồi phi cục bộ nên gây khó khăn tính toán hơn.  

 Các công trình sử dụng đàn hồi phi cục bộ tính toán kết cấu tấm nano 

Kết hợp các lý thuyết tính toán kết cấu micromet, nanomet ở trên với các 

lý thuyết tính toán tấm ta được các lớp bài toán đa dạng khác nhau. Trong các 

lý thuyết trên, lý thuyết đàn hồi phi cục bộ là một trong những lý thuyết được 

sử dụng phổ biến để tính toán kết cấu nano vì lý thuyết này khá đơn giản và 

cho kết quả khá chính xác với mô phỏng. Do đó, luận án sử dụng lý thuyết đàn 

hồi phi cục bộ để tính toán tấm nano. Sau đây tác giả tóm tắt một số kết quả 

tính toán kết cấu nano trên cơ sở lý thuyết đàn hồi phi cục bộ và các lý thuyết 

tính toán tấm. 

Lý thuyết đàn hồi phi cục bộ kết hợp lý thuyết tấm cổ điển (Kirchhoff) 

Lý thuyết tấm cổ điển có ưu điểm đơn giản, chỉ chứa ba hàm ẩn chuyển 
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vị, tuy nhiên lý thuyết này bỏ qua biến dạng cắt, đây là lý thuyết chỉ phù hợp 

cho tính toán các kết cấu mỏng. Lu và các cộng sự [24] sử dụng lý thuyết đàn 

hồi phi cục bộ trên cơ sở lý thuyết tấm cổ điển để nghiên cứu ảnh hưởng của 

kích thước hình học tấm đến ứng xử tĩnh và ổn định của tấm nano đẳng hướng. 

Duan và Wang [25] sử dụng lý thuyết đàn hồi phi cục bộ kết hợp với lý thuyết 

tấm cổ điển tìm ra lời giải chính xác cho tấm nano hình tròn chịu uốn với biên 

ngàm và tựa đơn. Cũng sử dụng lý thuyết đàn hồi phi cục bộ và lời giải Lévy, 

Aksencer và Aydogdu [26] đã tính ra tải trọng nén tới hạn và các tần số dao 

động riêng của tấm nano hình chữ nhật. Shakouri [27] và cộng sự đã dùng lời 

giải Galekin để phân tích dao động riêng của tấm nano đẳng hướng dưới nhiều 

điều kiện biên khác nhau. Ansari [28], Phadikar và Pradhan [29] và cộng sự là 

những nhà khoa học sớm áp dụng phương pháp mô phỏng phần tử hữu hạn trên 

cơ sở lý thuyết đàn hồi phi cục bộ để tính toán kết cấu dầm và tấm nano. Trên 

cơ sở lý thuyết tấm cổ điển và lý thuyết đàn hồi phi cục bộ, Phadikar và Pradhan 

[29] sử dụng phương pháp mô phỏng phần tử hữu hạn để phân tích uốn tĩnh, 

dao động riêng và ổn định của dầm nano, tấm nano làm bằng vật liệu đẳng 

hướng. Nguyen và các cộng sự [30] sử dụng phương pháp tiếp cận đẳng hình 

học để nghiên cứu ứng xử cơ học tấm FG nano. Nhiều kết quả nghiên cứu khác 

về bài toán uốn tĩnh, dao động riêng, ổn định cơ, ổn định nhiệt của tấm, ống 

nano sử dụng lý thuyết đàn hồi phi cục bộ trên cơ sở lý thuyết tấm cổ điển được 

công bố trong các công trình [31-34] 

Lý thuyết đàn hồi phi cục bộ kết hợp lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất 

Lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất đã xét đến biến dạng trượt, do vậy phù 

hợp cho tính toán các kết cấu mỏng và trung bình. Tuy nhiên biến dạng trượt 

không đổi theo chiều dày tấm, không thỏa mãn điều kiện ứng suất cắt triệt tiêu 

tại hai mặt trên và dưới của kết cấu. Do đó cần đến hệ số hiệu chỉnh cắt, hệ số 

này phụ thuộc vào rất nhiều điều kiện như vật liệu, kết cấu hình học, điều kiện 
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biên,… (thường lấy bằng 5/6). Pradhan và Phadikar sử dụng lý thuyết đàn hồi 

phi cục bộ kết hợp cả lý thuyết tấm cổ điển và lý thuyết biến dạng trượt bậc 

nhất để phân tích dao động riêng [35] và ổn định [36] của tấm graphene nhiều 

lớp. Ansari và các cộng sự đã sử dụng lý thuyết đàn hồi phi cục bộ dựa trên lý 

thuyết biến dạng cắt bậc nhất để nghiên cứu dao động của tấm graphene một 

lớp [37] và nhiều lớp [38] với nhiều điều kiện biên khác nhau. Lý thuyết đàn 

hồi phi cục bộ và lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất cũng được nhiều tác giả sử 

dụng để phân tích kết cấu nano làm bằng vật liệu FG. Hosseini-Hashemi [39] 

và cộng sự đã sử dụng lý thuyết  đàn hồi phi cục bộ kết hợp với lý thuyết biến 

dạng trượt bậc nhất để tính toán dao động riêng của tấm FGM nano hình tròn. 

Kết hợp lý thuyết đàn hồi phi cục bộ và lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất 

Anjomshoa và Tahani [40] đã phân tích dao động riêng tấm graphene hình tròn, 

elip đẳng hướng trên nền đàn hồi. Golmakani và Rezatalab [41] phân tích dao 

động phi tuyến của tấm graphene. Dastjerdi và các cộng sự [42], [43] đã phân 

tích dao động phi tuyến của tấm graphene hình tròn, bán khuyên một lớp và 

nhiều lớp có xét đến ảnh hưởng của nhiệt độ. Ansari và Norouzzadeh [44] 

nghiên cứu ổn định tĩnh đối với tấm nano dựa trên lý thuyết đàn hồi phi cục bộ 

kết hợp với lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất và cách tiếp cận đẳng hình học. 

Lý thuyết đàn hồi phi cục bộ kết hợp lý thuyết biến dạng trượt bậc ba 

Aghababbaei và Reddy [45] đã kết hợp giữa lý thuyết đàn hồi phi cục bộ 

và lý thuyết biến dạng cắt bậc ba để chỉ rõ ứng xử uốn tĩnh, dao động tự do của 

tấm nano với biên tựa đơn. Cũng sử dụng lý thuyết đàn hồi phi cục bộ và lý 

thuyết biến dạng trượt bậc ba, Pradhan và Sahu [46] đã nghiên cứu ảnh hưởng 

của hệ số đàn hồi phi cục bộ đến tải trọng tới hạn và tần số dao động riêng của 

tấm graphene một lớp tựa đơn. Ổn định của tấm graphene một lớp cũng được 

nghiên cứu bởi Ansari và Sahmani [47] bằng cách kết hợp giữa lý thuyết đàn 

hồi phi cục bộ với ba lý thuyết tính tấm khác nhau lý thuyết tấm cổ điển, lý 
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thuyết biến dạng cắt bậc nhất và lý thuyết biến dạng cắt bậc cao. Daneshmehr 

và cộng sự đã phân tích ổn định [48] và dao động riêng [49] của tấm FG nano. 

Nami và nhóm nghiên cứu [50] đã tính toán ổn định của tấm FG nano trên cơ 

sở áp dụng lý thuyết đàn hồi phi cục bộ TSDT. 

Lý thuyết đàn hồi phi cục bộ kết hợp lý thuyết biến dạng trượt bậc cao 

Lý thuyết tấm bậc cao có ưu điểm là ứng suất cắt phân bố dạng parabol 

dọc theo chiều dày tấm, đồng thời thỏa mãn điều kiện triệt tiêu ứng suất cắt tại 

hai mặt trên và dưới, do vậy phù hợp cho tính toán các kết cấu trung bình và 

dày. Tuy nhiên trường chuyển vị phức tạp và xảy ra hiện tượng khóa cắt đối 

với trường hợp tấm mỏng, do vậy phải sử dụng một số kỹ thuật để khử hiện 

tượng trên như sử dụng tích phân giảm bậc hoặc sử dụng trường biến dạng cắt 

độc lập.  

Sobhy [51] đã trình bày mô hình kết hợp giữa lý thuyết đàn hồi phi cục 

bộ và lý thuyết biến dạng trượt bậc cao dạng hình sin của Thai và Choi [52]. 

Sử dụng phương pháp giải tích, Sobhy đã nghiên cứu dao động riêng, ổn định 

cơ và ổn định nhiệt của tấm graphene nhiều lớp trong nhiều điều kiện biên khác 

nhau. Phát triển hướng nghiên cứu của mình, trong các công trình [53], [54]. 

Sobhy đã phân tích uốn tĩnh của tấm graphene đẳng hướng, dị hướng một lớp 

trong môi trường nhiệt. Các tác giả Zenkour và Sobhy [55], Alzahrani và cộng 

sự [56], Thai và cộng sự [57] đã có những nghiên cứu về ổn định nhiệt, ổn định 

cơ-nhiệt của tấm graphen một lớp sử dụng lý thuyết đàn hồi phi cục bộ kết hợp 

lý thuyết trượt bậc cao dạng hình sin của Touratier [58]. Belkorissat và cộng sự 

[59] đã tính toán tấm GF nano trên cơ sở lý thuyết HSDT dạng hypebol. Phung-

Van và cộng sự đã chỉ rõ ứng xử tĩnh và động tấm FGCNT nano composite dựa 

trên lý thuyết đàn hồi phi cục bộ và phương pháp tiếp cận đẳng hình học [60]. 

Zenkour và cộng sự [55] đã tính toán ổn định nhiệt của tấm nano trên nền đàn 

hồi bằng lý thuyết biến dạng cắt hình sin. Tran và cộng sự [61] sử dụng lý 
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thuyết biến dạng trượt bậc cao phân tích uốn tĩnh, ổn định tĩnh vào dao động 

riêng của vỏ nano. Ngoài ra, một vài công trình nghiên cứu khác về kết cấu 

nano cũng được tổng hợp trong công trình [62-64].  

Nguyễn Văn Hậu [65] đã sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc cao và 

Quasi-3D cùng với lời giải Ritz để phân tích bài toán tĩnh, ổn định tĩnh, dao 

động tự do của tấm cơ tính biến thiên (FGM) chịu tác dụng của tải trọng cơ học 

và nhiệt độ. Phạm Công Hồng [66] đã sử dụng các lý thuyết tấm cổ điển, lý 

thuyết biến dạng trượt bậc nhất và lý thuyết biến dạng trượt bậc ba của Reddy 

cùng với phương pháp Galerkin phân tích bài toán phi tuyến tĩnh và động lực 

học tấm FGM tựa trên nền đàn hồi. Nguyễn Văn Thành [2] sử dụng lý thuyết 

biến dạng trượt bậc ba của Reddy và bậc nhất kết hợp với tính phi tuyến hình 

học của Von Karman đã tìm ra được các phương trình cơ bản của bài toán phân 

tích phi tuyến tĩnh và động lực học của tấm FG-CNTRC. Bằng cách tiếp cận 

giải tích và sử dụng phương pháp Galerkin luận án đã phân tích tải tới hạn tĩnh 

và động lực học của tấm FG-CNTRC chịu tác dụng của hai loại tải cơ và tải 

nhiệt độ. 

 Mô hình cản Kelvin-Voigt 

Luận án sử dụng mô hình cản nhớt của vật liệu theo mô hình của Kelvin-

Voigt, nên phần này trình bày những kiến thức tổng quan về mô hình cản nhớt 

này. Mô hình Kelvin-Voigt gồm hai phần tử là một lò xo đàn hồi độ cứng k và 

một bộ cản nhớt ghép song song với nhau như trên Hình 1.3a. 

 

a. Mô hình Kelvin-Voigt 



t

const 

0 

E

0

 

b. Biến dạng khi 𝜎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  
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c. Biến dạng trong trường hợp không 

còn biến dạng dư 



t
2
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0t 

 

d. Độ lưu tỷ lệ với vận tốc biến dạng  

Hình 1.3. Mô hình cản nhớt Kelvin-Voigt 

Vì hai phần tử chịu cùng một ứng suất nên mô hình này cũng được gọi là 

mô hình đẳng ứng suất. Ứng suất tổng bằng tổng ứng suất trong lò xo và ứng 

suất trong bộ cản nhớt, do đó [67]:  

𝜎 = 𝐸𝜀 + 𝜒
𝜕𝜀

𝜕𝑡
                                              (1.8) 

trong đó E là tham số vật liệu, 𝜀 là biến dạng,  𝜒 là tham số cản nhớt của vật 

liệu và t là biến thời gian. 

Các trường hợp riêng: 

- Khi ứng suất 𝜎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 với điều kiện ban đầu 𝜀(0) = 𝜀0 thì (1.8) có 

biến dạng là: 

 𝜀(𝑡) =
𝜎

𝐸
− (

𝜎

𝐸
− 𝜀0) 𝑒

−
𝐸𝑡

𝜒 =
𝜎

𝐸
(1 − 𝑒

−
𝐸𝑡

𝜒 ) + 𝜀0𝑒
−
𝐸𝑡

𝜒                (1.9) 

Đồ thị là đường nét liền trên hình 1.4b, có đường tiệm cận ngang 𝜀 = 𝜎/𝐸. 

Nếu cất tải hoàn toàn, tức là 𝜎 = 0, đồ thị là đường nét đứt có đường tiệm cận 

𝜀 = 0. 

Nếu tại thời điểm t = t1 khi biến dạng có giá trị  𝜀 = 𝜀1, tiến hành dỡ tải 

hoàn toàn thì kể từ thời điểm đó biến dạng thay đổi theo quy luật: 

𝜀(𝑡) = 𝜀1𝑒
−
𝐸(𝑡−𝑡1)

𝜒                                               (1.10) 
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Biến dạng giảm dần về không, không còn biến dạng dư (Hình 1.4c). 

- Khi 𝜎 = 𝜎0̇𝑡, nghĩa là tải trọng tăng tỷ lệ theo thời gian, với điều kiện 

ban đầu 𝜀(𝑡) = 0 thì (1.8) có biến dạng và vận tốc biến dạng là: 

𝜀(𝑡) =
𝜎

𝐸
−
𝜎0𝜒̇

𝐸2
(1 − 𝑒

−
𝐸𝑡

𝜒 ) ; 𝜀̇(𝑡) =
𝜎0̇

𝐸
(1 − 𝑒

−
𝐸𝑡

𝜒 )               (1.11) 

Biến dạng gồm hai số hạng: số hạng đầu là biến dạng tĩnh tương ứng với 

ứng suất 𝜎, số hạng sau là độ lưu tỷ lệ với vận tốc biến dạng 𝜀̇(𝑡) do ứng suất 

thay đổi. Độ lưu này bằng không ở thời điểm ban đầu và sau đó tăng dần, tiến 

tới tiệm cận với đường 𝜎0𝜒̇ /𝐸2 (Hình 1.4d). 

- Khi 𝜀 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 thì (1.8) cho ứng suất là 𝜎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Như vậy mô hình 

này không diễn tả hiện tượng chùng ứng suất.   

 Việc xác định hệ số cản nhớt 𝜒 của vật liệu theo mô hình Kelvin-Voigt 

tương đối khó khăn, đặc biệt là phải tiến hành thực nghiệm trên từng mẫu vật 

liệu cụ thể. Trong luận án này, tác giả chỉ xét trường hợp hệ số cản nhớt của 

vật liệu là biết trước và không thay đổi trong từng lớp vật liệu. 

 Tấm nano hữu cơ gồm nhiều lớp vật liệu và các công trình nghiên cứu 

đối với kết cấu này  

Để hấp thụ năng lượng từ ánh sáng mặt trời, các nhà khoa học đã tạo ra 

những kết cấu dạng vô cơ, dạng hữu cơ và dạng kết hợp giữa hữu cơ với vô cơ. 

Loại tấm vô cơ thường được chế tạo từ Silic. Silic từ lâu đã và vẫn là chất đóng 

vai trò chủ đạo trong quá trình chuyển đổi năng lượng quang điện, tuy nhiên để 

đảm bảo khả năng hấp thụ đầy đủ quang phổ mặt trời, cần có Silic hạt lớn, độ 

tinh khiết cao để giảm thiểu sự kết hợp lại của các điện tích được giải phóng ra 

do ánh sáng mặt trời, do đó, quá trình tinh chế ở nhiệt độ cao và sự phát triển 

của tinh thể cũng như tổn thất vật liệu trong quá trình chế tạo góp phần làm 

tăng chi phí của các thiết bị làm từ Silic thông thường.  
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Ngày nay, các tấm hữu cơ gồm nhiều lớp vật liệu được tạo ra nhằm khắc 

phục các nhược điểm của tấm vô cơ và được sử dụng nhiều trong các kết cấu 

kích thước nhỏ, và luận án này chỉ tập trung tính toán cho tấm hữu cơ gồm năm 

lớp vật liệu như các công trình [68],[69]. Cấu trúc cơ bản của một tấm nano 

hữu cơ gồm lớp đế (có thể làm bằng kính), tiếp theo là lớp ITO đóng vai trò là 

một điện cực, ở giữa là các lớp vật liệu hữu cơ, và ngoài cùng là một lớp kim 

loại đóng vai trò làm điện cực thứ hai. Trái tim của tấm nano hữu cơ dùng để 

tạo ra các hạt mang điện chính là các lớp ở giữa làm bằng vật liệu hữu cơ, tức 

là vật liệu gốc các bon.  

Lớp kính (glass) có tác dụng cho ánh sáng từ mặt trời chiếu vào các lớp 

trong nhưng không cho ánh sáng bị phản xạ trở lại, lớp ITO (indium-doped tin 

oxide) đóng vai trò như điện cực dương, có tác dụng hút các lỗ trống (mang 

điện tích dương), lớp PEDOT: PSS (Poly(3,4-ethylenedioxythiophene): poly 

(styrenesulfonate)) có tác dụng truyền các lỗ trống đến lớp ITO, lớp P3HT: 

PCBM (Poly(3-hexylthiophene) (rrP3HT) and [6,6]-phenyl-C61-butyric acid 

methyl ester) gồm các nguyên tử có thể bị tách thành các electron và lỗ trống 

khi bị ánh sáng mặt trời chiếu vào, lớp nhôm (Al) có tác dụng hút các electron 

(mang điện tích âm) và trở thành điện cực âm.  

Nguyên lý hoạt động của tấm hữu cơ nhiều lớp hấp thụ năng lượng mặt 

trời và biến đổi thành điện năng như sau: Khi ánh sáng mặt trời chiếu vào, ánh 

sáng truyền qua các lớp kính, ITO, PEDOT đến lớp P3HT:PCBM, năng lượng 

của ánh sáng mặt trời làm trạng thái năng lượng của nguyên tử trong lớp 

P3HT:PCBM tăng lên, làm electron trong lớp này nhảy lên mức năng lượng 

cao hơn, trở lên linh động hơn và dễ bị mất liên kết với hạt nhân, các electron 

bị bứt ra khỏi nguyên tử và di chuyển về lớp nhôm (Al) và lớp này trở thành dư 

điện tích âm. Phần còn lại của nguyên tử trở thành lỗ rỗng và mang điện tích 

dương, truyền qua lớp PEDOT: PSS đến lớp ITO làm cho lớp ITO trở thành 
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thừa điện tích dương (cực dương). Như vậy tấm hữu cơ nhiều lớp đã biến năng 

lượng của ánh sáng mặt trời thành năng lượng điện tích lũy ở hai điện cực. 

  

Hình 1.3. Tấm hữu cơ gồm năm lớp vật liệu [68]-[69]. 

Tấm nano hữu cơ nhiều lớp và tấm hấp thụ năng lượng mặt trời để 

biến đổi thành điện năng đã và đang được sử dụng rộng rãi trong đời sống và 

kỹ thuật, trên hình 1.4 thể hiện một số ứng dụng của tấm nano hữu cơ và tấm 

biến đổi năng lượng mặt trời thành điện năng [68]. 

 

a. Tấm nano hữu cơ sử dụng trong thiết bị bán dẫn/dẫn điện dùng cho điều 

biến thần kinh [70] 
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b. Tấm hấp thụ năng lượng mặt trời sử dụng trong các vệ tinh không gian 

 

c. Tấm hấp thụ năng lượng mặt trời sử dụng để sạc pin cho thiết bị điện tử 

Hình 1.4. Một số ứng dụng của tấm biến đổi năng lượng mặt trời thành điện 

năng [68]- [70]. 

Việc nghiên cứu về tấm hấp thụ năng lượng mặt trời đã thu hút sự quan 
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tâm của các nhà khoa học và cũng đạt được một số thành tựu nhất định. 

Gundampati và các cộng sự [71] đã trình bày tổng quan về lĩnh vực tấm hấp 

thụ năng lượng mặt trời, thảo luận về các công nghệ sản xuất. Đồng thời nhóm 

tác giả cũng chỉ ra các thông số quan trọng để cải thiện hiệu suất của chúng. 

Abdulrazzaq cùng nhóm nghiên cứu [72] cũng đã đưa ra nghiên cứu tổng quan 

về vật liệu để chế tạo các tấm hấp thụ năng lượng mặt trời, nghiên cứu này cũng 

đưa ra các giới hạn cũng như khả năng cải tiến để nâng cao chất lượng và giảm 

giá thành của các kết cấu này. Tian và các đồng nghiệp [73] đã dựa trên lý 

thuyết biến dạng cắt bậc ba để nghiên cứu đáp ứng ổn định phi tuyến của tấm 

hấp thụ năng lượng mặt trời tựa trên nền đàn hồi với nhiều điều kiện biên khác 

nhau, các tác giả đã sử dụng phương pháp Galerkin để giải quyết bài toán đặt 

ra, sau các kết quả tính toán, các tác giả kết luận rằng phương pháp tiếp cận này 

không chỉ áp dụng tính toán ổn định cho tấm hấp thụ năng lượng mặt trời mà 

có thể giải quyết cho kết cấu nhiều lớp khác. Trên cơ sở của lý thuyết biến thiên 

biến dạng cải tiến, Li và các cộng sự [68] đã tìm ra lời giải đối với bài toán uốn 

tĩnh, dao động tự do của tấm hấp thụ năng lượng mặt trời tựa trên nền đàn hồi. 

Lời giải dựa trên dạng nghiệm của Navier để tìm ra ảnh hưởng của hiệu ứng 

kích thước tới đáp ứng chuyển vị tĩnh và tần số dao động riêng của tấm hấp thụ 

năng lượng mặt trời. Liu và các đồng nghiệp [74] đã sử dụng phương pháp đẳng 

hình học để mô phỏng đáp ứng ổn định của tấm hấp thụ năng lượng mặt trời 

chịu tác dụng đồng thời của tải trọng cơ và nhiệt, nghiên cứu cũng chỉ ra hiệu 

ứng kích thước nhỏ có tác động đến đáp ứng tải tới hạn trong bài toán ổn định 

tĩnh của tấm này.  

1.3.7. Tình hình nghiên cứu trong nước về kết cấu dầm, tấm, vỏ 

có kích thước nano 

Tại Việt Nam, việc tính toán để tìm ra quy luật ứng xử cơ học của kết cấu, 

cũng như mô hình các bài toán cơ học có liên quan đến kích thước nhỏ cỡ micro, 
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nano có xét đến các hiệu ứng điện-nhiệt- từ đã được các nhà cơ học quan tâm và đạt 

một số thành tựu. Giáo sư Nguyễn Tiến Khiêm và đồng nghiệp [75-77]  phân tích 

ứng xử cơ học của các kết cấu dầm có gắn các lớp áp điện và có vết nứt dưới tác 

dụng của tải trọng tĩnh và động dựa trên lời giải dạng giải tích, trong đó khuyết tật 

vết nứt được mô hình thông qua các lò xo, đây là cách tiếp cận thông minh và thuận 

lợi cho tính toán. Gần đây, giáo sư Nguyễn Đông Anh [78-80] đã dựa trên lý thuyết 

biến thiên biến dạng và lý thuyết phi cục bộ để nghiên cứu dao động tự do và dao 

động cưỡng bức ngẫu nhiên phi tuyến của dầm, ống có kích thước nano khi chịu 

tác dụng đồng thời của tải trọng điện-từ, đây là những vấn đề có nhiều ý nghĩa khoa 

học. Giáo sư Nguyễn Đình Đức và đồng nghiệp [81] nghiên cứu ứng xử động lực 

học phi tuyến và dao động của các tấm hấp thụ năng lượng mặt trời gồm nhiều lớp 

vật liệu chịu tác dụng đồng thời của tải cơ học và tải trọng nhiệt. Trong đó, tấm hấp 

thụ năng lượng mặt trời gồm năm lớp nanocomposite được sản xuất bởi các vật liệu 

Al, P3HT-PCBM-PEDOT-PSS, Thủy tinh và Graphene. Phó giáo sư Lê Khả Hòa 

và nhóm nghiên cứu [82] đã sử dụng lời giải dạng giải tích để trình bày nghiên cứu 

đối với bài toán uốn tĩnh và dao động riêng của tấm nano có cơ tính biến đổi. Dựa 

trên phương pháp phần tử hữu hạn và lý thuyết dầm Timoshenko, Giáo sư Trần Văn 

Liên và cộng sự [83] chỉ rõ dao động tự do của tấm nano có chiều dày biến đổi trên 

cơ sở mô hình độ cứng động phi cục bộ. Giáo sư Nguyễn Đình Kiên và đồng nghiệp 

[84] phân tích dao động riêng đối với dầm nhiều lớp được gia cường bởi các ống 

nano bằng phần tử hai điểm nút, dầm chịu tác dụng của tải trọng di động theo thời 

gian. Trên cơ sở lý áp dụng thuyết biến dạng trượt cải tiến bốn ẩn số, nhóm nghiên 

cứu của giáo sư Trần Minh Tú đã áp dụng phương pháp giải tích để phân tích uốn 

tĩnh của tấm composite gia cố bằng sợi nano [85]. Tiếp đó, lý thuyết tấm bốn ẩn số 

cũng được nhóm nghiên cứu sử dụng để trình bày kết quả tính toán điều khiển dao 

động chủ động tích cực cho kết cấu dạng vỏ trụ gia cố bằng sợi nano dựa trên 

phương pháp mô phỏng hữu hạn [86].  
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Về ứng xử cơ học của kết cấu tấm hữu cơ nhiều lớp dùng để hấp thụ năng 

lượng mặt trời có kể đến hiệu ứng kích thước nhỏ, theo nghiên cứu của nghiên cứu 

sinh, hiện tại chưa có nhiều nghiên cứu và công bố liên quan đến vấn đề này. 

1.4. Các kết quả chính đã được công bố 

Qua các phân tích trong các công trình trên rút ra một số kết luận sau: 

Ngày nay, kết cấu nano được ứng dụng rộng rãi trong các lĩnh vực, công 

nghệ nano là một bước ngoặt đối với mọi mặt trong đời sống. Do đó việc phân 

tích, tính toán kết cấu nano là vấn đề cấp thiết. 

Để nghiên cứu kết cấu nano có ba phương pháp chính: một là thí nghiệm 

trên kết cấu nano thực, hai là mô phỏng động lực phân tử và ba là phát triển các 

mô hình cơ học môi trường liên tục ở cấp độ nano. Trong ba phương pháp trên 

thì hai phương pháp đầu phải thực hiện với các máy móc, trang thiết bị hiện 

đại, chi phí cao do đó việc phát triển các mô hình toán học ở cấp độ nano đang 

được tập trung nghiên cứu để đánh giá ứng xử cơ học của kết cấu nano. 

Để tính toán cho các kết cấu có kích thước micromet, nanomet có nhiều 

lý thuyết đã được đưa ra trong đó có ba lý thuyết chính là Lý thuyết đàn hồi phi 

cục bộ, Lý thuyết cặp ứng suất cải tiến và Lý thuyết trường biến dạng cải tiến. 

Trong ba lý thuyết đó, lý thuyết đàn hồi phi cục bộ được sử dụng nhiều vì tính 

toán đơn giản và cho kết quả khá chính xác với mô phỏng động học phân tử. 

Có nhiều lý thuyết khác nhau để tính toán kết cấu tấm như lý thuyết tấm 

cổ điển, lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất, lý thuyết biến dạng cắt bậc cao và lý 

thuyết Quasi - 3D. Trong các lý thuyết đó, lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất được 

sử dụng phổ biến. Ngày nay nhiều nhà khoa học đã quan tâm đến lý thuyết biến 

dạng cắt bậc cao và lý thuyết Quasi – 3D. 

Đồng thời, có nhiều phương pháp khác nhau để tính toán kết cấu bao 

gồm các phương pháp giải tích, các phương pháp số và các phương pháp bán 
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giải tích. Ưu điểm của các phương pháp giải tích là có thể đưa ra lời giải chính 

xác, độ tin cậy cao tuy nhiên biến đổi khá phức tạp và thường chỉ tính các kết 

cấu đơn giản. Các phương pháp số chỉ đưa ra nghiệm xấp xỉ tuy nhiên phương 

pháp này hiệu quả với các kết cấu phức tạp với các dạng điều kiện biên và tải 

trọng khác nhau.  

Các công trình nghiên cứu về kết cấu nano, micro được các nhà khoa học 

quan tâm từ nhiều năm nay. Các công trình đã tập trung xây dựng các lý thuyết 

tính toán kết cấu nano. Một số công trình sử dụng các lý thuyết trên cùng với 

phương pháp giải tích để tính toán uốn tĩnh, dao động riêng và ổn định cơ-nhiệt 

của các kết cấu dầm, tấm, ống nano. Gần đây, một số nhà khoa học đã sử dụng 

phương pháp số để phân tích ứng xử cơ học một số kết cấu nano như dầm, tấm. 

1.5. Những vấn đề cần tiếp tục nghiên cứu 

Từ tổng quan những vấn đề đã trình bày ở trên, tác giả nhận thấy có một 

số vấn đề cần tiếp tục nghiên cứu đó là: 

- Nghiên cứu đáp ứng uốn, dao động riêng không cản, có cản và động 

cưỡng bức của tấm, vỏ nano nhiều lớp nói chung và tấm nano hữu cơ nhiều lớp 

chịu tác dụng của các loại tải trọng cơ học khác nhau trên cơ sở sử dụng lý 

thuyết biến dạng trượt Mindlin, lý thuyết biến dạng cắt bậc cao cải tiến.  

- Nghiên cứu ổn định tĩnh và động của tấm nano nói chung và tấm nano 

hữu cơ nhiều lớp nói riêng trong môi trường đàn hồi, đàn nhớt chịu tác dụng 

của các loại tải trọng cơ học. 

- Đáp ứng động lực học của các kết cấu nano và tấm nano hữu cơ nhiều 

lớp trong môi trường phức hợp, nhiều loại tải trọng tác dụng đồng thời. 

- Tính toán tối ưu kích thước, tối ưu vật liệu cho các kết cấu dạng tấm 

nano hữu cơ nhiều lớp. 
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- Tính toán ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước đến các đáp ứng tĩnh và 

động của tấm nano hữu cơ nhiều lớp.  

1.6. Những nội dung luận án tập trung nghiên cứu 

Luận án kết hợp giữa phương pháp phần tử hữu hạn, lý thuyết biến dạng 

cắt cải tiến, lý thuyết đàn hồi phi cục bộ để phân tích uốn tĩnh, dao động tự do 

không cản và động cưỡng bức của tấm nano hữu cơ. Tấm nano hữu cơ này 

được làm từ các lớp vật liệu hữu cơ có cơ tính khác nhau. 

Kết quả tính toán của luận án được so sánh với các kết quả đã công bố 

bằng lời giải giải tích để kiểm tra tính chính xác và độ tin cậy của phương pháp 

và chương trình tính. Trên cơ sở đó, luận án sẽ khảo sát một số thông số hình 

học, tham số cản, điều kiện biên, tham số phi cục bộ,... đến đáp ứng uốn tĩnh, 

dao động tự nhiên không cản, dao động cưỡng bức của nano hữu cơ nhiều lớp. 

1.7. Kết luận chương 1 

Chương này đã trình bày tổng quan về vật liệu nano, do các tính chất đặc 

biệt về cơ học, nhiệt, điện và hóa học nên kết cấu nano đã và đang được sử 

dụng rộng rãi trong các lĩnh vực y học, điện tử và các lĩnh vực khác. Tấm nano 

là một trong những thành tố quan trọng nhất thường được sử dụng làm thành 

phần trong các tấm phim mỏng, các bộ cộng hưởng và cảm biến. Do đó, việc 

nghiên cứu các dao động của cấu trúc nano là rất quan trọng đối với thiết kế và 

sản xuất thực tế. 

Ngoài ra, các lý thuyết tính toán kết cấu nano cũng như các kết quả 

nghiên cứu của các nhà khoa học đối với các kết cấu này cũng được thảo luận 

cụ thể, từ đó luận án xác định nội dung chính mà nghiên cứu này thực hiện. 

 Tính toán, phân tích tĩnh, dao động tự do, dao động cưỡng bức,… của 

kết cấu nano nói chung và tấm hữu cơ nói riêng được nhiều nhà khoa học trong 
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nước và ngoài nước quan tâm tính toán bằng nhiều phương pháp khác nhau như 

phương pháp giải tích, phương pháp bán giải tích, phương pháp số, phương 

pháp thực nghiệm,… Trong giai đoạn hiện nay với sự phát triển mạnh mẽ của 

khoa học công nghệ đặc biệt là ứng dụng máy tính vào trong tính toán thì 

phương pháp phần tử hữu hạn có rất nhiều ưu thế để giải các bài toán cơ học 

có khối lượng tính toán lớn. Vì vậy phương pháp này đã được rất nhiều các nhà 

khoa học nghiên cứu. Do đó, đề tài “Phân tích tĩnh và động của tấm nano 

hữu cơ nhiều lớp có kể đến hiệu ứng kích thước nhỏ” mà luận án đặt ra có 

ý nghĩa khoa học và thực tiễn, đóng góp thêm một hướng nghiên cứu mới để 

chỉ rõ một số đáp ứng tĩnh và động của tấm nano hữu cơ chịu tác dụng của các 

dạng tải trọng khác nhau. Qua tìm hiểu các công trình nghiên cứu đã công bố 

trong giai đoạn hiện nay, với những hiểu biết tốt nhất của mình tác giả thấy 

rằng đây là vấn đề có nhiều ý nghĩa khoa học và thực tiễn. 
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 CƠ SỞ LÝ THUYẾT TÍNH TOÁN TẤM NANO HỮU CƠ 

CÓ XÉT ĐẾN ẢNH HƯỞNG CỦA HIỆU ỨNG KÍCH THƯỚC 

Chương này trình bày cơ sở lý thuyết tính toán tấm kích thước nano gồm 

nhiều lớp vật liệu hữu cơ có kể đến ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước trên cơ 

sở lý thuyết đàn hồi phi cục bộ. Đây là cơ sở lý thuyết quan trọng để phục vụ 

cho việc phân tính đáp ứng tĩnh và động sẽ trình bày ở các chương tiếp theo. 

2.1. Thiết lập bài toán và các giả thiết 

 Mô hình bài toán 

 Tấm nano hữu cơ có mô hình được thể hiện cụ thể như trên hình 2.1. Các 

tham số hình học chủ đạo của tấm bao gồm chiều dài a, chiều rộng b, chiều dày 

tổng thể của kết cấu là h. Tấm gồm 5 lớp vật liệu [68, 74], mỗi lớp có chiều dày 

tương ứng là hi. 

  
Hình 2.1. Mô hình tấm nano hữu cơ nhiều lớp. 
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 Các giả thiết 

Để xây dựng các phương trình quan hệ ứng xử cơ học, luận án dựa trên 

một số giả thiết như sau: 

- Tấm thỏa mãn biến dạng cắt cải tiến, xem 𝜀𝑧 = 0; 

- Biến dạng bé. Không xét đến tác động của môi trường nhiệt độ. 

- Vật liệu đàn hồi tuyến tính. 

- Mặt giữa trùng với mặt trung hòa  của tấm nano hữu cơ. 

- Không xét sự bong tách giữa các lớp vật liệu trong quá trình chịu lực.  

- Hệ số đàn hồi phi cục bộ và hệ số cản như nhau trong mỗi lớp vật liệu.  

2.2. Quan hệ ứng xử cơ học của tấm 

 Trường chuyển vị 

Tấm nano hữu cơ gồm nhiều lớp có đặc trưng cơ tính khác nhau, các biểu 

thức tính toán dưới đây được thiết lập trên mặt phẳng Oxy trùng với mặt trung 

bình của tấm. 

Dựa trên lý thuyết biến dạng cắt cải tiến, trường chuyển vị của tấm nano 

hữu cơ có dạng như sau [58, 87, 88] 

 

{
 

 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑧
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑥
− 𝑓𝑧

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑧
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑦
− 𝑓𝑧

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤𝑏(𝑥, 𝑦) + 𝑤𝑠(𝑥, 𝑦)

                                      (2.1) 

trong đó: 

+ 𝑢,  𝑣,  𝑤: ba chuyển vị dài tại điểm có tọa độ (𝑥,  𝑦,  𝑧) của tấm; 

+ Thành phần chuyển vị theo phương trục Oz là w(x, y, z) được chia ra 

làm hai thành phần, thành phần chuyển vị uốn wb và thành phần chuyển vị cắt 

ws. Hàm fz thể hiện quy luật phân bố ứng suất theo chiều dày của tấm, hàm này 

được chọn sao cho ứng suất tiếp phải triệt tiêu tại mặt trên và mặt dưới của tấm. 



34 

 

Và hàm fz được chọn sao cho không cần đến hệ số hiệu chỉnh cắt trong quá trình 

tính toán, hàm fz có thể có các dạng như sau: 

 Hàm đa thức [87]: 

𝑓𝑧 = −
𝑧

4
+
5

3

𝑧3

ℎ
2 (2.2) 

Hàm sin [88]:  

𝑓𝑧 = 𝑧 −
ℎ

𝜋
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋𝑧

ℎ
) (2.3) 

 Hàm sin hyperbolic [89]: 

𝑓𝑧 = 𝑧 − ℎ 𝑠𝑖𝑛ℎ (
𝑧

ℎ
) + 𝑧 𝑐𝑜𝑠ℎ (

1

2
) (2.4) 

 Trường biến dạng 

Các thành phần biến dạng dài và biến dạng trượt được tính toán thông 

qua đạo hàm bậc nhất và đạo hàm bậc hai của các thành phần chuyển vị: 

 𝜺 =

{
 
 

 
 
𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝜀𝑥𝑦
𝜀𝑥𝑧
𝜀𝑦𝑧}
 
 

 
 

=

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑧}
 
 
 
 

 
 
 
 

= −𝑧

{
  
 

  
 

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑦2

2
𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥𝜕𝑦

0
0 }

  
 

  
 

− 𝑓𝑧

{
  
 

  
 

𝜕2𝑤𝑠

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤𝑠

𝜕𝑦2

2
𝜕2𝑤𝑠

𝜕𝑥𝜕𝑦

0
0 }

  
 

  
 

+ 𝑔𝑧

{
 
 

 
 
0
0
0
𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥
𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦 }
 
 

 
 

  (2.5) 

Biểu thức biến dạng (2.5) có thể được viết gọn lại ở dạng như sau: 

 {
𝜀 = 𝑧𝜀𝑧 + 𝑓𝑧𝜀𝑓
𝛾𝑠 = 𝑔𝑧𝛾𝑠0

                                 (2.6) 

trong đó: 
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𝜀𝑧 = {𝜀𝑧𝑥, 𝜀𝑧𝑦, 𝜀𝑧𝑥𝑦}
𝑇
;  ε𝑓 = {𝜀𝑓𝑥, 𝜀𝑓𝑦, 𝜀𝑓𝑥𝑦}

𝑇
;  

𝛾𝑠0 = {𝛾𝑠𝑥𝑧 , 𝛾𝑠𝑦𝑧}
𝑇
; 

𝜀𝑧𝑥 = −
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

;  𝜀𝑧𝑦 = −
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑦2

;  𝜀𝑧𝑥𝑦 = −2
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥𝜕𝑦

;  

𝜀𝑓𝑥 = −
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

;  𝜀𝑓𝑦 = −
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑦2

;  𝜀𝑓𝑥𝑦 = −2
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥𝜕𝑦

; 

𝛾𝑠𝑥𝑧 =
𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥
;  𝛾𝑠𝑦𝑧 =

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦
;  𝑔𝑧 = 1 −

𝑑𝑓𝑧

𝑑𝑧
                                      (2.7) 

 Quan hệ ứng suất – biến dạng 

Để xem xét ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước nhỏ, luận án sử dụng lý 

thuyết đàn hồi phi cục bộ, do vậy biểu thức liên hệ giữa ứng suất với biến dạng 

trong lớp vật liệu thứ i có dạng [27], [89, 90]: 

(1 − 𝑙2𝛻2)𝜎𝑖 = (1 − 𝑙2𝛻2) {

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

}

𝑖

 

= [

𝑐11
𝑖 𝑐12

𝑖 0

𝑐12
𝑖 𝑐11

𝑖 0

0 0 𝑐33
𝑖

] {

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦
}

𝑖

+ 𝜒
𝜕

𝜕𝑡
{

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦
}

𝑖

= 𝑫𝑏
𝑖 𝜺𝑖 + 𝜒

𝜕𝜺𝑖

𝜕𝑡
      (2.8) 

(1 − 𝑙2𝛻2)𝜏𝑖 = (1 − 𝑙2𝛻2) {
𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑦𝑧
}
𝑖

 

= [
𝑐33
𝑖 0

0 𝑐33
𝑖 ] {

𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑦𝑧
}
𝑖

+ 𝜒
𝜕

𝜕𝑡
{
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑦𝑧
}
𝑖

= 𝑫𝑠
𝑖𝛾𝑠

𝑖 + 𝜒
𝜕𝜸𝑠

𝑖

𝜕𝑡
                     (2.9) 

trong đó 𝜒 là hệ số kể đến tính đàn nhớt của vật liệu và t là biến thời gian. 

Phương trình (2.8)- (2.9) được viết gọn lại như sau: 

 {𝝈𝑖; 𝝉𝑖} − 𝑙2𝛻2{𝝈𝑖; 𝝉𝑖} = 𝑫𝑖{𝜺𝑖; 𝜸𝑠
𝑖 } + 𝜒

𝜕{𝜺𝑖;𝜸𝑠
𝑖 }

𝜕𝑡
           (2.10) 

trong đó:  

𝑙 = (𝑒0ƛ) là hệ số nonlocal (nm), 𝑒0 là hằng số, ƛ là hệ số phụ thuộc các 

đặc trưng của vật liệu nano.  
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𝛻2 =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
 là toán tử Laplace. 

 𝑫𝑖 = [
𝑫𝑏
𝑖 𝟎3×2

𝟎2×3 𝑫𝑠
𝑖
]                                              (2.11) 

 𝑫𝑏
𝑖 = [

𝑐11
𝑖 𝑐12

𝑖 0

𝑐12
𝑖 𝑐11

𝑖 0

0 0 𝑐33
𝑖

] ; 𝑫𝑠
𝑖 = [

𝑐33
𝑖 0

0 𝑐33
𝑖
]                           (2.12) 

trong đó: 

𝑐11
𝑖 = 𝑐22

𝑖 =
𝐸𝑖

1 − (𝜈𝑖)2
 

𝑐12
𝑖 =

𝜈𝑖𝐸𝑖

1−(𝜈𝑖)
2                                           (2.13) 

𝑐66
𝑖 = 𝑐55

𝑖 = 𝑐44
𝑖 =

𝐸𝑖

2(1−𝜈𝑖)
                          (2.14) 

trong đó 𝐸𝑖 và 𝜈𝑖 là mô đun đàn hồi và hệ số Poisson của lớp thứ i. 

 Nguyên lý công ảo 

Để đưa ra phương trình chuyển động của tấm nano hữu cơ, luận án áp 

dụng nguyên lý công ảo cho tấm ở dạng sau [91]: 

 𝛿𝑈 − 𝛿𝑊 − 𝛿𝑇 = 0                                     (2.15) 

trong đó 𝛿𝑈,  𝛿𝑊 và 𝛿𝑇 lần lượt là các thành phần công ảo do biến dạng của 

tấm, công ảo của ngoại lực và công ảo của lực quán tính của tấm. 

 Khi tấm được chia thành các phần tử nhỏ, phương trình công ảo (2.15) 

được viết lại dưới dạng phần tử hữu hạn như sau: 

 𝛿(∑ 𝑈𝑒𝑒 − ∑ 𝑊𝑒𝑒 − ∑ 𝑇𝑒𝑒 ) = 0                                 (2.16) 
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trong đó 𝛿𝑈𝑒,𝛿𝑊𝑒, 𝛿𝑇𝑒 lần lượt là công ảo do biến dạng của phần tử tấm, công 

ảo do ngoại lực tác dụng lên phần tử tấm và công ảo sinh ra do lực quán tính 

của phần tử tấm.  

Công ảo do biến dạng đàn hồi 

 Biểu thức công ảo do biến dạng đàn hồi của tấm nano được tính như sau: 

 𝛿𝑈𝑒 = ∫ ∑ ∫ (
(𝜎𝑥)

𝑖𝛿(𝜀𝑥)
𝑖 + (𝜎𝑦)

𝑖
𝛿(𝜀𝑦)

𝑖
+ (𝜏𝑥𝑦)

𝑖
𝛿(𝛾𝑥𝑦)

𝑖

+(𝜏𝑥𝑧)
𝑖𝛿(𝛾𝑥𝑧)

𝑖 + (𝜏𝑦𝑧)
𝑖
𝛿(𝛾𝑦𝑧)

𝑖
)𝑑𝑧𝑑𝛺

ℎ𝑖+1

ℎ𝑖
𝑖𝛺

   

 = ∫ (
−𝑀𝑥

𝜕2𝛿𝑤𝑏

𝜕𝑥2
− 𝑆𝑥

𝜕2𝛿𝑤𝑠

𝜕𝑥2
−𝑀𝑦

𝜕2𝛿𝑤𝑏

𝜕𝑦2
− 𝑆𝑦

𝜕2𝛿𝑤𝑠

𝜕𝑦2

−2𝑀𝑥𝑦
𝜕2𝛿𝑤𝑏

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 2𝑆𝑥𝑦

𝜕2𝛿𝑤𝑠

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐹𝑥𝑧

𝜕𝛿𝑤𝑠

𝜕𝑥
+ 𝐹𝑦𝑧

𝜕𝛿𝑤𝑠

𝜕𝑦

)𝑑𝛺
𝛺

      (2.17) 

trong đó các thành phần nội lực của tấm được tính như sau: 

 {𝑀𝑘𝑛; 𝑆𝑘𝑛} = ∑ ∫ {

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

}

𝑖

{1; 𝑓𝑧}𝑑𝑧
ℎ𝑖+1

ℎ𝑖
𝑖 ;      𝑘𝑛 = 𝑥,  𝑦,  𝑥𝑦        (2.18) 

 {𝐹𝑥𝑧; 𝐹𝑦𝑧} = ∑ ∫ {
𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑦𝑧
}
𝑖

𝑑𝑧
ℎ𝑖+1

ℎ𝑖
𝑖                                 (2.19) 

Công ảo do lực quán tính của tấm 

Vận tốc của điểm có toạ độ (𝑥, 𝑦, 𝑧) tại thời điểm t: 

 

{
 

 𝑢̇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑧
𝜕𝑤̇𝑏

𝜕𝑥
− 𝑓𝑧

𝜕𝑤̇𝑠

𝜕𝑥

𝑣̇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑧
𝜕𝑤̇𝑏

𝜕𝑦
− 𝑓𝑧

𝜕𝑤̇𝑠

𝜕𝑦

𝑤̇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤̇𝑏(𝑥, 𝑦) + 𝑤̇𝑠(𝑥, 𝑦)

                         (2.20) 

trong đó dấu chấm là ký hiệu đạo hàm cấp một theo thời gian. 

Biến phân của vận tốc: 
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{
 

 𝛿𝑢̇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑧𝛿
𝜕𝑤̇𝑏

𝜕𝑥
− 𝑓𝑧𝛿

𝜕𝑤̇𝑠

𝜕𝑥

𝛿𝑣̇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑧𝛿
𝜕𝑤̇𝑏

𝜕𝑦
− 𝑓𝑧𝛿

𝜕𝑤̇𝑠

𝜕𝑦

𝛿𝑤̇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛿𝑤̇𝑏(𝑥, 𝑦) + 𝛿𝑤̇𝑠(𝑥, 𝑦)

                         (2.21) 

Công ảo sinh ra do lực quán tính được tính như sau: 

 𝛿𝑇 = ∫ ∑ ∫ 𝜌𝑖(𝑢̇𝛿𝑢̇ + 𝑣̇𝛿𝑣̇ + 𝑤̇𝛿𝑤̇)
ℎ𝑖+1

ℎ𝑖
𝑖 𝑑𝑧𝑑𝛺

𝛺
                 (2.22) 

 Thay các công thức (2.20) và (2.21) vào công thức (2.22), ta rút ra: 

𝛿𝑇 = ∫

{
 
 

 
 𝐻0(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠)𝛿(𝑤𝑏 + 𝑤𝑠) + 𝐻1 (

𝜕2𝑤̈𝑏

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤̈𝑏

𝜕𝑦2
) 𝛿𝑤𝑏

+𝐻2 (
𝜕2𝑤̈𝑠

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤̈𝑠

𝜕𝑦2
) 𝛿𝑤𝑏 + 𝐻2 (

𝜕2𝑤̈𝑏

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤̈𝑏

𝜕𝑦2
) 𝛿𝑤𝑠

+𝐻3 (
𝜕2𝑤̈𝑠

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤̈𝑠

𝜕𝑦2
) 𝛿𝑤𝑠 }

 
 

 
 

𝛺
𝑑𝛺  (2.23) 

trong đó dấu hai chấm là đạo hàm bậc hai của biến tương ứng theo thời gian, 

và các hệ số được tính toán như sau: 

 {

𝐻0
𝐻1
𝐻2
𝐻3

} = ∑ ∫ 𝜌𝑖 {

1
𝑧2

𝑧𝑓𝑧
𝑓𝑧
2

}𝑑𝑧
ℎ𝑖+1

ℎ𝑖
𝑖                                 (2.24) 

trong đó 𝜌𝑖 là khối lượng riêng tương ứng với vật liệu lớp thứ i. 

Công ảo sinh ra từ ngoại lực 

Biểu thức công ảo của ngoại lực tác dụng theo phương trục Oz, vuông góc 

với bề mặt của tấm được tính như sau: 

 𝛿𝑊 = ∫ 𝑝𝑧𝛿𝑤𝑑𝛺 =𝛺
∫ 𝑝𝑧𝛿𝑤𝑑𝛺𝛺

                               (2.25) 

trong đó 𝑝𝑧 là ngoại lực tác dụng theo phương vuông góc với mặt phẳng tấm. 

Thay các phương trình (2.17), (2.23), (2.25) vào (2.16) sau đó tích phân từng 

phần và nhóm theo các số hạng lần lượt chứa 𝛿𝑤𝑏 , 𝛿𝑤𝑠 ta thu được các phương 

trình sau: 

𝛿𝑤𝑏 :      
𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑀𝑦

𝜕𝑦2
+ 𝐻0(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠) + 𝐻1 (

𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑦2

) 
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         + 𝐻2 (
𝜕2𝑤̈𝑠

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤̈𝑠

𝜕𝑦2
) + 𝑝𝑧 = 0                                       (2.26) 

𝛿𝑤𝑠 :    
𝜕2𝑆𝑥
𝜕𝑥2

+ 2
𝜕2𝑆𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑆𝑦

𝜕𝑦2
+
𝜕𝐹𝑥𝑧
𝜕𝑥

+
𝜕𝐹𝑦𝑧

𝜕𝑦
+ 𝐻0(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠) 

+𝐻2 (
𝜕2𝑤̈𝑏

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤̈𝑏

𝜕𝑦2
) + 𝐻3 (

𝜕2𝑤̈𝑠

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤̈𝑠

𝜕𝑦2
) + 𝑝𝑧 = 0           (2.27) 

Tích phân phương trình (2.8)- (2.9) theo chiều dày tấm, luận án tìm được 

các thành phần nội lực của tấm như sau: 

Biểu thức mô men: 

{

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

} − 𝑙2𝛻2 {

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

} =∑∫ [

𝑐11
𝑖 𝑐12

𝑖 0

𝑐12
𝑖 𝑐11

𝑖 0

0 0 𝑐33
𝑖

] {

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦
}

𝑖

𝑧𝑑𝑧
ℎ𝑖+1

ℎ𝑖𝑖

 

                                 = 𝑨𝑧𝜺𝑧 + 𝑩𝑓𝜺𝑓 + 𝜒
𝜕

𝜕𝑡
(𝑨𝑧𝜒𝜺𝑧 + 𝑩𝑓𝜒𝜺𝑓)  (2.28) 

 Phương trình (2.28) được viết gọn lại như sau:                                                                                                                                                                                                           

 (1 − 𝑙2𝛻2) {

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

} = 𝑨𝑧𝜺𝑧 +𝑩𝑓𝜺𝑓 + 𝜒
𝜕

𝜕𝑡
(𝑨𝑧𝜒𝜺𝑧 + 𝑩𝑓𝜒𝜺𝑓)          (2.29) 

Mô men bậc cao 

{

𝑆𝑥
𝑆𝑦
𝑆𝑥𝑦

} − 𝑙2𝛻2 {

𝑆𝑥
𝑆𝑦
𝑆𝑥𝑦

} =∑∫ [

𝑐11
𝑖 𝑐12

𝑖 0

𝑐12
𝑖 𝑐11

𝑖 0

0 0 𝑐33
𝑖

] {

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦
}

𝑖

𝑓𝑧𝑑𝑧
ℎ𝑖+1

ℎ𝑖𝑖

 

                              = 𝑩𝑓𝜺𝑧 +𝑫𝑓𝜺𝑓 + 𝜒
𝜕

𝜕𝑡
(𝐵𝑓𝜒𝜺𝑧 + 𝐷𝑓𝜒𝜺𝑓)  (2.30) 

Phương trình (2.30) được viết gọn lại như sau:                                                                                                                                                                                                           

 (1 − 𝑙2𝛻2) {

𝑆𝑥
𝑆𝑦
𝑆𝑥𝑦

} = 𝑩𝑓𝜺𝑧 + 𝑫𝑓𝜺𝑓 + 𝜒
𝜕

𝜕𝑡
(𝐵𝑓𝜒𝜺𝑧 + 𝐷𝑓𝜒𝜺𝑓)      (2.31) 

trong đó 
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 {𝑨𝑧 , 𝑩𝑓 , 𝑫𝑓} = ∑ ∫ [

𝑐11
𝑖 𝑐12

𝑖 0

𝑐12
𝑖 𝑐11

𝑖 0

0 0 𝑐33
𝑖

] {𝑧2, 𝑧𝑓𝑧 , 𝑓𝑧
2}𝑑𝑧

ℎ𝑖+1

ℎ𝑖
𝑖                    (2.32) 

{𝐴𝑧𝜒, 𝐵𝑓𝜒, 𝐷𝑓𝜒} = ∑ ∫ {𝑧2, 𝑧𝑓𝑧 , 𝑓𝑧
2}𝑑𝑧

ℎ𝑖+1

ℎ𝑖
𝑖                            (2.33) 

 Các thành phần lực cắt: 

 {
𝐹𝑥𝑧
𝐹𝑦𝑧
} − 𝑙2𝛻2 {

𝐹𝑥𝑧
𝐹𝑦𝑧
} = ∑ ∫ [

𝑐33
𝑖 0

0 𝑐33
𝑖 ] {

𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑦𝑧
}
𝑖

𝑑𝑧
ℎ𝑖+1

ℎ𝑖
𝑖 = 𝑨𝑠𝜸𝑠0 + 𝜒

𝜕

𝜕𝑡
(𝐴𝑠𝜒𝜸𝑠0)  (2.34) 

Phương trình (2.34) được viết gọn lại như sau: 

 (1 − 𝑙2𝛻2) {
𝐹𝑥𝑧
𝐹𝑦𝑧
} = 𝑨𝑠𝜸𝑠0 + 𝜒

𝜕

𝜕𝑡
(𝐴𝑠𝜒𝜸𝑠0)                   (2.35) 

trong đó 

        𝑨𝑠 = ∑ ∫ [
𝑐33
𝑖 0

0 𝑐33
𝑖 ] {

𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑦𝑧
}
𝑖

𝑔𝑧
2𝑑𝑧

ℎ𝑖+1
ℎ𝑖

𝑖 ; 𝐴𝑠𝜒 = ∑ ∫ {
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑦𝑧
}
𝑖

𝑔𝑧
2𝑑𝑧

ℎ𝑖+1

ℎ𝑖
𝑖       (2.36) 

Thay nội lực từ các phương trình (2.28), (2.30) và (2.34) vào các phương 

trình cân bằng (2.26) và (2.27), luận án thu được phương trình cân bằng của hệ 

(bằng cách cho các giá trị tương ứng với các biến phân 𝛿𝑤𝑏 , 𝛿𝑤𝑠 bằng 0) có 

dạng sau: 

𝛿𝑤𝑏:   

𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑀𝑦

𝜕𝑦2
+ (1 − 𝑙2𝛻2)𝑝𝑧 

+(1 − 𝑙2𝛻2)𝐻0(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠) + (1 − 𝑙
2𝛻2)𝐻1 (

𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑦2

) 

+(1 − 𝑙2𝛻2)𝐻2 (
𝜕2𝑤̈𝑠

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤̈𝑠

𝜕𝑦2
) = 0                                      (2.37) 

 𝛿𝑤𝑠: 

𝜕2𝑆𝑥
𝜕𝑥2

+ 2
𝜕2𝑆𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑆𝑦

𝜕𝑦2
+
𝜕𝐹𝑥𝑧
𝜕𝑥

+
𝜕𝐹𝑦𝑧

𝜕𝑦
+ (1 − 𝑙2𝛻2)𝑝𝑧 
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+(1 − 𝑙2𝛻2)𝐻0(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠) + (1 − 𝑙
2𝛻2)𝐻2 (

𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑦2

) 

+(1 − 𝑙2𝛻2)𝐻3 (
𝜕2𝑤̈𝑠

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤̈𝑠

𝜕𝑦2
) = 0                             (2.38) 

Dạng khai triển của các phương trình (2.37), (2.38) như sau: 

−𝐴𝑧11
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

− 𝐴𝑧12
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

− 𝐵𝑓11
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

− 𝐵𝑓12
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

 

−𝐵𝑓11
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑦4

− 4𝐴𝑧33
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

− 4𝐵𝑓33
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

 

−𝜒𝐴𝑧𝜒
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

+
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+ 2
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

) 

−𝜒𝐵𝑓𝜒
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+ 2
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

) 

= −(1 − 𝑙2𝛻2)𝑝𝑧 − (1 − 𝑙
2𝛻2)𝐻0(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠) − (1 − 𝑙

2𝛻2)𝐻1 (
𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑦2

) 

   − (1 − 𝑙2𝛻2)𝐻2 (
𝜕2𝑤̈𝑠

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤̈𝑠

𝜕𝑦2
)                                  (2.39) 

−𝐵𝑓11
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

− 𝐷𝑓11
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

− 𝐵𝑓12
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

− 𝐷𝑓12
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

 

−𝐷𝑓11
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑦4

− 4𝐵𝑓33
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

− 4𝐷𝑓33
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

 

−𝐴𝑠11
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

− 𝐴𝑠22
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑦4

 

−𝜒𝐵𝑓𝜒
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

+
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+ 2
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

) 

−𝜒𝐷𝑓𝜒
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+ 2
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

) 

−𝜒𝐴𝑠𝜒 (
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑦4

) 

= −(1 − 𝑙2𝛻2)𝑝𝑧 − (1 − 𝑙
2𝛻2)𝐻0(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠) − (1 − 𝑙

2𝛻2)𝐻2 (
𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑦2

) 
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 − (1 − 𝑙2𝛻2)𝐻3 (
𝜕2𝑤̈𝑠

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤̈𝑠

𝜕𝑦2
)                                 (2.40) 

Nhân lần lượt các phương trình (2.39) và (2.40) với các biến phân 

𝛿𝑤𝑏 , 𝛿𝑤𝑠, sau đó cộng vế theo vế ta được phương trình sau: 

 ∫

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(

𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕2𝑀𝑦

𝜕𝑦2

)𝛿𝑤𝑏

(

  
 

𝜕2𝑆𝑥

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑆𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕2𝑆𝑦

𝜕𝑦2
+

𝜕𝐹𝑥𝑧

𝜕𝑥

+
𝜕𝐹𝑦𝑧

𝜕𝑦 )

  
 
𝛿𝑤𝑠

+(1 − 𝑙2𝛻2)

[
 
 
 (
𝑝𝑧 + 𝐻0(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠)

+𝐻1𝛻
2𝑤̈𝑏 + 𝐻2𝛻

2𝑤̈𝑠
) 𝛿𝑤𝑏

+(
𝑝𝑧 + 𝐻0(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠)

+𝐻2𝛻
2𝑤̈𝑏 + 𝐻3𝛻

2𝑤̈𝑠
)𝛿𝑤𝑠]

 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛺

= 0        (2.41) 

Dạng khai triển của phương trình (2.41) như sau: 
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∫

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −𝐴𝑧11

𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

− 𝐵𝑓11
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

− 𝐴𝑧12
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

−𝐵𝑓12
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

− 4𝐴𝑧33
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

−4𝐵𝑓33
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

−𝜒𝐴𝑧𝜒
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

+
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+ 2
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

)

−𝜒𝐵𝑓𝜒
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+ 2
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

)
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝛿𝑤𝑏

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −𝐵𝑓11

𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

− 𝐷𝑓11
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

− 𝐵𝑓12
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

−𝐷𝑓12
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

− 4𝐵𝑓33
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

−4𝐷𝑓33
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

−𝜒𝐵𝑓𝜒
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

+
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+ 2
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

)

−𝜒𝐷𝑓𝜒
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+ 2
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

)

−𝜒𝐴𝑠𝜒 (
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑦4

)
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝛿𝑤𝑠

}
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛺
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−∫

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑝𝑧 [𝛿𝑤𝑏 − 𝑙

2 (
𝜕2𝛿𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝛿𝑤𝑏
𝜕𝑦2

)]

+𝑝𝑧 [𝛿𝑤𝑠 − 𝑙
2 (
𝜕2𝛿𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝛿𝑤𝑠
𝜕𝑦2

)]

−(𝛿𝑤𝑏 + 𝛿𝑤𝑠)𝑙
2 (
𝜕2𝑝𝑧
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑝𝑧
𝜕𝑦2

)

+𝐻0

[
 
 
 

(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠)𝛿𝑤𝑏 + 𝑙
2

(

 

𝜕(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠)

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑤𝑏
𝜕𝑥

+
𝜕(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠)

𝜕𝑦

𝜕𝛿𝑤𝑏
𝜕𝑦 )

 

]
 
 
 

+𝐻0

[
 
 
 

(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠)𝛿𝑤𝑠 + 𝑙
2

(

 

𝜕(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠)

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑤𝑠
𝜕𝑥

+
𝜕(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠)

𝜕𝑦

𝜕𝛿𝑤𝑠
𝜕𝑦 )

 

]
 
 
 

+(1 − 𝑙2𝛻2)

{
 
 

 
 𝐻1 (

𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑦2

)

+𝐻2 (
𝜕2𝑤̈𝑠
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑠
𝜕𝑦2

)
}
 
 

 
 

𝛿𝑤𝑏

+(1 − 𝑙2𝛻2)

{
 
 

 
 𝐻2 (

𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑦2

)

+𝐻3 (
𝜕2𝑤̈𝑠
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑠
𝜕𝑦2

)
}
 
 

 
 

𝛿𝑤𝑠

}
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0
𝛺

 

         (2.42) 

Phương trình cân bằng (2.42) là phương trình cân bằng của tấm nano trong 

trường hợp tham số đàn hồi phi cục bộ là không đổi trên toàn bộ chiều dày của 

tấm nano hữu cơ. Đã có một vài công trình nghiên cứu cũng chỉ ra rằng tham 

số đàn hồi phi cục bộ phụ thuộc vào loại vật liệu, nếu vật liệu của kết cấu có cơ 

tính thay đổi thì tham số đàn hồi cũng biến đổi [89, 92]. Vì tấm nano hữu cơ 

gồm nhiều lớp vật liệu, luận án giả thiết tham số đàn hồi phi cục bộ mỗi lớp 

khác nhau và tỷ lệ với chiều dày lớp đó (li là tham số đàn hồi phi cục bộ của lớp 

thứ i), phương trình cân bằng đối với tấm nano hữu cơ có dạng như sau: 
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∫

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 −𝐴𝑧11

𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

− 𝐵𝑓11
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

− 𝐴𝑧12
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

−𝐵𝑓12
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

− 4𝐴𝑧33
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

− 4𝐵𝑓33
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

−𝜒𝐴𝑧𝜒
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

+
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+ 2
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

)

−𝜒𝐵𝑓𝜒
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+ 2
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

)
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝛿𝑤𝑏

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −𝐵𝑓11

𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

− 𝐷𝑓11
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

− 𝐵𝑓12
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

−𝐷𝑓12
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

− 4𝐵𝑓33
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

− 4𝐷𝑓33
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

−𝜒𝐵𝑓𝜒
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

+
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+ 2
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

)

−𝜒𝐷𝑓𝜒
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+ 2
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

)

−𝜒𝐴𝑠𝜒 (
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑦4

)
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝛿𝑤𝑠

}
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛺

 

−∫

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

𝑝𝑧

[
 
 
 
 

𝛿𝑤𝑏 −∑
𝑙𝑖
2ℎ𝑖

ℎ
𝑖

(

 
 
𝜕2𝛿𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝛿𝑤𝑏
𝜕𝑦2 )

 
 

]
 
 
 
 

+ 𝑝𝑧

[
 
 
 
 

𝛿𝑤𝑠 −∑
𝑙𝑖
2ℎ𝑖

ℎ
𝑖

(

 
 
𝜕2𝛿𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝛿𝑤𝑠
𝜕𝑦2 )

 
 

]
 
 
 
 

−(𝛿𝑤𝑏 + 𝛿𝑤𝑠)∑
𝑙𝑖
2ℎ𝑖

ℎ
𝑖

(
𝜕2𝑝𝑧
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑝𝑧
𝜕𝑦2

)

+

[
 
 
 
 
 

𝐻0(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠)𝛿𝑤𝑏

+𝐻0𝑙

(

 

𝜕(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠)

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑤𝑏
𝜕𝑥

+
𝜕(𝑤̈𝑏 + 𝑤̈𝑠)

𝜕𝑦

𝜕𝛿𝑤𝑏
𝜕𝑦 )

 

]
 
 
 
 
 

}
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛺
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−∫

{
 
 
 
 

 
 
 
 +{𝐻1 (

𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑦2

) + 𝐻2 (
𝜕2𝑤̈𝑠
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑠
𝜕𝑦2

)}𝛿𝑤𝑏

−𝛻2 {𝐻1𝑙 (
𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑦2

) + 𝐻2𝑙 (
𝜕2𝑤̈𝑠
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑠
𝜕𝑦2

)}𝛿𝑤𝑏

+{𝐻2 (
𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑦2

) + 𝐻3 (
𝜕2𝑤̈𝑠
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑠
𝜕𝑦2

)}𝛿𝑤𝑠

−𝛻2 {𝐻2𝑙 (
𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑏
𝜕𝑦2

) + 𝐻3𝑙 (
𝜕2𝑤̈𝑠
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈𝑠
𝜕𝑦2

)}𝛿𝑤𝑠
}
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0
𝛺

 

         (2.43) 

trong đó 

 

{

𝐻0𝑙
𝐻1𝑙
𝐻2𝑙
𝐻3𝑙

} = ∑ ∫
𝑙𝑖
2ℎ𝑖

ℎ
𝜌𝑖 {

1
𝑧2

𝑧𝑓𝑧
𝑓𝑧
2

}𝑑𝑧
ℎ𝑖+1

ℎ𝑖
𝑖                          (2.44) 

Phương trình (2.43) khác với phương trình (2.42) vì xem xét đến sự khác 

nhau của biến phi cục bộ trong mỗi lớp vật liệu. 

2.3. Mô hình phần tử hữu hạn 

 Mô hình phần tử 

Để giải quyết bài toán đặt ra bằng phương pháp phần tử hữu hạn, luận án 

chia tấm thành các phần tử phẳng tứ giác bốn nút, khi chuyển sang hệ tọa độ tự 

nhiên, phần tử tứ giác của tấm sẽ trở thành phần tử chuẩn là hình vuông có các 

toạ độ nút biểu diễn hệ toạ độ tự nhiên. Một nút có sáu bậc tự do gồm hai bậc 

tự do chuyển vị và bốn bậc tự do gồm các đạo hàm của chuyển vị như sau 

𝑤𝑏𝑗 , 𝑤𝑠𝑗 , (
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑥
)
𝑗
, (
𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥
)
𝑗
, (
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑦
)
𝑗
, (
𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦
)
𝑗
. 
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O

x

y

1 2

34

O

s

r

1 2

34

a

y

x

(-1,0) (1,0)

(0,-1)

(0,1)

O

b

 
Hình 2.2. Biểu diễn phần tử tứ giác 4 nút. 

 Các ma trận, véc tơ phần tử 

Véc tơ chuyển vị phần tử 

Véc tơ chuyển vị nút của phần tử gồm các thành phần chuyển vị và các đạo 

hàm tại các nút như sau: 

𝒒𝑒 = ∑ [𝑤𝑏𝑗, 𝑤𝑠𝑗 , (
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑥
)
𝑗
, (
𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥
)
𝑗
, (
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑦
)
𝑗
, (
𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦
)
𝑗
]4

𝑗=1  

 
(2.45) 

Do có các ẩn số có đạo hàm bậc nhất và đạo hàm bậc hai của chuyển vị uốn 

và cắt, nên cần phải sử dụng hàm Hermite để nội suy hai thành phần này như sau: 

{
 
 

 
 𝑤𝑏 =∑ {𝐹𝑗𝑤𝑏𝑗 + 𝐹𝑗+1 (

𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥

)
𝑗
+ 𝐹𝑗+2 (

𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑦

)
𝑗

}
4

𝑗=1
= 𝐹𝑏𝑞𝑒

𝑤𝑠 =∑ {𝐹𝑗𝑤𝑠𝑗 + 𝐹𝑗+1 (
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

)
𝑗
+ 𝐹𝑗+2 (

𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑦

)
𝑗

}
4

𝑗=1
= 𝐹𝑠𝑞𝑒  

(2.46) 

trong đó: 

{
𝑭𝑏 = ∑ [𝐹𝑗 0 𝐹𝑗+1 0 𝐹𝑗+2 0]4

𝑗=1

𝑭𝑠 = ∑ [0 𝐹𝑗 0 𝐹𝑗+1 0 𝐹𝑗+2]4
𝑗=1

                      (2.47) 

và Fj là các hàm nội suy Hermite, chúng được tính toán trong hệ tọa độ tự nhiên 

như sau: 



48 

 

𝐹1 =
1

8
(1 − 𝑟)(1 − 𝑠)(2 − 𝑟 − 𝑠 − 𝑟2 − 𝑠2); 𝐹2 =

1

8
(1 − 𝑟2)(1 − 𝑠) 

𝐹3 =
1

8
(1 − 𝑟)(1 − 𝑠)(1 − 𝑠2); 𝐹4 =

1

8
(1 + 𝑟)(1 + 𝑠)(2 + 𝑟 − 𝑠 − 𝑟2 − 𝑠2) 

𝐹5 = −
1

8
(1 + 𝑟)(1 − 𝑠)(1 − 𝑟2); 𝐹6 =

1

8
(1 + 𝑟)(1 − 𝑠)(1 − 𝑟2)     

𝐹7 =
1

8
(1 + 𝑟)(1 + 𝑠)(2 + 𝑟 + 𝑠 − 𝑟2 − 𝑠2); 𝐹8

= −
1

8
(1 + 𝑟)(1 + 𝑠)(1 − 𝑟2) 

𝐹9 = −
1

8
(1 + 𝑟)(1 + 𝑠)(1 − 𝑠2); 𝐹10

=
1

8
(1 − 𝑟)(1 + 𝑠)(2 − 𝑟 + 𝑠 − 𝑟2 − 𝑠2) 

𝐹11 =
1

8
(1 − 𝑟)(1 + 𝑠)(1 − 𝑟2); 𝐹12 = −

1

8
(1 − 𝑟)(1 + 𝑠)(1 − 𝑠2)     (2.48) 

Lúc này, vectơ gồm chuyển vị tại điểm bất kỳ thuộc phần tử tấm được tính 

toán thông qua vectơ chuyển vị nút của phần tử đó như sau: 

𝒖 = {𝑤𝑏 , 𝑤𝑠, (
𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥

) , (
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

) , (
𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑦

) , (
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑦

)}
𝑇

= 𝑭𝐻 . 𝒒𝑒
 

(2.49) 

trong đó 

𝑭𝐻 =∑

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝐹𝑗 0 𝐹𝑗+1 0 𝐹𝑗+2 0

0 𝐹𝑗 0 𝐹𝑗+1 0 𝐹𝑗+2
𝜕𝐹𝑗
𝜕𝑥

0
𝜕𝐹𝑗+1
𝜕𝑥

0
𝜕𝐹𝑗+2
𝜕𝑥

0

0
𝜕𝐹𝑗
𝜕𝑥

0
𝜕𝐹𝑗+1
𝜕𝑥

0
𝜕𝐹𝑗+2
𝜕𝑥

𝜕𝐹𝑗
𝜕𝑦

0
𝜕𝐹𝑗+1
𝜕𝑦

0
𝜕𝐹𝑗+2
𝜕𝑦

0

0
𝜕𝐹𝑗
𝜕𝑦

0
𝜕𝐹𝑗+1
𝜕𝑦

0
𝜕𝐹𝑗+2
𝜕𝑦 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4

𝑗=1
 (2.50) 
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Ma trận độ cứng và ma trận cản phần tử 

Công ảo do biến dạng đàn hồi của tấm nano: 

 𝛿𝑈𝑒 = ∫ 𝝈. 𝛿𝜺𝑑𝑉
𝑉𝑒

                                          (2.51) 

 𝛿𝑈𝑒 = ∫ ∑ ∫ 𝝈𝐿 . 𝛿𝜺
ℎ𝑖+1

ℎ𝑖
𝑑𝑧𝑑𝛺𝑖𝛺𝑒

                             (2.52) 

 𝛿𝑈𝑒 = ∫ ∑ ∫ (𝜺𝑇𝑫𝑖 + 𝜒
𝜕𝜺𝑇

𝜕𝑡
) 𝛿𝜺𝑑𝑧𝑑𝛺

ℎ𝑖+1

ℎ𝑖
𝑖𝛺𝑒

             (2.53) 

 𝛿𝑈𝑒 = ∫ ∑ ∫

[
 
 
 
 (𝑧𝜺𝑧 + 𝑓𝑧𝜺𝑓)

𝑇
𝑫𝑏
𝑖 𝛿(𝑧𝜺𝑧 + 𝑓𝑧𝜺𝑓)

+𝜒
𝜕(𝑧𝜺𝑧+𝑓𝑧𝜺𝑓)

𝑇

𝜕𝑡
𝛿(𝑧𝜺𝑧 + 𝑓𝑧𝜺𝑓)

+𝜸𝑠0
 𝑇𝑫𝑠

𝑖𝛿𝜸𝑠0 + 𝜒
𝜕𝜸𝑠0

 𝑇

𝜕𝑡
𝛿𝜸𝑠0 ]

 
 
 
 

𝑑𝑧𝑑𝛺
ℎ𝑖

ℎ𝑖−1
𝑖𝛺𝑒

         (2.54) 

𝛿𝑈𝑒 = ∫ ∑∫ [
𝜀𝑧
 𝑇𝐷𝑏

𝑖 𝑧2𝛿𝜀𝑧 + 𝜀𝑧
 𝑇𝐷𝑏

𝑖 𝑧𝑓𝑧𝛿𝜀𝑓 + 𝜀𝑓
 𝑇𝐷𝑏

𝑖 𝑧𝑓𝑧𝛿𝜀𝑧

+𝜀𝑓
 𝑇𝐷𝑏

𝑖𝑓𝑧
2𝛿𝜀𝑓 + 𝛾𝑠0

 𝑇𝐷𝑠
𝑖𝛿𝛾𝑠0

] 𝑑𝑧𝑑𝛺
ℎ𝑖+1

ℎ𝑖𝑖𝛺𝑒

 

      + 𝜒 ∫ ∑ ∫ [

𝜕𝜺𝑧
 𝑇

𝜕𝑡
𝑧2𝛿𝜺𝑧 +

𝜕𝜺𝑧
 𝑇

𝜕𝑡
𝑧𝑓𝑧𝛿𝜺𝑓 +

𝜕𝜺𝑓
 𝑇

𝜕𝑡
𝑧𝑓𝑧𝛿𝜺𝑧

+
𝜕𝜺𝑓

 𝑇

𝜕𝑡
𝑓𝑧
2𝛿𝜺𝑓 +

𝜕𝜸𝑠0
 𝑇

𝜕𝑡
𝛿𝜸𝑠0

] 𝑑𝑧𝑑𝛺
ℎ𝑖+1

ℎ𝑖
𝑖𝛺𝑒

  (2.55) 

𝛿𝑈𝑒 = ∫ [
𝜺𝑧
 𝑇𝑨𝑧𝜺𝑧 + 𝜺𝑧

 𝑇𝑩𝑓𝜺𝑓 + 𝜺𝑓
 𝑇𝑩𝑓𝜺𝑧 + 𝜺𝑓

 𝑇𝑫𝑓𝜺𝑓

+𝜸𝑠0
 𝑇𝑨𝑠𝛿𝜸𝑠0

] 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛺𝑒

 

        + 𝜒 ∫ [

𝜕𝜺𝑧
 𝑇

𝜕𝑡
𝐴𝑧𝜒𝜺𝑧 +

𝜕𝜺𝑧
 𝑇

𝜕𝑡
𝐵𝑓𝜒𝜺𝑓 +

𝜕𝜺𝑓
 𝑇

𝜕𝑡
𝐵𝑓𝜒𝜺𝑧 +

𝜕𝜺𝑓
 𝑇

𝜕𝑡
𝐷𝑓𝜒𝜺𝑓

+
𝜕𝜸𝑠0

 𝑇

𝜕𝑡
𝐴𝑠𝜒𝛿𝜸𝑠0

] 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛺𝑒

  (2.56) 

 𝛿𝑈𝑒 = 𝒒𝑒
𝑇 ∫ [

𝑽𝑧
𝑇𝑨𝑧𝑽𝑧 + 𝑽𝑧

𝑇𝑩𝑓𝑽𝑓 + 𝑽𝑓
𝑇𝑩𝑓𝑽𝑧 + 𝑽𝑓

𝑇𝑫𝑓𝑽𝑓

+𝑽𝑠
𝑇𝑨𝑠𝑽𝑠

] 𝑑𝑥𝑑𝑦.
𝛺𝑒

𝛿𝒒𝑒  

     + 𝒒̇𝑒
𝑇𝜒 ∫ [

𝑽𝑧
𝑇𝐴𝑧𝜒𝑽𝑧 + 𝑽𝑧

𝑇𝐵𝑓𝜒𝑽𝑓 + 𝑽𝑓
𝑇𝐵𝑓𝜒𝑽𝑧 + 𝑽𝑓

𝑇𝐷𝑓𝜒𝑽𝑓

+𝑽𝑠
𝑇𝐴𝑠𝜒𝑽𝑠

] 𝑑𝑥𝑑𝑦.
𝛺𝑒

𝛿𝒒𝑒   

= 𝒒𝑒
𝑇𝑲𝑒𝛿𝒒𝑒 + 𝒒̇𝑒

𝑇𝑪𝑒𝛿𝒒𝑒                                             (2.57) 

trong đó ma trận độ cứng phần tử: 

𝑲𝑒 = 𝑲𝑒
𝑏 + 𝑲𝑒

𝑠                                                       (2.58) 
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với 

𝑲𝑒
𝑏 = ∫ ([𝑽𝑧

𝑇 𝑽𝑓
𝑇] [

𝑨𝑧 𝑩𝑓
𝑩𝑓 𝑫𝑓

] [
𝑽𝑧
𝑽𝑓
]) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝛺𝑒
                        (2.59) 

𝑲𝑒
𝑠 = ∫ (𝑽𝑠

𝑇𝑨𝑠𝑽𝑠)𝛺𝑒
𝑑𝑥𝑑𝑦                                            (2.60) 

trong đó 𝑲𝑒
𝑏 là ma trận độ cứng chống uốn, 𝑲𝑒

𝑠  là ma trận độ cứng chống cắt của 

phần tử tấm, còn các ma trận hệ số được tính toán theo công thức: 

 𝑽𝑧 =

[
 
 
 
 −

𝜕2𝑭𝑏

𝜕𝑥2

−
𝜕2𝑭𝑏

𝜕𝑦2

−2
𝜕2𝑭𝑏

𝜕𝑥𝑦 ]
 
 
 
 

;  V𝑓 =

[
 
 
 
 −

𝜕2𝑭𝑠

𝜕𝑥2

−
𝜕2𝑭𝑠

𝜕𝑦2

−2
𝜕2𝑭𝑠

𝜕𝑥𝑦 ]
 
 
 
 

;   𝑽𝑠 = [

𝜕𝑭𝑠

𝜕𝑥
𝜕𝑭𝑠

𝜕𝑦

]                              (2.61) 

Và ma trận cản phần tử tấm do tính đàn nhớt của vật liệu được xác định 

như sau: 

𝑪𝑒 = 𝜒 [∫ ([𝑽𝑧
𝑇 𝑽𝑓

𝑇] [
𝐴𝑧𝜒 𝐵𝑓𝜒
𝐵𝑓𝜒 𝐷𝑓𝜒

] [
𝑽𝑧
𝑽𝑓
]) 𝑑𝑥𝑑𝑦 +

𝛺𝑒
∫ (𝑽𝑠

𝑇𝐴𝑠𝜒𝑽𝑠)𝛺𝑒
𝑑𝑥𝑑𝑦] 

(2.62) 

Ma trận độ cứng của phần tử tấm và ma trận cản của phần tử tấm được 

viết trong hệ tọa độ tự nhiên có dạng sau: 

𝑲𝑒
𝑏 = ∫ ∫ ([𝑽𝑧

𝑇 𝑽𝑓
𝑇] [

𝑨𝑧 𝑩𝑓
𝑩𝑓 𝑫𝑓

] [
𝑽𝑧
𝑽𝑓
])𝑑𝑒𝑡(𝑱)𝑑𝑟𝑑𝑠

1

−1

1

−1
          (2.63) 

 𝑲𝑒
𝑠 = ∫ ∫ (𝑽𝑠

𝑇𝑨𝑠𝑽𝑠) 𝑑𝑒𝑡|𝑱| 𝑑𝑟𝑑𝑠
1

−1

1

−1
                           (2.64) 

𝑪𝑒 = 𝜒∫ ∫ ([𝑽𝑧
𝑇 𝑽𝑓

𝑇] [
𝐴𝑧𝜒 𝐵𝑓𝜒
𝐵𝑓𝜒 𝐷𝑓𝜒

] [
𝑽𝑧
𝑽𝑓
] + (𝑽𝑠

𝑇𝐴𝑠𝜒𝑽𝑠))
1

−1

1

−1
𝑑𝑒𝑡(𝑱) 𝑑𝑟𝑑𝑠 

(2.65) 

với J là ma trận Jacobi của phép chuyển hệ trục tọa độ từ hệ tọa độ Đề Các sang 

hệ tọa độ tự nhiên. Và từ đây có thể thấy việc tính toán ma trận độ cứng của 

phần tử tấm không cần đến bất kỳ hệ số hiệu chỉnh cắt nào, cũng không cần 

phải thực hiện tích phân rút gọn đối với thành phần ma trận chống cắt của phần 
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tử tấm, đây cũng chính là ưu điểm của lý thuyết biến dạng cắt cải tiến so với lý 

thuyết biến dạng cắt bậc nhất. 

Ma trận khối lượng phần tử 

Công ảo sinh ra từ lực quán tính của phần tử tấm: 

 𝛿𝑇𝑒 = ∫ ∑ ∫ 𝜌(𝑖)(1 − 𝑙2𝛻2)(𝑢̇𝛿𝑢̇ + 𝑣̇𝛿𝑣̇ + 𝑤̇𝛿𝑤̇)
ℎ𝑖+1

ℎ𝑖
𝑖 𝑑𝑧𝑑𝛺

𝛺𝑒
               (2.66) 

𝛿𝑇𝑒 = ∫ ∑ ∫ 𝜌(𝑖)(1 − 𝑙2𝛻2)

[
 
 
 
 (−𝑧

𝜕𝑤̇𝑏

𝜕𝑥
− 𝑓𝑧

𝜕𝑤̇𝑠

𝜕𝑥
) 𝛿 (−𝑧

𝜕𝑤̇𝑏

𝜕𝑥
− 𝑓𝑧

𝜕𝑤̇𝑠

𝜕𝑥
)

+ (−𝑧
𝜕𝑤̇𝑏

𝜕𝑦
− 𝑓𝑧

𝜕𝑤̇𝑠

𝜕𝑦
) 𝛿 (−𝑧

𝜕𝑤̇𝑏

𝜕𝑦
− 𝑓𝑧

𝜕𝑤̇𝑠

𝜕𝑦
)

+(𝑤̇𝑏 + 𝑤̇𝑠)𝛿(𝑤̇𝑏 + 𝑤̇𝑠) ]
 
 
 
 

ℎ𝑖+1

ℎ𝑖
𝑖 𝑑𝑧𝑑𝛺

𝛺𝑒
  

(2.67) 

𝛿𝑇𝑒 = ∫ ∑ ∫ 𝜌(𝑖)(1 − 𝑙2𝛻2)

[
 
 
 
 
 
 
 (𝑧

2 𝜕𝑤̇𝑏

𝜕𝑥
) 𝛿 (

𝜕𝑤̇𝑏

𝜕𝑥
) + (

𝜕𝑤̇𝑏

𝜕𝑥
) 𝛿 (𝑓𝑧𝑧

𝜕𝑤̇𝑠

𝜕𝑥
)

+ (
𝜕𝑤̇𝑠

𝜕𝑥
) 𝛿 (𝑓𝑧𝑧

𝜕𝑤̇𝑏

𝜕𝑥
) + (

𝜕𝑤̇𝑠

𝜕𝑥
) 𝛿 (𝑓𝑧

2 𝜕𝑤̇𝑠

𝜕𝑥
)

+ (
𝜕𝑤̇𝑏

𝜕𝑦
) 𝛿 (𝑧2

𝜕𝑤̇𝑏

𝜕𝑦
) + (

𝜕𝑤̇𝑏

𝜕𝑦
) 𝛿 (𝑓𝑧𝑧

𝜕𝑤̇𝑠

𝜕𝑦
)

+ (
𝜕𝑤̇𝑠

𝜕𝑦
) 𝛿 (𝑓𝑧𝑧

𝜕𝑤̇𝑏

𝜕𝑦
) + (

𝜕𝑤̇𝑠

𝜕𝑦
) 𝛿 (𝑓𝑧

2 𝜕𝑤̇𝑠

𝜕𝑦
)

+𝑤̇𝑏𝛿𝑤̇𝑏 + 𝑤̇𝑏𝛿𝑤̇𝑠 + 𝑤̇𝑠𝛿𝑤̇𝑏 + 𝑤̇𝑠𝛿𝑤̇𝑠 ]
 
 
 
 
 
 
 

ℎ𝑖+1

ℎ𝑖
𝑖 𝑑𝑧𝑑𝛺

𝛺𝑒
  

(2.68) 

𝛿𝑇𝑒 = 𝒒̈𝑒
𝑇∫ ∑(1 − 𝑙2𝛻2)

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑭𝑏

𝑇

𝜕𝑥
𝐻1
𝜕𝑭𝑏
𝜕𝑥

+
𝜕𝑭𝑏

𝑇

𝜕𝑥
𝐻2
𝜕𝑭𝑠
𝜕𝑥

+
𝜕𝑭𝑠

𝑇

𝜕𝑥
𝐻2
𝜕𝑭𝑏
𝜕𝑥

+
𝜕𝑭𝑠

𝑇

𝜕𝑥
𝐻3
𝜕𝑭𝑠
𝜕𝑥

𝜕𝑭𝑏
𝑇

𝜕𝑦
𝐻1
𝜕𝑭𝑏
𝜕𝑦

+
𝜕𝑭𝑏

𝑇

𝜕𝑦
𝐻2
𝜕𝑭𝑠
𝜕𝑦

+
𝜕𝑭𝑠

𝑇

𝜕𝑦
𝐻2
𝜕𝑭𝑏
𝜕𝑦

+
𝜕𝑭𝑠

𝑇

𝜕𝑦
𝐻3
𝜕𝑭𝑠
𝜕𝑦

𝑭𝑏
𝑇𝐻0𝑭𝑏 + 𝑭𝑏

𝑇𝐻0𝑭𝑠
+𝑭𝑠

𝑇𝐻0𝑭𝑏 + 𝑭𝑠
𝑇𝐻0𝑭𝑠 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑖

𝑑𝑥𝑑𝑦𝛿𝒒𝑒
𝛺𝑒

 

     = 𝒒̈𝑒
𝑇𝑴𝑒𝛿𝒒𝑒                      (2.69) 

trong đó ma trận khối lượng phần tử Me được xác định như sau: 
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𝑀𝑒 = ∫ ∑ (1 − 𝑙2𝛻2)

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝜕𝑭𝑏

𝑇

𝜕𝑥
𝐻1

𝜕𝑭𝑏

𝜕𝑥

+
𝜕𝑭𝑏

𝑇

𝜕𝑥
𝐻2

𝜕𝑭𝑠

𝜕𝑥

+
𝜕𝑭𝑠

𝑇

𝜕𝑥
𝐻2

𝜕𝑭𝑏

𝜕𝑥

+
𝜕𝑭𝑠

𝑇

𝜕𝑥
𝐻3

𝜕𝑭𝑠

𝜕𝑥

+
𝜕𝑭𝑏

𝑇

𝜕𝑦
𝐻1

𝜕𝑭𝑏

𝜕𝑦

+
𝜕𝑭𝑏

𝑇

𝜕𝑦
𝐻2

𝜕𝑭𝑠

𝜕𝑦

+
𝜕𝑭𝑠

𝑇

𝜕𝑦
𝐻2

𝜕𝑭𝑏

𝜕𝑦

+
𝜕𝑭𝑠

𝑇

𝜕𝑦
𝐻3

𝜕𝑭𝑠

𝜕𝑦

𝑭𝑏
𝑇𝐻0𝑭𝑏

+𝑭𝑏
𝑇𝐻0𝑭𝑠

+𝑭𝑠
𝑇𝐻0𝑭𝑏 + 𝑭𝑠

𝑇𝐻0𝑭𝑠]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑖 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛺𝑒

              (2.70) 

Khi tính toán trong hệ tọa độ tự nhiên, ma trận khối lượng của phần tử tấm 

nano được xác định như sau: 

𝑴𝑒 = ∫ ∫ ∑(1− 𝑙2𝛻2)

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑭𝑏

𝑇

𝜕𝑥
𝐻1
𝜕𝑭𝑏
𝜕𝑥

+
𝜕𝑭𝑏

𝑇

𝜕𝑥
𝐻2
𝜕𝑭𝑠
𝜕𝑥

+
𝜕𝑭𝑠

𝑇

𝜕𝑥
𝐻2
𝜕𝑭𝑏
𝜕𝑥

+
𝜕𝑭𝑠

𝑇

𝜕𝑥
𝐻3
𝜕𝑭𝑠
𝜕𝑥

𝜕𝑭𝑏
𝑇

𝜕𝑦
𝐻1
𝜕𝑭𝑏
𝜕𝑦

+
𝜕𝑭𝑏

𝑇

𝜕𝑦
𝐻2
𝜕𝑭𝑠
𝜕𝑦

+
𝜕𝑭𝑠

𝑇

𝜕𝑦
𝐻2
𝜕𝑭𝑏
𝜕𝑦

+
𝜕𝑭𝑠

𝑇

𝜕𝑦
𝐻3
𝜕𝑭𝑠
𝜕𝑦

𝑭𝑏
𝑇𝐻0𝑭𝑏 + 𝑭𝑏

𝑇𝐻0𝑭𝑠
+𝑭𝑠

𝑇𝐻0𝑭𝑏 + 𝑭𝑠
𝑇𝐻0𝑭𝑠 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑖

1

−1

1

−1

𝑑𝑒𝑡(𝑱) 𝑑𝑟𝑑𝑠 

   (2.71) 

 

Trong trường hợp tham số đàn hồi phi cục bộ trong mỗi lớp là khác nhau 

thì biểu thức ma trận khối lượng phần tử tấm được xác định như sau: 
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𝑴𝑒 = ∫ ∫ ∑(1 − 𝛻2)

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑭𝑏

𝑇

𝜕𝑥
𝐻1
𝜕𝑭𝑏
𝜕𝑥

+
𝜕𝑭𝑏

𝑇

𝜕𝑥
𝐻2
𝜕𝑭𝑠
𝜕𝑥

+
𝜕𝑭𝑠

𝑇

𝜕𝑥
𝐻2
𝜕𝑭𝑏
𝜕𝑥

+
𝜕𝑭𝑠

𝑇

𝜕𝑥
𝐻3
𝜕𝑭𝑠
𝜕𝑥

𝜕𝑭𝑏
𝑇

𝜕𝑦
𝐻1
𝜕𝑭𝑏
𝜕𝑦

+
𝜕𝑭𝑏

𝑇

𝜕𝑦
𝐻2
𝜕𝑭𝑠
𝜕𝑦

+
𝜕𝑭𝑠

𝑇

𝜕𝑦
𝐻2
𝜕𝑭𝑏
𝜕𝑦

+
𝜕𝑭𝑠

𝑇

𝜕𝑦
𝐻3
𝜕𝑭𝑠
𝜕𝑦

𝑭𝑏
𝑇𝐻0𝑭𝑏 + 𝑭𝑏

𝑇𝐻0𝑭𝑠
+𝑭𝑠

𝑇𝐻0𝑭𝑏 + 𝑭𝑠
𝑇𝐻0𝑭𝑠 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑖

1

−1

1

−1

𝑑𝑒𝑡(𝑱) 𝑑𝑟𝑑𝑠 

   (2.72) 

trong đó các hệ số 𝐻0𝑙 , 𝐻1𝑙 , 𝐻2𝑙 , 𝐻3𝑙 được tính toán như công thức (2.55).  

Xác định véc tơ tải trọng nút của phần tử 

Véc tơ tải trọng nút của phần tử được xác định như sau: 

 𝑷𝑒 = ∫ (1 − 𝑙2𝛻2)(𝑭𝑏 + 𝑭𝑠)𝑝𝑧𝛺𝑒
𝑑𝑥𝑑𝑦                          (2.73) 

 𝑷𝑒 = ∫

{
 
 

 
 

(𝑭𝑏 + 𝑭𝑠)
𝑇𝑝𝑧 − 𝑙

2

[
 
 
 
 
𝑝𝑧 (

𝜕2(𝑭𝑏+𝑭𝑠)
𝑇

𝜕𝑥2

+
𝜕2(𝑭𝑏+𝑭𝑠)

𝑇

𝜕𝑦2

)

+(𝑭𝑏 + 𝑭𝑠)
𝑇 (

𝜕2𝑝𝑧

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑝𝑧

𝜕𝑦2
)]
 
 
 
 

}
 
 

 
 

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛺𝑒

  (2.74) 

 Cuối cùng, véc tơ tải trọng nút của phần tử được viết trong hệ tọa độ tự 

nhiên có dạng như sau: 

𝑷𝑒 = ∫ ∫

{
 
 

 
 

(𝑭𝑏 + 𝑭𝑠)
𝑇𝑝𝑧 − 𝑙

2

[
 
 
 
 
𝑝𝑧 (

𝜕2(𝑭𝑏+𝑭𝑠)
𝑇

𝜕𝑥2

+
𝜕2(𝑭𝑏+𝑭𝑠)

𝑇

𝜕𝑦2

)

+(𝑭𝑏 + 𝑭𝑠)
𝑇 (

𝜕2𝑝𝑧

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑝𝑧

𝜕𝑦2
)]
 
 
 
 

}
 
 

 
 

𝑑𝑒𝑡(𝑱)𝑑𝑟𝑑𝑠
1

−1

1

−1
  

(2.75) 

Trong trường hợp tham số đàn hồi phi cục bộ trong mỗi lớp khác nhau 

thì biểu thức tính toán véc tơ tải trọng nút phần tử có dạng sau: 
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𝑷𝑒 = ∫ ∫

{
  
 

  
 

(𝑭𝑏 + 𝑭𝑠)
𝑇𝑝𝑧 − ∑ 𝑙𝑖

2 ℎ𝑖

ℎ𝑖

[
 
 
 
 
 
 
𝑝𝑧 (

𝜕2(𝑭𝑏+𝑭𝑠)
𝑇

𝜕𝑥2

+
𝜕2(𝑭𝑏+𝑭𝑠)

𝑇

𝜕𝑦2

)

+(𝑭𝑏 + 𝑭𝑠)
𝑇 (

𝜕2𝑝𝑧

𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑝𝑧

𝜕𝑦2

)

]
 
 
 
 
 
 

}
  
 

  
 

𝑑𝑒𝑡(𝑱)𝑑𝑟𝑑𝑠
1

−1

1

−1
     (2.76) 

 Các biểu thức tích phân trong các ma trận, véc tơ phần tử (2.63)-(2.63), 

(2.72), (2.76) được tính bằng phương pháp tích phân cầu Gauss với hai điểm 

tích phân.  

Từ phương trình (2.16), với dạng khai triển cụ thể như (2.43) và các ma 

trận phần tử tấm và véc tơ tải trọng nút phần tử tấm đã thiết lập, ta thu được 

phương trình cân bằng cho phần tử tấm như sau: 

 𝑴𝑒𝒒̈𝑒 + 𝑪𝑒𝒒̇𝑒 +𝑲𝑒𝒒𝑒 = 𝑷𝑒                                   (2.77) 

trong đó 𝑴𝑒 , 𝑲𝑒 , 𝑷𝑒 lần lượt là các ma trận khối lượng phần tử, ma trận độ 

cứng phần tử và véc tơ tải trọng nút phần tử, 𝒒̈𝑒 , q̇𝑒, q𝑒là véc tơ gia tốc nút phần 

tử, véc tơ vận tốc nút phần tử và véc tơ chuyển vị nút phần tử tấm nano hữu cơ. 

 Sau khi tập hợp ma trận khối lượng phần tử tấm nano, ma trận độ cứng 

phần tử tấm và véc tơ lực nút phần tử ta được phương trình chuyển động của 

tấm nano hữu cơ như sau: 

 𝑴. 𝒒̈ + Cq̇ + 𝑲. 𝒒 = 𝑷                                   (2.78) 

trong đó 𝑴 = ∑ 𝑴𝑒𝑒 ,  𝑪 = ∑ 𝑪𝑒𝑒 , 𝑲 = ∑ 𝑲𝑒𝑒 ,  𝑷 = ∑ 𝑷𝑒𝑒  lần lượt là ma trận 

khối lượng tổng thể, ma trận cản tổng thể, ma trận độ cứng tổng thể và véc tơ 

tải trọng nút tổng thể, còn 𝒒̈ = ∑ 𝒒̈𝑒𝑒 , q̇ = ∑ 𝒒̇𝑒𝑒 , q = ∑ 𝒒𝑒𝑒 là véc tơ gia tốc nút 

tổng thể, véc tơ vận tốc nút tổng thể và véc tơ chuyển vị nút tổng thể của tấm 

nano hữu cơ. 
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2.4. Xử lý biên 

Xét tấm với các điều kiện liên kết khác nhau như liên kết tựa đơn (ký 

hiệu là S), liên kết ngàm (ký hiệu là C). Điều kiện biên với từng trường hợp cụ 

thể đối với trường hợp tấm chữ nhật như sau: 

- Tấm tựa đơn tại x = 0 và x = a thì 

𝑤𝑏𝑖 = 0,𝑤𝑠𝑖 = 0, (
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑦
)
𝑖
= 0, (

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦
)
𝑖
= 0                              (2.79) 

- Tấm tựa đơn tại y = 0 và y = b thì 

𝑤𝑏𝑖 = 0,𝑤𝑠𝑖 = 0, (
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑥
)
𝑖
= 0, (

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥
)
𝑖
= 0                          (2.80) 

- Tấm ngàm tại x = 0 và x = a thì 

𝑤𝑏𝑖 = 0,𝑤𝑠𝑖 = 0, (
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑥
)
𝑖
= 0, (

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥
)
𝑖
, (
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑦
)
𝑖
= 0, (

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦
)
𝑖
= 0      (2.81) 

- Tấm ngàm tại y = 0 và y = b thì 

𝑤𝑏𝑖 = 0,𝑤𝑠𝑖 = 0, (
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑥
)
𝑖
= 0, (

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥
)
𝑖
, (
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑦
)
𝑖
= 0, (

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦
)
𝑖
= 0   (2.82) 

 Nếu tấm có bốn cạnh tựa đơn thì ký hiệu là SSSS, nếu tấm có bốn cạnh 

ngàm thì ký hiệu là CCCC. 

2.5. Kết luận chương 2 

Trên cơ sở lý thuyết biến dạng cắt cải tiến, lý thuyết đàn hồi phi cục bộ 

và phương pháp phần tử hữu hạn tác giả đã xây dựng được ma trận độ cứng của 

tấm, ma trận khối lượng và véc tơ lực nút. Từ đó, nguyên lý công ảo được áp 

dụng để thiết lập hệ phương trình chuyển động để giải bài toán tấm nano hữu 

cơ chịu tác dụng của tải trọng tĩnh và tải trọng thay đổi theo thời gian. 

Chương này cũng xác định các điều kiên biên cụ thể cho các mô hình 

liên kết khác nhau. 
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Các biểu thức xây dựng trong chương này là cơ sở khoa học để xây dựng 

thuật toán và chương trình tính giải bài toán tĩnh trong chương 3, bài toán dao 

động riêng và dao động cưỡng bức trong chương 4. 

Các công thức trong chương 2, quan hệ ứng xử cơ học của tấm nano hữu 

cơ nhiều lớp được tác giả công bố ở các bài báo thứ 1-5 (Danh mục công trình 

của tác giả).  
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 PHÂN TÍCH TĨNH TẤM NANO HỮU CƠ CÓ XÉT ĐẾN 

HIỆU ỨNG KÍCH THƯỚC VÀ KHẢO SÁT ẢNH HƯỞNG  

CỦA MỘT SỐ YẾU TỐ 

Trong chương này, NCS lập phương trình cân bằng tĩnh của tấm nano hữu 

cơ, lập trình chương trình giải bài toán uốn tĩnh và kiểm tra độ tin cậy của 

chương trình. Cuối cùng là khảo sát tác động của một số tham số đến đáp ứng 

tĩnh của tấm nano hữu cơ như hệ số đàn hồi phi cục bộ, đặc trưng hình học của 

kết cấu nano. 

3.1. Thuật toán PTHH giải bài toán uốn tĩnh của tấm nano hữu cơ 

Từ phương trình cân bằng tổng quát đối với tấm nano hữu cơ như (2.78), 

bỏ qua các thành phần liên quan đến thời gian, phương trình cân bằng đối với 

tấm nano hữu cơ chịu tải trọng tĩnh có dạng như sau: 

 𝑲.𝒒 = 𝑷                                                   (3.1) 

trong đó: 𝑲,  𝒒,  𝑷 lần lượt là ma trận độ cứng tổng thể, véc tơ chuyển vị nút 

tổng thể và véc tơ tải trọng tổng thể của tấm. Chúng được tập hợp từ các ma 

trận độ cứng phần tử, véc tơ chuyển vị phần tử và véc tơ tải trọng phần tử như 

đã được trình bày trong chương 2. 

Từ công thức (3.1) tính được véc tơ chuyển vị uốn tổng thể của tấm theo 

phương trình sau: 

 𝒒 = 𝑲−1𝑷                                              (3.2) 

Sơ đồ thuật toán giải bài toán tấm nano hữu cơ chịu tác dụng của tải trọng 

tĩnh như Hình 3.1. 

Trên cơ sở lý thuyết, thuật toán đã thiết lập ở trên, tác giả đã viết chương 

trình tính Solar_Nonlocal_Static_2025 (SNS_2025) trong môi trường Matlab 

để phân tích tĩnh tấm nano hữu cơ. Chương trình gồm các mô đun chủ yếu sau: 

- Mô đun nhập số liệu, chia lưới phần tử. 
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- Mô đun giải bài toán tĩnh cho tấm nano hữu cơ. 

- Mô đun xuất kết quả. 

Bộ chương trình Solar_Nonlocal_Static_2025 có khả năng giải được bài 

toán tấm nano hữu cơ dưới tác dụng của tải trọng tĩnh. Bộ chương trình này cho 

phép xác định đáp ứng chuyển vị, ứng suất của tấm, đồng thời bộ chương trình 

tính cũng có khả năng khảo sát tác động của tham số kích thước hình học, tham 

số đàn hồi phi cục bộ,... đến đáp ứng tĩnh của tấm nano hữu cơ. 

Bắt đầu

 Nhập số liệu đầu vào: kích thước 

lưới chia, vật liệu, biên...

,K FTính F, K

Xử lý điều kiện biên 

(tự do, ngàm, tựa đơn)

Xuất các kết quả: 

chuyển vị, ứng suất

Kết thúc

Tính chuyển vị và ứng suất

 

Hình 3.1. Sơ đồ thuật toán giải bài toán tấm nano hữu cơ chịu uốn khi chịu tải 

trọng tĩnh. 
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3.2. Kiểm tra độ tin cậy của chương trình tính 

Phần này sẽ đưa ra các ví dụ để kiểm tra độ chính xác của lý thuyết và 

chương trình tính toán đã lập ở phần trên với cả phương pháp giải tích và 

phương pháp phần tử hữu hạn. Để giải phương trình (2.43) bằng phương pháp 

giải tích, luận án sử dụng dạng nghiệm Navier cho hai thành phần chuyển vị 

như sau: 

𝑤𝑏(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝑊𝑏𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛 (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋𝑦

𝑏
)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝑤𝑠(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑊𝑠𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛 (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋𝑦

𝑏
)∞

𝑛=1
∞
𝑚=1         

 

(3.3) 

trong đó m và n là các số tự nhiên, và Wbmn, Wsmn là biên độ của các chuyển vị 

tương ứng. Tải trọng tác dụng lên tấm với biên độ Pmax có biểu thức xác định 

như sau: 

𝑝𝑧(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑
16𝑃𝑚𝑎𝑥

𝜋2𝑚𝑛
∞
𝑚=1

∞
𝑚=1 𝑠𝑖𝑛 (

𝑚𝜋𝑥

𝑎
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋𝑦

𝑏
)        

 

(3.4) 

Thay các biểu thức (3.3) và (3.4) vào (2.43), thu được hệ phương trình chỉ 

gồm hai ẩn số là Wbmn và Wsmn như sau: 

[
𝐾11 𝐾12
𝐾21 𝐾22

] {
𝑊𝑏𝑚𝑛

𝑊𝑠𝑚𝑛
} = {

𝑃𝑏
𝑃𝑠
}        

 

(3.5) 

trong đó các hệ số: 

𝐾11 = 𝜒4𝐴𝑧11 + 2𝐴𝑧12𝜒
2𝜑2 + 𝐴𝑧12𝜑

4 + 4. 𝐴𝑧33𝜒
2𝜑2 

𝐾12 = 𝜑4𝐵𝑓11 + 2𝐵𝑓12𝜒
2𝜑2 + 𝐵𝑓12𝜒

4 + 4.𝐵𝑓33𝜒
2𝜑2 

𝐾21 = 𝜒4𝐵𝑓11 + 2𝐵𝑓12𝜒
2𝜑2 + 𝐵𝑓12𝜑

4 + 4.𝐵𝑓33𝜒
2𝜑2 

𝐾22 = 𝜑4𝐷𝑓11 + 2𝐷𝑓12𝜒
2𝜑2 + 𝐷𝑓12𝜒

4 + 4.𝐷𝑓33𝜒
2𝜑2 

(3.6) 
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2

max max

2 2

16 16
1 i i

b s

i

mP nP l h
P P

a n b m h

  
     

  


 
với 𝜒 = 𝜋/𝑎;  𝜑 = 𝜋/𝑏. Giải phương trình (3.5), sẽ thu được các biên độ Wbmn 

và Wsmn: 

{
𝑊𝑏𝑚𝑛

𝑊𝑠𝑚𝑛
} = [

𝐾11 𝐾12
𝐾21 𝐾22

]
−1

{
𝑃𝑏
𝑃𝑠
}        

 

(3.7) 

Thay (3.7) vào biểu thức (3.3), ta sẽ thu được chuyển vị uốn tĩnh của tấm 

nano hữu cơ tại mọi vị trí cần tìm. 

Ví dụ kiểm chứng 1: Ví dụ so sánh chuyển vị uốn tĩnh của tấm nano có 

một lớp xét đến ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước thông qua tham số phi cục 

bộ l. Thông số hình học của tấm gồm chiều dài và chiều rộng a = b = 10 nm, 

chiều dày tấm h biến đổi từ a/10 đến a/100. Các tham số vật liệu gồm mô đun 

đàn hồi E = 30 MPa, hệ số Poisson 𝜈 = 0.3, tải trọng phân bố đều với cường độ 

Q0 = 1 N/nm2, tấm tựa đơn trên các cạnh. 

Chuyển vị không thứ nguyên lớn nhất được tính toán theo công thức 

  3 3 2 4

max 010 / 12 1w h w Q a  . Cũng cần lưu ý ở đây rằng tấm chỉ có một lớp 

vật liệu nên tham số đàn hồi phi cục bộ không đổi theo chiều dày tấm. Bảng 

3.1 trình bày sự chính xác của kết quả tính toán bằng phương pháp phần tử hữu 

hạn (FEM) đối với chuyển vị uốn tĩnh của tấm nano bằng cách tăng dần lưới 

chia phần tử của tấm với các tham số đàn hồi phi cục bộ khác nhau, kết quả 

trong bảng này chứng tỏ khi số lượng phần tử của lưới chia tăng lên, kết quả 

tính toán chuyển vị của tấm nano có độ chính xác tốt hơn, và với lưới chia 

16x16 phần tử đảm bảo độ chính xác cần thiết khi so sánh với kết quả tính bằng 

phương pháp giải tích dựa trên lý thuyết biến dạng cắt bậc ba trong tài liệu [45], 

do vậy các tính toán dưới đây sẽ sử dụng lưới chia này để tính toán.  
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Bảng 3.2 liệt kê kết quả so sánh chuyển vị lớn nhất với các tham số phi 

cục bộ khác nhau và tham số chiều dày khác nhau, kết quả tính toán này chứng 

tỏ các kết quả tính toán bằng cách tiếp cận giải tích và phương pháp mô phỏng 

hữu hạn rất gần nhau và gần với kết quả đã công bố trong tài liệu[45], sự khác 

biệt ở đây là do lý thuyết tính toán của tài liệu [45] dựa trên lý thuyết biến dạng 

cắt bậc ba, còn trường chuyển vị trong luận án dựa trên lý thuyết biến dạng cắt 

cả tiến. 

Bảng 3.1. Sự chính xác của chuyển vị lớn nhất 𝑤̆ của tấm nano chịu tác dụng 

của tải trọng tĩnh, luận án sử dụng lưới chia phần tử tăng dần, a/h = 10,[45] sử 

dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc ba  

l 

(nm) 

Kết quả của luận án  

(Phương pháp phần tử hữu hạn với lưới chia khác nhau) 

Kết quả 

giải tích 

[45] 6×6 10×10 14×14 16×16 18×18 20×20 

fz là hàm đa thức 

0 4.394 4.314 4.292 4.287 4.283 4.281 4.185 

0.5 4.583 4.506 4.484 4.478 4.475 4.472 4.560 

1 5.151 5.081 5.059 5.053 5.049 5.046 4.936 

fz là hàm sin 

0 4.393 4.313 4.292 4.286 4.283 
4.280 4.185 

0.5 4.583 4.505 4.483 4.478 4.474 
4.472 4.560 

1 5.152 5.081 5.058 5.052 5.049 
5.046 4.936 

fz là hàm sin hyperbol 

0 4.394 4.314 4.292 4.287 4.283 
4.281 4.185 

0.5 4.583 4.506 4.484 4.478 4.475 
4.472 4.560 

1 5.151 5.081 5.059 5.053 5.049 5.046 4.936 
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Bảng 3.2. So sánh chuyển vị không thứ nguyên lớn nhất 𝑤̆ của tấm nano với 

các kết quả tín toán giải tích, [45] dựa trên lý thuyết biến dạng cắt bậc ba 

l 

(nm) 

Luận án Kết quả giải 

tích 

[45] LA1 LA2 LA3 LA4 LA5 LA6 

a/h=10 

0 4.261 4.287 4.261 4.286 4.261 4.287 4.185 

0.5 4.447 4.478 4.446 4.478 4.447 4.478 4.560 

1 5.004 5.053 5.003 5.052 5.004 5.053 4.936 

a/h=50 

0 4.063 4.085 4.063 4.085 4.063 4.085 4.015 

0.5 4.244 4.269 4.244 4.269 4.244 4.269 4.377 

1 4.786 4.823 4.786 4.823 4.786 4.823 4.740 

a/h=100 

0 4.057 4.078 4.057 4.078 4.057 4.078 4.010 

0.5 4.237 4.263 4.237 4.263 4.237 4.263 4.372 

1 4.779 4.816 4.779 4.816 4.779 4.816 4.734 

 

Ghi chú: LA1: Lời giải dạng giải tích, fz là hàm đa thức 

               LA2: Lời giải FEM, fz là hàm đa thức 

                LA3: Lời giải dạng giải tích, fz là hàm sin 

                LA4: Lời giải FEM, fz là hàm sin 

                LA5: Lời giải dạng giải tích, fz là hàm sin hyperbol 

                LA6: Lời giải FEM, fz là hàm sin hyperbol 

Ví dụ kiểm chứng 2: Ví dụ này kiểm chứng chuyển vị tại giữa tấm của 

tấm gồm ba lớp vật liệu, lớp giữa làm bằng vật liệu ZrO2 có các đặc trưng cơ 

tính [93]: Eg = 168.06 GPa, 𝜈𝑔= 0.298, hai lớp bề mặt làm bằng vật liệu SUS304 

có các đặc trưng cơ tính: Ebm = 207.79 GPa, 𝜈𝑏𝑚= 0.318. Tấm có ba lớp với tỷ 

lệ chiều dày các lớp là h1:h2:h3, ký hiệu (1-1-1) có nghĩa là chiều dày ba lớp 
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bằng nhau, ký hiệu (2-1-2) có nghĩa là chiều dày lớp giữa bằng một nửa chiều 

dày hai lớp bề mặt, và ký hiệu (1-8-1) có nghĩa là chiều dày lớp giữa gấp 8 lần 

chiều dày lớp bề mặt. Chiều dày tổng thể của tấm là h = a/10. Tấm có liên kết 

tựa đơn trên tất cả các cạnh và chịu tác dụng của tải trọng tĩnh và phân bố đều 

cường độ là Q0 (N/m2). 

Tham số so sánh là chuyển vị tại giữa tấm không thứ nguyên của tấm được 

tính theo công thức 𝑤̄ =
10𝐸0ℎ

𝑄0𝑎
2
𝑤 (𝑥 =

𝑎

2
, 𝑦 =

𝑏

2
), trong đó E0 = 1 GPa. Bảng 

3.3 thể hiện kết quả so sánh chuyển vị lớn nhất của tấm nhiều lớp với các tỷ lệ 

chiều dày khác nhau với kết quả tính bằng phương pháp phần tử hữu hạn dựa 

trên lý thuyết tấm Mindlin trong tài liệu [93]. Các kết quả so sánh trong bảng 

này chứng tỏ sự tin cậy của lý thuyết và chương trình tính toán đối với tấm 

nhiều lớp ở kích thước macro (chưa kể đến hiệu ứng kích thước). 

Bảng 3.3. So sánh chuyển vị lớn nhất 𝑤̆ của tấm nhiều lớp với các tỷ lệ chiều 

dày các lớp khác nhau (li = 0) 

Tỷ lệ 

chiều 

dày 

các 

lớp 

Luận án 
Lời giải  

bằng FEM  

[93] LA1 LA2 LA3 LA4 LA5 LA6 

1-1-1 0.224 0.225 0.224 0.225 0.224 0.225 0.224 

2-1-2 0.222 0.223 0.222 0.223 0.222 0.223 0.222 

1-8-1 0.247 0.249 0.247 0.249 0.247 0.249 0.248 

 

Ví dụ kiểm chứng 3: Ví dụ này kiểm chứng chuyển vị lớn nhất và ứng 

suất của tấm chịu liên kết tựa đơn, tấm vuông với chiều dài hai cạnh a = b, tỷ 

lệ chiều dài và chiều dày tấm là a/h = 10. Tải trọng tác dụng lên tấm là phân bố 

đều với cường độ Q0 (N/m2), các thông số vật liệu của tấm là E = 380 GPa, 𝑣 =
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0.3.  Các thông số không thứ nguyên của chuyển vị giữa tấm và ứng suất được 

tính toán theo công thức như sau: 

𝑤̃ =
10ℎ

3𝐸𝑐

𝑄0𝑎
4
𝑤(𝑥 =

𝑎

2
, 𝑦 =

𝑏

2
)  

 𝜎̃𝑥𝑥 =
ℎ

𝑄0𝑎
𝜎𝑥𝑥(𝑥 =

𝑎

2
, 𝑦 =

𝑏

2
, 𝑧 =

ℎ

2
) 

(3.7) 

Bảng 3.4 thể hiện kết quả tính toán và so sánh chuyển vị và ứng suất của 

tấm với các kết quả đã công bố trong tài liệu [94] và [95], trong đó tài liệu  [94] 

sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn và lý thuyết biến dạng cắt bậc ba, tài 

liệu [95] tính toán dựa trên phương pháp giải tích và lý thuyết biến dạng cắt bậc 

ba. Các kết quả so sánh chứng tỏ sự tin cậy của lý thuyết và chương trình tính 

trong luận án đối với tấm ở kích thước macro (chưa kể đến hiệu ứng kích thước, 

li = 0). 

Bảng 3.4. So sánh chuyển vị 𝑤̃ và ứng suất 𝜎̃𝑥𝑥 của tấm với các kết quả tính 

bằng nhiều cách giải khác nhau (li = 0) 

Luận án 

 Kết quả 

giải bằng 

phương 

pháp giải 

tích 

[96] 

 Kết quả 

tính bằng 

FEM   

[94] 
LA1 LA2 LA3 LA4 LA5 LA6 

𝑤̃ =
10ℎ

3𝐸𝑐
𝑃𝑎4

𝑤(𝑥 =
𝑎

2
, 𝑦 =

𝑏

2
) 

0.465 0.467 0.465 0.467 0.465 0.467 0.466 0.463 

𝜎̃𝑥𝑥 =
ℎ

𝑃𝑎
𝜎𝑥𝑥(𝑥 =

𝑎

2
, 𝑦 =

𝑏

2
, 𝑧 =

ℎ

2
) 

2.829 2.887 2.828 2.889 2.828 2.887 2.892 2.893 
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3.3. Khảo sát ảnh hưởng của một số tham số đến đáp ứng uốn tĩnh của tấm 

nano hữu cơ 

Trên cơ sở chương trình đã lập, trong mục này, tác giả tiến hành phân 

tích uốn tấm nano hữu cơ với các hình dạng, thông số hình học, thuộc tính vật 

liệu như mô tả dưới đây. 

Tấm nano hữu cơ chịu tác dụng của tải trọng tĩnh như Hình 2.1. Các tham 

số hình học của tấm bao gồm chiều dài tấm là a, chiều rộng tấm là b, chiều dày 

là h, tỷ lệ a/b thay đổi từ 1 đến 4, tỷ lệ chiều dày a/h thay đổi từ 10 đến 50. Tấm 

gồm 5 lớp vật liệu, tổng chiều dày là h = 0.55044 nm, mỗi lớp có chiều dày là 

hi, tỷ lệ chiều dày các lớp tương ứng là 550:0.120:0.050:0.170:0.100. Các đặc 

trưng cơ tính của từng lớp được cho như trong bảng 3.5, tải trọng phân bố đều 

tác dụng lên tấm có cường độ là Pmax.  

Bảng 3.5. Một số đặc trưng cơ tính từng lớp vật liệu của nano hữu cơ [48] 

Thứ tự lớp Vật liệu 
Mô đun E 

(GPa) 
Hệ số 𝜈 

Khối lượng 

riêng (kg/m3) 

1 Glass 69 0.23 2400 

2 ITO 116 0.35 7120 

3 PEDOT: PSS 2.3 0.4 1000 

4 
P3HT: 

PCBM 
6 0.23 1200 

5 Aluminum 70 0.35 2601 

Hai tham số được tính toán và khảo sát đối với bài toán uốn tĩnh là chuyển 

vị và ứng suất của điểm giữa tấm, các tham số này được chuẩn hóa theo công 

thức sau: 

3

0*

4

10
,

2 2

glass

max

h E a b
w w x y

P a

 
   

 
 

(3.8) 
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* 0

max

( , , )
2 2 2

x x

h a b h
x y z

P a
    

 

trong đó h0 = 1 nm. 

Để thấy rõ tác động của hiệu ứng kích thước nhỏ đến đáp ứng của tấm 

nano hữu cơ, nghiên cứu này tính toán sự khác biệt giữa trường hợp bỏ qua 

tham số đàn hồi phi cục bộ li và trường hợp có tính đến tham số đàn hồi phi cục 

bộ li, công thức tính toán sự khác biệt này như sau: 

 

 

* 0

* 0

i

w

i

w l
Diff

w l





; 

 

 

*

*

0

0

x i

x i

l
Diff

l










; 

 

 

*

*

0

0

i i

i i

l
Diff

l










 

(3.9) 

 

- Ảnh hưởng của chiều dày tấm và tham số đàn hồi phi cục bộ 

Để xem xét ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước đối với đáp ứng chuyển 

vị và ứng suất của tấm nano hữu cơ, luận án cho tham số phi cục bộ của mỗi 

lớp li biến đổi từ 0 đến 2hi, tỷ lệ chiều dài và chiều dày của tấm biến đổi từ 10 

đến 50, kết quả tính toán chuyển vị và ứng suất được thể hiện như trong các 

bảng 3.6 và 3.7. Một số nhận xét từ các kết quả tính toán: 

+ Nếu tham số đàn hồi phi cục bộ li có giá trị càng lớn thì cả chuyển vị 

uốn tĩnh và ứng suất của tấm nano hữu cơ có giá trị càng lớn, điều này chứng 

tỏ tham số đàn hồi phi cục bộ đã làm giảm độ cứng của tấm nano hữu cơ. 

+ Các kết quả tính toán bằng cả phương pháp giải tích và phương pháp 

phần tử hữu hạn với ba lý thuyết tấm khác nhau đều cho các kết quả gần giống 

nhau, điều này chứng tỏ rằng có thể áp dụng phương pháp tính giải tích hoặc 

phương pháp số để giải quyết bài toán uốn tĩnh của tấm nano hữu cơ. 
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Hình 3.2 là đồ thị biểu diễn sự khác biệt của chuyển vị uốn tĩnh và ứng 

suất theo tỷ lệ li/h ứng với ba giá trị của tỷ lệ chiều dài và chiều dày a/h, khi tỷ 

lệ a/h =10, thì sự sai lệch của chuyển vị và ứng suất (giữa hai trường hợp tính 

đến tham số phi cục bộ và bỏ qua tham số phi cục bộ li) càng rõ rệt khi tỷ lệ li/h 

nhận giá trị càng lớn. Tuy nhiên đối với trường hợp a/h =50 thì sự sai lệch giữa 

hai trường hợp này lại không rõ rệt (sai lệch lớn nhất của chuyển vị không vượt 

quá 3% ứng với li/hi = 2), điều này cũng có nghĩa rằng nếu không yêu cầu độ 

chính xác quá khắt khe thì có thể bỏ qua ảnh hưởng của tham số đàn hồi phi 

cục bộ, và sẽ đơn giản tính toán hơn rất nhiều. 

Bảng 3.6. Chuyển vị uốn w* của tấm nano hữu cơ phụ thuộc tỷ lệ a/h và tham 

số phi cục bộ li, b/a = 1 

li/hi 0 0.2 0.5 1.0 1.5 2.0 

a = 10h 

LA1 2.9347 2.9552 3.0625 3.4458 4.0847 4.9791 

LA2 2.9068 2.9276 3.0365 3.4257 4.0742 4.9822 

LA3 2.9345 2.9550 3.0623 3.4456 4.0845 4.9788 

LA4 2.9066 2.9273 3.0363 3.4253 4.0737 4.9815 

LA5 2.9347 2.9552 3.0625 3.4458 4.0847 4.9791 

LA6 2.9068 2.9276 3.0365 3.4257 4.0742 4.9822 

a = 20h 

LA1 2.8375 2.8425 2.8689 2.9629 3.1196 3.3389 

LA2 2.8091 2.8141 2.8406 2.9354 3.0933 3.3144 

LA3 2.8375 2.8425 2.8688 2.9628 3.1195 3.3389 

LA4 2.8090 2.8141 2.8406 2.9354 3.0933 3.3144 

LA5 2.8375 2.8425 2.8689 2.9629 3.1196 3.3389 

LA6 2.8091 2.8141 2.8406 2.9354 3.0933 3.3144 

a = 50h 

LA1 2.8103 2.8111 2.8153 2.8302 2.8552 2.8901 

LA2 2.7817 2.7825 2.7867 2.8017 2.8268 2.8619 

LA3 2.8103 2.8111 2.8153 2.8302 2.8552 2.8901 

LA4 2.7816 2.7824 2.7867 2.8017 2.8268 2.8619 

LA5 2.8103 2.8111 2.8153 2.8302 2.8552 2.8901 

LA6 2.7817 2.7825 2.7867 2.8017 2.8268 2.8619 
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Bảng 3.7. Ứng suất 𝜎𝑥
∗
 của tấm nano hữu cơ phụ thuộc tỷ lệ a/h và tham số đàn 

hồi phi cục bộ li, b/a = 1 

li/hi 0 0.2 0.5 1.0 1.5 

a = 10h 

LA1 4.8630 4.8818 4.9804 5.3327 5.9200 

LA2 4.9602 4.9868 5.1267 5.6263 6.4590 

LA3 4.8643 4.8831 4.9816 5.3333 5.9196 

LA4 4.9621 4.9887 5.1287 5.6285 6.4615 

LA5 4.8628 4.8816 4.9803 5.3327 5.9200 

LA6 4.9600 4.9867 5.1265 5.6261 6.4587 

a = 20h 

LA1 9.6945 9.7041 9.7544 9.9340 10.2334 

LA2 9.8771 9.8902 9.9593 10.2059 10.6170 

LA3 9.6952 9.7048 9.7550 9.9346 10.2339 

LA4 9.8781 9.8913 9.9606 10.2084 10.6213 

LA5 9.6945 9.7040 9.7543 9.9340 10.2334 

LA6 9.8770 9.8901 9.9592 10.2057 10.6165 

a = 50h 

LA1 24.2144 24.2182 24.2385 24.3107 24.4311 

LA2 24.6627 24.6679 24.6952 24.7924 24.9545 

LA3 24.2147 24.2185 24.2387 24.3110 24.4314 

LA4 24.6632 24.6684 24.6957 24.7932 24.9559 

LA5 24.2144 24.2182 24.2384 24.3107 24.4311 

LA6 24.6627 24.6679 24.6951 24.7924 24.9544 
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a. Kết quả tính sai số chuyển vị bằng lời giải giải tích và PTHH 

 

b. Kết quả tính sai số ứng suất dựa trên PTHH 

Hình 3.2 Biểu đồ biểu diễn sai số của chuyển vị (a) và ứng suất (b) phụ thuộc 

li/hi ứng với các trường hợp của tỷ lệ a/h, fz là hàm đa thức, a/b=1 

- Ảnh hưởng của tỷ lệ chiều dài b/a và tham số đàn hồi phi cục bộ  

Bảng 3.8 và 3.9 thể hiện chuyển vị và ứng suất của tấm nano hữu cơ với 

trường hợp tỷ lệ chiều dài hai cạnh tấm b/a và tỷ lệ li/hi nhận các giá trị khác 

nhau. Các kết quả tính toán thể hiện rằng: 

+ Khi tỷ lệ chiều dài các cạnh tấm b/a tăng lên thì độ cứng của tấm nano 

hữu cơ giảm xuống, kết quả là chuyển vị uốn của tấm tăng nano lên, do vậy 

ứng suất của tấm cũng tăng lên. Và cũng dễ dàng thấy rằng với các giá trị của 

tỷ lệ b/a khác nhau thì khi giá trị của tham số đàn hồi phi cục bộ li càng lớn, thì 

sự sai lệch giữa chuyển vị và ứng suất của tấm nano hữu cơ so với trường hợp 

tính theo lý thuyết cổ điển (bỏ qua tham số phi cục bộ li). Điều này tiếp tục 
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khẳng định rằng không thể bỏ qua ảnh hưởng của tham số đàn hồi phi cục bộ 

khi tính toán đối với tấm nano hữu cơ. 

+ Kết quả tính toán bằng phương pháp phần tử hữu hạn và phương pháp 

giải tích với cả ba lý thuyết biến dạng cắt đều cho kết quả rất gần nhau. 

Trên hình 3.3 trình bày kết quả tính toán sai khác ứng suất và chuyển vị 

theo tỷ lệ li/hi ứng với ba trường hợp của tỷ lệ b/a, có thể thấy rằng sự sai lệch 

này tăng dần khi tăng giá trị của tham số đàn hồi phi cục bộ li, và sự sai lệch 

này giảm dần khi tỷ lệ b/a tăng dần. Như vậy có thể thấy rằng sự sai lệch ứng 

suất và chuyển vị trong trường hợp có tính đến lý thuyết đàn hồi phi cục bộ và 

tính theo lý thuyết cổ điển (bỏ qua tham số đàn hồi phi cục bộ) phụ thuộc vào 

cả tỷ lệ chiều dài các cạnh của tấm và tỷ lệ chiều dài so với chiều dày của tấm 

nano hữu cơ. 

Bảng 3.8. Chuyển vị uốn w* của tấm nano phụ thuộc tỷ lệ b/a, a/h=10 

li/hi 0 0.2 0.5 1.0 1.5 

b = a 

LA1 2.9347 2.9552 3.0625 3.4458 4.0847 

LA2 2.9068 2.9276 3.0365 3.4257 4.0742 

LA3 2.9345 2.9550 3.0623 3.4456 4.0845 

LA4 2.9066 2.9273 3.0363 3.4253 4.0737 

LA5 2.9347 2.9552 3.0625 3.4458 4.0847 

LA6 2.9068 2.9276 3.0365 3.4257 4.0742 

b = 2a 

LA1 7.1675 7.1984 7.3609 7.9413 8.9085 

LA2 7.1289 7.1607 7.3273 7.9223 8.9140 

LA3 7.1672 7.1981 7.3606 7.9410 8.9082 

LA4 7.1286 7.1603 7.3269 7.9218 8.9133 

LA5 7.1675 7.1984 7.3609 7.9413 8.9085 

LA6 7.1289 7.1607 7.3273 7.9223 8.9140 

b = 4a 

LA1 8.8001 8.8324 9.0024 9.6094 10.6211 

LA2 8.9736 9.0082 9.1899 9.8387 10.9201 
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LA3 8.7997 8.8321 9.0021 9.6091 10.6208 

LA4 8.9732 9.0078 9.1895 9.8383 10.9197 

LA5 8.8000 8.8324 9.0024 9.6094 10.6211 

LA6 8.9736 9.0082 9.1899 9.8387 10.9201 

 

Bảng 3.9. Ứng suất 𝜎𝑥
∗
 của tấm nano hữu cơ phụ thuộc tỷ lệ b/a và tham số đàn 

hồi phi cục bộ li, a/h=10 

li/hi LA1 LA2 LA3 LA4 LA5 LA6 

b = a 

1.5 5.9200 6.4590 5.9196 6.4615 5.9200 6.4587 

1.0 5.3327 5.6263 5.3333 5.6285 5.3327 5.6261 

0.5 4.9804 5.1267 4.9816 5.1287 4.9803 5.1265 

0.2 4.8818 4.9868 4.8831 4.9887 4.8816 4.9867 

0 4.8630 4.9602 4.8643 4.9621 4.8628 4.9600 

b =2a 

1.5 12.6124 13.227 12.6124 13.2323 13.2323 13.2272 

1.0 11.6160 11.9867 11.6176 11.9902 11.6158 11.9863 

0.5 11.0181 11.2421 11.0202 11.2450 11.0179 11.2418 

0.2 10.8507 11.0336 10.8529 11.0364 10.8505 11.0333 

0 10.8188 10.9939 10.8211 10.9966 10.8186 10.9936 

b =4a 

1.5 14.8298 15.9255 14.8307 15.9305 14.8297 15.9250 

1.0 13.7659 14.5756 13.7677 14.5796 13.7658 14.5752 

0.5 13.1276 13.7656 13.1298 13.7691 13.1274 13.7653 

0.2 12.9489 13.5389 12.9513 13.5421 12.9487 13.5385 

0 12.9148 13.4957 12.9172 13.4989 12.9146 13.4954 
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a. Kết quả tính sai số chuyển vị dựa trên lời giải giải tích và PTHH 

 

b. Kết quả tính sai số ứng suất dựa trên PTHH 

Hình 3.3. Biểu đồ biểu diễn sai số của chuyển vị (a) và ứng suất (b) theo tỷ lệ 

li/hi ứng với các trường hợp của tỷ lệ b/a, fz là hàm đa thức, a/h=10 
   

3.4. Kết luận chương 3 

Trong chương 3, NCS đã trình bày thuật toán phần tử hữu hạn giải quyết 

bài toán uốn tĩnh của tấm nano hữu cơ. Qua các số liệu tính toán, tác giả rút ra 

một số kết luận chủ đạo: 
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Đã xây dựng được thuật toán phần tử hữu hạn và chương trình 

Solar_Nonlocal_Static_2025 (SNS_2025) tính toán tấm nano hữu cơ có tính 

đến hiệu ứng kích thước. Luận án cũng đưa ra lời giải dạng Navier để kiểm 

chứng với kết quả tính bằng phương pháp phần tử hữu hạn. Kết quả tính toán 

của phương pháp phần tử hữu hạn được so sánh với các kết quả tính bằng 

phương pháp giải tích và với các kết quả đã công bố nhằm chứng minh độ chính 

xác và tin cậy. 

Qua các kết quả khảo sát, luận án nhận thấy tùy thuộc vào thông số hình 

học của tấm, ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước (thông qua tham số đàn hồi 

phi cục bộ) sẽ khác nhau. Do đó, khi thiết kế tấm nano hữu cơ sử dụng cho 

những yêu cầu cụ thể, người kỹ sư cần chú ý những vấn đề trên để kết cấu có 

thể làm việc đạt được hiệu quả cao. 

Nội dung của chương này đã được công bố trong bài báo thứ 1 (Danh 

mục công trình của tác giả).  
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  PHÂN TÍCH ĐÁP ỨNG ĐỘNG CỦA TẤM NANO HỮU CƠ 

CÓ XÉT ĐẾN ẢNH HƯỞNG CỦA HIỆU ỨNG KÍCH THƯỚC  

VÀ KHẢO SÁT ẢNH HƯỞNG CỦA MỘT SỐ YẾU TỐ 

Equation Section (Next) 

Trong chương này, luận án tiến hành lập phương trình, thuật toán và 

chương trình máy tính giải bài toán dao động tự do không cản và dao động 

cưỡng bức có cản của tấm nano hữu cơ. Đồng thời, luận án cũng làm rõ ảnh 

hưởng của một số tham số đến đáp ứng động lực học của tấm nano hữu cơ như 

hệ số đàn hồi phi cục bộ, tham số hình học tấm, điều kiện biên. 

4.1. Bài toán dao động riêng 

 Thuật toán PTHH và chương trình tính dao động riêng 

Từ phương trình chuyển động của tấm (2.78), bỏ qua tải trọng ngoài và 

bỏ qua cản của kết cấu (bỏ qua tính đàn nhớt) ta thu được phương trình dao 

động tự do không cản của tấm như sau: 

 Mq̈ + Kq = 𝟎                                            (4.1) 

Để tìm tần số dao động tự do và các dạng dao động riêng tương ứng của 

tấm nano hữu cơ, giả thiết nghiệm của (4.1) có dạng: 𝒒 = 𝒒0 𝑠𝑖𝑛(𝜔 𝑡), trong 

đó 𝒒0 là biên độ và 𝜔 là tần số dao động của tấm. Từ đó phương trình dao động 

tự do (4.1) dẫn tới bài toán trị riêng có dạng như sau: 

 (𝑲 −𝑴𝜔2)𝒒0 = 𝟎                                           (4.2) 

Phương trình (4.2) là hệ phương trình tuyến tính thuần nhất và có nghiệm 

không tầm thường 𝒒0 ≠ 𝟎 khi và chỉ khi định thức của ma trận (𝑲 −𝑴𝜔2) 

bằng không: 

 det (𝑲 −𝑴𝜔2) = 0                                              (4.3) 

Phương trình (4.3) là phương trình đa thức bậc N đối với 𝜔2. Giải phương 

trình này ta tìm được N giá trị tần số riêng 𝜔𝑖 của kết cấu. Tương ứng với mỗi 
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tần số riêng 𝜔𝑖 thay vào phương trình (4.2) ta tìm được véc tơ riêng 𝒒𝑖 tương 

ứng. Véc tơ riêng 𝒒𝑖 là các biên độ dao động của các nút và được gọi là dạng 

dao động riêng của tấm tương ứng với tần số 𝜔𝑖. 

Sơ đồ giải thuật giải quyết bài toán dao động riêng tấm nano hữu cơ được 

thể hiện như Hình 4.1. 

Trên cơ sở lý thuyết và thuật toán đã chỉ ra ở phần trên, tác giả đã xây 

dựng bộ chương trình tính Solar_Nonlocal_Freevibration_2025 (SNF_2025) 

trong môi trường Matlab để phân tích dao động riêng tấm nano hữu cơ dưới 

các điều kiện biên khác nhau. Chương trình tính toán có các mô đun chủ yếu: 

- Nhập số liệu, chia lưới phần tử. 

- Giải bài toán dao động riêng đối với tấm nano hữu cơ. 

- Xuất dữ liệu kết quả. 

Bộ chương trình Solar_Nonlocal_Freevibration_2025 có khả năng giải 

được các bài toán dao động tự do cho tấm nano hữu cơ và xem xét ảnh hưởng 

của các tham số như thay đổi điều kiện biên, kích thước hình học đến dao động 

riêng của tấm. 
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Bắt đầu

     Nhập số liệu đầu vào:kích thước, 

 lưới chia, điều kiện biên,...

,K MTính K, M

Xử lý điều kiện biên: 

Tự do, ngàm, tựa đơn

Xuất các kết quả: Tần số, 

các dạng dao động

Kết thúc

Tính tần số dao động riêng theo (4.3) 

 

Hình 4.1. Sơ đồ giải thuật giải quyết bài toán dao động riêng tấm nano hữu cơ 

 Kiểm tra sự hội tụ và độ chính xác của chương trình tính 

Để kiểm tra độ chính xác và độ hội tụ của chương trình tính, luận án tiến 

hành so sánh tham số tần số dao động riêng không thứ nguyên của tấm nano 

với các kết quả tính toán bằng phương pháp giải tích. 

Sau đây luận án trình bày thêm cách giải bài toán dao động riêng bằng 

phương pháp giải tích để nhằm so sánh đối chiếu với lời giải bằng phương pháp 

phần tử hữu hạn. Đối với bài toán dao động riêng, từ phương trình (2.43), không 

xét đến vế phải và bỏ qua cản, luận án sử dụng dạng nghiệm Navier như sau: 

𝑤𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑𝑊𝑏𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛 (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋𝑦

𝑏
)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝑒𝑖𝜔𝑡 (4.4) 
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𝑤𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ ∑ 𝑊𝑠𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛 (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋𝑦

𝑏
)∞

𝑛=1
∞
𝑚=1 𝑒𝑖𝜔𝑡        

 
trong đó m và n là các số tự nhiên, và Wbmn, Wsmn là biên độ của các chuyển vị 

tương ứng, i2 = -1, 𝜔 là tần số dao động của tấm.  Thay các biểu thức (4.4) vào 

(2.43), ta thu được hệ phương trình như sau: 

[
𝐾11 −𝑀11 𝐾12 −𝑀12
𝐾21 −𝑀21 𝐾22 −𝑀22

] {
𝑊𝑏𝑚𝑛

𝑊𝑠𝑚𝑛
} = {

0
0
}        

 

(4.5) 

trong đó các hệ số: 

𝐾11 = 𝜒
4𝐴𝑧11 + 2𝐴𝑧12𝜒

2𝜑2 + 𝐴𝑧12𝜑
4 + 4. 𝐴𝑧33𝜒

2𝜑2 

𝐾12 = 𝜑
4𝐵𝑓11 + 2𝐵𝑓12𝜒

2𝜑2 + 𝐵𝑓12𝜒
4 + 4.𝐵𝑓33𝜒

2𝜑2 

𝐾21 = 𝜒4𝐵𝑓11 + 2𝐵𝑓12𝜒
2𝜑2 + 𝐵𝑓12𝜑

4 + 4.𝐵𝑓33𝜒
2𝜑2 

𝐾22 = 𝜑4𝐷𝑓11 + 2𝐷𝑓12𝜒
2𝜑2 + 𝐷𝑓12𝜒

4 + 4.𝐷𝑓33𝜒
2𝜑2 

𝑀11 = 𝜔
2 (𝐻0 − 𝐻̃0(𝜒

2 + 𝜑2) + 𝐻1(𝜒
2 + 𝜑2) − 𝐻̃1(𝜒

4 + 𝜑4 + 2𝜒2𝜑2)) 

𝑀12 = 𝜔
2 (𝐻0 − 𝐻̃0(𝜒

2 + 𝜑2) + 𝐻4(𝜒
2 + 𝜑2) − 𝐻̃4(𝜒

4 + 𝜑4 + 2𝜒2𝜑2)) 

𝑀21 = 𝜔2 (𝐻0 − 𝐻̃0(𝜒
2 +𝜑2) + 𝐻2(𝜒

2 + 𝜑2) − 𝐻̃2(𝜒
4 + 𝜑4 + 2𝜒2𝜑2)) 

𝑀22 = 𝜔2 (𝐻0 − 𝐻̃0(𝜒
2 + 𝜑2) + 𝐻3(𝜒

2 + 𝜑2) − 𝐻̃3(𝜒
4 + 𝜑4 + 2𝜒2𝜑2))        

(4.6) 

với 𝜒 = 𝜋/𝑎;  𝜑 = 𝜋/𝑏. Giải phương trình (4.5), ta sẽ thu được các tần số dao 

động riêng kèm theo các dạng riêng tương ứng. Trong nghiên cứu này, luận án 

sử dụng dạng nghiệm gồm ba số hạng đầu tiên là đảm bảo sự chính xác của kết 

quả tính toán. 

 Ví dụ kiểm chứng 4: Ví dụ này so sánh tần số dao động riêng của tấm 

nano có xét đến ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước thông qua tham số đàn hồi 

phi cục bộ l. Các thông số hình học của tấm gồm chiều dài và chiều rộng a = b 

= 10 nm, chiều dày tấm h biến đổi từ a/10 đến a/100. Các tham số vật liệu gồm 
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mô đun đàn hồi E = 30 MPa, hệ số Poisson 𝜈 = 0.3, khối lượng riêng 𝜌 = 1 

kg/m3, tấm tựa đơn trên các cạnh. 

Tần số dao động riêng của tấm 𝜔̆ = ℎ3𝜔1/√𝜌/𝐺, trong đó 𝐺 = 𝐸/2(1 +

𝜈). Sự hội tụ của kết quả tính toán bằng phương pháp phần tử hữu hạn (FEM) 

đối với tần số dao động riêng đầu tiên của tấm nano bằng cách tăng dần lưới 

chia phần tử của tấm với các tham số đàn hồi phi cục bộ khác nhau được cho 

như trong bảng 4.1, các kết quả tính toán này cho thấy rằng khi số lượng phần 

tử của lưới chia tăng lên, kết quả tính toán chuyển vị của tấm nano hội tụ, và 

với lưới chia 16×16 phần tử đảm bảo độ chính xác cần thiết khi so sánh với kết 

quả tính bằng lời giải dạng giải tích dựa trên lý thuyết biến dạng cắt bậc ba 

trong tài liệu [45], do vậy các tính toán dưới đây sẽ sử dụng lưới chia này để 

tính toán.  

Bảng 4.2 trình bày kết quả so sánh tần số dao động riêng đầu tiên với các 

tham số phi cục bộ và tham số chiều dày khác nhau, kết quả tính toán này chứng 

tỏ các kết quả tính toán bằng cả phương pháp giải tích và phương pháp phần tử 

hữu hạn rất gần nhau và gần với kết quả đã chỉ ra trong tài liệu [45], sự khác 

biệt ở đây là do lý thuyết tính toán trường chuyển vị của tài liệu [45] so với 

trường chuyển vị trong luận án là khác nhau. 

Bảng 4.1. Sự hội tụ của tần số dao động riêng không thứ nguyên 𝜔̆ của tấm 

nano khi lưới chia phần tử tăng dần, a/h = 10, tài liệu [45] sử dụng lý thuyết 

biến dạng cắt bậc ba 

l 

(nm) 

Kết quả tính toán tần số của luận án bằng  

phương pháp phần tử hữu hạn với lưới chia khác nhau 
Kết quả 

giải tích 

[45] 6×6 10×10 14×14 16×16 18×18 20×20 

fz là hàm đa thức 

0 0.091 0.092 0.092 0.092 0.092 0.092 0.093 

1 0.083 0.084 0.084 0.084 0.084 0.084 0.085 
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2 0.077 0.078 0.078 0.078 0.078 0.078 0.079 

fz là hàm sin 

0 0.091 0.092 0.092 0.092 0.092 0.092 0.093 

1 0.083 0.084 0.084 0.084 0.084 0.084 0.085 

2 0.077 0.078 0.078 0.078 0.078 0.078 0.079 

fz là hàm sin hyperbol 

0 0.091 0.092 0.092 0.092 0.092 
0.092 0.093 

1 0.083 0.084 0.084 0.084 0.084 
0.084 0.085 

2 0.077 0.078 0.078 0.078 0.078 
0.078 0.079 

Bảng 4.2. So sánh tần số dao động tự nhiên đầu tiên 𝜔̆ của tấm nano với các 

kết quả giải tích, tài liệu [45] áp dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc cao 

l 

(nm) 
LA1 LA2 LA3 LA4 LA5 LA6 

Kết quả  

giải tích 

[45] 

a=10h 

2 0.0798 0.0786 0.0798 0.0786 0.0798 0.0786 0.0791 

1 0.0861 0.0848 0.0861 0.0848 0.0861 0.0848 0.0854 

0 0.0944 0.0928 0.0944 0.0928 0.0944 0.0928 0.0935 

a=20h 

2 0.0202 0.0201 0.0202 0.0201 0.0202 0.0201 0.0202 

1 0.0218 0.0217 0.0218 0.0217 0.0218 0.0217 0.0218 

0 0.0239 0.0238 0.0239 0.0238 0.0239 0.0238 0.0239 

Ghi chú: LA1: Lời giải dạng giải tích, fz là hàm đa thức 

               LA2: Lời giải FEM, fz là hàm đa thức 

               LA3: Lời giải dạng giải tích, fz là hàm sin 

               LA4: Lời giải FEM, fz là hàm sin 
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                LA5: Lời giải dạng giải tích, fz là hàm sin hyperbol          

                LA6: Lời giải FEM, fz là hàm sin hyperbol 

 Kết quả tính toán số khảo sát ảnh hưởng của một số tham số đến đáp 

ứng dao động riêng của tấm nano hữu cơ 

Phần này trình bày tính toán đối với tấm nano hữu cơ với các thông số như 

ở mục 3.3. Bảng 4.3 trình bày kết quả tính toán tần số dao động riêng đầu tiên 

của tấm nano hữu cơ và Bảng 4.4 thể hiện sự biến đổi của 6 tần số dao động 

riêng đầu tiên của tấm nano hữu cơ phụ thuộc vào tỷ lệ li/hi ứng với các giá trị 

khác nhau của tỷ số a/h, bằng việc nhìn vào các số liệu này, chúng ta thấy rằng 

khi tăng tỷ lệ li/hi thì tần số dao động riêng của tấm giảm xuống, và khi tấm 

càng mỏng (thể hiện ở tỷ lệ a/h càng lớn) thì sự giảm của tần số dao động riêng 

đầu tiên của tấm càng không rõ rệt.  

Hình 4.2 thể hiện sự khác biệt của tần số dao động tự nhiên đầu tiên trong 

trường hợp tính đến ảnh hưởng của tham số đàn hồi phi cục bộ và bỏ qua ảnh 

hưởng của tham số này, người ta thấy rằng khi tấm càng mỏng (tức tỷ lệ a/h 

càng lớn) thì sự khác biệt tần số dao động riêng đầu tiên giữa hai trường hợp 

này là càng nhỏ, ví dụ như trường hợp a/h=50, sự khác biệt giữa hai trường hợp 

là chưa đến 4%, nếu không cần độ chính xác cao, có thể không cần tính đến 

ảnh hưởng của tham số đàn hồi phi cục bộ li. Nhưng với tỷ lệ a/h=10, ta nhận 

thấy rằng khi tỷ lệ li/hi  càng lớn thì việc bỏ qua ảnh hưởng của tham số đàn hồi 

phi cục bộ li sẽ không còn chính xác khi tính toán dao động riêng của tấm nano 

hữu cơ. Điều này cũng được xác thực thông qua hình 4.3, với tỷ lệ a/h = 10 thì 

sự khác biệt của các tần số giữa hai trường hợp khi tỷ lệ li/hi có giá trị lớn thì 

càng rõ rệt. Hình 4.4 trình bày bốn dạng dao động riêng đầu tiên của tấm nano 

hữu cơ ứng với trường hợp tính theo fz là hàm đa thức. 
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Bảng 4.3. Tần số dao động tự nhiên đầu tiên 𝜔1
∗ của tấm nano hữu cơ phụ thuộc 

vào a/h và tham số đàn hồi phi cục bộ, b/a = 1, 
*

1 1 /glass glassh E    

li/hi LA1 LA2 LA3 LA4 LA5 LA6 

a=10h 

2.0 0.0430 0.0423 0.0430 0.0423 0.0430 0.0423 

1.5 0.0478 0.0471 0.0478 0.0471 0.0478 0.0471 

1.0 0.0525 0.0517 0.0525 0.0517 0.0525 0.0517 

0.5 0.0561 0.0552 0.0561 0.0552 0.0561 0.0552 

0.2 0.0572 0.0563 0.0572 0.0563 0.0572 0.0563 

0 0.0575 0.0565 0.0575 0.0565 0.0575 0.0565 

a=20h 

2.0 0.0133 0.0132 0.0133 0.0132 0.0133 0.0132 

1.5 0.0138 0.0137 0.0138 0.0137 0.0138 0.0137 

1.0 0.0142 0.0141 0.0142 0.0141 0.0142 0.0141 

0.5 0.0144 0.0144 0.0144 0.0144 0.0144 0.0144 

0.2 0.0145 0.0144 0.0145 0.0144 0.0145 0.0144 

0 0.0145 0.0144 0.0145 0.0144 0.0145 0.0144 

a=50h 

2.0 0.002303 0.002298 0.002303 0.002298 0.002303 0.002298 

1.5 0.002319 0.002314 0.002318 0.002314 0.002319 0.002314 

1.0 0.002330 0.002325 0.002330 0.002325 0.002330 0.002325 

0.5 0.002337 0.002332 0.002337 0.002332 0.002337 0.002332 

0.2 0.002339 0.002334 0.002338 0.002334 0.002339 0.002334 

0 0.002339 0.002334 0.002339 0.002334 0.002339 0.002334 
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Bảng 4.4. Sáu tần số dao động tự nhiên đầu tiên 𝜔𝑖
∗ của tấm nano hữu cơ phụ 

thuộc vào a/h và tham số đàn hồi phi cục bộ, fz là hàm đa thức, b/a = 1, 

* /i i glass glassh E    

li/hi 𝜔1
∗ 𝜔2

∗  𝜔3
∗  𝜔4

∗ 𝜔5
∗  𝜔6

∗  

a=10h 

2.0 0.0423 0.0785 0.1017 0.1142 0.1283 0.1445 

1.5 0.0471 0.0931 0.1245 0.1416 0.1612 0.1836 

1.0 0.0517 0.1107 0.1550 0.1802 0.2102 0.2451 

0.5 0.0552 0.1276 0.1894 0.2274 0.2762 0.3365 

0.2 0.0563 0.1339 0.2040 0.2490 0.3095 0.3878 

0 0.0565 0.1352 0.2072 0.2538 0.3173 0.4006 

a=20h 

2.0 0.0132 0.0292 0.0420 0.0497 0.0592 0.0710 

1.5 0.0137 0.0316 0.0468 0.0562 0.0682 0.0833 

1.0 0.0141 0.0337 0.0514 0.0627 0.0779 0.0975 

0.5 0.0144 0.0352 0.0549 0.0680 0.0861 0.1104 

0.2 0.0144 0.0356 0.0560 0.0697 0.0889 0.1151 

0 0.0144 0.0357 0.0562 0.0700 0.0894 0.1161 
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Hình 4.2. Sự khác biệt của tần số dao động riêng thứ nhất của tấm nano hữu 

cơ trong trường hợp có tính đến ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước và trường 

hợp bỏ qua hiệu ứng kích thước, fz là hàm đa thức 

 

Hình 4.3. Sự khác biệt của sáu tần số dao động tự nhiên đầu tiên của tấm nano 

hữu cơ trong trường hợp bỏ qua hiệu ứng kích thước và trường hợp có tính 

đến ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước, fz là hàm đa thức. 
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Dạng dao động thứ nhất 

 

Dạng dao động thứ 2 

 

Dạng dao động thứ 3 

 

Dạng dao động thứ 4 

Hình 4.4. Bốn dạng dao động riêng đầu tiên của tấm nano hữu cơ ứng với lý 

thuyết tấm sử dụng hàm fz dạng đa thức, a/h=10, KQ giải tích 

4.2. Bài toán dao động cưỡng bức 

 Mô hình bài toán 

Xét tấm nano hữu cơ chịu tác dụng của tải trọng biến đổi theo thời gian 

được mô tả như hình 4.5. 
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Hình 4.5. Mô hình bài toán tấm nano hữu cơ nhiều lớp chịu tác dụng của tải 

trọng vuông góc với mặt phẳng tấm và biến đổi theo thời gian 

 Thuật toán PTHH và chương trình tính  

Phương trình dao động cưỡng bức có cản của tấm nano hữu cơ như (2.78) 

được viết lại như sau: 

 Mq̈ + Cq̇ + Kq = 𝑭                                               (4.7) 

Hệ phương trình vi phân cấp hai thể hiện dao động có cản của kết cấu 

(4.7) là hệ phương trình vi phân cấp hai tuyến tính có hệ số là hằng số. Có hai 

phương pháp chính để giải hệ (4.7) là phương pháp tích phân trực tiếp và 

phương pháp chồng mode. 

- Phương pháp tích phân trực tiếp bao gồm các phương pháp như: 

Phương pháp Newmark, phương pháp sai phân trung tâm, phương pháp Houblt, 

phương pháp Wilson 𝜃, …trong đó phương pháp Newmark ổn định không có 

điều kiện. 



86 

 

- Phương pháp “chồng mode”: Đây là một phương pháp thường áp dụng 

để giải phương trình dao động cưỡng bức, đặc biệt có lợi khi tận dụng được kết 

quả bài toán dao động riêng, tức là sử dụng các dạng dao động riêng (mode). 

Luận án sử dụng phương pháp tích phân trực tiếp Newmark để giải quyết 

phương trình vi phân (4.7), tóm tắt thuật toán như sau: 

- Nếu phương trình dao động tổng quát của tấm nano có dạng: 

 Mq̈ + Cq̇ + Kq = 𝑭                                           (4.8) 

Biết nghiệm của (4.8) tại thời điểm t tương ứng với bước tính thứ s. Xác 

định nghiệm của bài toán tại thời điểm t+t tương ứng bước tính thứ s + 1: 

 𝑴𝑠+1𝒒̈𝑠+1 + 𝑪𝑠+1𝒒̇𝑠+1 +𝑲𝑠+1𝒒𝑠+1 = 𝑭𝑠+1                         (4.9) 

Bước 1: Xác định các điền kiện đầu. 

 𝒒(0) = 𝒒0;  𝒒̇(0) = 𝒒̇0; 𝒒̈(0) = 𝑴0
−1(𝑭0 −𝑲0𝒒0 − 𝑪0𝒒̇0)          (4.10) 

Bước thời gian tính toán: 𝛥𝑡 =
𝑡𝑡𝑜𝑙

𝑛
  

với n là tổng số bước tính. Các hệ số: 

𝑎0 =
2

𝛾𝛥𝑡2
; 𝑎1 =

2𝛼𝑁
𝛾𝛥𝑡

; 𝑎2 =
2

𝛾𝛥𝑡
; 𝑎3 =

1

𝛾
− 1; 𝑎4 =

2𝛼𝑁
𝛾

− 1; 

  𝑎5 = (
𝛼𝑁

𝛾
− 1)𝛥𝑡; 𝑎6 = (1 − 𝛼𝑁)𝛥𝑡; 𝑎7 = 𝛼𝑁𝛥𝑡.         (4.11) 

Giá trị 𝛼𝑁, 𝛾 được xác định theo giả thiết giá trị gia tốc thay đổi tuyến tính 

trong bước tính: 

𝒒̈(𝜏) = 𝒒̈𝑠 +
𝜏

𝛥𝑡
(𝒒̈𝑠+1 − 𝒒̈𝑠) với 𝑡𝑠 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡𝑠+1 và 𝑡𝑠+1 = 𝑡𝑠 + 𝛥𝑡. 

Để đảm bảo độ hội tụ của nghiệm, chọn 𝛼𝑁 =
1

2
; 𝛾 =

1

4
. 

Bước 2: Tính ma trận độ cứng và véc tơ tải trọng hiệu dụng. 

 𝑲∗ = 𝑲+ 𝑎0𝑴+ 𝑎1𝑪                                       (4.12) 

 𝑭∗ = 𝑭𝑠+1 +𝑴(𝑎0𝒒𝑖 + 𝑎2𝒒̇𝑖 + 𝑎3𝒒̈𝑖) + 𝑪(𝑎1𝒒𝑖 + 𝑎4𝒒̇𝑖 + 𝑎5𝒒̈𝑖)          (4.13) 

Bước 3: Xác định các đại lượng cần tìm. 
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- Véc tơ 𝒒𝑠+1 theo phương trình: 

 𝑲𝑠+1
∗ . 𝒒𝑠+1 = 𝑭𝑠+1

∗                                       (4.14) 

- Các véc tơ 𝒒̈𝑠+1, 𝒒̇𝑠+1 theo các phương trình: 

 𝒒̈𝑠+1 = 𝑎0(𝒒𝑠+1 − 𝒒𝑠) − 𝑎2𝒒̇𝑠 − 𝑎3𝒒̈𝑠                          (4.15) 

 𝒒̇𝑠+1 = 𝒒̇𝑠 + 𝑎6𝒒̈𝑠 + 𝑎7𝒒̈𝑠+1                                   (4.16) 

Thực hiện lặp lại cho đến khi hết thời gian khảo sát. 

Sơ đồ giải thuật giải quyết bài toán dao động cưỡng bức tấm nano hữu 

cơ như Hình 4.6. 

Trên cơ sở lý thuyết và thuật toán phần tử hữu hạn trình bày ở trên, tác giả 

đã xây dựng bộ chương trình tính Solar_Nonlocal_Dynamic_2025 

(SND_2025) trong môi trường Matlab để tính toán tấm nano hữu cơ chịu tác 

dụng của tải trọng động. Chương trình máy tính gồm các mô đun chính sau: 

- Nhập số liệu, chia lưới phần tử. 

- Giải bài toán động lực học cho tấm nano hữu cơ. 

- Xuất dữ liệu kết quả. 

Bộ chương trình Solar_Nonlocal_Dynamic_2025 có khả năng giải quyết 

được bài toán dao động cưỡng bức tuyến tính cho tấm nano hữu cơ dưới tác 

dụng của tải trọng động. Bộ chương trình này cho phép xác định đáp ứng 

chuyển vị cưỡng bức, vận tốc, gia tốc của tấm, đồng thời chương trình cũng 

cho phép khảo sát ảnh hưởng của các yếu tố như thay đổi điều kiện biên, kích 

thước hình học, dạng tải trọng đến đáp ứng động của tấm. 
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Hình 4.6. Sơ đồ giải thuật đối với bài toán dao động cưỡng bức 

cho tấm nano hữu cơ. 
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 Kiểm tra sự tin cậy của chương trình tính 

Ví dụ kiểm chứng 5: Ví dụ này so sánh chuyển vị cưỡng bức của tấm, 

tấm hình vuông có chiều dài cạnh a = 0.45m, h = a/10,  E = 3 GPa, 𝜈 = 0.34, 𝜌 

= 1200 kg/m3. Tấm chịu tác dụng của tải trọng có quy luật dạng hình tam giác 

phân bố đều với biên độ Pm = 500 kPa có quy luật thay đổi theo thời gian (Tp = 

0.01s) như hình 4.7.   

Chuyển vị tại giữa tấm được tính toán tại mỗi thời điểm và so sánh với 

kết quả trong tài liệu [96] và trình bày như trên hình 4.8, kết quả này chứng tỏ 

sự đúng đắn và tin cậy của thuật toán và của chương trình tính toán mà luận án 

đã lập. 

T
0

F

Pm

Tp  
Hình 4.7. Quy luật biến đổi của tải trọng theo thời gian 

  
Hình 4.8. So sánh đáp ứng chuyển vị điểm giữa tấm theo thời gian. 
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 Kết quả tính toán số 

Phần này sẽ trình bày các kết quả tính toán số nhằm làm rõ ảnh hưởng của 

một số tham số đến chuyển vị cưỡng bức của tấm nano hữu cơ theo thời gian, 

tấm nano hữu cơ có các thông số kích thước hình học và vật liệu như mục 3.3, 

tấm chịu tải trọng phân bố đều và biến đổi theo quy luật:  

𝑝𝑧 = 𝑃0. 𝐹(𝑡)

 

(4.17) 

trong đó P0 là biên độ tải trọng, còn hàm F(t) biến đổi theo thời gian và có hai 

dạng sau: 

 Tải trọng dạng hình sin 

𝐹(𝑡) = {
𝑠𝑖𝑛 (𝜔

𝑡

𝑡1
)     0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1

0           𝑡 > 𝑡1  

(4.18) 

với t1 = 5 ms. 

Tải trọng dạng hình tam giác: 

𝐹(𝑡) = {
1 −

𝑡

𝑡1
    0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1

0           𝑡 > 𝑡1  

(4.19) 

Thông số khảo sát là chuyển vị tại vị trí giữa tấm thay đổi theo tham số 

thời gian với công thức: 

𝑤∗ =
𝐸𝐴𝑙ℎ

3

12𝑃0𝑎0
4𝑤 (

𝑎

2
,
𝑏

2
); a0=10h

 

(4.20) 

Trong các kết quả tính toán dưới đây, chiều dày h của tấm không thay đổi 

h = 0.55044 nm, tại mỗi ví dụ số dưới đây tham số chiều dài cạnh tấm a, b có 

thể thay đổi. 
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Tham số cản của tấm nano hữu cơ được tính theo công thức không thứ 

nguyên của tham số đàn nhớt 𝛼 =
𝜒

𝐸𝐴𝑙
, trong trường hợp tổng quát, tham số cản 

này phụ thuộc vào đặc trưng từng loại vật liệu, và cần phải có thí nghiệm để 

xác định chính xác hệ số này. Tuy nhiên, để thuận lợi cho quá trình tính toán, 

luận án chỉ xem xét trường hợp tham số cản không thay đổi trong tất cả các lớp 

vật liệu, giá trị của tham số cản được lấy trong phạm vi từ 0 đến 10-4.  

- Ảnh hưởng của tham số cản 

Sự biến đổi của chuyển vị giữa tấm theo thời gian tương ứng với các giá 

trị khác nhau của hệ số cản được thể hiện như trên các hình 4.9-4.12, một số 

nhận xét được luận án rút ra như sau: 

- Trong trường hợp không xét đến cản, trong thời gian ngoại lực tác dụng, 

tấm dao động cưỡng bức theo ngoại lực, nhưng khi tải trọng ngoài ngừng tác 

dụng thì tấm sẽ tiếp tục dao động tự do quanh vị trí 0 và không bị tắt dần. Nhưng 

khi xét đến cản của kết cấu thì khi ngoại lực ngừng tác dụng, dao động của tấm 

sẽ giảm dần. Khi tăng hệ số cản, chuyển vị sẽ tiến dần về 0 nhanh hơn, điều 

này là do năng lượng dao động của tấm bị tiêu hao bởi cản sẽ nhanh hơn. Và 

với tham số cản 𝛼 = 10-4 thì dao động của tấm nano tắt dần nhanh sau khi ngoại 

lực ngừng tác dụng, do vậy có thể xem giá trị của tham số cản nằm trong khoảng 

giá trị 0-10-4
 là vùng giá trị của tham số cản đối với tấm nano hữu cơ có các đặc 

trưng kích thước hình học và vật liệu như trong luận án đã xét. 

- Trong quá trình dao động cưỡng bức (lực kích thích vẫn còn tác dụng): 

hệ số cản càng lớn thì chuyển vị lớn nhất của tấm càng nhỏ, điều này cũng là 

do năng lượng bị tiêu hao một phần bởi cản của kết cấu. 
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Hình 4.9. Sự biến đổi của chuyển vị theo thời gian và theo thông số cản khác 

nhau, tấm liên kết tựa đơn trên các cạnh (SSSS), tải tam giác, fz là hàm đa 

thức, li/hi = 1, a/h=50, t*=t/2t1 

 

Hình 4.10. Sự biến đổi của chuyển vị theo thời gian và theo thông số cản khác 

nhau, tấm liên kết ngàm tất cả các cạnh (CCCC), tải tam giác, li/hi = 1, a/h=50 
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Hình 4.11. Sự biến đổi của chuyển vị theo thời gian và theo thông số cản khác 

nhau, SSSS, tải hình sin, li/hi = 1, 𝜔 = 5𝜋, a/h=50, t*=t/2t1 

 

Hình 4.12. Sự biến đổi của chuyển vị theo thời gian và theo thông số cản khác 

nhau, CCCC, tải hình sin, li/hi = 1, 𝜔 = 5𝜋, a/h=50 
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- Ảnh hưởng của chiều dài các cạnh tấm 

Thay đổi chiều dài cạnh b của tấm sao cho tỷ lệ b/a nhận giá trị từ 1 đến 

4, kết quả tính toán chuyển vị lớn nhất biến đổi theo thời gian được trình bày 

như trên các hình 4.13-4.16, bằng việc nhìn vào các hình vẽ này, luận án đưa 

ra một số nhận xét: 

- Khi tỷ lệ chiều dài các cạnh tấm b/a tăng lên, chuyển vị lớn nhất của tấm 

cũng tăng lên. thêm vào đó, hình dạng biến đổi theo thời gian cũng khác nhau 

khi tỷ lệ b/a khác nhau. 

- Tấm chịu liên kết ngàm sẽ có biên độ chuyển vị bé hơn tấm chịu liên kết 

tựa đơn, hình dạng biến đổi theo thời gian của chuyển vị đối với tấm chịu liên 

kết ngàm cũng khác đối với tấm chịu liên kết tựa đơn, ngoài ra thời gian chuyển 

vị giảm về 0 của tấm chịu liên kết ngàm cũng nhanh hơn so với tấm chịu liên 

kết tựa đơn. Điều này chứng tỏ rằng điều kiện biên và tỷ lệ b/a không những 

ảnh hưởng đến giá trị lớn nhất mà còn ảnh hưởng đến hình dạng của đường 

biến đổi theo thời gian của chuyển vị, cũng như thời gian chuyển vị giảm về 0.  
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Hình 4.13. Sự biến đổi của chuyển vị theo thời gian và tỷ lệ b/a, SSSS, tải 

hình sin, li/hi = 1,𝛼 = 10-6, 𝜔 = 5𝜋, a/h=50 

 

Hình 4.14. Sự biến đổi của chuyển vị theo thời gian và tỷ lệ b/a, tấm liên kết 

ngàm tất cả các cạnh (CCCC), tải hình sin, li/hi = 1,𝛼 = 10-6, 𝜔 = 5𝜋, a/h=50 

 

Hình 4.15. Sự biến đổi của chuyển vị theo thời gian và tỷ lệ b/a, tấm liên kết 

tựa đơn trên tất cả các cạnh (SSSS), tải tam giác, li/hi = 1,𝛼 = 10-6, 𝜔 = 5𝜋, 

a/h=50 
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Hình 4.16. Sự biến đổi của chuyển vị theo thời gian và tỷ lệ b/a, tấm liên kết 

ngàm tất cả các cạnh (CCCC), tải tam giác, li/hi = 1,𝛼 = 10-6, 𝜔 = 5𝜋, a/h=50 

 

- Ảnh hưởng của tham số đàn hồi phi cục bộ 

Trên các hình vẽ 4.17-4.18 trình bày sự biến đổi theo thời gian của chuyển 

vị giữa tấm ứng với các giá trị khác nhau của tỷ lệ li/hi. Khi tỷ lệ li/hi có giá trị 

càng lớn thì chuyển vị lớn nhất của tấm càng lớn. Tuy nhiên, hình dạng biến 

đổi của chuyển vị giữa tấm theo thời gian không thay đổi đáng kể khi tỷ lệ li/hi 

biến đổi. 
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Hình 4.17. Sự biến đổi của chuyển vị theo thời gian và tỷ lệ li/hi, tấm liên kết 

tựa đơn trên tất cả các cạnh (SSSS), tải hình sin, b/a = 1,𝛼 = 10-5, 𝜔 = 5𝜋, 

a/h=50 

 
Hình 4.18. Sự biến đổi của chuyển vị theo thời gian và tỷ lệ li/hi, tấm liên kết 

tựa đơn trên tất cả các cạnh (SSSS), tải tam giác, b/a = 1, 𝛼 = 10-5, 𝜔 = 5𝜋, 

a/h=50 
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- Ảnh hưởng của tần số tải trọng tác dụng lên tấm 

Để xem xét phản ứng động của tấm như thế nào đối với tần số kích thích, 

luận án chọn tần số kích thích đúng bằng tần số riêng đầu tiên của tấm (𝜔 =

𝜔1𝑡1), kết quả tính toán chuyển vị giữa tấm được thể hiện như trên các hình vẽ 

4.19-4.23, các nhận xét được rút ra như sau: 

- Trong trường hợp tần số ngoại lực đúng bằng tần số dao động tự nhiên 

của tấm, chuyển vị của tấm tăng dần theo thời gian, đây chính là hiện tượng 

cộng hưởng đối với tấm nano hữu cơ. 

- Tỷ lệ b/a càng lớn thì biên độ của chuyển vị lớn nhất sẽ cộng hưởng càng 

lớn, điều kiện biên cũng ảnh hưởng đến hình dáng của đường cộng hưởng của 

chuyển vị. 

- Hệ số cản càng lớn, thì chuyển vị cộng hưởng càng chậm, điều này là do 

năng lượng của tấm nano hữu cơ bị mất mát càng lớn.  

 

Hình 4.19. Sự biến đổi của chuyển vị theo thời gian và tỷ lệ b/a, tấm liên kết 

tựa đơn tất cả các cạnh SSSS, tải hình sin, li/hi = 1,𝛼 = 10-6, 𝜔 = 𝜔1𝑡1, 

a/h=50 
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Hình 4.20. Sự biến đổi của chuyển vị theo thời gian và tỷ lệ b/a, tấm liên kết 

ngàm tất cả các cạnh CCCC, tải hình sin, li/hi = 1,𝛼 = 10-6, 𝜔 = 𝜔1𝑡1, a/h=50 

 

Hình 4.21. Sự biến đổi của chuyển vị theo thời gian và hệ số cản 𝛼, tấm liên 

kết tựa đơn trên tất cả các cạnh (SSSS), tải hình sin, li/hi = 1, 𝜔 = 𝜔1𝑡1, b/a 

=2, a/h=50 
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Hình 4.22. Sự biến đổi của chuyển vị theo thời gian và hệ số cản 𝛼, tấm liên 

kết ngàm tất cả các cạnh (CCCC), tải hình sin, li/hi = 1, 𝜔 = 𝜔1𝑡1, b/a =2, 

a/h=50 

 

Hình 4.23. Sự biến đổi của chuyển vị theo thời gian và tỷ lệ li/hi, tấm liên kết 

tựa đơn trên tất cả các cạnh (SSSS), tải hình sin, 𝛼 = 10-6, 𝜔 = 𝜔1𝑡1, b/a =1, 

a/h=50 
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4.3. Kết luận chương 4 

Trong chương 4 tác giả đã tính toán bài toán dao động riêng không cản, 

dao động cưỡng bức có cản của tấm nano hữu cơ. Qua đó, tác giả tóm gọn một 

số kết quả chính trong chương này như sau: 

Đã xây dựng được chương trình máy tính để phân tích dao động riêng 

của tấm nano hữu cơ Solar_Nonlocal_Freevibration_2025 (SNF_2025). Kết 

quả tính toán của chương trình được so sánh với các kết quả đã công bố cho 

thấy độ chính xác và tin cậy. 

Luận án đã chỉ ra ảnh hưởng của tham số đàn hồi phi cục bộ và chiều dày 

tấm đến tần số dao động riêng của tấm nano hữu cơ khi sử dụng cả lời giải bằng 

phương pháp phần tử hữu hạn và lời giải bằng phương pháp giải tích. Kết quả 

tính toán cho thấy đối với tấm dày (a/h=10) thì ảnh hưởng của tham số đàn hồi 

phi cục bộ thể hiện rõ rệt, tuy nhiên với tấm mỏng (a/h=50) thì ảnh hưởng của 

tham số này rất mờ nhạt, do vậy nếu không yêu cầu quá cao về độ chính xác thì 

có thể bỏ qua tham số đàn hồi phi cục bộ khi tính toán cho tấm nano mỏng. 

Luận án đã xây dựng được chương trình tính toán phân tích dao động 

cưỡng bức cho tấm nano hữu cơ chịu tác dụng tải trọng động 

Solar_Nonlocal_Dynamic_2025 (SND_2025) có độ chính xác và tin cậy tốt. 

Luận án đã khảo sát ảnh hưởng của một số tham số hình học, vật liệu, 

ngoại lực ảnh hưởng đến đáp ứng động lực học của tấm nano hữu cơ. Kết quả 

tính toán cho thấy có một số tham số ảnh hưởng lớn như tỷ lệ chiều dài các 

cạnh của tấm, hệ số cản, tần số của ngoại lực kích động. Qua các kết quả tính 

toán, luận án nhận thấy vùng giá trị của tham số cản là từ 0-10-4 khi tính toán 

đối với tấm nano hữu cơ gồm các đặc trưng kích thước hình học và vật liệu như 

trong luận án đề xuất. Do đó, khi thiết kế tấm nano hữu cơ sử dụng cho những 

yêu cầu cụ thể, người kỹ sư cần lưu ý những vấn đề trên để kết cấu hoạt động 

đạt được hiệu quả cao. 
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Kết quả tính toán trong chương này đã được NCS trình bày trong bài báo 

số 2, lý thuyết tính toán được trình bày trong các bài 2-5. 
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

1. Những đóng góp mới của luận án 

Thông qua sử dụng lý thuyết đàn hồi phi cục bộ và phương pháp PTHH, 

luận án đã phân tích đáp ứng uốn tĩnh và đáp ứng động của tấm nano hữu cơ 

nhiều lớp có xét đến hiệu ứng kích thước. Luận án đã thực hiện được một số 

đóng góp mới như sau: 

- Đã thiết lập mô hình, xây dựng các phương trình cơ bản cho tấm nano 

hữu cơ trong trường hợp tổng quát cũng như trong bài toán uốn khi chịu tải 

trọng tĩnh, dao động tự do và dao động cưỡng bức trong trường hợp có kể đến 

hiệu ứng kích thước nhỏ. 

- Sử dụng phương pháp PTHH, lý thuyết đàn hồi phi cục bộ xây dựng 

thuật toán giải bài toán uốn của tấm chịu tải tĩnh, dao động tự do và dao động 

cưỡng bức của tấm nano hữu cơ có xét đến hiệu ứng kích thước. Kết quả cho 

thấy sự khác biệt khi sử dụng lý thuyết đàn hồi phi cục bộ (xem xét ảnh hưởng 

của hiệu ứng kích thước nhỏ) và lý thuyết đàn hồi thông thường (Bỏ qua ảnh 

hưởng của hiệu ứng kích thước nhỏ). 

- Xây dựng bộ chương trình SNS_2025, SNF_2025, SND_2025 tính 

chuyển vị uốn và ứng suất trong trường hợp tấm nano chịu tải trọng tĩnh, tần số 

dao động tự do, chuyển vị cưỡng bức đối với tấm nano hữu cơ gồm năm lớp 

vật liệu có xét đến ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước nhỏ. Chương trình đã 

được kiểm chứng sự chính xác và tin cậy. 

- Đã nghiên cứu ảnh hưởng của các tham số như hệ số đàn hồi phi cục 

bộ, kích thước hình học, hệ số cản, điều kiện biên, tần số kích động đến đáp 

ứng uốn, dao động tự nhiên, dao động cưỡng bức có cản của tấm nano hữu cơ 

có xét đến hiệu ứng kích thước. Các kết quả tính toán cho thấy ảnh hưởng của 

hiệu ứng kích thước trở lên đáng kể khi tấm có chiều dày lớn, khi tấm càng 

mỏng thì hiệu ứng kích thước càng trở nên mờ nhạt. Do vậy, đối với tấm mỏng 
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(a/h> 50) thì nếu không cần độ chính xác cao, ta có thể bỏ qua ảnh hưởng của 

hiệu ứng kích thước nhỏ để dễ tính toán. Từ đó luận án rút ra những nhận xét 

có giá trị khoa học và thực tiễn. 

- Bộ số liệu tính toán của luận án có thể tham chiếu khi thiết kế kết cấu 

dạng tấm nano hữu cơ chịu các loại tải trọng tĩnh, tải trọng động như các bộ 

tích trữ năng lượng cỡ nhỏ, cảm biến, chíp điện tử, sensor.  

2. Hướng phát triển tiếp theo của luận án 

- Nghiên cứu dao động của tấm, vỏ nano hữu cơ chịu tác dụng của các 

loại tải trọng cơ học khác nhau có xét đến ảnh hưởng của điện trường, điện 

trường, nhiệt độ. Vì đây là những loại tải trọng phức tạp thường xuất hiện trong 

các chíp điện tử, vi mạch cỡ nhỏ. 

- Nghiên cứu dao động ngẫu nhiên của các kết cấu dầm, tấm, vỏ nano 

hữu cơ trong môi trường nhiệt độ. Đây là cách mô tải tải trọng phù hợp với thực 

tế kỹ thuật, do đó có nhiều ý nghĩa thực tiễn. 

- Nghiên cứu sự xuất hiện và phát triển khuyết tật vết nứt trong các kết 

cấu nano hữu cơ. Điều này làm cho các nhà khoa học dự đoán khả năng hư 

hỏng, đưa ra khuyến cáo phù hợp cho các nhà thiết kế và sử dụng. 

- Nghiên cứu ổn định động của tấm nano hữu cơ trong môi trường đàn 

nhớt chịu tác dụng của các loại tải trọng cơ học. 

- Tính toán các kết cấu nano hữu cơ có các dạng khuyết tật như vết nứt, 

lỗ rỗng, sự tách lớp giữa các lớp vật liệu của tấm nano hữu cơ trong quá trình 

chịu lực. Vì các dạng khuyết tật này thường xuyên xuất hiện đối với các kết cấu 

nhiều lớp trong quá trình làm việc. Các khuyết tật này làm thay đổi độ cứng và 

độ bền, do vậy làm thay đổi khả năng chịu tải, việc nghiên cứu đáp ứng cơ học 

của chúng là vấn đề có nhiều ý nghĩa trong thực tiễn.   
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