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1

MỞ ĐẦU

Các bài toán tối ưu tổ hợp (Combinatorial Optimization - CO) hình thành từ nhu

cầu ra quyết định trong nhiều hoạt động kinh tế, kỹ thuật và đời sống xã hội. Trong thực

tế, người ra quyết định thường phải lựa chọn một phương án tối ưu từ tập các phương

án hợp lệ, đồng thời phải thỏa mãn nhiều điều kiện và ràng buộc khác nhau. Những tình

huống như xác định tuyến đường vận chuyển hiệu quả, xây dựng lịch làm việc, phân

công nhiệm vụ hay phân bổ nguồn lực đều có thể được mô hình hóa thành các bài toán

CO. Nhờ khả năng biểu diễn đa dạng các bài toán thực tiễn dưới một khuôn khổ toán

học thống nhất, CO đã trở thành một lĩnh vực nghiên cứu quan trọng trong khoa học máy

tính, toán học ứng dụng và nghiên cứu tác nghiệp. Các mô hình và phương pháp của lĩnh

vực này không chỉ giúp phân tích và giải quyết hiệu quả các bài toán có cấu trúc rời rạc

mà còn đóng vai trò nền tảng trong việc phát triển các thuật toán xử lý dữ liệu quy mô

lớn và các hệ thống hỗ trợ ra quyết định hiện đại.

Bước sang kỷ nguyên trí tuệ nhân tạo, các bài toán CO ngày càng trở nên cấp thiết

khi đóng vai trò trung tâm trong nhiều hệ thống hiện đại của khoa học dữ liệu, như tối

đa ảnh hưởng trên các mạng xã hội [1, 2], tóm tắt thông tin [3, 4, 5], phân tích đặc trưng

người dùng, hệ thống khuyến nghị, hay bài toán tối đa hóa doanh thu trong các chiến

dịch tiếp thị lan truyền [6, 3, 7]. Việc tăng nhanh quy mô dữ liệu dẫn tới các yêu cầu xử

lý hiệu quả trong thời gian ngắn đặt ra nhu cầu cấp bách về các thuật toán tối ưu có khả

năng xử lý các bài toán quy mô lớn. Một đặc điểm quan trọng của lớp bài toán này là

chúng có thể được biểu diễn dưới dạng các bài toán CO trên tập hợp, trong đó hàm mục

tiêu hoặc ràng buộc thường mang tính submodular, còn được gọi là tính chất lợi nhuận

biên giảm dần. Tính chất này cho phép thiết kế các thuật toán hiệu quả với các đảm bảo

lý thuyết về chất lượng lời giải, đồng thời phù hợp với các ứng dụng xử lý dữ liệu quy

mô lớn. Những bài toán này được các nhà nghiên cứu gọi chung là tối ưu submodular

(Submodular Optimization-SO).

Dưới dạng tổng quát nhất, bài toán SO được phát biểu như sau: Cho tập nền hữu

hạn V = {e1, e2, . . . , en}, với hàm mục tiêu f : 2V ↦→ R+
1 có tính chất submodular, nghĩa

là

f(A ∪ {u})− f(A) ≥ f(B ∪ {u})− f(B),

với mọi A ⊆ B ⊆ V và u ∈ V \ B. Bài toán SO yêu cầu tìm tập con S ⊆ V thỏa mãn

ràng buộc C cho trước sao cho giá trị của f là cực đại hoặc cực tiểu.

Bài toán SO thuộc lớp bài toán NP-khó, tức là không tồn tại thuật toán tìm lời giải

12V : Tập tất cả các tập con của V bao gồm tập rỗng.
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chính xác chạy trong thời gian đa thức, trừ khi P = NP. Do đó, trong thực tế, các hướng

tiếp cận chủ yếu tập trung vào việc thiết kế các thuật toán gần đúng nhằm đạt được lời

giải tốt trong thời gian tính toán chấp nhận được. Trong hơn một thập niên trở lại đây,

việc nghiên cứu các bài toán SO liên tục được mở rộng đầu tư khi các nhà khoa học tìm

thấy ứng dụng của các bài toán trên trong nhiều lĩnh vực trong CO, trí tuệ nhân tạo, học

máy. Nhiều phương pháp hiện đại liên tục được công bố và trình bày trên các tạp chí uy

tín và hàng đầu về tối ưu hóa như Mathematics of Operations Research, Mathematical

Programming, Computer & Operations Research, SIAM Journal on Computing, Euro-

pean Journal of Operational Research, v.v. cũng như tại các hội nghị hàng đầu (A*) về

học máy và trí tuệ nhân tạo như NeurIPS, ICML, AAAI, IJCAI, ICLR, UAI, v.v. cho

thấy vai trò ngày càng quan trọng của lớp bài toán này trong cả nghiên cứu lý thuyết lẫn

các ứng dụng liên quan đến khoa học dữ liệu với quy mô lớn.

Lịch sử nghiên cứu về các bài toán SO từ rất sớm, xuất phát từ các yêu cầu thiết

yếu trong vấn đề kinh tế nơi bài toán lựa chọn tập phương án tối ưu dưới các giới hạn

nguồn lực được nghiên cứu rộng rãi [8, 9, 10, 6, 11, 12, 13]. Nemhauser và cộng sự [14]

là những nhà nghiên cứu tiên phong tìm thấy ứng dụng to lớn của bài toán này trong kinh

tế học và phát triển các thuật toán đạt tỷ lệ xấp xỉ 1− 1/e cho các bài toán với ràng buộc

kích thước, đặt nền móng cho việc khai thác tính chất submodular trong thiết kế thuật

toán xấp xỉ (TTXX). Những năm gần đây, SO đã được mở rộng nghiên cứu dưới nhiều

dạng ràng buộc khác nhau nhằm phản ánh đa dạng các yêu cầu thực tế. Các dạng ràng

buộc phổ biến bao gồm: ràng buộc kích thước lời giải (cardinality constraints) [15, 16, 8],

ràng buộc tổng chi phí của lời giải (knapsack constraints) [13, 17, 18], tìm lời giải với

chi phí tối thiểu với ràng buộc cho trước [16, 8, 19], cũng như các ràng buộc cấu trúc

tổng quát hơn như matroid hoặc giao của nhiều matroid [3]. Những mở rộng này cho

phép mô hình hóa các bài toán thực tế phức tạp hơn, nơi lời giải không chỉ cần đạt giá

trị mục tiêu cao mà còn phải tuân thủ các cấu trúc hay giới hạn tài nguyên đa dạng. Vì

lớp bài toán SO rất rộng các nhà nghiên cứu chia bài toán thành dạng cụ thể như sau:

- Dạng 1 (Cực tiểu) - Bài toán phủ submodular với chi phí tối thiểu (MCSC): Trong

bài toán này, mỗi phần tử e ∈ V có một chi phí c(e) > 0. Với ngưỡng giá trị T cho

trước và một hàm đánh giá g : 2V ↦→ R+ là submodular, bài toán MCSC yêu cầu tìm

tập con S ⊆ V có tổng chi phí
∑︁

e∈S c(e) là nhỏ nhất sao cho g(S) ≥ T .

Dạng bài toán này phổ biến trong các ứng dụng có thể kể đến như: tối đa ảnh hưởng

ngưỡng [20], tóm tắt dữ liệu ảnh [21, 3, 10, 13, 5], tìm lát cắt với chi phí tối thiểu [22],

v.v.
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- Dạng 2 (Cực đại) - Bài toán tối đa hàm submodular (SM): Với hàm mục tiêu nhận

giá trị thực không âm f : 2V ↦→ R+ là submodular, bài toán SM yêu cầu tìm tập con

S ⊆ V thỏa mãn ràng buộc C cho trước sao cho f(S) đạt giá trị lớn nhất.

Dạng bài toán này bao trùm nhiều bài toán điển hình trong khoa học dữ liệu và học

máy, chẳng hạn như tối đa hóa ảnh hưởng trong mạng xã hội [1], lựa chọn đặc trưng

trong học máy [5, 10], tối đa hóa doanh thu trong mạng xã hội [23], bài toán đặt cảm

biến [6, 12], và lựa chọn tập đại diện nhằm tối đa hóa lượng thông tin thu được dưới

các ràng buộc tài nguyên [10, 24], v.v. Các ràng buộc trong C thường gặp trong các

bài toán CO bao gồm: ràng buộc kích thước (cardinality constraint), ràng buộc ba lô

(knapsack constraint), ràng buộc matroid (matroid constraint), v.v.

Trong LA, ký hiệu SM được dùng cho bài toán tối đa hàm submodular tổng quát với

ràng buộc C bất kỳ. Các trường hợp riêng ứng với từng dạng ràng buộc cụ thể được

ký hiệu riêng: SMC là bài toán SM với ràng buộc kích thước, SMK là bài toán SM

với ràng buộc chi phí (knapsack), và SMFC là bài toán SM với ràng buộc chi phí công

bằng được LA đề xuất nghiên cứu tại Chương 4.

Tận dụng các tính chất quan trọng của hàm submodular đối với bài toán SO, nhiều nghiên

cứu đã tập trung phát triển các TTXX hiệu quả theo hai hướng chính.

Thứ nhất, một số công trình tập trung nâng cao chất lượng nghiệm thu được thông

qua việc cải thiện tỷ lệ xấp xỉ [25, 26, 27, 28]. Đối với các bài toán CO NP-khó như

SO, việc tìm nghiệm tối ưu trong thời gian đa thức thường là không khả thi. Vì vậy, các

TTXX được thiết kế nhằm bảo đảm nghiệm thu được đạt ít nhất một tỷ lệ nhất định so

với nghiệm tối ưu. Tỷ lệ xấp xỉ càng lớn thì nghiệm của thuật toán càng gần với nghiệm

tối ưu. Nhờ khai thác các tính chất đặc trưng của hàm submodular như tính lợi ích giảm

dần (diminishing returns) và khả năng xây dựng nghiệm hiệu quả bằng chiến lược tham

lam, nhiều nghiên cứu đã đề xuất các thuật toán với cận xấp xỉ ngày càng chặt hơn, đồng

thời vẫn duy trì được độ phức tạp tính toán hợp lý.

Thứ hai, nhiều nghiên cứu hướng tới cải thiện thời gian tính toán và bộ nhớ sử dụng

nhằm mở rộng khả năng áp dụng cho dữ liệu quy mô lớn. Trong thực tế, các bài toán

tối ưu submodular thường phát sinh trên các hệ thống dữ liệu lớn như mạng xã hội, hệ

thống gợi ý hoặc các ứng dụng trong khoa học dữ liệu hiện đại, nơi kích thước dữ liệu có

thể lên tới hàng triệu hoặc hàng tỷ phần tử. Điều này khiến các thuật toán truyền thống

khó đáp ứng được yêu cầu về tốc độ xử lý và tài nguyên tính toán. Vì vậy, nhiều hướng

tiếp cận đã được đề xuất nhằm giảm chi phí tính toán nhưng vẫn duy trì được chất lượng

nghiệm tốt. Các hướng tiếp cận tiêu biểu, cho hướng này bao gồm:

(1) Phát triển các thuật toán có độ phức tạp truy vấn thấp, tức giảm số lần gọi hàm
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mục tiêu submodular [28, 13, 24, 10]. Trong nhiều bài toán thực tế, việc đánh giá giá trị

của hàm mục tiêu thường là bước tốn kém nhất do phải xử lý lượng dữ liệu rất lớn hoặc

thực hiện các phép mô phỏng phức tạp. Vì vậy, giảm số lần truy vấn hàm mục tiêu có

ý nghĩa đặc biệt quan trọng trong việc tăng tốc thuật toán. Các nghiên cứu gần đây tập

trung vào các kỹ thuật như chiến lược ngưỡng, lấy mẫu hoặc đánh giá xấp xỉ nhằm giảm

đáng kể số lượng truy vấn nhưng vẫn bảo đảm được tỷ lệ xấp xỉ lý thuyết;

(2) Khai thác mô hình tính toán song song và phân tán để liên tục rút ngắn thời

gian tìm lời giải [29, 30, 31, 32, 12, 19]. Mục tiêu chính của hướng tiếp cận này là phân

chia khối lượng tính toán thành nhiều tác vụ có thể xử lý đồng thời trên nhiều bộ xử lý

hoặc nhiều máy tính khác nhau, từ đó rút ngắn đáng kể thời gian thực thi. Các thuật toán

trực tuyến cho phép xử lý dữ liệu ngay khi dữ liệu xuất hiện mà không cần biết trước toàn

bộ dữ liệu đầu vào. Tuy nhiên, việc thiết kế các thuật toán song song hiệu quả cho tối ưu

submodular thường phải cân bằng giữa tốc độ xử lý, số vòng thích nghi (adaptivity) và

chất lượng nghiệm, do đó đây vẫn là một hướng nghiên cứu đầy thách thức.

(3) Xử lý dữ liệu dạng dòng (streaming) với yêu cầu giới hạn về bộ nhớ và số lần

duyệt toàn bộ dữ liệu. [23, 33] Trong mô hình này, dữ liệu xuất hiện liên tục theo thời

gian và thuật toán chỉ được phép truy cập tuần tự từng phần tử với số lần quét dữ liệu rất

hạn chế. Điều này đặc biệt phù hợp với các ứng dụng thời gian thực hoặc các hệ thống

có dữ liệu vượt quá khả năng lưu trữ của bộ nhớ chính. Vì vậy, các thuật toán streaming

thường được thiết kế với yêu cầu sử dụng bộ nhớ nhỏ, tốc độ xử lý nhanh nhưng vẫn duy

trì được các bảo đảm xấp xỉ tốt cho nghiệm thu được.

Mặc dù nhiều kết quả quan trọng đã đạt được hiện tại, lớp các bài toán SO vẫn còn

nhiều thách thức cần phải giải quyết cả về phương diện mô hình hóa lẫn thiết kế thuật

toán.

Thứ nhất, sự gia tăng nhanh chóng về quy mô dữ liệu đặt ra yêu cầu cân bằng

giữa chất lượng lời giải và hiệu quả tính toán của các thuật toán tối ưu submodular [7].

Trong nhiều ứng dụng, việc đánh giá hàm mục tiêu là công đoạn tốn kém nhất. Chẳng

hạn, đối với bài toán tối đa ảnh hưởng, giá trị ảnh hưởng kỳ vọng thường phải được ước

lượng thông qua nhiều lần mô phỏng quá trình lan truyền trên mạng [1]. Vì vậy, nhiều

nghiên cứu tập trung vào việc giảm độ phức tạp truy vấn và số vòng tính toán phụ thuộc

tuần tự bằng các kỹ thuật lấy mẫu và xử lý song song [34, 7]. Việc xây dựng các thuật

toán có độ phức tạp truy vấn và độ phức tạp song song thấp, đồng thời vẫn duy trì các

bảo đảm lý thuyết về chất lượng nghiệm, do đó trở thành một hướng nghiên cứu quan

trọng đối với các bài toán tối ưu submodular trên dữ liệu quy mô lớn.

Thứ hai, nhiều biến thể có ý nghĩa thực tiễn của các bài toán tối ưu submodular
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vẫn cần tiếp tục được nghiên cứu và phát triển. Các nghiên cứu gần đây đã xem xét yêu

cầu công bằng giữa các nhóm thông qua những ràng buộc về mức độ đại diện, số lượng

phần tử được lựa chọn hoặc chi phí phân bổ cho từng nhóm [35, 36]. Bên cạnh đó, trong

nhiều ứng dụng, bài toán còn phải đồng thời thỏa mãn các giới hạn về tài nguyên và các

ràng buộc cấu trúc phức tạp như knapsack hoặc matroid [37, 36]. Những yêu cầu này

khó được mô tả đầy đủ bởi các mô hình truyền thống chỉ xét một ràng buộc lực lượng

hoặc ngân sách đơn lẻ. Vì vậy, việc xây dựng các mô hình và thuật toán có khả năng xử

lý đồng thời các ràng buộc phức tạp, đồng thời duy trì bảo đảm lý thuyết về chất lượng

nghiệm, vẫn là một hướng nghiên cứu nhận được nhiều sự quan tâm [37, 35, 36].

Xuất phát từ những thách thức đã nêu, luận án (LA) hướng đến việc phát triển các

thuật toán xấp xỉ nhằm nâng cao hiệu quả giải quyết các bài toán tối ưu trong khoa học

dữ liệu quy mô lớn, có xét đến yếu tố chi phí và yêu cầu công bằng. Với định hướng đó,

LA được thực hiện với đề tài Nghiên cứu thuật toán xấp xỉ cho một số bài toán tối ưu
submodular với ràng buộc chi phí, với các mục tiêu sau:

1. Nghiên cứu các bài toán tối ưu submodular (SO) và mở rộng k-submodular gắn với

yêu cầu tối ưu chi phí và ràng buộc công bằng. Cụ thể, LA tập trung vào bài toán phủ

submodular với chi phí tối thiểu (MCSC), bài toán phủ k-submodular (kSC) trên không

gian lời giải đa tập và bài toán tối đa hóa hàm submodular với ràng buộc chi phí công

bằng (SMFC). Các bài toán này mô hình hóa yêu cầu đạt ngưỡng giá trị mục tiêu với chi

phí nhỏ nhất hoặc tối đa hóa giá trị mục tiêu dưới các giới hạn ngân sách tổng và ngân

sách riêng cho từng nhóm.

2. Đề xuất và phân tích các thuật toán xấp xỉ (TTXX) cho các bài toán trên nhằm bảo

đảm chất lượng lời giải và hiệu quả tính toán trong bối cảnh việc tìm nghiệm tối ưu chính

xác thường không khả thi. Các thuật toán được thiết kế với những bảo đảm lý thuyết về

tỷ lệ xấp xỉ và độ phức tạp tính toán, đồng thời chú trọng giảm số lượng truy vấn hàm

mục tiêu và khai thác khả năng song song đối với các bài toán phù hợp. Hiệu quả của

các thuật toán được đánh giá thông qua phân tích lý thuyết và thực nghiệm, hướng đến

khả năng ứng dụng trên dữ liệu quy mô lớn.

Với mục tiêu trên, LA tập trung nghiên cứu ba bài toán thuộc hai dạng cơ bản của

SO. Thuộc Dạng 1, LA nghiên cứu bài toán MCSC và bài toán phủ k-submodular (kSC),

một mở rộng của MCSC trên không gian lời giải đa tập. Thuộc Dạng 2, LA nghiên cứu

bài toán SMFC, một biến thể của bài toán SM tổng quát trong đó ràng buộc C gồm ràng

buộc ngân sách tổng và ràng buộc chi phí công bằng giữa các nhóm. Hai lớp bài toán

MCSC và SM là nền tảng của nhiều mô hình tối ưu trong khai phá dữ liệu, học máy và trí

tuệ nhân tạo hiện đại. Trong khi bài toán phủ submodular hướng tới việc đạt được một
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mức lợi ích mong muốn với chi phí nhỏ nhất, thì bài toán tối đa submodular tập trung

tìm kiếm tập nghiệm có giá trị lớn nhất dưới các ràng buộc về tài nguyên hoặc cấu trúc.

Mặc dù có bản chất tối ưu khác nhau, cả hai đều khai thác sâu sắc các tính chất của hàm

submodular và có mối liên hệ chặt chẽ về mặt lý thuyết cũng như kỹ thuật thiết kế thuật

toán. Mối liên hệ giữa các bài toán này được minh họa trong Hình 0.1. Trên cơ sở đó, LA

SO

Bài toán 1
Phủ Submodular với chi phí tối thiểu (MCSC)
➢ Đóng góp của LA: Thuật toán song song 

hóa đảm bảo tỷ lệ xấp xỉ tiêu chuẩn kép

Bài toán 2
Tối đa hóa hàm submodular với 

ràng buộc (SMC)

Bài toán KSC
Mở rộng của bài Bài toán 1

➢ Đóng góp của LA: Thuật toán xấp xỉ tiêu chuẩn kép

Bài toán SMFC 
Tối đa hóa hàm submodular với ràng buộc 

chi phí công bằng
➢ Đóng góp của LA: Thuật toán xấp xỉ 

Hình 0.1: Các dạng của bài toán SO và đóng góp của LA.

tập trung nghiên cứu định nghĩa bài toán, tính chất lý thuyết và đề xuất các thuật toán

hiệu quả cho từng lớp bài toán tương ứng. Các kết quả đạt được như sau:

1. LA nghiên cứu bài toán MCSC và đề xuất thuật toán có khả năng song song

hiệu quả đồng thời đạt được tỷ lệ tiệm cận với TTXX tốt nhất hiện nay [19] trong khi

giảm rất đáng kể độ phức tạp song song cả về phương diện lý thuyết lẫn thực nghiệm.

Các kết quả nghiên cứu về bài toán này được công bố trên tạp chí chuyên ngành về

tối ưu hóa và vận trù học Asia-Pacific Journal of Operational Research (SCIE/Q3)
năm 2024.

2. LA nghiên cứu bài toán kSC, một mở rộng của bài toán MCSC trên không gian

lời giải đa tập

(k + 1)V = {(V1, V2, . . . , Vk) | Vi ⊆ V, ∀i ∈ [k], Vi ∩ Vj = ∅, ∀i ̸= j}.

Đối với bài toán này, LA đề xuất các TTXX tiêu chuẩn kép cho hai trường hợp chi phí

đồng nhất và chi phí tùy ý. Về mặt lý thuyết, các thuật toán đề xuất đạt được các bảo
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đảm xấp xỉ tốt hơn so với những kết quả đã được công bố trước đó. Bên cạnh đó, LA

xây dựng hệ thống thực nghiệm và đánh giá các thuật toán trên nhiều bộ dữ liệu ứng

dụng thực tế. Kết quả thực nghiệm cho thấy các phương pháp đề xuất không chỉ đạt

chất lượng lời giải cao hơn mà còn có chi phí tính toán thấp hơn so với các phương

pháp hiện có.

Các kết quả liên quan đến bài toán kSC đã được công bố trên tạp chí Asia-Pacific
Journal of Operational Research (SCIE/Q3) năm 2026 và tại hội nghị SoICT năm

2025.

3. LA nghiên cứu bài toán tối đa hàm submodular với ràng buộc chi phí công bằng

(SMFC), một biến thể của bài toán SM tổng quát (Dạng 2). Cụ thể, cho một hàm mục

tiêu submodular đơn điệu f : 2V → R+, tập nền V được phân hoạch thành K nhóm

C1, C2, . . . , CK , một ngân sách tổng B và tham số công bằng α ∈ (0, 1). Mỗi phần tử

u ∈ V có chi phí dương c(u). Mục tiêu là tìm tập con S ⊆ V có giá trị f(S) lớn nhất,

đồng thời thỏa mãn các ràng buộc chi phí tổng là giới hạn c(S) ≤ B, và ngân sách của

từng nhóm không vượt quá αB, tức là c(S ∩ Ci) ≤ αB, ∀i ∈ [K].

Đối với bài toán này, LA đề xuất các TTXX cho cả trường hợp chi phí đồng nhất và

chi phí tổng quát. Các kết quả lý thuyết chứng minh rằng các thuật toán đề xuất đạt

được bảo đảm xấp xỉ hằng số đối với bài toán. Bên cạnh đó, LA tiến hành đánh giá

thực nghiệm trên nhiều bộ dữ liệu mạng xã hội thực tế. Kết quả thu được cho thấy

các phương pháp đề xuất đạt chất lượng lời giải cạnh tranh hoặc vượt trội so với các

phương pháp hiện có, đồng thời duy trì hiệu quả tính toán cao.

Các kết quả liên quan đến bài toán SMFC đã được công bố tại hội nghị Asian Confer-
ence on Intelligent Information and Database (ACIIDS), Rank B năm 2025 và tại

hội nghị Symposium on Information and Communication Technology (SOICT)
năm 2024.

Các kết quả và đóng góp của LA đã được công bố thông qua 02 bài báo trên tạp chí

SCIE, 03 bài báo đăng trong kỷ yếu các hội nghị quốc tế có phản biện thuộc danh mục

SCOPUS, cùng với 01 bài báo trong kỷ yếu hội nghị quốc gia có phản biện.

Ngoài phần Mở đầu và Kết luận, nội dung chính của luận án được tổ chức thành

bốn chương như sau:

Chương 1 trình bày cơ sở lý thuyết và tổng quan các nghiên cứu liên quan đến CO và tối

ưu submodular, làm nền tảng cho các nội dung nghiên cứu của luận án.

Chương 2 nghiên cứu bài toán MCSC, đề xuất các thuật toán song song mới cùng các

phân tích lý thuyết và thực nghiệm nhằm đánh giá chất lượng lời giải, độ phức tạp và khả



8

năng mở rộng.

Chương 3 nghiên cứu bài toán kSC, đề xuất các TTXX tiêu chuẩn kép cho cả trường hợp

chi phí đồng nhất và chi phí tổng quát, kèm theo các phân tích lý thuyết và đánh giá thực

nghiệm.

Chương 4 nghiên cứu bài toán SMFC, đề xuất các TTXX cho các mô hình chi phí khác

nhau, đồng thời phân tích bảo đảm lý thuyết và kiểm chứng hiệu quả trên các bộ dữ liệu

thực tế.
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CHƯƠNG 1
TỔNG QUAN VỀ CÁC BÀI TOÁN TỐI ƯU SUBMODULAR

Chương này trình bày tổng quan về các bài toán Tối ưu tổ hợp (CO) và tối ưu

submodular (SO), cùng với một số ứng dụng tiêu biểu như tóm tắt thông tin, tối đa hóa

ảnh hưởng trên OSN và lựa chọn đặc trưng. Thông qua các ứng dụng này, chương làm

rõ cách thức mô hình hóa các vấn đề thực tiễn dưới dạng các bài toán CO.

Tiếp theo, chương giới thiệu các khái niệm nền tảng, các mô hình thuật toán cơ bản

và tổng quan các nghiên cứu tiêu biểu đối với lớp bài toán SO. Đồng thời, các đặc điểm

quan trọng của hàm submodular và những dạng ràng buộc thường gặp cũng được trình

bày.

Cuối cùng, chương tổng hợp các khái niệm về độ phức tạp tính toán và các kỹ thuật

thiết kế thuật toán hiện đại cho SO. Những cơ sở lý thuyết này tạo nền tảng cho việc mô

hình hóa, phát triển và phân tích các thuật toán được nghiên cứu trong các chương tiếp

theo.

1.1. BÀI TOÁN TỐI ƯU TỔ HỢP

Các bài toán CO bắt nguồn từ những nhu cầu thực tiễn của con người trong sản

xuất và đời sống. Trong nhiều tình huống khác nhau của xã hội, con người thường phải

lựa chọn trong số nhiều khả năng các phương án tối ưu nhất, dưới các ràng buộc và điều

kiện cụ thể. Nhu cầu này hiện diện rộng rãi trong nhiều lĩnh vực kinh tế – xã hội, bao

gồm sản xuất, kinh doanh, quản lý, cũng như trong các quyết định thường nhật.

Nhằm mô hình hóa và xử lý các vấn đề nêu trên, nhiều bài toán kinh điển trong CO

đã được phát triển. Tiêu biểu có thể kể đến các bài toán như xác định tuyến vận chuyển

tối ưu về chi phí, xây dựng kế hoạch và lịch làm việc trong tổ chức, cũng như phân công

nhiệm vụ và phân bổ nguồn lực. Thậm chí, những tình huống quen thuộc trong đời sống,

chẳng hạn việc tìm đường đi ngắn nhất từ nhà đến nơi làm việc, cũng có thể được biểu

diễn dưới dạng các mô hình CO. Nhờ khả năng mô tả linh hoạt các bài toán thực tiễn

cùng tính khái quát cao, CO đã trở thành một lĩnh vực nền tảng trong khoa học máy tính.

Một cách tổng quát, có thể định nghĩa bài toán CO cụ thể như sau

Định nghĩa 1.1. Một bài toán CO được xác định bởi các thành phần sau.

Input:

- Một không gian nghiệm rời rạc hữu hạn Ω, bao gồm các lời giải hợp lệ của bài

toán.

- Một hàm mục tiêu nhận giá trị thực không âm f : Ω → R+, trong đó f(S) đo
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lường chất lượng hoặc lợi ích của nghiệm S ∈ Ω.

Output:

- Một nghiệm O ∈ Ω sao cho f(O) đạt giá trị tối ưu (tối đa hóa hoặc tối thiểu).

Bài toán cũng có thể được phát biểu dưới dạng

max
S∈Ω

f(S) (hoặc min
S∈Ω

f(S)). (1.1)

Dưới đây là một số khái niệm quan trọng về bài toán CO:

- Lời giải hợp lệ (feasible solution): Một tập con S ∈ Ω được gọi là một lời giải

chấp nhận được.

- Lời giải tối ưu (optimal solution): Một lời giải chấp nhận được O ∈ Ω được gọi là

lời giải tối ưu nếu O ∈ argmaxS∈Ω f(S) (hoặc O ∈ argminS∈Ω f(S)).

- Tập nền V : Trong nhiều bài toán CO, không gian nghiệm Ω thường được xác định

là tập các lời giải hợp lệ được xây dựng từ một tập nền V . Cụ thể, mỗi nghiệm là một tập

con của V , do đó ta có: Ω ⊆ 2V , trong đó 2V là tập lũy thừa của V , bao gồm tất cả các

tập con của V .

Trong những năm gần đây, sự phát triển nhanh chóng không ngừng nghỉ của trí tuệ

nhân tạo và khoa học dữ liệu đã làm gia tăng đáng kể vai trò của các bài toán CO, đặc

biệt trong những bài toán gắn liền với dữ liệu quy mô lớn. Các nền tảng trực tuyến, OSN,

hệ thống cảm biến và nhiều ứng dụng số khác liên tục sản sinh số lượng lớn dữ liệu cần

được xử lý và phân tích, kéo theo những thách thức mới không chỉ về kích thước mà còn

về mức độ phức tạp của bài toán. Trong bối cảnh đó, các phương pháp tối ưu không còn

chỉ hướng đến việc tìm nghiệm tốt, mà còn phải đảm bảo hiệu quả tính toán, khả năng

mở rộng và xử lý lượng lớn truy vấn dữ liệu trong thời gian hợp lý. Chính vì vậy, CO

ngày càng giữ vai trò quan trọng, không chỉ trong các ứng dụng truyền thống mà còn ở

vị trí trung tâm của nhiều bài toán then chốt trong phân tích dữ liệu và học máy hiện đại.

Khi nghiên cứu các thuật toán CO, một trong những khía cạnh được xem xét đầu

tiên là độ phức tạp về thời gian thực thi của thuật toán.

Định nghĩa 1.2 (Độ phức tạp thời gian của thuật toán [38]). Xét một thuật toán A giải

một bài toán với dữ liệu đầu vào có kích thước n. Độ phức tạp thời gian của thuật toán

A, ký hiệu TA(n), được định nghĩa là số bước tính toán cơ bản nhiều nhất mà thuật toán

cần thực hiện để xử lý mọi dữ liệu đầu vào có kích thước không vượt quá n.

Trong nhiều bài toán CO trong phân tích dữ liệu, giá trị của hàm mục tiêu f thường

có thể được tính toán trong thời gian đa thức theo kích thước đầu vào. Ở một số trường
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hợp thuận lợi, đặc biệt khi dữ liệu có cấu trúc đơn giản hoặc đã được tiền xử lý thích hợp,

việc đánh giá f thậm chí có thể đạt độ phức tạp hằng số. Tuy vậy, đối với các ứng dụng

thực tế ở quy mô lớn, chi phí dành cho việc tính toán hàm mục tiêu vẫn thường chiếm tỷ

trọng đáng kể trong tổng thời gian thực thi của thuật toán.

Chẳng hạn, trong các bài toán tối đa hóa ảnh hưởng, việc tính số lượng người dùng

bị ảnh hưởng bởi một tập hạt giống đòi hỏi mô phỏng quá trình lan truyền trên mạng,

vốn là một bước tính toán rất tốn kém [1]. Mô hình đo độ phức tạp dựa trên số lần truy

vấn (query complexity) có nguồn gốc từ mô hình cây quyết định trong lý thuyết độ phức

tạp tính toán từ những năm 1950, và sau đó được phát triển thành mô hình oracle trong

tối ưu hóa bởi Nemirovsky và Yudin (1983) [15]. Hiện nay, mô hình này được sử dụng

rộng rãi trong các thuật toán tối ưu quy mô lớn, đặc biệt trong tối ưu hóa submodular,

nơi chi phí chủ yếu nằm ở việc đánh giá hàm mục tiêu.

Định nghĩa 1.3 (Độ phức tạp truy vấn (Query complexity) [7, 32, 38]). Xét một thuật

toán A giải một bài toán với dữ liệu đầu vào có kích thước n. Giả sử hàm mục tiêu f chỉ

được truy cập thông qua một mô hình truy vấn cho trước (hộp đen, black-box), trong đó

mỗi truy vấn với tập S ⊆ V trả về giá trị f(S). Độ phức tạp truy vấn của thuật toán A, ký

hiệu QA(n), là số lần tối đa thuật toán gọi hàm mục tiêu f thông qua mô hình truy vấn

đã cho, xét trên mọi dữ liệu đầu vào có kích thước không vượt quá n.

Ta có thể so sánh đặc điểm của độ phức tạp thời gian và độ phức tạp truy vấn qua

Bảng 1.1.

Khi quy mô bài toán tăng, số lượng truy vấn hàm mục tiêu mà thuật toán phải thực

hiện thường tăng theo, đồng thời mỗi truy vấn cũng trở nên tốn kém hơn do phải xử lý

nhiều dữ liệu hơn. Sự gia tăng đồng thời này có thể khiến tổng thời gian tính toán tăng

mạnh, làm hạn chế khả năng áp dụng thuật toán trên dữ liệu quy mô lớn. Vì vậy, giảm

số lượng truy vấn hàm mục tiêu là một hướng quan trọng để nâng cao hiệu quả tính toán

của thuật toán.

Trong thực tế, việc xác định chính xác hàm độ phức tạp thời gian, truy vấn TA(n)

và QA(n) của một thuật toán thường rất khó do phụ thuộc vào nhiều yếu tố như cấu trúc

dữ liệu, chi tiết cài đặt và môi trường thực thi. Vì vậy, trong phân tích thuật toán, người

ta thường sử dụng các ký hiệu tiệm cận như O(·), Ω(·) và Θ(·) để mô tả tốc độ tăng của

thời gian thực thi theo kích thước dữ liệu đầu vào [38].

1.2. BÀI TOÁN TỐI ƯU SUBMODULAR

Các bài toán CO trong thực tế rất đa dạng. Trong phạm vi đề tài, LA tập trung vào

các bài toán phát sinh trong các lĩnh vực khoa học dữ liệu, OSN, học máy và khai phá dữ
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Bảng 1.1: So sánh độ phức tạp thời gian và độ phức tạp truy vấn.

Tiêu chí Độ phức tạp thời gian Độ phức tạp truy vấn

Ký hiệu TA(n) QA(n)

Đại lượng đo Số bước tính toán cơ bản nhiều nhất mà

thuật toán thực hiện.

Số lần truy vấn hàm mục tiêu f nhiều

nhất mà thuật toán thực hiện.

Phạm vi tính toán Bao gồm toàn bộ các phép tính của

thuật toán, kể cả chi phí đánh giá hàm

mục tiêu f .

Chỉ đếm số lần gọi hàm mục tiêu f

thông qua hộp đen; không tính chi phí

bên trong mỗi lần gọi.

Các yếu tố ảnh

hưởng

Kích thước đầu vào, cách triển khai và

chi phí của các phép tính.

Kích thước đầu vào, chiến lược truy vấn

và mô hình truy cập hàm mục tiêu.

Ý nghĩa Phản ánh tổng chi phí tính toán để thuật

toán hoàn thành.

Phản ánh số lần thuật toán cần thu thập

thông tin từ hàm mục tiêu.

Trường hợp sử

dụng

Khi cần phân tích tổng chi phí tính toán

của thuật toán.

Khi việc đánh giá hàm mục tiêu tốn

kém hoặc hàm mục tiêu được truy cập

qua hộp đen.

liệu, đặc biệt trong bối cảnh dữ liệu quy mô lớn với hàm mục tiêu hoặc hàm ràng buộc

có tính chất submodular. Lớp bài toán này thường được gọi chung là các bài toán tối ưu

submodular (SO).

Một số ứng dụng tiêu biểu của SO bao gồm tối đa hóa ảnh hưởng trên OSN nhằm

thúc đẩy quá trình lan truyền thông tin hoặc quảng bá sản phẩm [1, 2]; tối đa hóa doanh

thu trong các chiến dịch tiếp thị lan truyền [6, 3, 4]; tóm tắt dữ liệu và nội dung đa phương

tiện nhằm giảm kích thước dữ liệu nhưng vẫn duy trì các thông tin quan trọng [3, 4, 5],

cũng như lựa chọn tập đặc trưng để nâng cao hiệu quả của các mô hình học máy [39, 40].

1.2.1. Định nghĩa bài toán

Dưới góc độ mô hình hóa toán học, bài toán SO thường được định nghĩa dựa trên

các khái niệm sau:

- Tập nền V = {e1, e2, . . . , en}: tập hữu hạn gồm n phần tử hữu hạn, trong đó mỗi

phần tử ei đại diện cho một đối tượng ứng viên cần được lựa chọn. Tùy theo từng

bài toán cụ thể, các phần tử này có thể tương ứng với người dùng trong OSN, sản

phẩm trong hệ thống gợi ý, các điểm dữ liệu, các đặc trưng trong học máy, hoặc

các vị trí tiềm năng để đặt cảm biến.

- Ràng buộc C: Nhằm mô hình hóa các yêu cầu và hạn chế trong thực tế. Các ràng

buộc này có thể phản ánh những giới hạn về tài nguyên, chi phí hoặc cấu trúc, và

thường xuất hiện dưới các dạng quen thuộc như ràng buộc lực lượng , ràng buộc
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chi phí hoặc ngân sách, hay các ràng buộc phức tạp hơn như ràng buộc công bằng,

ràng buộc phân hoạch hoặc ràng buộc matroid.

- Họ các tập con 2V : Tập hợp tất cả các tập con có thể của tập V .

- Không gian lời giải hợp lệ: Ω = {S ⊆ V : S thỏa mãn C}.

- Hàm mục tiêu f , đánh giá g: Trên không gian này, ta xác định hàm mục tiêu, ràng

buộc nhận giá trị thực không âm.

f, g : 2V → R+,

trong đó f đo lường chất lượng hoặc lợi ích của mỗi tập con và mức thỏa mãn

ràng buộc C của lời giải.

Một đặc điểm chung của nhiều bài toán tối ưu trong phân tích dữ liệu là hàm mục tiêu

hoặc hàm ràng buộc có tính chất submodular [1, 13, 41]. Tính chất này xuất hiện tự

nhiên trong nhiều ứng dụng như đặt cảm biến, tối đa hóa ảnh hưởng trên OSN, tìm lát

cắt cực đại và lựa chọn đặc trưng trong học máy. Nhờ khai thác cấu trúc submodular,

nhiều bài toán NP-khó có thể được giải bằng các thuật toán hiệu quả với bảo đảm xấp xỉ

chặt chẽ.

Hàm submodular là một lớp hàm tập hợp quan trọng trong CO, đặc trưng bởi tính

chất lợi ích biên giảm dần: lợi ích khi bổ sung một phần tử vào tập nhỏ thường không

nhỏ hơn lợi ích khi bổ sung phần tử đó vào một tập lớn hơn. Tính chất này phản ánh

nhiều hiện tượng thực tế, chẳng hạn lợi ích của việc bổ sung cảm biến mới hoặc lựa chọn

thêm người dùng hạt giống trong các bài toán lan truyền thông tin sẽ giảm dần khi quy

mô hệ thống tăng lên. Do đó, hàm submodular đã trở thành một công cụ mô hình hóa

nền tảng trong khoa học dữ liệu, học máy và khoa học mạng lưới.

Định nghĩa 1.4 (Hàm submodular [42, 15]). Cho một tập hữu hạn V , một hàm tập hợp

f : 2V → R được gọi là submodular nếu với mọi cặp tập con A ⊆ B ⊆ V và với mọi

phần tử e ∈ V \B, điều kiện sau được thỏa mãn:

f(A ∪ {e})− f(A) ≥ f(B ∪ {e})− f(B).

Bất đẳng thức trên thể hiện rõ tính chất lợi ích biên giảm dần của hàm f .

Một cách phát biểu tương đương của tính chất submodular là:

f(A) + f(B) ≥ f(A ∪B) + f(A ∩B), ∀A,B ⊆ V.
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Hai cách định nghĩa này là tương đương và thường được sử dụng luân phiên trong phân

tích lý thuyết. Ngoài ra, một hàm submodular f được gọi là đơn điệu nếu

f(A) ≤ f(B), ∀A ⊆ B ⊆ V.

Tính đơn điệu thường xuất hiện trong các bài toán đo lường thông tin hoặc mức độ bao

phủ, trong đó việc mở rộng tập lựa chọn không làm giảm giá trị hàm mục tiêu.

Trên cơ sở các thành phần đã nêu ở trên, một lớp lớn các bài toán CO trong phân

tích dữ liệu có thể được phát biểu một cách tổng quát như sau.

Định nghĩa 1.5 (Bài toán SO). Một bài toán CO được xác định bởi các thành phần sau.

Input:

- Một tập nền hữu hạn V = {e1, e2, . . . , en}, gồm n phần tử

- Ràng buộc C, với hàm đánh giá ràng buộc g là submodular. Không gian lời giải

hợp lệ là ΩC = {S ⊆ V, S thỏa mãn C}.

- Một hàm mục tiêu f : 2V → R, là submodular.

Output: Một tập con S ⊆ V sao cho S thỏa mãn C và f(S) đạt giá trị tối ưu theo yêu

cầu của bài toán (tối đa hóa hoặc tối thiểu hóa).

Bài toán có thể được phát biểu dưới dạng:

max
S⊆V

f(S) (hoặc min
S⊆V

f(S)) (1.2)

thỏa mãn: S ∈ ΩC. (1.3)

Từ khuôn khổ tổng quát của bài toán SO, bài toán này thể được phân thành hai

dạng cơ bản tùy theo mục tiêu tối ưu, bao gồm dạng tối thiểu hóa chi phí để đạt một mức

chất lượng yêu cầu và dạng tối đa hóa chất lượng dưới các ràng buộc tài nguyên.

Dạng 1 (tối thiểu): Bài toán phủ Submodular với chi phí tối thiểu (MCSC))

Input:

- Một tập nền hữu hạn V = {e1, e2, . . . , en}, gồm n phần, mỗi phần tử ei ∈ V có

một chi phí c(ei) > 0.

- Với tập con S ⊆ V , hàm mục tiêu là tổng chi phí f(S) =
∑︁

e∈S c(e).

- Hàm ràng buộc g : 2V ↦→ R+ là submodular, đánh giá giá trị của tập con S.

- Ngưỡng giá trị T .
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Output:
- Một tập con S ⊆ V sao cho g(S) ≥ T .

Bài toán thường được phát biểu dưới dạng ngắn gọn

min
S⊆V

f(S) (1.4)

thỏa mãn: g(S) ≥ T (1.5)

Dạng bài toán này thường xuất hiện trong các ứng dụng như tóm tắt dữ liệu, lựa chọn tập

đại diện, hoặc đảm bảo mức bao phủ thông tin tối thiểu.

Trong dạng thứ hai, mục tiêu là tìm một tập con hợp lệ sao cho giá trị hàm mục tiêu đạt

lớn nhất dưới các ràng buộc tài nguyên hoặc kích thước.

Dạng 2 (tối đa): Bài toán tối đa hóa hàm submodular với ràng buộc (SM).

Input:

- Một tập nền hữu hạn V = {e1, e2, . . . , en}, gồm n phần.

- Với tập con S ⊆ V , hàm mục tiêu f(·) : 2V ↦→ R+.

- Ràng buộc C.

Output:
- Một tập con S ⊆ ΩC sao cho f(S) đạt giá trị lớn nhất.

Bài toán thường được phát biểu dưới dạng ngắn gọn

max
S⊆V

f(S) (1.6)

thỏa mãn: S ∈ ΩC (1.7)

Trong thực tế, ràng buộc C thường biểu diễn giới hạn về kích thước tập chọn, chi phí,

hoặc các điều kiện công bằng giữa các nhóm dữ liệu. Dạng bài toán này bao gồm nhiều

bài toán điển hình trong phân tích dữ liệu như tối đa hóa ảnh hưởng trong OSN, lựa chọn

đặc trưng trong học máy, và lựa chọn tập đại diện nhằm tối đa hóa thông tin thu được

dưới giới hạn tài nguyên.

Bài toán trên có thể xuất hiện dưới hai dạng cơ bản là bài toán tối đa hóa hoặc bài

toán tối thiểu hóa hàm mục tiêu, tùy thuộc vào bối cảnh ứng dụng cụ thể.

Một số dạng ràng buộc C thường gặp trong các bài toán CO bao gồm:

- Ràng buộc kích thước (Cardinality constraint): Lời giải bị giới hạn về số lượng

phần tử được chọn, tức là |S| ≤ k, với k là số phần tử tối đa được phép chọn.

- Ràng buộc Chi phí (Knapsack): Mỗi phần tử e ∈ V có một chi phí c(e) > 0, và tổng

chi phí của các phần tử được chọn không vượt quá ngân sách B, tức là
∑︁

e∈S c(e) ≤ B.
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- Ràng buộc matroid: Một matroid được định nghĩa bởi một cặpM = (V, I), trong

đó V là tập nền hữu hạn và I ⊆ 2V là họ các tập độc lập (các nghiệm hợp lệ), thỏa mãn

hai tính chất cơ bản sau:

(i) Tính chất di truyền (hereditary property): Nếu A ∈ I và B ⊆ A thì B ∈ I.

(ii) Tính chất trao đổi (exchange property): Nếu A,B ∈ I và |A| < |B|, thì tồn tại một

phần tử e ∈ B \ A sao cho A ∪ {e} ∈ I.

1.2.2. Một số bài toán cụ thể

Dưới đây là một số bài toán tiêu biểu thuộc lớp các bài toán SO thường gặp trong

thực tế.

1.2.2.1. Bài toán IM trên OSN

Bài toán tối đa hóa ảnh hưởng (IM) là một hướng nghiên cứu quan trọng trong lĩnh

vực phân tích OSN và khai phá dữ liệu. Vấn đề này được ứng dụng rộng rãi trong nhiều

bối cảnh thực tiễn như tiếp thị lan truyền, xây dựng hệ thống khuyến nghị, mô hình hóa

sự lan tỏa thông tin trên OSN, cũng như kiểm soát sự lây lan của dịch bệnh. Mục tiêu

cốt lõi của bài toán là xác định một tập nhỏ các nút ban đầu sao cho mức độ lan truyền

ảnh hưởng từ tập này đạt giá trị lớn nhất theo một mô hình lan truyền đã được xác định

trước.

Trong số các mô hình lan truyền đã được đề xuất, hai mô hình tiêu biểu và được

sử dụng phổ biến là mô hình lan truyền độc lập (Independent Cascade – IC) và mô hình

ngưỡng tuyến tính (Linear Threshold – LT) [43, 1]. Trong nghiên cứu này, trọng tâm

được đặt vào mô hình IC do đặc tính xác suất tự nhiên cùng với tính chất submodular

rõ ràng của hàm ảnh hưởng. Từ đó, bài toán tối đa hóa ảnh hưởng được phát biểu chính

thức như sau:

Định nghĩa 1.6 (Bài toán IM [43, 1]). Cho một đồ thị có hướng G = (V,E) biểu diễn

OSN cùng với một mô hình lan truyền thông tin cố địnhM. Mục tiêu của bài toán là tìm

một tập nút khởi tạo (hay tập hạt giống) S ⊆ V sao cho mức độ ảnh hưởng lan truyền từ

S lên toàn bộ mạng, được đo bằng hàm ảnh hưởng f(S), được tối đa hóa.

Bài toán IM thuộc lớp bài toán SM. Trong thực tế, mô hình lan truyền M thường

được giả định thuộc một trong hai khuôn khổ kinh điển là mô hình Bậc độc lập ( In-

dependent Cascade-IC) hoặc Ngưỡng tuyến tính (Linear Threshold-LT), vốn được giới

thiệu và nghiên cứu một cách hệ thống trong công trình của Kempe và cộng sự [1].

Mô hình IC. Trong mô hình IC, mỗi cạnh có hướng (u, v) ∈ E được gán một xác suất



17

lan truyền pu,v ∈ [0, 1], biểu thị khả năng mà nút u có thể kích hoạt nút v. Quá trình lan

truyền diễn ra theo từng bước rời rạc. Ở mỗi bước, nếu một nút u vừa được kích hoạt ở

bước trước đó, nó chỉ có một cơ hội duy nhất để kích hoạt từng nút kề chưa được kích

hoạt v, với xác suất pu,v. Nếu lần thử này không thành công, cạnh (u, v) sẽ không được

xem xét lại trong các bước tiếp theo. Quá trình tiếp diễn cho đến khi không còn nút nào

có thể kích hoạt thêm nút mới.

Với một tập hạt giống S ⊆ V , ký hiệu AM(S) là tập các nút được kích hoạt khi quá

trình lan truyền khởi phát từ S dưới mô hìnhM ∈ {IC,LT}. Hàm ảnh hưởng được định

nghĩa bởi

f(S) := E
[︁
|AM(S)|

]︁
, (1.8)

trong đó kỳ vọng được lấy theo tính ngẫu nhiên của mô hình lan truyền (xác suất kích

hoạt trong IC hoặc ngưỡng trong LT). Trong thực tế, f(S) thường được ước lượng bằng

mô phỏng Monte-Carlo:

ˆ︁f(S) :=
1

R

R∑︂
r=1

|A(r)
M(S)|, (1.9)

với A(r)
M(S) là tập nút kích hoạt ở lần mô phỏng thứ r và R là số lần mô phỏng.

Mô hình LT Trong mô hình LT, mỗi cạnh (u, v) ∈ E được gán một trọng số wu,v ≥ 0,

thỏa mãn
∑︁

u:(u,v)∈E wu,v ≤ 1 với mọi nút v ∈ V . Mỗi nút v được gán một ngưỡng kích

hoạt θv, trong đó θv là một biến ngẫu nhiên được chọn độc lập và phân bố đều trong

khoảng [0, 1]. Một nút chưa được kích hoạt sẽ trở nên kích hoạt khi tổng trọng số từ các

nút lân cận đã được kích hoạt vượt quá ngưỡng θv. Quá trình lan truyền tiếp tục cho đến

khi không còn nút nào thỏa mãn điều kiện kích hoạt.

Trong cả hai mô hình IC và LT, hàm ảnh hưởng f(S) được định nghĩa là kỳ vọng

số lượng nút được kích hoạt khi quá trình lan truyền bắt đầu từ tập hạt giống S. Kempe

và cộng sự đã chỉ ra rằng hàm f(S) trong hai mô hình này đều là hàm đơn điệu và

submodular, tạo cơ sở lý thuyết quan trọng cho việc thiết kế các TTXX hiệu quả cho bài

toán IM [1].

Với mỗi nút v, chọn ngẫu nhiên một tập kích hoạt T (v) ⊆ N−(v) từ một phân phối

phù hợp với các trọng số {wu,v}u∈N−(v). Một cách cài đặt phổ biến là: chọn nhiều nhất

một nút u ∈ N−(v) làm “tác nhân kích hoạt” cho v, trong đó v chọn u với xác suất wu,v và

chọn “không ai” với xác suất 1 −
∑︁

u∈N−(v)wu,v. Từ đó thu được một đồ thị ngẫu nhiên

GLT gồm các cạnh (u, v) sao cho u ∈ T (v). Với một hiện thực GLT, quá trình lan truyền

kích hoạt đúng các nút có thể đi tới từ S, tức là ReachGLT(S), và vì thế

f(S) = EGLT

[︁
|ReachGLT(S)|

]︁
. (1.10)
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Các nghiên cứu đã chứng minh rằng, dưới hai mô hình lan truyền LT và IC, hàm ảnh

hưởng (f) là hàm submodular và đơn điệu tăng [1].

1.2.2.2. Bài toán Ảnh hưởng ngưỡng

Bài toán Ảnh hưởng ngưỡng (Threshold Influence–TI) là một biến thể quan trọng

của bài toán tối đa hóa ảnh hưởng trong OSN, trong đó mục tiêu không chỉ là lan truyền

thông tin đến càng nhiều nút càng tốt, mà còn yêu cầu mức độ ảnh hưởng đạt đến hoặc

vượt qua một ngưỡng xác định. Mô hình này phù hợp với nhiều kịch bản thực tế, chẳng

hạn như chiến dịch tiếp thị cần đạt được một mức độ nhận biết tối thiểu, hoặc các ứng

dụng lan truyền thông tin đòi hỏi một tỷ lệ chấp nhận đủ lớn trong mạng [20].

Xét một đồ thị có hướng G = (V,E) biểu diễn OSN, cùng với một mô hình lan

truyền thông tinM. Với mỗi tập hạt giống S ⊆ V , ký hiệu f(S) là kỳ vọng số lượng nút

được kích hoạt khi quá trình lan truyền kết thúc, hay nói cách khác là giá trị ảnh hưởng

của S.

Định nghĩa 1.7 (Bài toán IT). Cho một OSN G = (V,E), một mô hình lan truyền thông

tinM, và một ngưỡng T . Mục tiêu là tìm một tập hạt giống S ⊆ V sao cho

f(S) ≥ T

với lượng ngân sách là tối thiểu, chẳng hạn như số lượng tập hạt giống |S| hoặc tổng chi

phí bỏ ra
∑︁

v∈S c(v).

Bài toán IT là một trường hợp của bài toán MCSC, có nhiều ứng dụng trong đầu tư,

tiếp thị lan truyền và tóm tắt thông tin, khi mục tiêu là đạt được một mức độ ảnh hưởng

hoặc lượng thông tin tối thiểu đã định trước.

1.2.2.3. Bài toán Tối đa doanh thu

Bài toán tối đa doanh thu (Revenue Maximization–RM) trong các chiến lược tiếp

thị lan truyền trên OSN không chỉ hướng tới mục tiêu mở rộng phạm vi lan tỏa thông

tin, mà còn nhằm tối ưu hóa tổng doanh thu thu được từ chiến dịch. Khác với bài toán

IM, vốn chỉ đo lường số lượng người dùng được kích hoạt, bài toán tối đa doanh thu còn

xét đến mức độ đóng góp kinh tế của từng người dùng sau khi bị ảnh hưởng. Điều này

thường được mô hình hóa thông qua các hàm doanh thu phi tuyến, cho phép phản ánh

hiện tượng bão hòa trong hành vi tiếp nhận và tiêu dùng sản phẩm của người dùng.

Bài toán được mô hình hóa trên OSN biểu diễn dưới dạng đồ thị như sau.

Định nghĩa 1.8 (Bài toán RM [44, 45]). Cho một OSN được mô hình hóa bởi đồ thị có

hướng G = (V,E), trong đó mỗi cạnh (u, v) ∈ E được gán một trọng số không âm wu,v,
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thể hiện mức độ ảnh hưởng của người dùng u lên người dùng v. Với mỗi nút u ∈ V , giả

sử tồn tại một hàm doanh thu Ru(S) phụ thuộc vào tập người dùng S ⊆ V đã được kích

hoạt hoặc mua sản phẩm. Tổng doanh thu thu được từ tập S được xác định bởi

f(S) =
∑︂
u∈V

Ru(S). (1.11)

Bài toán RM yêu cầu xác định một tập hạt giống S ⊆ V có kích thước không vượt quá k

nhằm tối đa hóa tổng doanh thu thu được.

Bài toán RM thuộc nhóm SM và có nhiều ứng dụng trong các hệ thống gợi ý, tóm

tắt dữ liệu, lựa chọn đặc trưng và phân bổ tài nguyên, khi mục tiêu là lựa chọn một tập

phần tử có giá trị lớn nhất dưới các ràng buộc về nguồn lực hoặc ngân sách. Trong bài

toán này hàm mục tiêu có thể không đơn điệu.

1.2.2.4. Bài toán tóm tắt thông tin ảnh

Sự phổ biến của các nền tảng chia sẻ trực tuyến như TikTok, Facebook và Instagram

đã kéo theo sự gia tăng nhanh chóng của dữ liệu hình ảnh. Điều này đặt ra nhu cầu ngày

càng rõ rệt đối với các phương pháp tổ chức và tóm lược những bộ sưu tập ảnh có quy

mô lớn. Trong bối cảnh đó, bài toán tóm tắt hình ảnh hướng đến việc lựa chọn một tập

con có tính đại diện cao từ tập dữ liệu ban đầu, sao cho vẫn phản ánh được cả nội dung

chính lẫn sự đa dạng của toàn bộ bộ ảnh.

Bên cạnh việc hỗ trợ lưu trữ và chia sẻ cá nhân, các phương pháp tóm tắt hình ảnh

còn đóng vai trò quan trọng trong nhiều ứng dụng như tóm tắt video, hệ thống giám sát

an ninh và nhận diện cảnh. Một bản tóm tắt hiệu quả cần đồng thời đáp ứng hai tiêu chí

quan trọng: mức độ đại diện (fidelity) và tính đa dạng (diversity) của các phần tử được

chọn [21, 3, 10, 13, 5]. Từ góc độ tối ưu hóa, bài toán Tóm tắt thông tin anh (Image

Summarization-IS) này thường được mô hình hóa như một bài toán lựa chọn tập con có

ràng buộc về kích thước

Định nghĩa 1.9 (Bài toán IS [21, 3, 10, 13, 5]). Xét một tập ảnh ban đầu V cùng với một

ngưỡng kích thước k cho trước. Bài toán đặt ra là xác định một tập con S ⊆ V thỏa mãn

|S| ≤ k nhằm tối đa hóa một hàm đo lường mức độ thông tin của tập ảnh được chọn, tức

là

max
S⊆V, |S|≤k

f(S), (1.12)

trong đó f : 2V → R+ là hàm đánh giá chất lượng tóm tắt.

Một dạng cụ thể của hàm f thường được sử dụng trong bài toán tóm tắt hình ảnh
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được xác định như sau:

f(S) =
∑︂
u∈V

max
v∈S

wu,v −
1

|V |
∑︂
u∈V

∑︂
v∈S

wu,v. (1.13)

Ở đây, wu,v biểu diễn mức độ tương đồng giữa hai ảnh u và v. Giá trị này được suy

ra từ độ tương phản (contrast) của các ảnh tương ứng theo công thức

wu,v = 1−
⃓⃓
RMS(u)− RMS(v)

⃓⃓
max{RMS(u),RMS(v)}

. (1.14)

Độ tương phản của một ảnh u được đo thông qua chỉ số RMS(u), được tính bằng phương

sai của cường độ điểm ảnh:

RMS(u) =

⌜⃓⃓⎷ 1

N

N∑︂
i=1

(Ii − µ)2, (1.15)

trong đó Ii là cường độ của pixel thứ i trong ảnh u, N là tổng số pixel, và µ ký hiệu cho

giá trị cường độ trung bình của ảnh. Hàm mục tiêu F trong mô hình trên thường có tính

chất submodular, phản ánh hiện tượng lợi ích biên giảm dần khi bổ sung thêm ảnh mới

vào tập tóm tắt. Bên cạnh các ứng dụng đã nêu bài toán SO còn có nhiều ứng dụng khác

như tìm lát cắt cực đại [46, 13], đặt cảm biến tối ưu [41].

1.2.3. Hàm k-submodular: mở rộng của hàm submodular

Trong nhiều bài toán thực tiễn, hàm submodular được mở rộng thành hàm k-

submodular nhằm mô hình hóa các vấn đề có hai đặc trưng chính: (i) tồn tại k loại

hoặc k phương án khác nhau; và (ii) mỗi phần tử, nếu được lựa chọn, phải được gán vào

đúng một trong k loại đó.

Cụ thể, cho tập nền V = {e1, e2, . . . , en} và một số nguyên dương k. Ký hiệu [k] =

{1, 2, . . . , k} và đặt

(k + 1)V = {(V1, V2, . . . , Vk) | Vi ⊆ V, ∀i ∈ [k], Vi ∩ Vj = ∅, ∀i ̸= j} .

Mỗi phần tử của (k + 1)V là một bộ gồm k tập con đôi một rời nhau của V và được

gọi là một k-tập (k-set). Với x = (X1, X2, . . . , Xk) ∈ (k + 1)V , ta định nghĩa suppi(x) =
Xi và supp(x) =

⋃︁
i∈[k]Xi. Tập Xi được gọi là tập thành phần thứ i của x, còn

supp(x) là tập tất cả các phần tử đã được gán vào một trong k vị trí. Ngoài ra, ký hiệu

0 = (∅, . . . , ∅) được dùng để chỉ k-tập rỗng.

Nếu e ∈ Xi, ta viết x(e) = i và nói rằng i là vị trí của phần tử e trong x. Ngược lại,

nếu e /∈ supp(x) thì ta quy ước x(e) = 0, nghĩa là phần tử e chưa được lựa chọn.
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Với e /∈ supp(x), việc thêm phần tử e vào tập thành phần Xi được ký hiệu bởi

x ⊔ (e, i). Cụ thể, x ⊔ (e, i) = (X1, . . . , Xi−1, Xi ∪ {e}, Xi+1, . . . , Xk). Ta cũng có thể biểu

diễn một k-tập dưới dạng x = {(e1, i1), (e2, i2), . . . , (et, it)}, trong đó ej ∈ supp(x) và

ij = x(ej) với mọi 1 ≤ j ≤ t. Trong trường hợp Xi = {e} và Xj = ∅ với mọi j ̸= i, k-tập

tương ứng được ký hiệu gọn là (e, i).

Với hai k-tập x = (X1, X2, . . . , Xk) và y = (Y1, Y2, . . . , Yk) thuộc (k + 1)V , ta viết

x ⊑ y nếu và chỉ nếu Xi ⊆ Yi, ∀i ∈ [k]. Trong bối cảnh nghiên cứu ta giả sử hàm g là

không âm, tức là g(x) ≥ 0, ∀x ∈ (k+1)V , và được chuẩn hóa, nghĩa là g(0) = 0. Một hàm

g : (k + 1)V → R+ được gọi là k-submodular nếu với mọi x = (X1, X2, . . . , Xk), y =

(Y1, Y2, . . . , Yk) thuộc (k + 1)V , ta có

g(x) + g(y) ≥ g(x ⊓ y) + g(x ⊔ y),

trong đó phép gặp ⊓ được định nghĩa bởi

x ⊓ y = (X1 ∩ Y1, . . . , Xk ∩ Yk),

và phép hợp ⊔ được định nghĩa bởi

x ⊔ y = (Z1, . . . , Zk),

với Zi = (Xi∪Yi)\
⋃︁

j∈[k]
j ̸=i

(Xj ∪Yj), ∀i ∈ [k]. Trong phép hợp x⊔y, một phần tử được giữ

lại ở vị trí i nếu nó được gán vào vị trí i trong ít nhất một trong hai k-tập và không được

gán vào bất kỳ vị trí nào khác. Nếu một phần tử được gán vào hai vị trí khác nhau trong

x và y, phần tử đó bị loại khỏi kết quả do xảy ra xung đột. Đặc biệt, khi k = 1, khái niệm

k-submodular trở thành khái niệm submodular thông thường.

Ví dụ, trong bài toán tối đa hóa ảnh hưởng với nhiều chiến dịch, tập nền V biểu

diễn tập người dùng trong mạng xã hội, còn k biểu diễn số sản phẩm, chủ đề hoặc chiến

dịch truyền thông. Mỗi người dùng được lựa chọn làm hạt giống chỉ có thể được gán cho

một chiến dịch. Khi đó, Xi là tập người dùng hạt giống của chiến dịch thứ i, và các tập

X1, X2, . . . , Xk phải đôi một rời nhau. Hàm mục tiêu g(X1, X2, . . . , Xk) có thể biểu diễn

tổng số người dùng kỳ vọng được tác động bởi các chiến dịch. Trong nhiều mô hình lan

truyền, hàm mục tiêu này thể hiện tính chất lợi ích biên giảm dần và có thể được mô hình

hóa dưới dạng một hàm k-submodular.

1.3. THUẬT TOÁN XẤP XỈ

Thuật toán xấp xỉ (TTXX) là một hướng tiếp cận quan trọng để giải quyết các bài

toán CO NP-khó, trong đó mục tiêu là tìm nghiệm gần tối ưu cùng với các bảo đảm lý
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thuyết về chất lượng nghiệm. Đặc biệt, trong bối cảnh dữ liệu quy mô lớn và các bài toán

có cấu trúc phức tạp, các bảo đảm này đóng vai trò quan trọng trong việc đánh giá và so

sánh hiệu quả của thuật toán.

Trong LA, NCS tập trung nghiên cứu và phát triển các TTXX cho các bài toán CO

trong phân tích dữ liệu quy mô lớn, hướng tới việc cân bằng giữa chất lượng nghiệm theo

lý thuyết và hiệu quả tính toán trong thực tế.

1.3.1. Định nghĩa

Xét một bài toán tối ưu trong đó mỗi nghiệm hợp lệ đều có một giá trị chi phí (hoặc

giá trị mục tiêu) dương. Tùy theo bài toán, mục tiêu có thể là: (i) tìm nghiệm có giá trị

lớn nhất (bài toán tối đa hóa), hoặc (ii) tìm nghiệm có giá trị nhỏ nhất (bài toán tối thiểu

hóa).

Định nghĩa 1.10 (TTXX [38]). Cho bài toán tối ưu P với hàm mục tiêu f , với kích thước

dữ liệu đầu vào là n, trong đó mục tiêu có thể là tìm giá trị cực đại hoặc cực tiểu. Một

thuật toán A được gọi là TTXX cho bài toán P với hệ số xấp xỉ ρ(n) nếu:

(i) Thuật toán A chạy trong thời gian đa thức theo kích thước đầu vào n;

(ii) Luôn trả về lời giải hợp lệ cho bài toán, gọi lời giải là S. Gọi S∗ lời giải tối ưu, ta

có:

• Đối với bài toán tìm cực đại: f(S) ≥ ρ(n) · f(S∗), (0 < ρ ≤ 1).

• Đối với bài toán tìm cực tiểu: f(S) ≤ ρ(n) · f(S∗), (ρ ≥ 1).

Một thuật toán có tỷ lệ xấp xỉ ρ(n) được gọi là thuật toán ρ(n)-xấp xỉ.

Nói cách khác, nghiệm do thuật toán tìm được không sai khác quá một hệ số ρ(n) so với

nghiệm tối ưu.

Khái niệm tỷ lệ xấp xỉ được xây dựng sao cho có thể áp dụng thống nhất cho cả hai

loại bài toán tối ưu. Cụ thể:

- Với bài toán tối thiểu hóa, ta luôn có C∗ ≤ C, trong đó C∗ = f(S∗) là giá trị tối

ưu và C = f(S) là giá trị nghiệm do thuật toán trả về; khi đó tỷ số C/C∗ phản ánh

mức độ sai lệch của nghiệm thu được so với nghiệm tối ưu.

- Với bài toán tối đa hóa, ta có C ≤ C∗; khi đó tỷ số C∗/C biểu thị mức độ nghiệm

tối ưu lớn hơn nghiệm do thuật toán tìm được.



23

Nhờ cách định nghĩa này, một khuôn khổ phân tích chung có thể được sử dụng cho

cả hai lớp bài toán mà không cần thay đổi bản chất của khái niệm TTXX.

TTXX trong CO thường có một số đặc điểm cơ bản sau.

Một tiêu chí quan trọng để phân biệt TTXX với các phương pháp tìm kiếm nghiệm

gần đúng khác là yêu cầu thuật toán phải chạy trong thời gian đa thức theo kích thước

dữ liệu đầu vào. Điều này đảm bảo thuật toán có khả năng áp dụng trên các bài toán quy

mô lớn trong thực tế. Ngược lại, các phương pháp không đảm bảo thời gian chạy đa thức

thường có chi phí tính toán rất cao và khó hợp lệ khi kích thước dữ liệu tăng lên.

Trong nhiều bài toán, tỷ lệ xấp xỉ ρ(n) về mặt tổng quát là một hàm số theo n. Nếu

tỷ lệ xấp xỉ ρ(n) không phụ thuộc vào kích thước đầu vào n mà chỉ là một hằng số, thuật

toán tương ứng được gọi là TTXX hằng số (constant-factor approximation algorithm).

Tổng quát hơn, nếu một thuật toán đạt được tỷ lệ xấp xỉ ρ(n) thì nó được gọi là thuật

toán ρ(n)-xấp xỉ. Các thuật toán đạt hệ số xấp xỉ hằng số thường được xem là có giá trị

thực tiễn cao vì chất lượng nghiệm được đảm bảo ổn định khi quy mô dữ liệu tăng.

1.3.2. Ưu điểm và nhược điểm của thuật toán xấp xỉ

TTXX mang lại nhiều lợi thế quan trọng trong việc giải các bài toán CO khó, đặc

biệt khi việc tìm nghiệm tối ưu chính xác là không hợp lệ về mặt tính toán.

TTXX cung cấp các bảo đảm lý thuyết rõ ràng thông qua hệ số xấp xỉ nhưng vẫn

đồng thời đảm bảo khả năng triển khai hiệu quả trong thực nghiệm trên dữ liệu quy mô

lớn. Hệ số xấp xỉ đóng vai trò như một tiêu chuẩn để đánh giá chất lượng nghiệm thu

được, cho phép so sánh mức độ gần tối ưu của các phương pháp khác nhau một cách

định lượng và có cơ sở lý thuyết. Các TTXX thường có cấu trúc đơn giản, dễ mở rộng và

có thể sử dụng như thành phần nền cho các phương pháp tối ưu hoặc heuristic nâng cao

hơn.

Bên cạnh những ưu điểm trên, việc thiết kế và phân tích TTXX cũng đặt ra nhiều

thách thức.

Thứ nhất, việc chứng minh tỷ lệ xấp xỉ thường khó khăn, đòi hỏi phải khai thác sâu

cấu trúc của bài toán cũng như sử dụng các kỹ thuật phân tích toán học chặt chẽ. Trong

nhiều trường hợp, cần xây dựng các cận trên và cận dưới tinh vi để liên hệ nghiệm thuật

toán với nghiệm tối ưu, khiến quá trình phân tích trở nên phức tạp.

Thứ hai, khi bài toán xuất hiện thêm các ràng buộc phức tạp (như knapsack, fair-

ness, hoặc nhiều ràng buộc đồng thời), việc duy trì hệ số xấp xỉ tốt đồng thời đảm bảo

hiệu quả tính toán trở nên đặc biệt thách thức.
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1.3.3. Thuật toán xấp xỉ tiêu chuẩn kép

Trong nhiều bài toán CO thực tế, việc thiết kế TTXX theo tiêu chuẩn cổ điển thường

gặp khó khăn do cấu trúc bài toán phức tạp hoặc do sự xuất hiện đồng thời của nhiều

loại ràng buộc. Ví dụ các bài toán: người chào hàng tổng quát, bài toán tập phủ đều là

những bài toán NP-khó không tồn tại TTXX hằng số [47, 48].

Trong các trường hợp này, rất khó để duy trì đồng thời cả nghiệm hợp lệ tuyệt đối

và hệ số xấp xỉ tốt cho hàm mục tiêu đôi khi trở nên quá hạn chế.

Vì vậy, một hướng tiếp cận thường được sử dụng là nới lỏng một phần các yêu cầu

của TTXX, cho phép nghiệm thu được có thể vi phạm nhẹ một số ràng buộc, trong khi

vẫn đảm bảo chất lượng nghiệm theo nghĩa lý thuyết. Cách tiếp cận này dẫn đến khái

niệm TTXX tiêu chuẩn kép (bicriteria approximation algorithms), trong đó thuật toán

đồng thời kiểm soát hai yếu tố: chất lượng của hàm mục tiêu và mức độ vi phạm ràng

buộc.

Cụ thể, thay vì yêu cầu nghiệm phải hoàn toàn thỏa mãn các ràng buộc ban đầu,

thuật toán có thể cho phép nghiệm vi phạm các ràng buộc trong một hệ số cho phép,

đồng thời vẫn đảm bảo giá trị mục tiêu đạt một tỷ lệ xấp xỉ nhất định so với nghiệm tối

ưu. Cách tiếp cận này giúp mở rộng khả năng thiết kế thuật toán cho nhiều lớp bài toán

khó, trong khi vẫn giữ được các bảo đảm lý thuyết cần thiết.

Đối với bài MCSC, TTXX tiêu chuẩn kép được định nghĩa như sau:

Định nghĩa 1.11 (TTXX tiêu chuẩn kép [49]). Xét một bài toán tối ưu với hai tiêu chí

gồm hàm mục tiêu f và hàm ràng buộc g. Bài toán có dạng

min
S∈Ω

f(S) (1.16)

thoả mãn: g(S) ≥ C (1.17)

Một thuật toán được gọi là TTXX tiêu chuẩn kép, hay thuật toán (a, b)-xấp xỉ, nếu

trong thời gian đa thức theo kích thước dữ liệu đầu vào n, nó tìm được một nghiệm S sao

cho giá trị của hàm ràng buộc chỉ vi phạm nhiều nhất một hệ số a, và đạt được tỷ lệ xấp

xỉ b, tức là: ⎧⎨⎩g(S) ≥ a · C,

f(S) ≤ b · f(S∗),
(1.18)

với 0 < a < 1, b > 1 và S∗ là nghiệm tối ưu.

TTXX tiêu chuẩn kép có thể được xem như một phiên bản nới lỏng của TTXX

truyền thống trong các bài toán CO có ràng buộc. Thay vì yêu cầu nghiệm tìm được phải
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hoàn toàn thỏa mãn mọi ràng buộc của bài toán, cách tiếp cận này cho phép nghiệm có

thể vi phạm ràng buộc ở một mức độ kiểm soát được, đồng thời vẫn đảm bảo một chặn

lý thuyết rõ ràng đối với chất lượng của hàm mục tiêu so với nghiệm tối ưu.

Do đó, lời giải thu được có thể không hoàn toàn hợp lệ theo nghĩa chặt chẽ, nhưng

mức độ vi phạm ràng buộc và độ suy giảm chất lượng nghiệm đều được khống chế bởi

các hệ số xấp xỉ xác định trước. Quan trọng hơn, phương pháp này cho phép điều chỉnh

sự đánh đổi giữa chất lượng hàm mục tiêu và mức độ vi phạm ràng buộc thông qua việc

lựa chọn các tham số xấp xỉ phù hợp với từng ứng dụng cụ thể.

Trong thực nghiệm, các TTXX tiêu chuẩn kép thường cho nghiệm có chất lượng

tốt, mức vi phạm ràng buộc nhỏ và hiệu quả tính toán cao, do đó trở thành một hướng

tiếp cận thực tế và hữu ích cho nhiều bài toán quy mô lớn hiện nay.

1.4. MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP THIẾT KẾ TTXX HIỆN ĐẠI

Trong phần này, luận án giới thiệu một số cách tiếp cận thiết kế TTXX hiện đại

dành cho các bài toán tối ưu quy mô lớn, trong đó mục tiêu là tìm được nghiệm có chất

lượng được đảm bảo bởi các chặn lý thuyết so với nghiệm tối ưu, đồng thời duy trì độ

phức tạp tính toán và lượng dữ liệu lưu trữ ở mức hợp lệ trong thực tế.

Khi quy mô dữ liệu tiếp tục gia tăng và độ phức tạp của bài toán ngày càng lớn,

việc tìm nghiệm tối ưu chính xác thường trở nên không thực tế do chi phí tính toán quá

cao. Trong bối cảnh đó, các phương pháp xấp xỉ hiện đại hướng đến việc dung hòa giữa

chất lượng nghiệm, thời gian xử lý và yêu cầu về bộ nhớ, qua đó cho phép triển khai hiệu

quả trên các hệ thống dữ liệu lớn cũng như trong những môi trường tính toán có hạn chế

về tài nguyên. Phần tiếp theo sẽ giới thiệu một số hướng tiếp cận tiêu biểu đang được áp

dụng rộng rãi trong cả nghiên cứu và thực tiễn.

1.4.1. Thuật toán tham lam

Thuật toán tham lam là một phương pháp kinh điển trong thiết kế các TTXX, nổi

bật nhờ cấu trúc đơn giản nhưng vẫn đạt hiệu quả tốt cả về mặt lý thuyết lẫn thực nghiệm.

Ý tưởng cơ bản của phương pháp này là xây dựng lời giải một cách tuần tự qua nhiều

bước; tại mỗi bước, thuật toán lựa chọn phần tử hoặc hành động được xem là tốt nhất

theo một tiêu chí đánh giá cục bộ, thường dựa trên mức cải thiện của hàm mục tiêu hoặc

mức độ phù hợp với các ràng buộc hiện có.

Mặc dù quyết định tại mỗi bước chỉ dựa trên thông tin cục bộ, trong nhiều lớp bài

toán quan trọng, đặc biệt là các bài toán liên quan đến hàm submodular hoặc các bài toán

bao phủ, phương pháp tham lam vẫn đạt được các hệ số xấp xỉ mạnh với chi phí tính toán

thấp. Bên cạnh đó, tư tưởng tham lam còn đóng vai trò nền tảng cho nhiều kỹ thuật hiện
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đại hơn, chẳng hạn các thuật toán song song, thuật toán xử lý dữ liệu dạng luồng, hay các

biến thể ngẫu nhiên và tham lam ngưỡng, qua đó cho phép mở rộng phương pháp này để

xử lý các bài toán quy mô rất lớn trong thực tế. Thuật toán tham lam cơ bản (thuật toán

1.1) được mô tả như sau:

Thuật toán 1.1: Thuật toán tham lam [38, 47]
Input: Tập phần tử V , hàm mục tiêu f , tập ràng buộc hợp lệ

Output: Lời giải S

1 Khởi tạo nghiệm rỗng: S ← ∅;
2 while điều kiện dừng chưa thoả mãn do
3 Xác định tập các phần tử C ⊆ V \ S thỏa mãn các ràng buộc

4 Chọn phần tử tốt nhất c ∈ C theo tiêu chí tham lam (dựa trên mức cải thiện

của f hoặc một tiêu chí đánh giá khác);

5 if việc thêm c vào S vẫn thoả mãn ràng buộc then
6 S ← S ∪ {c};
7 end
8 Loại bỏ c khỏi tập ứng viên: C ← C \ {c};

9 end
10 return S

Phương pháp tham lam sở hữu nhiều ưu điểm khiến nó trở thành một trong những

công cụ phổ biến nhất trong thiết kế TTXX. Trước hết, cấu trúc của thuật toán thường

đơn giản, dễ cài đặt và dễ mở rộng cho các bài toán khác nhau. Mỗi bước chỉ cần đánh

giá lợi ích cục bộ của việc thêm một phần tử vào lời giải hiện tại, do đó chi phí tính toán

thường thấp hơn đáng kể so với các phương pháp tối ưu chính xác. Ngoài ra, trong nhiều

lớp bài toán quan trọng như tối đa hóa hàm submodular, bài toán bao phủ hay các bài

toán lựa chọn tập con dưới ràng buộc kích thước, thuật toán tham lam đạt được các tỷ lệ

xấp xỉ mạnh với đảm bảo lý thuyết rõ ràng. Một ưu điểm khác là phương pháp này có

thể được điều chỉnh để hoạt động hiệu quả trong các môi trường dữ liệu lớn, chẳng hạn

như các biến thể song song, phân tán hoặc xử lý dữ liệu dạng luồng.

Tuy nhiên, thuật toán tham lam cũng tồn tại một số hạn chế. Do mỗi quyết định

được đưa ra dựa trên thông tin cục bộ tại từng bước, lời giải cuối cùng không phải lúc

nào cũng gần với nghiệm tối ưu trong các bài toán tổng quát, đặc biệt khi hàm mục tiêu

không có cấu trúc thuận lợi như tính submodular. Ngoài ra, các quyết định được thực

hiện ở giai đoạn đầu có thể làm mất đi cơ hội xây dựng những lời giải tốt hơn ở các bước

sau, do thuật toán thường không có cơ chế quay lui hay điều chỉnh lại lựa chọn trước đó.
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Trong các bài toán có nhiều ràng buộc phức tạp hoặc cấu trúc tương tác mạnh giữa các

phần tử, hiệu quả của phương pháp tham lam có thể suy giảm đáng kể.

Trong nhiều trường hợp, thuật toán tham lam được sử dụng như một thành phần

nền tảng hoặc một bước khởi tạo cho các phương pháp nâng cao hơn. Các hướng tiếp

cận này thường kết hợp thêm những kỹ thuật như ngẫu nhiên hóa, tối ưu cục bộ hoặc các

quy trình nhiều giai đoạn nhằm cải thiện chất lượng lời giải.

1.4.2. Thuật toán luồng

Trong mô hình dữ liệu luồng (data streaming), dữ liệu đầu vào không được cung

cấp toàn bộ ngay từ đầu mà xuất hiện dần theo thời gian dưới dạng một chuỗi các cập

nhật liên tiếp. Cụ thể, ta có thể xem dữ liệu như một tín hiệu một chiều A : [1..n] → R,

trong đó trạng thái của A được hình thành thông qua một chuỗi các phép cập nhật

a1, a2, . . .

đến theo thứ tự thời gian. Mỗi phép cập nhật làm thay đổi giá trị tại một vị trí nào đó của

tín hiệu A.

Tùy theo cách diễn giải các phép cập nhật, người ta thường xét ba mô hình luồng

dữ liệu tiêu biểu sau:

Mô hình chuỗi thời gian (time series). Mỗi phần tử của luồng chính là một giá trị

được ghi nhận theo thời gian, tức là A[i] lưu trữ giá trị quan sát được tại thời điểm i.

Mô hình máy tính tiền (cash register). Mỗi cập nhật có dạng at = (j,∆), biểu diễn

việc tăng giá trị tại vị trí j lên một lượng không âm ∆, tức là

A[j]← A[j] + ∆.

Mô hình turnstile. Mỗi cập nhật có dạng at = (j,∆) với ∆ có thể dương hoặc âm,

cho phép cả việc tăng và giảm giá trị tại một vị trí. Trong biến thể strict turnstile, ta luôn

yêu cầu A[j] ≥ 0 tại mọi thời điểm.

Ba mô hình trên tạo thành một hệ phân cấp tự nhiên, trong đó mô hình turnstile là

tổng quát nhất và bao hàm các mô hình còn lại như những trường hợp riêng.

Dưới góc độ thiết kế thuật toán, thuật toán luồng được thống nhất và định nghĩa

như sau:

Định nghĩa 1.12 (Thuật toán luồng [50]). Thuật toán luồng là một TTXX xử lý dữ liệu

đầu vào dưới dạng một chuỗi các cập nhật liên tiếp, trong đó mỗi phần tử dữ liệu thường

chỉ có thể được truy cập một hoặc một số rất ít lần. Do hạn chế về khả năng lưu trữ toàn

bộ dữ liệu, thuật toán chỉ duy trì một trạng thái tóm tắt có kích thước nhỏ để phục vụ cho

việc tính toán.
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Hiệu quả của một thuật toán luồng thường được đánh giá dựa trên các tiêu chí sau:

- Dung lượng dữ liệu cần lưu trữ (space complexity): Biểu thị lượng bộ nhớ cần

thiết để duy trì trạng thái trung gian của thuật toán. Trong nhiều thiết kế, mục tiêu

là giữ dung lượng bộ nhớ ở mức dưới tuyến tính theo kích thước dữ liệu đầu vào.

- Số lượt quét dữ liệu (number of scans/passes): Thể hiện số lần thuật toán cần

duyệt qua toàn bộ luồng dữ liệu. Các thuật toán hiệu quả thường chỉ yêu cầu một

hoặc rất ít lần quét dữ liệu.

- Độ phức tạp truy vấn: Đo số lượng truy vấn tới hàm mục tiêu hoặc cấu trúc dữ

liệu được duy trì trong quá trình xử lý, đặc biệt quan trọng khi các truy vấn này

có chi phí cao.

- Đảm bảo tỷ lệ xấp xỉ: Do không thể lưu trữ toàn bộ dữ liệu, thuật toán luồng

thường chỉ tìm được nghiệm gần đúng. Vì vậy, một tiêu chí quan trọng là đảm bảo

nghiệm thu được đạt một tỷ lệ xấp xỉ nhất định so với nghiệm tối ưu.

1.4.3. Thuật toán song song

Trong bối cảnh thiết kế thuật toán hiện đại, các thuật toán song song (parallel

algorithms) đóng vai trò then chốt, đặc biệt đối với các bài toán xử lý dữ liệu quy mô lớn

trên những hệ thống đa lõi hoặc hiệu năng cao. Khi các phương pháp tuần tự dần bộc lộ

những hạn chế về thời gian xử lý và tài nguyên tính toán, việc tận dụng khả năng thực

thi đồng thời trên nhiều bộ xử lý trở thành một hướng tiếp cận hiệu quả nhằm giảm thời

gian chạy và nâng cao khả năng mở rộng của hệ thống.

Trong lĩnh vực này, mô hình PRAM (Parallel Random Access Machine) thường

được sử dụng như một khuôn khổ lý thuyết cơ bản, cho phép nhiều bộ xử lý truy cập

chung vào một không gian bộ nhớ. Dựa trên cơ chế điều phối truy cập đồng thời, mô

hình PRAM được phân thành các biến thể như EREW (Exclusive Read Exclusive Write),

CREW (Concurrent Read Exclusive Write) và CRCW (Concurrent Read Concurrent

Write).

Ngoài mô hình bộ nhớ chia sẻ, các hệ thống thực tế còn áp dụng kiến trúc bộ nhớ

phân tán, trong đó dữ liệu được phân bố trên nhiều nút tính toán và việc trao đổi thông

tin giữa các nút được thực hiện thông qua mạng truyền thông. Trong quá trình thiết kế

thuật toán song song, một số kỹ thuật cơ bản thường được sử dụng:

- Chia để trị song song (parallel divide-and-conquer) [51] Bài toán được phân tách

thành các bài toán con độc lập có thể xử lý đồng thời, sau đó kết hợp kết quả để thu được
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lời giải cuối cùng. Phương pháp này được áp dụng rộng rãi trong sắp xếp, xử lý ma trận

và nhiều bài toán số học lớn.

- Kỹ thuật nhảy con trỏ (Pointer jumping). Kỹ thuật này cho phép rút ngắn chiều

sâu của các cấu trúc dữ liệu dạng danh sách liên kết hoặc cây bằng cách cập nhật con trỏ

song song, qua đó giảm số bước tính toán cần thiết.

- Kỹ thuật Euler Tour [52] Thông qua việc biến đổi cấu trúc cây thành một biểu

diễn tuyến tính dựa trên chu trình Euler, nhiều phép toán trên cây như tính độ sâu, xác

định tổ tiên chung gần nhất hay truy vấn đường đi có thể được thực hiện hiệu quả trong

môi trường song song.

- Tính toán tiền tố (Prefix computation) [53] Kỹ thuật này thực hiện phép tích lũy

trên mảng dữ liệu đầu vào và là một thành phần cơ bản trong nhiều thuật toán song song,

đặc biệt trong xử lý dữ liệu trên GPU và CPU đa lõi.

Xét một thuật toán song song xử lý dữ liệu đầu vào kích thước n. Độ phức tạp song

song của thuật toán thường được mô tả thông qua hai đại lượng cơ bản:

- Tổng công việc (Work) W (n). Là tổng số phép toán được thực hiện bởi toàn bộ

các bộ xử lý trong quá trình thực thi thuật toán. Đại lượng này tương đương với

độ phức tạp của thuật toán khi thực hiện trong môi trường tuần tự.

- Chiều sâu tính toán (Depth) D(n). Là số bước tính toán tuần tự tối thiểu cần thực

hiện khi giả sử có số lượng bộ xử lý không giới hạn. Đại lượng này còn được gọi

là thời gian chạy song song lý tưởng.

Khi sử dụng P bộ xử lý, thời gian thực thi song song TP (n) thường được ước lượng

bởi công thức Brent:

TP (n) = O

(︃
W (n)

P
+D(n)

)︃
.

Một thuật toán song song được xem là hiệu quả nếu tổng công việc W (n) không

lớn hơn đáng kể so với thuật toán tuần tự tốt nhất, đồng thời chiều sâu D(n) đủ nhỏ để

khai thác hiệu quả khả năng thực thi đồng thời của hệ thống tính toán.

Theo định luật Brent, nếu sử dụng P bộ xử lý thì thời gian thực thi song song có

thể được ước lượng bởi

TP = O

(︃
W

P
+D

)︃
,

cho thấy sự đánh đổi giữa tổng lượng công việc và mức độ song song hóa.

Ngoài hai đại lượng trên, các yếu tố như tốc độ tăng tốc (speedup), khả năng mở

rộng (scalability), cân bằng tải (load balancing) và chi phí truyền thông giữa các bộ xử
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lý cũng đóng vai trò quan trọng trong việc đánh giá hiệu quả thực tế của thuật toán song

song.

Trong các bài toán CO quy mô lớn và phân tích dữ liệu, nhiều bài toán quan trọng

như liệt kê tập con, tối đa hóa hàm submodular, phân cụm hay matching có thể được

khai thác theo hướng song song, toàn phần hoặc từng phần. Các nghiên cứu gần đây cho

thấy rằng những thuật toán tham lam và các biến thể của chúng vẫn có thể duy trì tỷ lệ

xấp xỉ tương đương với phiên bản tuần tự, đồng thời giảm đáng kể độ sâu tính toán nhờ

áp dụng các kỹ thuật như chọn mẫu hoặc xử lý độc lập trên từng khối dữ liệu.

Kể từ khoảng năm 2018, các mô hình tính toán song song ngày càng được ứng

dụng rộng rãi trong các bài toán học máy và trí tuệ nhân tạo. Trong các hệ thống này,

nhiều phép truy vấn tới hàm mục tiêu f có thể được thực hiện đồng thời và độc lập trên

các luồng xử lý song song. Dựa trên mô hình tính toán này, Balkanski và các cộng sự lần

đầu tiên đưa ra khái niệm độ phức tạp song song (adaptive complexity) [34], và từ đó

khái niệm này đã trở thành một công cụ quan trọng trong việc thiết kế các thuật toán tối

ưu hiện đại cho dữ liệu quy mô lớn [54, 30, 32, 31].

Định nghĩa 1.13 (Độ phức tạp song song [34]). Với một hàm mục tiêu f , độ phức tạp

song song của một thuật toán là số vòng lặp tối thiểu cần thiết sao cho trong mỗi vòng

lặp, thuật toán thực hiện O(poly(n)) truy vấn độc lập đến hàm mục tiêu, trong đó n là

kích thước dữ liệu đầu vào của thuật toán.

Một đặc điểm phổ biến của nhiều thuật toán tối ưu là tính chất tuần tự, trong đó mỗi

bước thực hiện thường phụ thuộc vào kết quả của các bước trước đó. Điều này làm hạn

chế khả năng khai thác tính toán song song một cách tự nhiên, vì các phép tính không

thể thực hiện đồng thời khi chưa có kết quả trung gian cần thiết.

Khái niệm độ phức tạp song song khắc phục hạn chế này bằng cách đưa ra một

tiêu chuẩn đo lường số lượng vòng lặp bắt buộc phải thực hiện tuần tự trong thuật toán.

Theo đó, những thuật toán có độ phức tạp song song càng nhỏ thì càng cho phép thực

hiện nhiều phép tính độc lập trong cùng một thời điểm, từ đó khai thác hiệu quả hơn các

hệ thống tính toán song song hiện đại. Tiêu chuẩn này vì vậy mang ý nghĩa thực tiễn cao

trong việc thiết kế các thuật toán tối ưu cho dữ liệu quy mô lớn.

Ví dụ 1.1. Xét bài toán tối đa hóa một hàm submodular f : 2V → R+ dưới ràng buộc

|S| ≤ k, trong đó

V = {e1, e2, . . . , en}.

Thuật toán tham lam khởi tạo S0 = ∅. Tại vòng thứ t, với 1 ≤ t ≤ k, thuật toán cần tìm
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phần tử

emax ∈ arg max
e∈V \St−1

∆(e | St−1),

trong đó

∆(e | St−1) = f(St−1 ∪ {e})− f(St−1)

là lợi ích biên của phần tử e đối với tập hiện tại St−1.

Để xác định emax, thuật toán thực hiện đồng thời các truy vấn

f(St−1 ∪ {e}), e ∈ V \ St−1.

Do tất cả các truy vấn này chỉ phụ thuộc vào tập St−1 và không phụ thuộc lẫn nhau,

chúng có thể được thực hiện song song trong cùng một vòng. Sau khi nhận được kết quả

của các truy vấn, thuật toán đồng thời tính các giá trị ∆(e | St−1), xác định phần tử emax

có lợi ích biên lớn nhất và cập nhật

St = St−1 ∪ {emax}.

Như vậy, toàn bộ quá trình xác định và lựa chọn emax được thực hiện trong một vòng

song song. Tuy nhiên, các truy vấn tại vòng thứ t phụ thuộc vào tập St−1 thu được từ

vòng trước. Vì vậy, vòng thứ t chỉ có thể bắt đầu sau khi vòng thứ t − 1 kết thúc. Thuật

toán cần thực hiện tuần tự k vòng để lựa chọn k phần tử. Do đó, độ phức tạp song song

của thuật toán là O(k), trong khi tổng số truy vấn đến hàm mục tiêu là O(nk).

Chẳng hạn, với n = 1000 và k = 5, quá trình thực hiện của thuật toán được minh

họa trong Bảng 1.2.

Bảng 1.2: Minh họa các vòng truy vấn song song với n = 1000 và k = 5.

Vòng lặp Tập hiện tại Số truy vấn đồng thời Phần tử được chọn
1 S0 = ∅ 1000 e

(1)
max

2 S1 = {e(1)max} 999 e
(2)
max

3 S2 = {e(1)max, e
(2)
max} 998 e

(3)
max

4 S3 = {e(1)max, e
(2)
max, e

(3)
max} 997 e

(4)
max

5 S4 = {e(1)max, . . . , e
(4)
max} 996 e

(5)
max

Tổng số truy vấn 4990

Trong mỗi vòng, tất cả các truy vấn được thực hiện đồng thời để xác định e
(t)
max. Tuy

nhiên, vòng thứ t phải chờ kết quả của vòng thứ t − 1 để xác định tập St−1. Do đó, mặc

dù thuật toán thực hiện tổng cộng 4990 truy vấn, các truy vấn này chỉ được tổ chức thành

5 vòng phụ thuộc tuần tự. Vì vậy, độ phức tạp song song của thuật toán là 5.
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Trong luận án này, các thực nghiệm được xây dựng bám sát định nghĩa về độ phức

tạp song song và Ví dụ 1.1. Trong đó mỗi thuật toán được tổ chức thành các vòng song

song. Tại mỗi vòng, thuật toán xây dựng một tập gồm O(poly(n)) truy vấn độc lập và

thực hiện đồng thời các truy vấn này đến hàm mục tiêu, như được mô tả cụ thể trong

giả mã thuật toán. Kết quả của vòng hiện tại được sử dụng để xây dựng các truy vấn cho

vòng tiếp theo. Do đó, nếu thuật toán cần r vòng phụ thuộc tuần tự thì độ phức tạp song

song của thuật toán là O(r).

1.5. TỔNG QUAN VỀ BÀI TOÁN TỐI ƯU SUBMODULAR

Như đã đề cập, các bài toán tối ưu submodular (SO) thường được chia thành hai

nhóm chính là tối đa hóa hàm submodular (SM) và phủ submodular với chi phí tối thiểu

(MCSC). Trong mục này, LA trình bày tổng quan các kết quả nghiên cứu tiêu biểu đối

với hai lớp bài toán nền tảng này, tập trung vào các hướng tiếp cận chính, các kết quả lý

thuyết đã đạt được, cũng như những thách thức và vấn đề nghiên cứu còn bỏ ngỏ.

1.5.1. Bài toán tối đa hàm submodular

George L. Nemhauser và các cộng sự [14] là những người đầu tiên nghiên cứu một

cách hệ thống bài toán SM dưới ràng buộc lực lượng (SMC). Trong công trình kinh điển

này, nhóm tác giả đã đề xuất thuật toán tham lam tuần tự, đạt tỷ lệ xấp xỉ chặt 1 − 1
e

thông qua việc lựa chọn liên tiếp phần tử có độ lợi biên lớn nhất. Thuật toán có độ phức

tạp truy vấn O(nk), trong đó n là kích thước tập nền và k là giới hạn lực lượng. Kết quả

này được xem là nền tảng của lĩnh vực SO và đã thúc đẩy sự phát triển của nhiều hướng

nghiên cứu nhằm cải thiện hiệu quả tính toán của các TTXX cho bài toán SM.

Một trong những hạn chế của thuật toán tham lam là tính tuần tự cao, dẫn đến thời

gian thực thi lớn khi kích thước dữ liệu tăng. Để khắc phục nhược điểm này, nhiều nghiên

cứu đã tập trung vào việc giảm độ phức tạp truy vấn và thời gian chạy. Công trình [24] đề

xuất thuật toán xác định dựa trên mô hình streaming, giảm thời gian thực thi xuống còn

O(n log n). Gần đây, [55] và [18] đã đồng thời phát triển các thuật toán thời gian tuyến

tính, đạt tỷ lệ xấp xỉ tiệm cận 1− 1
e , mở ra hướng tiếp cận hiệu quả cho các bài toán quy

mô lớn.

Song song với việc giảm độ phức tạp tính toán, một hướng nghiên cứu khác là thiết

kế các thuật toán có khả năng song song hóa. Công trình tiên phong của [34] đã áp dụng

kỹ thuật lấy mẫu thích nghi (adaptive sampling) cho bài toán SM, đạt tỷ lệ xấp xỉ hằng

số cùng độ phức tạp thích nghi O(log n). Ý tưởng chính là loại bỏ một phần cố định các

phần tử ở mỗi vòng lặp nhằm giảm số bước tuần tự. Sau đó, [56] tiếp tục cải thiện hướng

tiếp cận này, đạt tỷ lệ xấp xỉ gần 1− 1
e với O(log n log k) vòng thích nghi và O(n log log k)
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truy vấn. Những kết quả này cho thấy khả năng giải quyết hiệu quả các bài toán SO trên

các hệ thống tính toán song song và dữ liệu quy mô lớn.

Bên cạnh ràng buộc lực lượng, bài toán SM còn được mở rộng sang trường hợp

ràng buộc chi phí (SMK), trong đó mỗi phần tử được gán một chi phí và tổng chi phí

lựa chọn không vượt quá một ngân sách cho trước. Laurence A. Wolsey [9] là người đầu

tiên nghiên cứu bài toán này, chứng minh tính NP-khó và đề xuất thuật toán đạt tỷ lệ xấp

xỉ 1 − 1
e . Tiếp theo, các công trình [57, 58] phát triển các thuật toán tham lam kết hợp

kỹ thuật đoán trước một số phần tử, đạt tỷ lệ xấp xỉ tối ưu nhưng phải đánh đổi bằng độ

phức tạp truy vấn rất lớn.

Các nghiên cứu gần đây tập trung vào việc duy trì tỷ lệ xấp xỉ tốt đồng thời giảm

chi phí tính toán. Công trình [59] giảm số phép đoán và hạ độ phức tạp xuống O(n3 log n)

trong khi vẫn giữ tỷ lệ 1− 1
e . Sau đó, [60] sử dụng kỹ thuật mở rộng đa tuyến (multilinear

extension) để đạt tỷ lệ xấp xỉ gần tối ưu, mặc dù chi phí tính toán vẫn còn rất cao. Trong

bối cảnh dữ liệu lớn, [18] đã đề xuất thuật toán thời gian tuyến tính với tỷ lệ xấp xỉ 1/2,

đồng thời chỉ ra các giới hạn cơ bản về độ phức tạp truy vấn của bài toán.

Bên cạnh việc tập trung giảm độ phức tạp tính toán, bài toán SM còn được nghiên

cứu trong xử lý dữ liệu online như thuật toán luồng. Trong mô hình này, dữ liệu liên tục

với bộ nhớ hạn chế. Các công trình [61, 62] đạt tỷ lệ xấp xỉ 1/(2.5 + ϵ) với một hoặc

hai lượt quét dữ liệu, trong khi [63] cải thiện chất lượng nghiệm thông qua việc sử dụng

nhiều lượt quét hơn. Đáng chú ý, [18] đã đề xuất thuật toán streaming với số lượng truy

vấn gần tuyến tính, phù hợp cho các ứng dụng dữ liệu quy mô rất lớn.

Ngoài ràng buộc một ngân sách, nhiều nghiên cứu cũng xem xét trường hợp tồn tại

đồng thời nhiều ràng buộc chi phí. Tuy nhiên, các kết quả hiện nay thường đạt tỷ lệ xấp

xỉ phụ thuộc tuyến tính vào số lượng ràng buộc, dẫn đến chất lượng nghiệm suy giảm

khi số ràng buộc tăng. Đặc biệt, bài toán tối đa hóa hàm submodular với các ngân sách

riêng cho từng nhóm đối tượng vẫn còn là một hướng nghiên cứu mở và chưa có nhiều

kết quả lý thuyết hiệu quả.

1.5.2. Bài toán phủ submodular với chi phí tối thiểu

Song song với bài toán SM, bài toán MCSC được xem là bài toán đối ngẫu tự nhiên

và có nhiều ứng dụng trong lan truyền ảnh hưởng, triển khai cảm biến, thu thập dữ liệu

và phân bổ tài nguyên. Thay vì tối đa hóa lợi ích dưới một ngân sách cho trước, MCSC

tìm nghiệm có chi phí nhỏ nhất để đạt được một ngưỡng lợi ích mong muốn.

Bài toán MCSC đã được nghiên cứu từ rất sớm thông qua các thuật toán tham lam

và các phương pháp xấp xỉ [42, 64, 16, 65, 66]. Về mặt lý thuyết, Feige [67] đã chứng
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minh MCSC là NP-khó và không thể đạt tỷ lệ xấp xỉ hằng số trong thời gian đa thức. Các

thuật toán tham lam của Wolsey [42] và các nghiên cứu tiếp theo [64, 16, 65] đạt được

các bảo đảm lý thuyết tốt nhưng có tính tuần tự cao, gây khó khăn khi xử lý dữ liệu lớn.

Gần đây, nhiều nghiên cứu tập trung vào việc giảm độ phức tạp truy vấn và tăng khả

năng song song hóa. Công trình [66] đề xuất thuật toán tiến hóa với bảo đảm xấp xỉ tiêu

chuẩn kép, trong khi [19] phát triển thuật toán song song đầu tiên cho MCSC với độ phức

tạp thích nghi đa thức theo logarit. Tuy nhiên, các phương pháp hiện nay vẫn còn hạn

chế về khả năng mở rộng hoặc chỉ áp dụng cho các hàm nhận giá trị nguyên.

Song song với MCSC, tối ưu hàm k-submodular cũng thu hút nhiều sự quan tâm.

Kể từ các công trình nền tảng về tối đa hóa hàm k-submodular không ràng buộc [68, 69],

nhiều kết quả đã được phát triển cho các ràng buộc lực lượng, matroid, chi phí và mô

hình dữ liệu luồng [11, 70, 71, 72, 73]. Tuy nhiên, phần lớn các nghiên cứu tập trung vào

bài toán tối đa hóa.

Đối với bài toán phủ k-submodular (kSC), các kết quả hiện nay còn khá hạn chế.

Công trình [74] là nghiên cứu đầu tiên xem xét bài toán này, trong khi [75] mở rộng sang

mô hình dữ liệu luồng với các bảo đảm xấp xỉ tiêu chuẩn kép. Mặc dù vậy, việc thiết kế

các thuật toán đa thức có tỷ lệ xấp xỉ tốt, độ phức tạp thấp và khả năng mở rộng trên dữ

liệu lớn vẫn là một thách thức mở.

1.5.3. Các thách thức trong nghiên cứu bài toán SO

Từ tổng quan trên, có thể nhận thấy một số hướng nghiên cứu quan trọng cần tiếp

tục được quan tâm như sau:

- Phát triển các thuật toán hiệu quả cho dữ liệu quy mô lớn. Mặc dù đã có nhiều TTXX

cho các bài toán SM, MCSC và các biến thể, phần lớn vẫn đòi hỏi số lượng truy vấn lớn

hoặc có độ phức tạp thích nghi cao. Do đó, việc thiết kế các thuật toán có độ phức tạp

truy vấn thấp, khả năng song song hóa tốt và phù hợp với dữ liệu quy mô rất lớn vẫn

là một thách thức quan trọng.

- Nghiên cứu các mô hình xử lý dữ liệu hiện đại. Trong nhiều ứng dụng thực tế như

OSN, hệ thống gợi ý và phân tích dữ liệu trực tuyến, dữ liệu thường xuất hiện dưới

dạng luồng hoặc thay đổi liên tục theo thời gian. Điều này đặt ra nhu cầu phát triển

các thuật toán SO trong các mô hình luồng, song song hóa và phân tán.

- Mở rộng sang các biến thể mới của bài toán. Các bài toán thực tế ngày càng đòi hỏi

các mô hình tối ưu phản ánh tốt hơn các yêu cầu ứng dụng như nhiều ràng buộc chi

phí, công bằng giữa các nhóm đối tượng, đa cộng đồng hoặc dữ liệu động. Việc nghiên

cứu các biến thể này không chỉ có ý nghĩa thực tiễn mà còn mở ra nhiều bài toán lý
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thuyết mới.

- Thu hẹp khoảng cách giữa lý thuyết và thực nghiệm. Một hướng nghiên cứu quan trọng

là xây dựng các thuật toán vừa có bảo đảm xấp xỉ chặt chẽ, vừa đạt hiệu năng cao trên

các bộ dữ liệu thực tế, từ đó nâng cao khả năng ứng dụng của các phương pháp SO

trong khoa học dữ liệu và học máy.

1.6. KẾT LUẬN CHƯƠNG

Chương này đã trình bày tổng quan về CO và SO, trong đó tập trung vào hai lớp

bài toán nền tảng là SM và MCSC. Bên cạnh đó, chương cũng giới thiệu các khái niệm

cơ bản về thiết kế thuật toán, độ phức tạp tính toán và các thước đo đánh giá hiệu năng

thuật toán.

Trên cơ sở đó, chương đã tổng hợp và phân tích các công trình nghiên cứu tiêu

biểu liên quan đến SM, MCSC và các biến thể mở rộng của chúng. Từ những kết quả đã

đạt được cũng như các hạn chế còn tồn tại, chương đã chỉ ra các hướng nghiên cứu tiềm

năng, qua đó tạo nền tảng lý thuyết và định hướng cho các nội dung nghiên cứu được

trình bày trong các chương tiếp theo của luận án.
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CHƯƠNG 2
BÀI TOÁN PHỦ SUBMODULAR VỚI CHI PHÍ TỐI THIỂU

Bài toán Phủ Submodular với chi phí tối thiểu (MCSC) xuất hiện trong nhiều ứng

dụng quan trọng của nghiên cứu tác nghiệp và trí tuệ nhân tạo, chẳng hạn như học chủ

động (active learning) [76, 39], khai phá dữ liệu [77, 78], tối ưu phúc lợi xã hội [79],

cũng như các bài toán lan truyền ảnh hưởng trong OSN [1, 80, 81]. Trong các bối cảnh

này, mục tiêu thường là lựa chọn một tập phần tử có tổng chi phí nhỏ nhất nhưng vẫn đạt

được mức lợi ích hoặc độ bao phủ yêu cầu, qua đó phản ánh bài toán cân bằng giữa hiệu

quả và chi phí trong thực tế.

Xuất phát từ cả giá trị lý thuyết và ý nghĩa ứng dụng của bài toán, chương này tập

trung nghiên cứu bài toán Phủ Submodular với chi phí tối thiểu theo hai định hướng

chính: nâng cao chất lượng lời giải và tối ưu chi phí tính toán, đặc biệt trong bối cảnh

dữ liệu quy mô lớn. Nội dung chương trình bày các thuật toán được đề xuất, đi kèm với

phân tích lý thuyết và đánh giá thực nghiệm, qua đó làm rõ khả năng rút ngắn khoảng

cách giữa các kết quả lý thuyết và hiệu quả triển khai trong thực tế.

Cụ thể, LA đề xuất một thuật toán song song hiệu quả, đạt tỷ lệ xấp xỉ tiệm cận

với phương pháp tốt nhất hiện nay trong [19], đồng thời giảm đáng kể độ phức tạp song

song cả về mặt lý thuyết và thực nghiệm. Các kết quả liên quan đã được công bố trên

tạp chí chuyên ngành về tối ưu hóa và vận trù học Asia-Pacific Journal of Operational
Research (SCIE/Q3) năm 2024, cũng như trong Kỷ yếu Hội thảo Quốc gia lần thứ

XXVII về một số vấn đề chọn lọc của Công nghệ thông tin và Truyền thông năm 2024.

2.1. PHÁT BIỂU BÀI TOÁN

Mục này, LA trình bày và phân tích cụ thể hơn về bài toán MCSC (Dạng 1 của bài

toán SO). Bài toán SO được phát biểu như sau:

Input:

- Một tập nền hữu hạn V = {e1, e2, . . . , en}, gồm n phần, mỗi phần tử ei ∈ V có

một chi phí c(ei) > 0.

- Với tập con S ⊆ V , hàm mục tiêu là tổng chi phí c(S) = f(S) =
∑︁

e∈S c(e).

- Hàm ràng buộc g : 2V ↦→ R+ là submodular, đánh giá giá trị của tập con S.

- Ngưỡng giá trị T .

Output:
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- Một tập con S ⊆ V sao cho g(S) ≥ T với c(S) là nhỏ nhất, tức là tìm:

S = arg min
S⊆V :g(S)≥T

c(S). (2.1)

Bài toán MCSC có giá trị ứng dụng rất lớn trong thực tiễn, bởi trong nhiều bối cảnh,

mục tiêu đặt ra không phải là tối đa hóa giá trị tuyệt đối, mà là tìm nghiệm có chi phí

nhỏ nhất sao cho đạt được một mức chất lượng chấp nhận được. Ứng dụng điển hình của

MCSC là bài toán Bài toán ảnh hưởng ngưỡng (IT) trong mạng OSN như sau:

Bài toán TI (Threshold Influence–TI) là một bài toán quan trọng trong lan truyền

ảnh hưởng trên OSN, trong đó mục tiêu là lan truyền thông tin sao cho mức độ ảnh hưởng

đạt đến hoặc vượt qua một ngưỡng xác định cho trước (quy mô). Mô hình này phù hợp

với nhiều kịch bản thực tế, chẳng hạn như chiến dịch tiếp thị cần đạt được một mức độ

nhận biết tối thiểu, hoặc các ứng dụng lan truyền thông tin đòi hỏi một tỷ lệ chấp nhận

đủ lớn trong mạng.

Xét một đồ thị có hướng G = (V,E) biểu diễn OSN, cùng với một mô hình lan

truyền thông tinM (chẳng hạn như mô hình Independent Cascade hoặc Linear Thresh-

old). Với mỗi tập hạt giống S ⊆ V , ký hiệu g(S) là kỳ vọng số lượng nút được kích hoạt

khi quá trình lan truyền kết thúc, hay nói cách khác là giá trị ảnh hưởng của S. Hàm g

trong trường hợp này được chứng minh là submodular và đơn điệu tăng [1].

Cho trước một ngưỡng ảnh hưởng T > 0, mục tiêu là tìm một tập hạt giống S ⊆ V

sao cho g(S) ≥ T với lượng ngân sách là tối thiểu, chẳng hạn như số lượng tập hạt giống

|S| hoặc tổng chi phí bỏ ra
∑︁

v∈S c(v).

Bên cạnh đó, ứng dụng của MCSC xuất hiện trong nhiều lĩnh vực như lan truyền

ảnh hưởng trong OSN [64, 82, 81, 83], phân bổ ngân sách tối ưu [65], phủ đồ thị tổng

quát [84], tóm tắt dữ liệu [85, 86], ngăn chặn thông tin sai lệch [80, 87], v.v.

Tuy nhiên, việc giải bài toán MCSC trong quy mô lớn phải đối mặt với nhiều thách

thức đáng kể. Thứ nhất, các thuật toán đòi hỏi số lượng lớn các phép truy vấn tới hàm g.

Thứ hai, sự gia tăng nhanh chóng của kích thước dữ liệu đầu vào khiến không gian tìm

kiếm tăng theo cấp số mũ. Cuối cùng, các ràng buộc về bộ nhớ và thời gian tính toán trở

thành rào cản nghiêm trọng đối với việc triển khai trong thực tế.

2.2. CÁC NGHIÊN CỨU LIÊN QUAN

MCSC được nghiên cứu từ rất sớm với các tiếp cận tham lam để thu được các tỷ lệ

xấp xỉ về mặt lý thuyết, tiêu biểu là các nghiên cứu [42, 64, 16, 65, 66]. Về mặt độ phức

tạp tính toán, Feige [67] đã chứng minh rằng MCSC là NP-khó và không thể được xấp xỉ

với tỷ lệ hằng số, trừ khi NP ⊂ DTIME(nO(log logn)). Kết quả này cho thấy những giới

hạn lý thuyết nghiêm ngặt đối với khả năng thiết kế các TTXX đa thức cho bài toán.
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Một hướng tiếp cận cổ điển cho MCSC là chiến lược tham lam, trong đó thuật toán

xây dựng nghiệm bằng cách tuần tự chọn phần tử có lợi ích biên lớn nhất tại mỗi bước.

Wolsey [42] là một trong những công trình tiên phong nghiên cứu bài toán này và đã đề

xuất thuật toán tham lam với tỷ lệ xấp xỉ 1 + ln
(︂
maxe∈V

f(e)
β

)︂
, trong đó β là giá trị lợi

ích biên dương nhỏ nhất của một phần tử được thêm vào trong quá trình thực hiện thuật

toán. Sau đó, [64] phát triển một thuật toán tham lam khác cho một trường hợp đặc biệt

của MCSC trong OSN, với hàm mục tiêu là số người dùng kỳ vọng bị ảnh hưởng. Thuật

toán này đảm bảo chi phí không vượt quá 1+ log(T/ϵ) và giá trị hàm mục tiêu đạt ít nhất

T − ϵ, với ϵ > 0 là tham số đầu vào.

Các chiến lược tham lam tiếp tục được mở rộng và phân tích trong những nghiên

cứu sau này. Cụ thể, [16, 65] đã đề xuất và phân tích các thuật toán tham lam cho những

trường hợp tổng quát hơn của MCSC cùng với các bảo đảm lý thuyết tương ứng. Trong

đó, [16] xét trường hợp hàm chi phí c là hàm con điều hòa và chứng minh rằng thuật toán

tham lam đạt tỷ lệ xấp xỉ ρ lnT , với ρ = minS⊆V

∑︁
e∈S c(e)

c(S)
là độ cong (curvature) của hàm

chi phí. Tuy nhiên, kết quả này chỉ còn hiệu lực khi hàm phủ g nhận giá trị nguyên.

Mặc dù các thuật toán tham lam truyền thống mang lại hiệu quả tốt về chất lượng

nghiệm cho MCSC, cách tiếp cận tuần tự, tức là mỗi lần chỉ bổ sung một phần tử vào

nghiệm hiện tại dẫn tới khả năng thực thi trên dữ liệu thực bị giới hạn khi kích thước dữ

liệu n tăng lên. Nhằm cải thiện hạn chế này, [66] đã đề xuất một thuật toán tiến hóa hiệu

quả, cung cấp nghiệm xấp xỉ tiêu chuẩn (1 + log(1/ϵ), 1 − ϵ) với ϵ > 0. Tuy nhiên, thuật

toán này vẫn đòi hỏi số vòng lặp tuần tự kỳ vọng lên tới O(n3), do đó chưa thực sự hiệu

quả đối với các bài toán quy mô lớn.

Một hướng tiếp cận phổ biến nhằm vượt qua các thách thức trên là song song

hóa thuật toán. Trong bối cảnh này, độ phức tạp song song (adaptive complexity, hay

adaptivity) (đã được đề cập trong Chương 1) đóng vai trò như một thước đo quan trọng

để đánh giá khả năng song song hóa của một thuật toán. Thước đo này được định nghĩa

là số vòng lặp tuần tự tối thiểu, trong đó tại mỗi vòng, thuật toán có thể thực hiện song

song một số đa thức các truy vấn độc lập để đánh giá hàm g. Tuy vậy, nhược điểm tính

toán chính của các phương pháp nêu trên nằm ở việc phải liên tục đánh giá hàm mục tiêu

cho nhiều nghiệm trung gian, khiến độ phức tạp song song của chúng đạt tới O(poly(n))

trong trường hợp xấu nhất, và do đó khó có thể song song hiệu quả.

Vào năm 2022, tại hội nghị Quốc tế uy tín đầu ngành về Lý thuyết học máy (Con-

ference on Learning Theory (COLT, Rank A*)) năm 2022, Ran và cộng sự [19] đã đề

xuất một thuật toán song song cho bài toán MCSC với tỷ lệ xấp xỉ

H(min{maxe∈S g(e), T})
1− 5ϵ

,



39

và độ phức tạp song song là

O

(︃
log(nT ) log(T )(log T + log log(nT ))

ϵ4

)︃
,

trong đó ϵ > 0 là tham số chính xác, hàm H(·) : N ↦→ R+ được định nghĩa H(n) =

1+ 1
2 + . . .+ 1

n
1. Tuy nhiên, độ phức tạp song song của thuật toán này vẫn còn khá lớn do

phụ thuộc vào log T và 1
ϵ4 , khiến khả năng song song hóa trong thực tiễn bị hạn chế. Hơn

nữa, thuật toán này chỉ áp dụng cho các hàm g nhận giá trị nguyên, điều này làm giảm

đáng kể tính phù hợp đối với các ứng dụng thực tế, nơi hàm tiện ích thường nhận giá trị

thực.

Bên cạnh bài toán MCSC tổng quát, bài toán Tập phủ, cũng thu hút sự quan tâm của

cộng đồng học thuật. Blelloch và cộng sự [88] là những người đầu tiên song song hóa

thuật toán tham lam cho bài toán Tập phủ và các bài toán liên quan, đề xuất thuật toán

ngẫu nhiên với O(log2M) vòng lặp tuần tự, đạt tỷ lệ xấp xỉ 1+H(n), trong đó M là tổng

kích thước của tất cả các tập.

Bên cạnh đó, [85] nghiên cứu bài toán Tập phủ trong mô hình phân tán và đề xuất

thuật toán chạy trong O(log(|S∗| + log T )) vòng, trả về nghiệm S thỏa mãn g(S) ≥ Tλ

với kích thước không vượt quá 2(1 + log T )|S∗|/λ, trong đó λ > 0 là tham số đầu vào.

Gần đây hơn, Fahrbach và cộng sự [89] đã giới thiệu thuật toán Threshold Sampling, cho

phép giải bài toán Tập phủ với nghiệm S thỏa mãn g(S) ≥ T và |S| = O(log T ) · OPT

theo kỳ vọng, với độ phức tạp song song là O(log(n log T ) log T ).

Không chỉ MCSC và bài toán Tập phủ, mô hình tính toán song song còn được khai

thác cho nhiều bài toán tối ưu khác, chẳng hạn như bài toán tập phủ ngẫu nhiên [90].

Các kết quả này nhấn mạnh tầm quan trọng ngày càng lớn của việc phát triển các thuật

toán vừa đảm bảo tỷ lệ xấp xỉ tốt, vừa hoạt động hiệu quả trong môi trường tính toán

song song, từ đó góp phần rút ngắn đáng kể thời gian tìm kiếm lời giải.

Đóng góp của LA đối với bài toán MCSC và thảo luận về kết quả. Xuất phát từ các

hạn chế và khoảng trống nghiên đối với các nghiên cứu liên quan (xem Bảng 2.1), LA

đề xuất thuật toán AdaptMCSC, một TTXX tiêu chuẩn kép bài toán MCSC với hàm tiện

ích g nhận giá trị thực tổng quát (có thể nhận giá trị thực dương). Cụ thể, thuật toán

AdaptMCSC đạt được độ phức tạp song song là

O

(︃
log(n) log(1/λ)

ϵ2

)︃
,

độ phức tạp truy vấn

O

(︄
n2 log2(n/ϵ) log

(︁
1
λ

)︁
ϵ3

)︄
,

1H được gọi là hàm điều hòa.
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Bảng 2.1: Bảng so sánh các thuật toán hiện có cho bài toán MCSC và SC. Ký hiệu (a, b)

tương ứng với TTXX tiêu chuẩn kép (a, b).

Nghiên cứu Tỷ lệ xấp xỉ (tiêu chuẩn kép) Truy vấn Độ phức tạp song song
Bài toán Phủ Submodular (MCSC)

Thuật toán trong [42] 1 + log(
maxe∈S g(e)

β
) O(n2) O(n)

Tham lam [64] (1 + log 1
ϵ
, 1− ϵ) O(n2) O(n)

MinSMC [19] H(min{maxe∈S g(e),T})
1−5ϵ

O(n log(nT ) log(T )(log T+log log(nT ))

ϵ4
) O( log(nT ) log(T )(log T+log log(nT ))

ϵ4
)

LA ((1 + ϵ)(1 + ln 1
λ
), 1− λ)

O(
n2 log2(n/ϵ) log( 1

λ
)

ϵ3
) O( log(n) log(1/λ)

ϵ2
)

hoặc O(
n log(n) log2(n/ϵ) log( 1

λ
)

ϵ3
) hoặc O( log

2(n) log(1/λ)

ϵ2
)

Phủ submodular với chi phí đồng nhất
[89] O(log T ) O(n log(n log T ) log T ) O(log(n log T ) log T )

LA ((1 + ϵ)(1 + ln 1
λ
), 1− λ)

O(
n2 log2(n) log( 1

λ
)

ϵ3
) O( log(n) log(1/λ)

ϵ2
)

hoặc O(
n log3(n) log( 1

λ
)

ϵ3
) hoặc O( log

2(n) log(1/λ)

ϵ2
)

và trả về một nghiệm S thỏa mãn:

g(S) ≥ T (1− λ), c(S) ≤ (1 + ϵ)
(︂
1 + ln

1

λ

)︂
opt

theo kỳ vọng, trong đó ϵ, λ ∈ (0, 1) là các tham số đầu vào và opt là tổng chi phí của

nghiệm tối ưu. So với các thuật toán hiện nay, thuật toán đề xuất đạt được những đóng

góp sau

- Tỷ lệ xấp xỉ tiêu chuẩn kép: Thuật toán AdaptMCSC đạt tỷ lệ xấp xỉ tiêu chuẩn

kép tiệm cận với thuật toán tham lam [64], thuật toán hiện đang có tỷ lệ xấp xỉ tốt

nhất với bài toán này. Cụ thể, nếu thiết lập tham số λ = ϵ, AdaptMCSC cho tỷ lệ

xấp xỉ tiêu chuẩn kép ((1 + ϵ)(1 + ln(1ϵ )), 1− ϵ): đạt được chặn tương tự với thuật

toán tham lam về hàm g, chặn về chi phí lời giải chỉ cao hơn một đại lượng rất

nhỏ 1+ ϵ với thuật toán tham lam [64]. AdaptMCSC có độ phức tạp song song thấp

hơn so với thuật toán tham lam [64] số lần là

n

log n
· ϵ2

log( 1λ)
= Ω(

n

log(n)
).

Đây là hệ số rất đáng về vì n tăng nhanh hơn nhiều so với log n.

- Độ phức tạp song song: So sánh với MinSMC [19], thuật toán có độ phức tạp

song song thấp tốt nhất hiện nay, AdaptMCSC loại bỏ hoàn toàn sự phụ thuộc
vào tham số log T và đồng thời làm giảm đáng kể sự phụ thuộc vào 1

ϵ . Cụ thể,

AdaptMCSC giảm độ phức tạp song song so với [19] số lần là:

Ω

(︃
1

ϵ2

(︃
log2 T +

log3 T

log n

)︃)︃
>>

log2(T )

ϵ2
.
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Tức là thuật toán đề xuất có độ phức tạp song song tốt hơn ít nhất log2(T )
ϵ2 lần so

với thuật toán của Ran và cộng sự [19] về mặt lý thuyết.

- Tính tổng quát: Thuật toán AdaptMCSC áp dụng được với trường hợp tổng quát

khi giá trị hàm g là thực, trong khi MinSMC chỉ áp dụng được với hàm g nhận giá

trị nguyên.

Đối với bài toán Phủ submodular với chi phí đồng nhất (SC), là trường hợp đặc biệt

của MCSC, thuật toán đề xuất yêu cầu số vòng lặp tuần tự ít hơn so với thuật toán tốt nhất

hiện nay của Fahrbach và cộng sự [89] một hệ số

Ω

(︃
log T +

log log(T ) log T

log n

)︃
.

Đáng chú ý, các thuật toán trong [19, 89] chỉ áp dụng cho trường hợp hàm g nhận giá trị

nguyên; do đó, AdaptMCSC là thuật toán đầu tiên có thể xử lý bài toán MCSC và SC với

hàm g nhận giá trị thực tổng quát. Ngoài ra, khi kết hợp kỹ thuật tìm kiếm nhị phân vào

thuật toán, độ phức tạp truy vấn có thể được giảm xuống gần tuyến tính, đạt O(n log3 n),

trong khi độ phức tạp song song là O(log2 n). Ngay trong trường hợp này, thuật toán đề

xuất vẫn cho hiệu năng song song vượt trội so với phương pháp của Ran và cộng sự [19],

do không còn phụ thuộc vào tham số T .

2.3. THUẬT TOÁN SONG SONG AdaptMCSC

Về mặt kỹ thuật, thuật toán AdaptMCSC kết hợp kỹ thuật lấy mẫu tuần tự [30] và

chiến lược tham lam theo ngưỡng được giới thiệu trong [24]. Thuật toán bao gồm một

vòng lặp chính; tại mỗi lần lặp, thuật toán lựa chọn một tập con có “mật độ lợi ích” lớn,

được định nghĩa là tỉ lệ giữa lợi ích biên và chi phí. Đáng chú ý, toàn bộ quá trình chỉ

yêu cầu O(log n) vòng lặp tuần tự.

Để hiện thực hóa ý tưởng này, LA đề xuất một thủ tục con ký hiệu là THRESHSEQ,

có nhiệm vụ lựa chọn một tập phần tử thỏa mãn một ngưỡng mật độ lợi ích cho trước

nhằm lựa chọn các tập phần tử có giá trị vào tập lời giải. Trong thuật toán chính, thuật

toán điều chỉnh chiến lược tham lam theo ngưỡng trong [24] theo hướng chỉ thực hiện

một số vòng lặp tuần tự hằng số. Tại mỗi vòng, thuật toán gọi THRESHSEQ như một thủ

tục con để lựa chọn một tập phần tử có mật độ lợi ích không nhỏ hơn một ngưỡng thích

hợp. Cuối cùng, LA sử dụng kỹ thuật phân hoạch tập nền V được đề xuất trong [19]

nhằm khống chế tỉ lệ cmax/cmin, từ đó suy ra các cận chặt cho độ phức tạp truy vấn và độ

phức tạp song song của thuật toán.

Với mục tiêu trên, trước hết LA giới thiệu thuật toán Ngưỡng Tuần tự (Threshold

Sequence, ký hiệu THRESHSEQ) và phân tích các tính chất lý thuyết được sử dụng trong
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thuật toán chính (AdaptMCSC). Tiếp theo, LA trình bày thuật toán tổng quát cùng với các

phân tích đầy đủ về đảm bảo xấp xỉ và độ phức tạp.

2.3.1. Thuật toán ngưỡng tuần tự THRESHSEQ

Trong phần này LA giới thiệu THRESHSEQ, là một thành phần quan trọng trong

thuật toán chính AdaptMCSC. Thuật toán nhận đầu vào là một tập các phần tử X (gồm có

các phần tử được xem xét lựa chọn vào lời giải), một ngưỡng θ và tham số ϵ ∈ (0, 1/6).

2.3.1.1. Mô tả thuật toán

Dữ liệu đầu vào của thuật toán gồm: một tập các phần tử (ứng viên) X, hàm g,

ngưỡng θ > 0 và tham số ϵ ∈ (0, 1) cho trước, thuật toán THRESHSEQ chạy trong O(log n)

vòng lặp tuần tự, và trả về một tập con S ⊆ X có mật độ lợi ích (tỷ lệ giữa giá trị hàm g

và tổng chi phí) không nhỏ hơn (1 − 2ϵ)θ, tức là g(S) ≥ (1 − 2ϵ)c(S)θ. Đồng thời, thuật

toán còn đảm bảo rằng với mọi phần tử không được chọn e ∈ X \ S thì g(e | S) < θc(e).

Về ý tưởng, thuật toán này hoạt động tương tự như thủ tục Threshold-Sampling trong [89,

91, 54]. Tại mỗi vòng lặp, kỹ thuật này sinh ra một chuỗi ngẫu nhiên duy nhất A =

[a1, . . . , a|X|] từ X (Thuật toán 2.3). Sau đó, một tiền tố Ai∗ = [a1, . . . , ai∗ ], với i∗ ≤ |X|,
được thêm vào nghiệm, trong đó i∗ là chỉ số lớn nhất sao cho phần tử ai có lợi ích biên

lớn đối với S ∪ Ai−1. Thuật toán đánh giá tỷ lệ giữa lợi ích biên của ai đối với S ∪ Ai−1

và chi phí của nó. Theo đó, tại mỗi vòng lặp, thuật toán xác định chỉ số lớn nhất i∗ sao

cho tỷ lệ này không nhỏ hơn ngưỡng θ.

Cụ thể, thuật toán THRESHSEQ gồm hai vòng lặp: vòng lặp ngoài (Dòng 2–9)

và vòng lặp trong (Dòng 4–6). Ở mỗi vòng lặp ngoài, thuật toán lấy mẫu một chuỗi

A = [a1, a2, . . . , ad] (Dòng 3) thông qua thủ tục con SamSeq(X,S). Tiếp theo, trong vòng

lặp trong, thuật toán tính các tập

Xi = {a ∈ X : gS∪Ai
(a) ≥ θ · c(a)}, i = 1, . . . , d,

nhằm xác định chỉ số i∗ tại Dòng 8, và cập nhật các tập S và X (Dòng 8–9). Sau mỗi

vòng lặp ngoài, tổng chi phí của tập X giảm ít nhất một hệ số 1− ϵ. Thuật toán tiếp tục

quá trình này cho đến khi X rỗng.

Nếu áp dụng kỹ thuật tìm kiếm nhị phân để xác định Xi∗ thay cho các Dòng 3–4

của Thuật toán 2.1, với

i∗ ← argmax
i∈[d]
{c(Xi) ≥ (1− ϵ)c(X)},

(thuật toán thu được được ký hiệu là Thuật toán 2.2, hay THRESHSEQBi), ta có thể giảm

độ phức tạp truy vấn nhưng phải “trả giá" bằng số vòng lặp tuần tự tăng lên thêm O(log n)
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lần. Việc có thể áp dụng được tìm kiếm nhị phân là do với Ai = {a1, a2, . . . , ai} thì khi

i ∈ [d] tăng thì số phần tử của tập Xi càng nhỏ do vậy c(Xi) giảm. Do đó có thể áp dụng

phương pháp tìm kiếm nhị phân.

Thuật toán 2.1: THRESHSEQ(g,X, θ, ϵ)

Input: Tập X, ngưỡng θ > 0, ϵ ∈ (0, 1)

Output: S

1. S ← ∅, X ← {e ∈ X : g(e) ≥ θ · c(e)}
2. while X ̸= ∅ do
3. A← [a1, a2, . . . , ad]← SamSeq(X,S)

4. for i = 1, . . . , d (in parallel) do
5. Ai ← {a1, a2, . . . , ai}, Ad+1 ← Ad

6. Xi ← {a ∈ X : gS∪Ai
(a) ≥ θ · c(a)}

7. end
8. i∗ ← max{i : c(Xi) ≥ (1− ϵ)c(X)}
9. S ← S ∪ Ai∗+1

10. X ← Xi∗+1

11. end
12. return S

2.3.1.2. Phân tích lý thuyết

Các kết quả sau đây đóng vai trò then chốt trong LA, bởi chúng thiết lập một cách

chặt chẽ mối liên hệ giữa chất lượng nghiệm và độ phức tạp song song của thuật toán

Ngưỡng tuần tự THRESHSEQ. Cụ thể, các bổ đề không chỉ chứng minh rằng THRESHSEQ

đạt được mật độ lợi ích mong muốn theo kỳ vọng, mà còn chỉ ra rằng thuật toán có thể

được triển khai với số vòng song song logarit, ngay cả khi xử lý các hàm submodular

nhận giá trị thực và chi phí tổng quát. Đây chính là nền tảng lý thuyết quan trọng cho

việc xây dựng thuật toán chính của LA với khả năng song song hóa cao và khả năng mở

rộng tốt. Độ phức tạp tính toán của thuật toán được phát biểu trong Bổ đề 2.1

Bổ đề 2.1. Thuật toán THRESHSEQ có độ phức tạp truy vấn là

O

(︃
n2

ϵ
log

(︃
ncmax

cmin

)︃)︃
và độ phức tạp song song là

O

(︃
1

ϵ
log

(︃
ncmax

cmin

)︃)︃
.
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Thuật toán 2.2: THRESHSEQBi(g,X, θ, ϵ)

Input: Hàm g, tập X, ngưỡng θ > 0, tham số ϵ ∈ (0, 1)

Output: S

1. S ← ∅, X ← {e ∈ X : g(e) ≥ θ · c(e)}
2. while X ̸= ∅ do
3. A← [a1, a2, . . . , ad]← SamSeq(X,S)

4. l← 0, r ← d,m← 0

5. while l < r do
6. m← ⌈(l + r)/2⌉
7. Am ← {a1, a2, . . . , am},
8. Xm ← {a ∈ X : gS∪Am

(a) ≥ θ · c(a)}
9. if c(Xm) ≥ (1− ϵ)c(X) then

10. l = m

11. else
12. r = m− 1

13. end

14. end
15. S ← S ∪ Al+1

16. X ← Xl+1

17. end
18. return S

Thuật toán 2.3: SamSeq(X,S): Sinh một dãy phần tử ngẫu nhiên nằm ngoài S
Input: Hai tập X,S ⊆ V

Output: Dãy có thứ tự A

1. A← [], i← 1, X ← X \ S
2. while X ̸= ∅ do
3. Chọn ai ngẫu nhiên theo phân bố đều từ X

4. A← [a1, a2, . . . , ai−1, ai]

5. X ← X \ {ai}, i← i+ 1

6. end
7. return A
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Nếu áp dụng kỹ thuật tìm kiếm nhị phân để xác định Xi∗ thay cho các Dòng 3–4 của

Thuật toán 2.1, với

i∗ ← argmax
i∈[d]
{c(Xi) ≥ (1− ϵ)c(X)},

(thuật toán thu được được ký hiệu là Thuật toán 2.2, hay THRESHSEQBi), thì độ phức

tạp truy vấn giảm xuống

O

(︃
n log n

ϵ
log

(︃
ncmax

cmin

)︃)︃
,

và độ phức tạp song song là

O

(︃
log(n)

ϵ
log

(︃
ncmax

cmin

)︃)︃
.

Chứng minh. Thuật toán gồm hai vòng lặp chính: vòng lặp ngoài (vòng lặp while, dòng

2-11) và vòng lặp trong (vòng lặp for, dòng 4-7). Trong mỗi vòng lặp ngoài, thuật toán

tính song song d tập con Xi trong vòng lặp trong (vì các tập này độc lập với nhau). Mỗi

phép tính Xi yêu cầu |X| truy vấn; do đó, tổng số truy vấn tới hàm g trong vòng lặp trong

là n|X| = O(n2).

Sau mỗi vòng lặp ngoài, tổng chi phí của các phần tử hợp lệ trong X giảm ít nhất

một hệ số 1 − ϵ. Gọi c0(X) là chi phí của X tại thời điểm ban đầu và l là số vòng lặp

ngoài. Thuật toán kết thúc khi X rỗng, tức là c0(X) < cmin. Do đó, ta có

c0(X)(1− ϵ)l ≤ cmin,

suy ra

l <
1

ϵ
log

(︃
c0(X)

cmin

)︃
≤ 1

ϵ
log

(︃
ncmax

cmin

)︃
.

Vì các phép tính Xi trong vòng lặp trong có thể được thực hiện song song trong một

vòng song song, nên độ phức tạp song song của thuật toán là

l =
1

ϵ
log

(︃
ncmax

cmin

)︃
.

Nếu áp dụng tìm kiếm nhị phân để xác định i∗ và Xi∗ như trong Thuật toán 2.2, thì vòng

lặp trong cần O(log d) = O(log n) vòng. Tại mỗi vòng, thuật toán tính đồng thời các lợi

ích biên gS∪Am
(a) với mọi a ∈ X để xây dựng Xm, do đó cần O(|X|) truy vấn nhưng chỉ

một vòng song song. Vì vậy, mỗi vòng lặp ngoài cần O(|X| log n) ≤ O(n log n) truy vấn

và O(log n) vòng song song. Kết hợp với

O

(︃
1

ϵ
log

(︃
ncmax

cmin

)︃)︃
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vòng lặp ngoài, ta thu được độ phức tạp truy vấn là

O

(︃
n log n

ϵ
log

(︃
ncmax

cmin

)︃)︃
và độ phức tạp song song là

O

(︃
log n

ϵ
log

(︃
ncmax

cmin

)︃)︃
.

Bổ đề 2.2 thiết lập bảo đảm quan trọng về chất lượng nghiệm của thuật toán Ngưỡng

tuần tự THRESHSEQ. Kết quả này cho thấy rằng tập nghiệm thu được không chỉ đạt mật

độ lợi ích cao theo kỳ vọng, mà còn đảm bảo rằng mọi phần tử không được chọn đều

không thể đóng góp lợi ích trên chi phí vượt quá ngưỡng đã đặt. Thuộc tính này là then

chốt để kết hợp THRESHSEQ vào thuật toán chính của LA và thiết lập các bảo đảm xấp

xỉ toàn cục.

Bổ đề 2.2. Với mọi tập X và ϵ ∈ (0, 1/6), tại thời điểm kết thúc Thuật toán 2.1, ta có:

1) E[g(S)] ≥ (1− 2ϵ)θ · E[c(S)];

2) gS(e) < θ · c(e), với mọi e ∈ X.

Chứng minh. Khi Thuật toán 2.1 kết thúc, ta ký hiệu

S = {s1, s2, . . . , sq}, St = {s1, s2, . . . , st−1}, 2 ≤ t ≤ q.

Xem xét quá trình lựa chọn tập lời giải của thuật toán như là một quá trình ngẫu nhiên.

Gọi Ht là một quá trình ngẫu nhiên mô tả quá trình này cho đến thời điểm ngay trước

khi phần tử st được thêm vào tập A. Với điều kiện Ht, trước hết ta chứng minh rằng

E[gSt
(st)] ≥ (1− 2ϵ)θ · E[c(st)] . (2.2)

Xét vòng lặp while mà tại đó phần tử st được thêm vào nghiệm S. Giả sử Sold là nghiệm

S tại đầu vòng lặp đó, và A(t) là tiền tố của chuỗi A tại vòng lặp tương ứng, cho đến

nhưng không bao gồm st. Khi đó, ta có

St = Sold ∪ A(t),

là tập tất cả các phần tử đã được thêm vào nghiệm trước st. Với điều kiện Ht, các tập St,

Sold và A(t) là xác định, trong khi phần còn lại của chuỗi A là ngẫu nhiên. Ký hiệu

X(t) = X \ (A(t) ∪ Sold),
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Xt = {a ∈ X(t) : gSold∪A(t)(a) ≥ θ · c(a)}, Et = X(t) \Xt.

Theo quy tắc lựa chọn chỉ số i∗ và phần tử st trong thuật toán, ta có

c(Xt) ≥ (1− ϵ)c(X), c(Et) < ϵc(X).

Mỗi phần tử e ∈ X(t) được chọn đều với xác suất pe = 1/|X(t)| thông qua thủ tục

SamSeq(X,S). Do đó, ta có

E[gSt
(st)]− (1− 2ϵ)θE[c(st)] =

∑︂
e∈X(t)

p(e)gSt
(e)− (1− 2ϵ)θ

∑︂
e∈X(t)

p(e)c(e) (2.3)

≥
∑︂
e∈Xt

p(e)gSt
(e)− θ

∑︂
e∈Xt

p(e)c(e) +
∑︂
e∈Et

p(e)gSt
(e)

+ 2ϵθ
∑︂
e∈Xt

p(e)c(e)− θ
∑︂
e∈Et

p(e)c(e) (2.4)

≥
∑︂
e∈Xt

p(e) [gSt
(e)− θc(e)]⏞ ⏟⏟ ⏞

≥0

+(2ϵ(1− ϵ)− ϵ)θ
c(X)

|X(t)|
(2.5)

≥ (2ϵ(1− ϵ)− ϵ)θ
c(X)

|X(t)|
(2.6)

≥ ϵ(1− 2ϵ)θ
c(X)

|X(t)|
≥ 0, (2.7)

trong đó phép biến đổi từ (2.4) sang (2.5) dựa trên các bất đẳng thức đơn giản sau:∑︂
e∈Et

p(e)gSt
(e) ≥ 0,

∑︂
e∈Xt

p(e)c(e) =
c(Xt)

|X(t)|
≥ (1− ϵ)

c(X)

|X(t)|
,

và ∑︂
e∈Et

p(e)c(e) =
c(Et)

|X(t)|
< ϵ

c(X)

|X(t)|
.

Để thuận tiện cho phân tích, ta giả sử rằng sau khi thuật toán kết thúc, nó tiếp tục bổ

sung các phần tử giả có chi phí và giá trị bằng không cho đến khi hoàn tất n bước. Khi

đó, ta phân tích dãy các quá trình ngẫu nhiên {Ht}nt=1. Áp dụng bất đẳng thức (2.2), ta
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suy ra:

E[g(S)] = E

[︄
n∑︂

t=1

gSt
(st)

]︄
=

n∑︂
t=1

E[gSt
(st)] (2.8)

=

n∑︂
t=1

E[E[gSt
(st) | Ht]] (2.9)

= E

[︄
n∑︂

t=1

E[gSt
(st) | Ht]

]︄
(2.10)

≥ (1− 2ϵ)θE

[︄
n∑︂

t=1

E[c(st) | Ht]

]︄
(2.11)

= (1− 2ϵ)θE

[︄
n∑︂

t=1

c(st)

]︄
(2.12)

= (1− 2ϵ)θE[c(S)], (2.13)

trong đó (2.8) và (2.10) xuất phát từ tính tuyến tính của kỳ vọng, (2.9) và (2.13) là hệ

quả của định luật kỳ vọng toàn phần, và (2.11) theo bất đẳng thức (2.2) với điều kiệnHt.

Cuối cùng, thuật toán kết thúc khi X = ∅. Theo định nghĩa của các tập Xi, điều này suy

ra gS(e) ≤ θc(e), ∀e ∈ X.

2.3.2. Thuật toán AdaptMCSC

Phần này trình bày chi tiết thuật toán chính AdaptMCSC. Do quá trình xây dựng

thuật toán gắn chặt với các bước phân tích lý thuyết, trước hết LA sẽ giới thiệu một phiên

bản đơn giản của AdaptMCSC, dựa trên giả định rằng đã có một ước lượng gần đúng cho

giá trị tối ưu (ký hiệu là AdaptMCSCopt). Cụ thể, giả sử tồn tại một giá trị v thỏa mãn:

v(1− ϵ) ≤ opt ≤ v.

Dưới giả thiết này, ta có thể mô tả rõ ràng ý tưởng thiết kế và các bước phân tích của

thuật toán. Sau đó, LA trình bày phiên bản đầy đủ của thuật toán AdaptMCSC, trong đó

giả thiết về giá trị v được loại bỏ.

2.3.2.1. Thuật toán AdaptMCSCopt (biết ước lượng tối ưu)

Trước hết, giả sử rằng ta đã biết một giá trị ước lượng v của chi phí tối ưu. Trong

trường hợp này, LA trình bày AdaptMCSCopt, một phiên bản đơn giản hóa của thuật toán

chính. Thuật toán AdaptMCSCopt cho phép thu được một nghiệm xấp xỉ tiêu chuẩn kép

(bicriteria approximation) với độ phức tạp song song là O(log n).

Với một ngưỡng T > 0, ta định nghĩa hàm h(S) = min{T, g(S)} với mọi S ⊆
V . Dễ thấy rằng h(·) vẫn là một hàm không âm, đơn điệu và submodular. Thuật toán
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AdaptMCSCopt nhận vào một thể hiện (V, g, T ) của bài toán, các tham số ϵ, λ > 0 và một

giá trị ước lượng chi phí v thỏa mãn v(1− ϵ) ≤ opt ≤ v. Ở mức ý tưởng tổng quát, thuật

toán đề xuất kế thừa và điều chỉnh phương pháp tham lam ngưỡng [24] nhằm lọc ra một

tập con các phần tử có “mật độ lợi ích” cao, tức là tỉ lệ giữa lợi ích biên và chi phí, tại

mỗi vòng lặp.

Cụ thể, thuật toán bao gồm một vòng lặp chính với nhiều nhất 1
ϵ log(

1
λ) lần lặp.

Trong mỗi vòng lặp, thuật toán lựa chọn một tập con các phần tử có mật độ lợi ích không

nhỏ hơn một ngưỡng θ = (1− ϵ)(T −h(S))/v, tức là chọn ra tập X gồm các phần tử e với
hS(e)

c(e)
:=

h(S ∪ {e})− h(S)

c(e)
≥ θ. (2.14)

Sau đó thuật toán gọi thủ tục THRESHSEQ chọn ra tập Si "có giá trị cao" để thêm vào lời

giải S (Dòng 5), thông qua việc sử dụng thủ tục THRESHSEQ. Quá trình này được lặp lại

cho đến khi giá trị của nghiệm hiện tại đạt ít nhất T (1− λ) hoặc số vòng lặp là 1
ϵ log(

1
λ).

Mô tả chi tiết của thuật toán được trình bày trong Thuật toán 2.4.

Thuật toán 2.4: AdaptMCSCopt(V, g, T, ϵ, λ, v)

Input: Thể hiện (V, g, T ), ϵ ∈ (0, 1/6), λ ∈ (0, 1), ước lượng tối ưu v

Output: Lời giải S.

1. S ← ∅, h(·) = min{T, g(·)}
2. for i = 1 to ⌈ln(1/λ)/ϵ⌉ do
3. θ ← (1− ϵ)(T − h(S))/v

4. X ← {e ∈ V : hS(e)/c(e) ≥ θ}
5. Si ← THRESHSEQ(hS(·), X, θ, ϵ/2)

6. S ← S ∪ Si

7. If h(S) ≥ (1− λ)T then break;

8. end
9. return S

Để hoàn thiện phân tích thuật toán AdaptMCSCopt, tiếp theo LA lần lượt chứng

minh các chặn về độ phức tạp thuật toán và tốc độ hội tụ so với lời giải tối ưu của lời giải

trong mỗi vòng lặp.

Trước hết, độ phức tạp của thuật toán được phát biểu trong Bổ đề 2.3.

Bổ đề 2.3. Với λ > 0 và ϵ ∈ (0, 1) là các tham số đầu vào Thuật toán 2.4 có độ phức tạp

truy vấn là O(n
2

ϵ2 log( 1λ) log(
ncmax

cmin
)) và độ phức tạp song song là O( 1

ϵ2 log(
1
λ) log(

ncmax

cmin
)).

Đối với bài toán SC, thuật toán có độ phức tạp truy vấn là O(n
2

ϵ2 log( 1λ) log n) và độ phức

tạp song song là O( 1
ϵ2 log(

1
λ) log n).
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Nếu trong Thuật toán 2.4 ta sử dụng THRESHSEQBi thay cho THRESHSEQ, thì

thuật toán có độ phức tạp truy vấn là O( nϵ2 log(n) log(
1
λ) log(

ncmax

cmin
)) và độ phức tạp song

song là O( 1
ϵ2 log(

1
λ) log(n) log(

ncmax

cmin
)).

Chứng minh. Thuật toán 2.4 thực hiện log(1/λ)/ϵ vòng lặp tuần tự trong vòng lặp ngoài

(các dòng 2–8). Trong mỗi vòng lặp, thuật toán gọi thủ tục THRESHSEQ như một chương

trình con.

Kết hợp với Bổ đề 2.1, thuật toán THRESHSEQ có độ phức tạp song song O(1ϵ log(
ncmax

cmin
))

và độ phức tạp truy vấn là O(1ϵ log(
ncmax

cmin
)) ta suy ra rằng Thuật toán 2.4 có độ phức tạp

song song là

1

ϵ
log(

1

λ
) ·O(

1

ϵ
log(

ncmax

cmin
)) = O(

1

ϵ2
log(

1

λ
) log(

ncmax

cmin
)),

và độ phức tạp truy vấn là

1

ϵ
log(

1

λ
) ·O

(︃
n2

ϵ
log

(︃
ncmax

cmin

)︃)︃
= O(

n2

ϵ2
log(

1

λ
) log(

ncmax

cmin
)).

Trong trường hợp bài toán SC, do cmax

cmin
= 1, các chặn độ phức tạp song song và truy vấn

rút gọn lần lượt là

O(
1

ϵ2
log(

1

λ
) log(n)), O(

n2

ϵ2
log(

1

λ
) log(n)).

Nếu trong dòng 5 của Thuật toán 2.4 ta sử dụng THRESHSEQBi với độ phức tạp song

song là O( 1
ϵ2 log(

1
λ) log(

ncmax

cmin
)) thay cho THRESHSEQ, thì dựa trên Bổ đề 2.1 và lập luận

hoàn toàn tương tự như trên, ta thu được các chặn độ phức tạp đã nêu.

Bổ đề 2.4 đưa ra tính chất của lời giải sau mỗi vòng lặp.

Bổ đề 2.4. Ký hiệu Si là nghiệm S thu được tại thời điểm kết thúc vòng lặp thứ i của

Thuật toán 2.4. Khi kết thúc vòng lặp thứ (i+ 1), ta có:

T − h(Si+1) ≤ opt
(1− ϵ)

v
(T − h(Si)). (2.15)

Chứng minh. Tại thời điểm kết thúc vòng lặp thứ (i + 1), tập X trở thành rỗng, theo cơ

chế hoạt động của Thuật toán 2.1. Theo Bổ đề 2.2, với mọi phần tử e ∈ V bị loại khỏi V

tại vòng lặp (i+ 1), ta có hSi+1(e)/c(e) < θ.
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Nhờ tính submodular của hàm h, ta suy ra

T − h(Si+1) ≤ h(S∗ ∪ Si+1)− h(Si+1)

≤
∑︂

o∈S∗\Si+1

hSi+1(o) (do tính submodular của h)

≤
∑︂

o∈S∗\Si+1

c(o)θ ≤ optθ

=
opt(1− ϵ)

v
(T − h(Si)).

Bổ đề 2.4 cho thấy phần chênh lệch giữa T − h(S) giảm theo cấp số nhân sau mỗi

vòng lặp của thuật toán. Cụ thể, giá trị T − h(Si+1) được chặn trên bởi một tỉ lệ không

đổi của T − h(Si), phụ thuộc vào các tham số ϵ, v và opt. Kết quả này đóng vai trò quan

trọng trong việc chứng minh rằng thuật toán AdaptMCSCopt đạt được tốc độ hội tụ nhanh

và chỉ cần một số vòng lặp hữu hạn để tiến gần đến ngưỡng mục tiêu T .

Định lý 2.1. Với ϵ ∈ (0, 1/6), λ ∈ (0, 1) và v thỏa mãn v(1− ϵ) ≤ opt ≤ v, thuật toán 2.4

trả về một nghiệm S sao cho:

g(S) ≥ T (1− λ),E[c(S)] ≤ (1 +
19ϵ

4
)(1 + ln(

1

λ
))opt.

Chứng minh. Giả sử rằng vòng lặp ngoài của Thuật toán 2.4 được thực hiện trong ∆

vòng lặp. Ta chứng minh định lý bằng cách xét các trường hợp khác nhau của ∆ như sau.

Trường hợp 1. Giả sử ∆ = log(1/λ)/ϵ. Khi đó, ta có h(S∆−1) < (1 − λ)T . Áp dụng Bổ

đề 2.4, cùng với giả thiết v(1− ϵ) ≤ opt ≤ v, ta thu được

T − h(S∆) ≤ (1− ϵ)
opt

v
(T − h(S∆−1))

≤ (1− ϵ)(T − h(S∆−1))

≤ (1− ϵ)∆T

≤ λT,

từ đó suy ra g(S∆) ≥ h(S∆) ≥ (1 − λ)T . Mặt khác, từ Bổ đề 2.2, với mọi 1 ≤ i ≤ ∆, ta

có

E[h(Si)− h(Si−1)] ≥ (1− ϵ)θE[c(Si \ Si−1)] (2.16)

≥ (1− ϵ)2
(T − h(Si−1))

v
E[c(Si \ Si−1)]. (2.17)
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Điều này kéo theo

T − E[h(Si)] ≤
(︃
1− (1− ϵ)2

v
E[c(Si \ Si−1)]

)︃
(T − E[h(Si−1)]). (2.18)

Áp dụng bất đẳng thức (2.18) nhiều lần, cùng với điều kiện (1− ϵ)v ≤ opt ≤ v, ta có

λT < T − E[h(S∆−1)] (2.19)

≤
(︃
1− (1− ϵ)2E[c(S∆−1 \ S∆−2)]

v

)︃
(T − h(S∆−2)) (2.20)

≤ e−
(1−ϵ)2

v

∑︁∆−1
i=1 E[c(Si\Si−1)]T (2.21)

≤ e−
(1−ϵ)2

v
E[c(S∆−1)]T (2.22)

≤ e−
(1−ϵ)3

opt
E[c(S∆−1)]T. (2.23)

Từ đó suy ra

E[c(S∆−1)] ≤ 1

(1− ϵ)3
ln(

1

λ
) · opt.

Mặt khác, từ (2.17) và tính đơn điệu của h, ta có

E[h(S∆)− h(S∆−1)] ≥ (1− ϵ)3(T − h(S∆−1))

opt
E[c(S∆ \ S∆−1)], (2.24)

suy ra

E[c(S∆ \ S∆−1)] ≤ optE[hS∆−1(S∆)]

(1− ϵ)3(T − h(S∆−1))
(2.25)

≤ opt

(1− ϵ)3
. (2.26)

Do đó,

E[c(S∆)] = E[c(S∆−1)] + E[c(S∆ \ S∆−1)]

≤ 1

(1− ϵ)3
(1 + ln(

1

λ
))opt

≤ (1 +
19

4
ϵ)(1 + ln(

1

λ
))opt,

trong đó bất đẳng thức cuối cùng đúng do ϵ ∈ (0, 1/6), suy ra 1/(1− ϵ)3 ≤ 1 + 19
4 ϵ.

Trường hợp 2. Giả sử ∆ < log(1/λ)/ϵ. Khi đó, ta vẫn có h(S∆) ≥ (1−λ)T và h(S∆−1) <

(1− λ)T . Lập luận tương tự như các biến đổi từ (2.19) đến (2.23) cho thấy

E[c(S∆−1)] ≤ 1

(1− ϵ)3
ln(

1

λ
) · opt.

Đồng thời, tương tự như biến đổi trong (2.26), ta có E[c(S∆ \ S∆−1)] ≤ opt
(1−ϵ)3

. Do đó, ta

thu được g(S∆) ≥ h(S∆) ≥ (1− λ)T và

E[c(S∆)] = E[c(S∆−1)] + E[c(S∆ \ S∆−1)]

≤ (1 +
19

4
ϵ)(1 + ln(

1

λ
))opt.

Kết hợp hai trường hợp trên, ta hoàn tất chứng minh định lý.
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2.3.2.2. Thuật toán chính AdaptMCSC

Mặc dù có thể thiết lập các đảm bảo lý thuyết cho phiên bản đơn giản AdaptMCSCopt,

việc triển khai thuật toán này trong thực tế vẫn gặp hai thách thức quan trọng. Thứ nhất,

thuật toán yêu cầu một ước lượng v của giá trị tối ưu theo điều kiện đầu vào, trong khi v

thường không sẵn có. Thứ hai, các chặn độ phức tạp của AdaptMCSCopt còn phụ thuộc

vào tỉ lệ chi phí ρ = cmax/cmin, mà trong trường hợp tổng quát có thể rất lớn so với kích

thước đầu vào, làm suy giảm ý nghĩa thực tiễn của các đảm bảo.

Để khắc phục đồng thời hai hạn chế này, trong thuật toán chính AdaptMCSC LA đề

xuất một cơ chế kết hợp gồm hai ý tưởng then chốt. (i) Trước hết, ta loại bỏ sự phụ thuộc

vào ρ trong bài toán con trọng tâm bằng cách phân hoạch tập V thành hai phần phù hợp

(theo cấu trúc chi phí), sao cho trên mỗi phần ta có thể kiểm soát tốt dải chi phí. (ii) Tiếp

theo, ta áp dụng AdaptMCSCopt một cách thích hợp để tìm nghiệm chất lượng trên từng

phần, rồi kết hợp các nghiệm thu được thành nghiệm cuối cùng. Quá trình kết hợp này

đi kèm với một phân tích lý thuyết chặt chẽ nhằm đảm bảo chất lượng lời giải và độ phức

tạp tổng thể của thuật toán AdaptMCSC.

a. Mô tả thuật toán
Dựa trên ý tưởng trên, thuật toán AdaptMCSC chia làm 2 pha như sau

Pha 1: Tìm lời giải hợp lệ với chặn chi phí tối ưu
Trong pha đầu tiên, mục tiêu của thuật toán là đưa ra chặn cmax/cmin theo đa thức

với n bằng cách điều chỉnh phương pháp được đề xuất bởi Ran và cộng sự [19]. Cụ thể,

ta sắp xếp các phần tử trong tập nền

V = {u1, u2, . . . , u|V |}

theo thứ tự tăng của chi phí, tức là c(u1) ≤ c(u2) . . . ≤ c(un). Sau đó, thuật toán xác định

chỉ số

j = min{ i : g({u1, u2, . . . , ui}) ≥ T }.

Dựa trên giá trị uj , ta phân hoạch tập nền V thành ba tập con rời nhau:

V0 = {u ∈ V : c(u) < c′min}, V1 = {u ∈ V : c(u) > c′max},

và

V ′ = V \ (V0 ∪ V1),

trong đó các ngưỡng chi phí được xác định bởi

c′min ←
ϵ c(uj)

n
, c′max ← j c(uj).

Cách phân hoạch này đảm bảo rằng:
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1) Mọi nghiệm tối ưu đều không chứa phần tử thuộc V1: Thật vậy, gọi S∗ là nghiệm

tối ưu và OPT = c(S∗). Do g({u1, . . . , uj}) ≥ T , tập {u1, . . . , uj} là một nghiệm

khả thi. Vì các phần tử được sắp xếp theo chi phí tăng dần nên

OPT ≤
j∑︂

i=1

c(ui) ≤ j c(uj) = c′max.

Do đó, mọi phần tử u ∈ V1 thỏa mãn c(u) > c′max ≥ OPT nên không thể thuộc

nghiệm tối ưu. Suy ra S∗ ∩ V1 = ∅.

2) Các phần tử trong nghiệm chủ yếu nằm trong V ′: Do S∗∩V1 = ∅, ta có S∗ ⊆ V0∪V ′.

Mặt khác,

c(V0) ≤ nc′min = ϵc(uj) ≤ ϵOPT.

Do đó,

c(S∗ ∩ V ′) = OPT− c(S∗ ∩ V0) ≥ (1− ϵ)OPT.

Như vậy, ít nhất tỷ lệ 1− ϵ tổng chi phí của nghiệm tối ưu nằm trong V ′, còn phần

thuộc V0 chỉ chiếm nhiều nhất tỷ lệ ϵ.

3) V0 là tập có chi phí rất nhỏ nên có thể được đưa trực tiếp vào nghiệm cuối cùng.

Do vậy, ta có thể xác định được độ phức tạp truy vấn ở pha này dựa vào việc tính toán số

phần tử tối đa trong V ′.

Pha 2: Giải các bài toán con
Trong pha thứ hai, thuật toán giải bài toán con trên thể hiện

(gV0
, V ′, T − g(V0)),

trong đó gV0
(S) = g(V0∪S)−g(V0) bằng cách gọi thuật toán AdaptMCSCopt như một thủ

tục con nhiều lần, tương ứng với các giá trị ước lượng khác nhau của chi phí tối ưu. Gọi

opt′ là chi phí của nghiệm tối ưu cho bài toán con này. Do ta có

c′min ≤ opt′ ≤ nc′max,

nên một dãy các ước lượng hợp lý cho opt′ có thể được xác định dưới dạng vi =
c′min

(1−ϵ)i
.

Với mỗi giá trị vi, thuật toán AdaptMCSCopt được gọi để tìm ra một nghiệm ứng viên.

Trong số các nghiệm ứng viên thu được, thuật toán lựa chọn nghiệm có chi phí nhỏ nhất

S thỏa mãn

g(S) ≥ (1− λ)
(︁
T − g(V0)

)︁
.

Cuối cùng, thuật toán AdaptMCSC trả về nghiệm S ∪ V0. làm nghiệm đầu ra cho bài toán

MCSC ban đầu. Toàn bộ các bước của thuật toán chính AdaptMCSC được mô tả chi tiết

trong Thuật toán 2.5.
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Thuật toán 2.5: Thuật toán AdaptMCSC

Input: Thể hiện (g, V, T ), ϵ ∈ (0, 1/6), λ ∈ (0, 1).

Output: Tập lời S

1. S ← ∅, ϵ′ ← 4ϵ/23

2. Sắp xếp V = {u1, u2, . . . , u|V |} theo thứ tự tăng chi phí chi phí, tức là

c(u1) ≤ c(u2) . . . ≤ c(un)

3. j ← min{i : g({u1, u2, . . . , ui}) ≥ T}
4. c′min ← ϵ′c(uj)/n, c′max ← jc(uj)

5. V0 ← {u ∈ V : c(u) < c′min}
6. V1 ← {u ∈ V : c(u) > c′max}
7. V ′ ← V \ (V0 ∪ V1), T ′ ← T − g(V0), g′(·)← gV0

(·)
// Thực hiện vòng lặp sau một cách song song

8. for i = 0 to ⌈log1/(1−ϵ′)(n
3/ϵ′)⌉ do

9. vi = c′min/(1− ϵ′)i

10. S(i)← AdaptMCSCopt(V ′, g′, T ′, ϵ′, λ, vi)

11. end
12. S ← argmin{c(S(i)) : g(S(i)) ≥ T ′(1− λ), i = 0, . . . , ⌈log1/(1−ϵ′)(n

3/ϵ′)⌉}
13. Sfinal ← S ∪ V0

14. return Sfinal
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Ví dụ 2.1 (Ví dụ thực hiện thuật toán AdaptMCSC). Xét một mạng xã hội có tập người

dùng V = {u1, u2, . . . , u12}. Mỗi người dùng đều có thể được chọn làm hạt giống. Chi

phí của các đỉnh được cho như sau:

u u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 u9 u10 u11 u12

c(u) 20 15 10 8 4 1 100 100 100 100 100 100

Đối với mỗi người dùng ui ∈ V , ký hiệu I(ui) là tập người dùng có thể bị ảnh hưởng bởi

ui. Hàm ảnh hưởng của tập người dùng S ⊆ V được định nghĩa bởi

Bảng 2.2: Tập người dùng bị ảnh hưởng bởi mỗi người dùng.

Người dùng Tập ảnh hưởng

u1 {u1, u2, u3, u4, u5}
u2 {u2, u3, u6, u7}
u3 {u1, u3, u7, u8, u9}
u4 {u4, u5, u10}
u5 {u5, u8, u11}
u6 {u6, u9, u12}
u7 {u7}
u8 {u8}
u9 {u9}
u10 {u10}
u11 {u11}
u12 {u12}

g(S) =

⃓⃓⃓⃓
⃓⋃︂
u∈S

I(u)

⃓⃓⃓⃓
⃓ .

Chẳng hạn,
g({u1, u2}) = |I(u1) ∪ I(u2)|

= |{u1, u2, u3, u4, u5} ∪ {u2, u3, u6, u7}|

= |{u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7}| = 7.

Cho T = 12, ϵ = λ = 0.1. Thuật toán hoạt động như sau.

- Dòng 1. Ta có

ϵ′ =
4ϵ

23
=

0.4

23
≈ 0.01739.

- Dòng 2. Sắp xếp V theo thứ tự tăng dần chi phí. Một thứ tự phù hợp là

V = {u6, u5, u4, u3, u2, u1, u7, u8, u9, u10, u11, u12}.
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Các đỉnh u7, . . . , u12 có cùng chi phí 100; thứ tự giữa chúng không ảnh hưởng đến

các phép tính tiếp theo.

- Dòng 3. Tính giá trị của j. Với các tiền tố theo thứ tự trên, ta có

g({u6, u5, u4, u3}) = 10,

trong khi

g({u6, u5, u4, u3, u2}) = 12.

Do đó, tiền tố đầu tiên đạt ngưỡng T = 12 tại j = 5.

- Dòng 4. Phần tử thứ 5 là u2, nên c(uj) = c(u2) = 15. Suy ra

c′min =
ϵ′c(uj)

n
=

0.01739× 15

12
≈ 0.0217,

c′max = j c(uj) = 5× 15 = 75.

- Dòng 5–7. Ta có

V0 = {u ∈ V : c(u) < c′min} = ∅,

V1 = {u ∈ V : c(u) > c′max} = {u7, u8, u9, u10, u11, u12},

V ′ = V \ (V0 ∪ V1) = {u1, u2, u3, u4, u5, u6},

T ′ = T − g(V0) = 12− g(∅) = 12.

Vì V0 = ∅, ta có

g′(·) = gV0
(·) = g∅(·) = g(·).

- Dòng 8–11. Thuật toán tạo dãy các giá trị dự đoán

vi =
c′min

(1− ϵ′)i
, i = 0, 1, . . . ,

⌈︃
log1/(1−ϵ′)

(︃
n3

ϵ′

)︃⌉︃
.

Một số giá trị của vi là

i 0 1 2 100 200 300 400 500 600 665

vi 0.0217 0.0221 0.0225 0.126 0.738 4.25 24.4 140.2 804.7 2155

Với mỗi giá trị vi, thuật toán gọi

S(i)← AdaptMCSCopt(V ′, g′, T ′, ϵ′, λ, vi).
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Một số kết quả được liệt kê dưới đây:

i vi S(i) g(S(i)) c(S(i))

0 0.0217 {u6} 3 1

1 0.0221 {u5, u6} 6 5

2 0.0225 {u4, u5, u6} 8 13

5 0.0239 {u3, u5, u6} 9 15

10 0.0261 {u3, u4, u5, u6} 10 23

20 0.0313 {u2, u5, u6} 10 20

50 0.0520 {u2, u3, u5, u6} 11 30

100 0.126 {u1, u5, u6} 10 25

200 0.738 {u1, u2, u6} 10 36

300 4.25 {u1, u2, u5, u6} 11 40

350 10.26 {u1, u2, u3, u5, u6} 12 50

- Dòng 12. Với λ = 0.1, điều kiện chọn nghiệm là

g(S(i)) ≥ T ′(1− λ) = 12(1− 0.1) = 10.8.

Vì g(S(i)) là số nguyên, các nghiệm thỏa mãn điều kiện phải có g(S(i)) ≥ 11.

Trong các kết quả được liệt kê, đó là

Nghiệm hợp lệ S(i) c(S(i))

S(50) {u2, u3, u5, u6} 30

S(350) {u1, u2, u3, u5, u6} 50

Trong các nghiệm hợp lệ được liệt kê, nghiệm có chi phí nhỏ nhất là S(50). Do

đó, S = S(50) = {u2, u3, u5, u6}. Cuối cùng, vì V0 = ∅, do vậy

Sfinal = S ∪ V0 = {u2, u3, u5, u6}.

Các chặn lý thuyết và độ phức tạp của thuật toán AdaptMCSC được phát biểu trong

Định lý sau.

Định lý 2.2. Với λ ∈ (0, 1) và ϵ ∈ (0, 1/2), Thuật toán 2.5 trả về một nghiệm S thỏa mãn

các tính chất sau:

- đạt được tỷ lệ xấp xỉ tiêu chuẩn kép theo kỳ vọng là(︂
(1 + ϵ)

(︂
1 + ln

(︂
1

λ
)
)︂
, (1− λ)

)︂
Cụ thể g(S) ≥ (1− λ)T và E[c(S)] ≤ (1 + ϵ)

(︂
1 + ln

(︂
1
λ)
)︂
opt.
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- độ phức tạp truy vấn:

O

(︃
n2

ϵ3
log
(︂
1

λ

)︂
log2
(︂
n

ϵ

)︂)︃
.

- độ phức tạp song song (adaptive complexity):

O
(︂
1

ϵ2
log
(︂
1

λ

)︂
log
(︂
n

ϵ

)︂)︂
.

Ngoài ra, nếu tại dòng 10 của Thuật toán 2.5 ta sử dụng THRESHSEQBi thay cho

THRESHSEQ trong thủ tục AdaptMCSCopt, thì ta thu được các chặn độ phức tạp sau:

- độ phức tạp truy vấn:

O
(︂
log
(︂
1

λ

)︂
n

ϵ3
log(n) log2

(︂
n

ϵ

)︂)︂
.

- độ phức tạp song song (adaptive complexity):

O
(︂
1

ϵ2
log
(︂
1

λ

)︂
log(n) log

(︂
n

ϵ

)︂)︂
.

Chứng minh. Từ chứng minh của Định lý 13 trong [19], ta có c(uj) ≤ opt ≤ jc(uj) và

c(V0) < ϵ′opt và f(V0) < T , tức là V0 không phải là một nghiệm hợp lệ của bài toán.

Trước hết, gọi j′ là chỉ số của phần tử có chi phí lớn nhất trong lời giải tối ưu O, tức là

c(vj′) = max{c(vi) : vi ∈ O}.

Ta chứng minh c(vj′) ≥ c(vj). Giả sử ngược lại rằng c(vj′) < c(vj). Do các phần tử đã

được sắp xếp theo chi phí, ta có j′ < j, đồng thời O ⊆ {v1, . . . , vj′}. Tính đơn điệu của g

suy ra g({v1, . . . , vj′}) ≥ g(O) ≥ T, mâu thuẫn với tính tối tiểu của j. Do đó,

c(vj) ≤ c(vj′) ≤ c(O) = opt.

Mặt khác, theo định nghĩa của j, tập {v1, . . . , vj} là một nghiệm khả thi. Tính tối ưu của

O và thứ tự sắp xếp các chi phí cho ta opt = c(O) ≤
∑︁j

i=1 c(vi) ≤ j c(vj). Vậy

c(vj) ≤ opt ≤ j c(vj).

Ký hiệu S′∗ là nghiệm tối ưu của bài toán MCSC trên thể hiện (V ′, g′, T ′) và opt′ = c(S′∗).

Theo cách chọn của thuật toán, ta có

ϵ′c(uj)

n
≤ c′min ≤ opt′ ≤ c′max ≤ nc(uj).
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Do vậy

c(V0) ≤ |V0|c′min ≤ ϵ′c(uj) ≤ ϵ′opt.

Đặt vi = c′min

(1−ϵ′)i
=

ϵ′c(uj)
n(1−ϵ′)i

. Khi i chạy từ 0 đến ⌈log 1/(1− ϵ′)(n3/ϵ′)⌉, ta có

ϵ′c(uj)

n
≤ c′min ≤ vi =

c′min

(1− ϵ′)i
=

ϵ′c(uj)

n(1− ϵ′)i
≤ nc(uj). (2.27)

Do đó, tồn tại một vòng lặp i của vòng lặp chính sao cho vi(1 − ϵ′) ≤ opt′ < vi. Theo

Định lý 2.1, ta suy ra

E[c(S(i))] ≤ (1 +
19

4
ϵ′)opt′.

Nhờ tính đơn điệu tăng và submodular của hàm g, ta có

g′(S∗) = gV0
(S∗) (Do định nghĩa gV0

)

= g(S∗ ∪ V0)− g(V0)

≥ T − g(V0) ≥ T ′ (Do tính đơn điệu của g).

Suy ra S∗ là một nghiệm hợp lệ của thể hiện (V ′, g′, T ′). Do đó, opt′ ≤ opt. Mặt khác,

theo Định lý 2.1 và cách lựa chọn nghiệm ứng viên S, ta có

E[c(S ∪ V0)] = E[c(V0) + c(S)] = E[c(V0)] + E[c(S)]

≤ ϵ′opt+ (1 +
19

4
ϵ′)(1 + log(

1

λ
))opt′

< (1 +
23

4
ϵ′)(1 + log(

1

λ
))opt.

Đồng thời, từ gV0
(S) ≥ T ′(1− λ) suy ra

g(S ∪ V0) = gV0
(S) + g(V0)

≥ T ′(1− λ) + g(V0)

≥ (T − g(V0))(1− λ) + g(V0)

≥ T (1− λ).

Thuật toán sử dụng n truy vấn và một vòng song song để tìm chỉ số j tại dòng 3

của Thuật toán 2.5. Sau đó, vòng lặp chính (các dòng 8–11) được thực hiện trong

log(1−ϵ′)−1(n3/ϵ′) = O(log(n/ϵ′)/ϵ′) vòng lặp, trong đó mỗi lần lặp gọi Thuật toán 2.4

như một thủ tục con. Kết hợp với Bổ đề 2.4, ta thu được độ phức tạp truy vấn của Thuật

toán 2.5:

n+ log(1−ϵ)−1(
n3

ϵ′
)
n2

ϵ′2
log(

1

λ
) log(

nc′max

c′min

) ≤ n+
n2

ϵ′3
log(

n3

ϵ′
) log(

1

λ
) log(

n2j

ϵ′
)

≤ n+
n2

ϵ′3
log(

n3

ϵ′
) log(

1

λ
) log(

n3

ϵ′
)

= O(log(
1

λ
)
n2

ϵ3
log2(

n

ϵ
)).
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Độ phức tạp song song (adaptive complexity) của thuật toán là

1 +
1

ϵ′2
log(

1

λ
) log(

ncmax

cmin
) = 1 +

1

ϵ′2
log(

1

λ
) log(

n2j

ϵ′
)

= O(
1

ϵ2
log(

1

λ
) log(

n

ϵ
)).

Nếu sử dụng THRESHSEQBi thay cho THRESHSEQ trong AdaptMCSCopt, thì độ phức

tạp truy vấn của Thuật toán 2.5 là

n+ log(1−ϵ)−1(
n3

ϵ′
)
n log(n)

ϵ′2
log(

1

λ
) log(

nc′max

c′min

)

= O(log(
1

λ
)
n

ϵ3
log(n) log2(

n

ϵ
)).

và độ phức tạp song song (adaptive complexity) là

1 +
1

ϵ′2
log(

1

λ
) log(n) log(

ncmax

cmin
) = O(

1

ϵ2
log(

1

λ
) log(n) log(

n

ϵ
)).

Định lý 2.2 có thể suy ra một số nhận xét quan trọng sau:

Thứ nhất, định lý nêu kết quả về mặt lý thuyết mà thuật toán AdaptMCSC đạt được

như sau: giá trị hàm mục tiêu đạt ít nhất T (1− λ) trong khi chi phí kỳ vọng chỉ lớn hơn

nghiệm tối ưu một hệ số logarithm theo 1/λ. Điều này cho thấy thuật toán vẫn duy trì

được chất lượng nghiệm gần tối ưu trong khi chỉ cần đạt ngưỡng mục tiêu gần đúng.

Thứ hai, các chặn về độ phức tạp truy vấn và độ phức tạp song song cho thấy thuật

toán có thể xử lý các bài toán với kích thước dữ liệu lớn một cách hiệu quả. Đặc biệt, độ

phức tạp song song chỉ phụ thuộc đa thức theo 1/ϵ và logarit theo kích thước đầu vào,

điều này cho phép thuật toán có khả năng thực thi tốt trong các môi trường tính toán

song song hoặc phân tán.

Thứ ba, biến thể sử dụng thủ tục THRESHSEQBi cho thấy có thể cải thiện đáng kể

độ phức tạp truy vấn từ bậc n2 xuống bậc gần tuyến tính theo n mà vẫn giữ nguyên các

đảm bảo về chất lượng nghiệm. Điều này mở ra khả năng áp dụng thuật toán cho các bài

toán quy mô lớn trong thực tế.

2.4. THỰC NGHIỆM VÀ KẾT QUẢ

Trong phần này, LA trình bày các kết quả thực nghiệm nhằm đánh giá hiệu quả của

thuật toán AdaptMCSC so với các phương pháp hiện có cho bài toán IT [83, 81], một ứng

dụng tiêu biểu của bài toán MCSC (được mô tả tại mục 2.1.), trong đó hàm ảnh hưởng g

là hàm submodular.
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Các thí nghiệm được xây dựng để đánh giá đồng thời cả chất lượng nghiệm và hiệu

năng tính toán của thuật toán đề xuất trong nhiều bối cảnh dữ liệu khác nhau. Cụ thể,

các thuật toán được so sánh theo các tiêu chí sau:

- Chất lượng nghiệm, đo bằng tổng chi phí của tập lời giải cần thiết để đạt được

ngưỡng ảnh hưởng yêu cầu.

- Độ phức tạp song song (adaptive complexity or number of sequential iterations),

thể hiện số vòng truy cập dữ liệu theo mô hình tính toán song song;

- Thời gian chạy thực tế của thuật toán trong các thí nghiệm (running time).

Các phương pháp được lựa chọn để so sánh bao gồm những thuật toán tiên tiến đạt

kết quả tốt về cả tỷ lệ xấp xỉ lẫn độ phức tạp song song, được liệt kê trong Bảng 2.3. Nhìn

chung, chúng đại diện cho hai hướng tiếp cận chủ đạo trong việc giải bài toán MCSC:

các thuật toán tham lam truyền thống và các thuật toán song song hiện đại. Mô tả cụ thể

như sau:

- Thuật toán tham lam (Greedy algorithm) [64]: Đây là phương pháp đạt tỷ lệ xấp

xỉ hai tiêu chí tốt nhất hiện nay cho bài toán MCSC trong trường hợp tổng quát, khi

hàm g nhận giá trị thực và chi phí các phần tử là tùy ý. Thuật toán thuộc nhóm tiếp

cận tham lam cổ điển, trong đó ở mỗi bước chọn phần tử có tỷ lệ lợi ích trên chi phí

lớn nhất. Tuy nhiên, do quá trình lựa chọn mang tính tuần tự, độ phức tạp song song

của thuật toán là Ω(|S|) và có thể lên đến O(n) trong trường hợp xấu nhất.

- Thuật toán MinSMC của Ran và cộng sự [19]: Đây là một trong những phương

pháp song song hiệu quả cho bài toán MCSC, với số vòng lặp tuần tự được giảm đáng

kể so với các thuật toán tham lam truyền thống. Dẫu vậy, thuật toán này yêu cầu hàm

g nhận giá trị nguyên, điều này có thể hạn chế khả năng áp dụng trong các bài toán

thực tế khi hàm lợi ích có giá trị thực.

Việc so sánh với các phương pháp trên cho phép đánh giá toàn diện hiệu quả của thuật

toán AdaptMCSC, không chỉ về chất lượng nghiệm mà còn về khả năng giảm số vòng lặp

tuần tự và chi phí tính toán trong thực tế.

2.4.1. Thiết lập thực nghiệm

2.4.1.1. Dữ liệu

LA sử dụng các OSN từ cơ sở dữ liệu về các OSN nổi tiếng của nhóm nghiên cứu

ở đại học Stanford SNAP (Stanford Large Network Dataset Collection) [92] bao gồm
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các mạng EmailEuCore (n = 1, 005), EgoFacebook (n = 4, 039), NetHEPT (n = 15, 233)

trong đó n là số đỉnh trong mạng.

Bảng 2.3: Bảng thống kê các dữ liệu được sử dụng

Tên mạng Nguồn Số đỉnh (n) Số cạnh (m)

EmailEuCore SNAP 1,005 25,571

EgoFacebook SNAP 4,039 88,234

NetHEPT SNAP 15,233 62,774

2.4.1.2. Môi trường thực nghiệm và tham số

LA triển khai song song các thuật toán bằng thư viện OpenMP, với toàn bộ mã

nguồn được cài đặt bằng ngôn ngữ C++. Các thí nghiệm được thực hiện trên hệ thống

tính toán hiệu năng cao (HPC) với cấu hình: partition = large, số luồng CPU là 64, sử

dụng 2 node, và bộ nhớ tối đa đạt 3,073 GB. Cấu hình máy tính CPU Intel Xeon Gold

6226R. Một core có xung cơ bản 2.90 GHz.

Các tham số được thiết lập thống nhất như sau: λ = ϵ = 0.1 cho tất cả các thuật toán. Đối

với mô hình lan truyền thông tin IC, xác suất trên mỗi cạnh e = (u, v) của đồ thị được

khởi tạo theo công thức pe = 1
dv

, trong đó dv là bậc vào của đỉnh v, phù hợp với cách

thiết lập tiêu chuẩn trong các nghiên cứu trước [1, 81]. Chi phí của mỗi phần tử được

Bảng 2.4: Thiết lập các tham số thực nghiệm.

Ký hiệu Ý nghĩa Giá trị

ϵ, λ Tham số sai số của các

thuật toán

0.1 [1, 64]

pe Xác suất lan truyền trên

cạnh e = (u, v) trong mô

hình IC

pe =
1

dv
, trong đó dv là bậc của đỉnh v [1, 81]

c(u) Chi phí của phần tử u U(0, 1) [93]

T Ngưỡng phủ cần đạt {0.1g(V ), 0.2g(V ), 0.3g(V ), 0.4g(V ), 0.5g(V )}

MC Số lần mô phỏng Monte-

Carlo để ước lượng hàm

mục tiêu

1000 [1, 43, 94]
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khởi tạo ngẫu nhiên trong (0, 1), ngưỡng T được chọn trong tập

T ∈ {0.1g(V ), 0.2g(V ), 0.3g(V ), 0.4g(V ), 0.5g(V )}

để đánh giá toàn diện ảnh hưởng của các thuật toán theo các nghiên cứu trước [93, 81].

Với bài toán IT, luận án sử dụng phương pháp Monte-Carlo với 1.000 lần mô phỏng để

ước lượng giá trị của hàm mục tiêu. Đây là một thiết lập tiêu chuẩn và được sử dụng rộng

rãi trong các nghiên cứu về lan truyền ảnh hưởng trên OSN [1, 43]. Số lượng mô phỏng

này đủ lớn để giảm đáng kể sai số ngẫu nhiên trong quá trình ước lượng, đồng thời bảo

đảm tính ổn định, độ tin cậy và khả năng tái lập của các kết quả thực nghiệm. Các thuật

toán ngẫu nghiên được thực hiện 10 lần và thống kế kết quả trung bình.

2.4.2. Kết quả và thảo luận

2.4.2.1. Chất lượng lời giải

Hình 2.1 thể hiện tổng chi phí của các lời giải do các thuật toán tạo ra trên ba bộ dữ

liệu Email EU, Facebook và NetHEPT tương ứng với các mức ngưỡng T . Nhìn chung,

hai thuật toán MinSMC và AdaptMCSC cho chất lượng nghiệm khá tương đồng và tố hơn

so với thuật toán tham ở đa số các trường hợp, vốn thường được sử dụng làm chuẩn so

sánh trong các nghiên cứu trước.

Cụ thể, trên phần lớn các bộ dữ liệu và các giá trị T , sự khác biệt về chi phí giữa các

thuật toán là không đáng kể. Chẳng hạn, với bộ dữ liệu Facebook tại T = 0.5g(V ), chi phí

thu được từ GREEDY, MinSMC và AdaptMCSC lần lượt là 350, 280 và 270. Tương tự, trên

bộ dữ liệu NetHEPT, các kết quả cũng rất sát nhau; ví dụ tại T = 0.3g(V ), chi phí tương

ứng là 158, 149 và 142. Điều này cho thấy các phương pháp đề xuất vẫn duy trì được chất

lượng nghiệm tốt hơn MinSMC và AdaptMCSC trong hầu hết các trường họp. Bảng 2.5

thống kê sự cả thiện chất lượng lời giải (%) giữa AdaptMCSC với MinSMC và tham lam.

Những khác biệt về chi phí giữa các thuật toán là tương đối nhỏ, phù hợp với các kết

quả phân tích lý thuyết đã trình bày trước đó. Cụ thể, do các thuật toán đều đạt được các

tỷ lệ xấp xỉ gần tương đương, chất lượng nghiệm thu được trong thực nghiệm cũng khá

sát nhau. Mặc dù vậy, AdaptMCSC thường cho chi phí thấp hơn hoặc cạnh tranh với các

phương pháp còn lại trên hầu hết các bộ dữ liệu. Kết quả này cho thấy AdaptMCSC và

MinSMC có khả năng duy trì chất lượng nghiệm tương đương với phương pháp tham

lam, đồng thời mang lại lợi thế đáng kể về hiệu quả tính toán, như sẽ được thể hiện rõ

hơn thông qua các kết quả về số vòng lặp và thời gian thực thi ở các phần tiếp theo.
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Hình 2.1: So sánh tổng chi phí của các thuật toán tham lam, MinSMC và AdaptMCSC

theo các giá trị ngưỡng T .
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Bảng 2.5: So sánh tỷ lệ cải thiện của AdaptMCSC so với các thuật toán cơ sở, trong đó

% cải thiện = Cost(Baseline)−Cost(Adapt)
Cost(Baseline) × 100.

Dataset AdaptMCSC vs. Greedy AdaptMCSC vs. MinSMC

Email EU 0% ∼ 17% 0% ∼ 16%

Facebook 8% ∼ 23% 0% ∼ 6%

NetHEPT 0% ∼ 3% −1% ∼ 2%

Overall 0% ∼ 23% −1% ∼ 16%

2.4.2.2. Số vòng lặp tuần tự

Hình 2.2 trình bày số vòng lặp tuần tự của các thuật toán GREEDY, MinSMC và

AdaptMCSC trên ba bộ dữ liệu Email EU, Facebook và NetHEPT với các giá trị ngưỡng

T . Nhìn chung, các thuật toán MinSMC và AdaptMCSC yêu cầu số vòng lặp tuần tự ít

hơn đáng kể so với thuật toán tham lam truyền thống.

Cụ thể, trên bộ dữ liệu Email EU, thuật toán GREEDY cần từ 1,807 đến 9,532 vòng

lặp khi T tăng từ 0.1g(V ) đến 0.5g(V ), trong khi MinSMC và AdaptMCSC chỉ cần khoảng

51–198 và 33–88 vòng lặp tương ứng. Xu hướng tương tự cũng được quan sát trên các bộ

dữ liệu lớn hơn như Facebook và NetHEPT. Chẳng hạn, trên NetHEPT với T = 0.5g(V ),

GREEDY cần tới 56,290 vòng lặp, trong khi MinSMC và AdaptMCSC chỉ cần 307 và 187

vòng lặp tương ứng.

Một điểm đáng chú ý là các thuật toán MinSMC và AdaptMCSC được xây dựng

nhằm tận dụng hiệu quả năng lực tính toán song song. Trong mỗi vòng lặp, nhiều phép

đánh giá hàm lợi ích có thể được thực hiện đồng thời trên các luồng xử lý khác nhau. Vì

vậy, không chỉ số vòng lặp tuần tự được giảm đáng kể so với GREEDY, mà chi phí thực

tế của từng vòng lặp cũng được cải thiện rõ rệt khi triển khai trên các hệ thống đa lõi

hoặc môi trường song song.

Từ các kết quả thực nghiệm, có thể thấy rằng MinSMC và AdaptMCSC vừa duy trì

chất lượng nghiệm tương đương với phương pháp tham lam, vừa giảm đáng kể số vòng

lặp tuần tự. Đáng chú ý, thuật toán AdaptMCSC thường đạt số vòng lặp nhỏ nhất trong

phần lớn các thiết lập thực nghiệm. Quan sát này phù hợp với các phân tích lý thuyết

đã trình bày trước đó, khi AdaptMCSC được thiết kế nhằm giảm độ phức tạp song song

(adaptive complexity) trong quá trình lựa chọn phần tử. Nhờ cơ chế chọn theo ngưỡng

kết hợp với việc đánh giá đồng thời nhiều phần tử trong mỗi vòng lặp, thuật toán có thể

cắt giảm đáng kể số bước tuần tự so với các phương pháp tham lam truyền thống.
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Hình 2.2: Số vòng lặp tuần tự của các thuật toán GREEDY, MinSMC và AdaptMCSC

trên ba bộ dữ liệu Email EU, Facebook và NetHEPT với các giá trị ngưỡng T ∈
{0.1g(V ), 0.2g(V ), . . . , 0.5g(V )}. Trục tung được biểu diễn theo thang logarit.
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2.4.2.3. Thời gian chạy

Hình 2.3 trình bày thời gian chạy của các thuật toán trên ba bộ dữ liệu Email EU,

Facebook và NetHEPT với các giá trị ngưỡng T ∈ {0.1g(V ), 0.2g(V ), . . . , 0.5g(V )}. Nhìn

chung, thời gian chạy của các thuật toán có xu hướng tỷ lệ với số vòng lặp tuần tự được

trình bày trong Hình 2.2. Điều này là hợp lý vì trong mỗi vòng lặp, các phép đánh giá

hàm lợi ích của các phần tử thường được thực hiện đồng thời trên nhiều luồng xử lý, do

đó chi phí tính toán chủ yếu phụ thuộc vào số vòng lặp tuần tự của thuật toán.

Tuy nhiên, trong thực tế, thời gian chạy không hoàn toàn tỷ lệ tuyến tính với số

vòng lặp. Nguyên nhân là do số lượng luồng xử lý của hệ thống tính toán là hữu hạn, dẫn

đến việc một số phép tính vẫn phải được thực hiện tuần tự hoặc chia sẻ tài nguyên tính

toán. Ngoài ra, các chi phí phụ trợ như quản lý bộ nhớ và đồng bộ hóa giữa các luồng

cũng có thể ảnh hưởng đến thời gian thực thi tổng thể của thuật toán.

Quan sát cụ thể các kết quả thực nghiệm cho thấy thuật toán Tham lam có thời gian

chạy lớn nhất trên cả ba bộ dữ liệu, do số vòng lặp tuần tự rất lớn. Chẳng hạn, trên bộ

dữ liệu NetHEPT với T = 0.5g(V ), thời gian chạy của thuật toán tham lên tới 562,900

giây, trong khi MinSMC và AdaptMCSC chỉ cần lần lượt 3,070 và 1,870 giây. Điều này

cho thấy AdaptMCSC nhanh hơn khoảng tới 301 lần so với tham lam và tới 1.64 lần so với

MinSMC. Tương tự, trên các bộ dữ liệu Email EU và Facebook, hai thuật toán MinSMC

và AdaptMCSC đều cho thấy sự cải thiện đáng kể về thời gian chạy so với phương pháp

tham lam.

Thuật toán AdaptMCSC do tác giả đề xuất thường đạt thời gian chạy nhỏ nhất trong

hầu hết các thiết lập thực nghiệm. Điều này phản ánh trực tiếp ưu thế của thuật toán

trong việc giảm độ phức tạp song song của quá trình lựa chọn phần tử, từ đó làm giảm

số vòng lặp tuần tự cần thiết.

AdaptMCSC thể hiện ưu thế rõ về thời gian chạy trên NetHEPT, đặc biệt khi ngưỡng

yêu cầu cao, đồng thời duy trì chất lượng lời giải cạnh tranh. Tuy nhiên, mức cải thiện

về chi phí so với MinSMC còn tương đối nhỏ, khoảng 3,6% trên Facebook và 4,7% trên

NetHEPT tại các thiết lập đã nêu. Hiệu quả tăng tốc phụ thuộc vào tài nguyên tính toán

song song và có thể giảm trên dữ liệu nhỏ hoặc khi chi phí đánh giá hàm mục tiêu thấp.

Với phạm vi thực nghiệm trên ba bộ dữ liệu, chưa đủ cơ sở để xác định bộ dữ liệu mà

thuật toán hoạt động yếu hoặc khái quát hiệu quả cho các cấu trúc mạng khác.

2.5. KẾT LUẬN CHƯƠNG

Trong chương này, luận án tập trung nghiên cứu bài toán MCSC, một lớp bài toán

tối ưu có nhiều ứng dụng trong trí tuệ nhân tạo, nghiên cứu tác nghiệp và phân tích dữ
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Hình 2.3: Thời gian chạy của các thuật toán GREEDY, MinSMC và AdaptMCSC.
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liệu. Mục tiêu đặt ra là xây dựng các thuật toán vừa có kết quả lý thuyết tốt về chất lượng

nghiệm, vừa tối ưu chi phí tính toán, đặc biệt là độ phức tạp song song, nhằm đáp ứng

yêu cầu của các bài toán quy mô lớn.

Về phương diện lý thuyết, luận án đề xuất thuật toán AdaptMCSC cho bài toán MCSC

với hàm g là submodular, đơn điệu tăng và nhận giá trị thực. Thuật toán này đạt tỷ lệ

xấp xỉ tiêu chuẩn kép tiệm cận các kết quả tốt nhất hiện nay, đồng thời cải thiện đáng kể

độ phức tạp truy vấn cũng như độ phức tạp song song, nhất là khi loại bỏ được sự phụ

thuộc vào tham số T trong quá trình phân tích. Bên cạnh đó, biến thể sử dụng thủ tục

THRESHSEQBi còn giúp đưa độ phức tạp truy vấn xuống gần tuyến tính theo kích thước

đầu vào.

Các kết quả thực nghiệm trên những bộ dữ liệu thực cũng củng cố các phân tích

lý thuyết đã nêu. Cụ thể, thuật toán AdaptMCSC vẫn giữ được chất lượng nghiệm tương

đương với các phương pháp hiện có, trong khi giảm đáng kể số vòng lặp tuần tự và thời

gian thực thi, đặc biệt trên các tập dữ liệu lớn.

Mặc dù đạt được những kết quả khả quan, các thuật toán đề xuất trong chương vẫn

được xây dựng dưới giả thiết hàm mục tiêu là submodular đơn điệu tăng và dữ liệu được

truy cập theo mô hình tĩnh. Do đó, hiệu quả lý thuyết của các thuật toán chưa được bảo

đảm đối với các lớp hàm tổng quát hơn hoặc trong các môi trường mà dữ liệu thay đổi

liên tục theo thời gian. Bên cạnh đó, mặc dù độ phức tạp song song đã được cải thiện

đáng kể về mặt lý thuyết, việc triển khai trên các hệ thống phân tán hoặc các nền tảng

xử lý dữ liệu cực lớn vẫn cần được nghiên cứu sâu hơn để đánh giá đầy đủ khả năng mở

rộng trong thực tế.

Trong thời gian tới, một hướng nghiên cứu đáng quan tâm là tiếp tục cải thiện các

chặn lý thuyết của thuật toán, đặc biệt theo hướng giảm hơn nữa sự phụ thuộc vào tham

số ϵ. Ngoài ra, việc mở rộng các kỹ thuật đề xuất sang các mô hình dữ liệu động, mô

hình luồng dữ liệu, cũng như các kiến trúc tính toán song song và phân tán quy mô lớn

là những hướng nghiên cứu tiềm năng nhằm nâng cao khả năng ứng dụng của các thuật

toán trong các hệ thống dữ liệu hiện đại.
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CHƯƠNG 3
BÀI TOÁN PHỦ k-SUBMODULAR VỚI CHI PHÍ TỐI THIỂU

Như đã trình bày ở chương trước, bài toán Phủ submodular với chi phí tối thiểu

(MCSC) là một bài toán CO quan trọng, đã được nghiên cứu sâu rộng trong các lĩnh vực

như nghiên cứu tác nghiệp, trí tuệ nhân tạo và phân tích dữ liệu với nhiều ứng dụng quan

trọng như học chủ động, tóm tắt dữ liệu, tối ưu hóa phúc lợi xã hội và lan truyền ảnh

hưởng trên OSN [76, 1, 79, 95].

Tuy nhiên, trong nhiều ứng dụng thực tế, khi một phần tử được lựa chọn vào lời giải,

nó không chỉ đơn thuần được chọn hay không chọn mà còn có thể được gán vào một trong

nhiều loại quyết định khác nhau. Điều này dẫn tới mô hình ra quyết định đa lựa chọn,

trong đó mỗi phần tử được gán duy nhất vào một trong k phương án loại trừ lẫn nhau.

Mô hình này xuất hiện tự nhiên trong nhiều bài toán ứng dụng quan trọng như tối đa hóa

ảnh hưởng theo nhiều chủ đề trong OSN, bố trí cảm biến đa loại, lựa chọn đặc trưng đa

lớp trong học máy và tối đa hóa độ bao phủ thông tin [11, 6, 96, 73, 97, 98, 99, 95]. Để

mô hình hóa các bài toán này, khái niệm hàm k-submodular đã được giới thiệu như một

sự mở rộng tự nhiên của hàm submodular cổ điển [99]. Hàm k-submodular cho phép

biểu diễn các quyết định đa lựa chọn trong khi vẫn bảo toàn nhiều tính chất cấu trúc

quan trọng của SO. Từ đó, bài toán Phủ k-submodular được hình thành như một mở

rộng tự nhiên của bài toán Phủ submodular, trong đó hàm mục tiêu thỏa mãn tính chất

k-submodular thay vì submodular thông thường. Bài toán này đã thu hút nhiều sự quan

tâm nghiên cứu gần đây do vai trò quan trọng trong các bài toán tối ưu hóa trên dữ liệu

có cấu trúc đa nhãn hoặc đa loại [96, 97, 95].

Trong chương này, luận án nghiên cứu bài toán Phủ k-submodular trong CO, xét

hai thiết lập chính là chi phí đồng nhất và chi phí tổng quát. Với mỗi trường hợp, các

TTXX hiệu quả được đề xuất kèm theo phân tích về bảo đảm lý thuyết và độ phức tạp

tính toán. Các thuật toán cũng được đánh giá thực nghiệm trên dữ liệu thực tế để kiểm

chứng hiệu năng. Một số kết quả chính của chương đã được công bố trên tạp chí Asia-
Pacific Journal of Operational Research (SCIE/Q3) và tại hội nghị International
Symposium on Information and Communication Technology (SoICT) năm 2025.
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3.1. ĐẶT VẤN ĐỀ VÀ PHÁT BIỂU BÀI TOÁN

3.1.1. Hàm k-submodular

Cho tập nền V = {e1, e2, . . . , en} và một số nguyên k. Ký hiệu [k] = {1, 2, . . . , k} và

đặt

(k + 1)V = {(V1, V2, . . . , Vk) | Vi ⊆ V, ∀i ∈ [k], Vi ∩ Vj = ∅, ∀i ̸= j}

là họ các bộ gồm k tập con đôi một rời nhau của V , được gọi là một k-tập (k-set).

Với x = (X1, X2, . . . , Xk) ∈ (k + 1)V , ta định nghĩa suppi(x) = Xi, supp(x) =⋃︁
i∈[k]Xi. Tập Xi được gọi là tập thứ i của x. Ngoài ra, ký hiệu 0 = (∅, . . . , ∅) là k-tập

rỗng.

Nếu e ∈ Xi thì ta viết x(e) = i và nói rằng i là vị trí của phần tử e trong x; ngược

lại, nếu e /∈ supp(x) thì x(e) = 0. Việc thêm một phần tử e /∈ supp(x) vào tập Xi được ký

hiệu bởi x ⊔ (e, i). Ta cũng có thể biểu diễn

x = {(e1, i1), (e2, i2), . . . , (et, it)},

trong đó ej ∈ supp(x) và ij = x(ej) với mọi 1 ≤ j ≤ t. Trong trường hợp Xi = {e} và

Xj = ∅ với mọi j ̸= i, khi đó x được ký hiệu gọn là (e, i).

Với hai k-tập x = (X1, X2, . . . , Xk) và y = (Y1, Y2, . . . , Yk) trong (k+1)V , ta ký hiệu

x ⊑ y nếu và chỉ nếu Xi ⊆ Yi với mọi i ∈ [k].

Để đơn giản, ta giả sử rằng hàm g là không âm, tức là g(x) ≥ 0 với mọi x ∈ (k+1)V ,

và được chuẩn hoá, nghĩa là g(0) = 0. Một hàm g : (k + 1)V ↦→ R+ được gọi là k-
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submodular nếu với mọi x = (X1, X2, . . . , Xk) và y = (Y1, Y2, . . . , Yk) trong (k + 1)V , ta

có

g(x) + g(y) ≥ g(x ⊓ y) + g(x ⊔ y),

trong đó

x ⊓ y = (X1 ∩ Y1, . . . , Xk ∩ Yk)

và

x ⊔ y = (Z1, . . . , Zk), Zi = Xi ∪ Yi \
⋃︂
j ̸=i

(Xj ∪ Yj).

Các tính chất đặc trưng của hàm k-submodular được thể hiện thông qua hai điều kiện

quan trọng sau đây: trực giao submodular (orthant submodularity) và (đơn điệu cặp)

pairwise monotonicity. Hai tính chất này có thể xem như sự mở rộng tự nhiên của tính

chất lợi ích biên giảm dần (diminishing returns) trong trường hợp hàm submodular cổ

điển sang không gian (k + 1)V . Cụ thể, ta có các định nghĩa sau.

Tính trực giao submodular (Orthant submodularity) [68]. Hàm g được gọi là

có tính trực giao submodular nếu

∆(e,i)g(x) ≥ ∆(e,i)g(y)

với mọi x, y ∈ (k + 1)V thỏa mãn x ⊑ y, e /∈ supp(y) và i ∈ [k].

Tính đơn điệu cặp (Pairwise monotonicity) [68]. Hàm g được gọi là đơn điệu

từng cặp nếu với mọi i, j ∈ [k], i ̸= j, ta có

∆(e,i)g(x) + ∆(e,j)g(x) ≥ 0.

Theo [68], nếu g là hàm k-submodular thì g thỏa mãn cả hai tính chất trực giao và đơn

điệu cặp.

Chú ý. Hàm k-submodular là một mở rộng tự nhiên của hàm submodular cổ điển và kế

thừa nhiều tính chất cấu trúc quan trọng trong CO. Một số trường hợp đặc biệt đáng chú

ý gồm:

- Khi k = 1, không gian (k + 1)V suy biến thành họ các tập con của V , và khi đó

hàm k-submodular trở thành hàm submodular cổ điển.

- Khi k = 2, hàm k-submodular tương ứng với lớp hàm bisubmodular, vốn đã được

nghiên cứu rộng rãi trong tối ưu rời rạc.
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- Hàm k-submodular cho phép mô hình hóa các bài toán ra quyết định đa lựa chọn,

trong đó mỗi phần tử của tập nền V có thể được gán vào tối đa một trong k loại

khác nhau hoặc không được chọn. Điều này làm cho mô hình k-submodular đặc

biệt phù hợp để biểu diễn các bài toán phân loại đa nhãn, tối ưu hóa ảnh hưởng

theo nhiều chủ đề, cũng như các bài toán tối ưu hóa trên dữ liệu có cấu trúc đa

loại.

- Tương tự như trường hợp submodular, nhiều bài toán tối ưu trên hàm k-submodular

có thể được giải xấp xỉ hiệu quả bằng các thuật toán tham lam hoặc các kỹ thuật

CO chuyên biệt, điều này khiến lớp hàm này trở thành một công cụ quan trọng

trong các bài toán tối ưu hóa quy mô lớn.

Mặc dù hàm k-submodular kế thừa nhiều tính chất cấu trúc quan trọng của hàm submod-

ular, việc tối ưu trên lớp hàm này thường thách thức hơn đáng kể. Một số nguyên nhân

chính bao gồm:

- Không gian lời giải lớn hơn đáng kể. Trong khi bài toán submodular cổ điển chỉ

xét các tập con của V (kích thước 2|V |), không gian (k+1)V của các k-tập có kích

thước (k+1)|V |. Điều này làm tăng đáng kể độ phức tạp của việc tìm kiếm lời giải

tối ưu.

- Cấu trúc tương tác phức tạp giữa các nhãn. Trong mô hình k-submodular, mỗi

phần tử không chỉ được chọn hay không chọn mà còn phải quyết định thuộc về

loại nào trong k loại. Sự tương tác giữa các loại này làm cho việc phân tích lợi ích

biên trở nên phức tạp hơn so với trường hợp submodular cổ điển.

- Khó thiết kế thuật toán tham lam trực tiếp. Nhiều kỹ thuật tham lam hiệu quả

cho hàm submodular không thể áp dụng trực tiếp cho hàm k-submodular do sự

phụ thuộc giữa các thành phần của k-tập, dẫn đến việc cần phát triển các kỹ thuật

phân tích và thiết kế thuật toán mới.

- Độ phức tạp lý thuyết cao hơn. Trong nhiều bài toán tối ưu hóa liên quan đến

k-submodular, việc đạt được các bảo đảm xấp xỉ tốt thường khó hơn và đòi hỏi

các kỹ thuật phân tích tinh vi hơn so với các bài toán submodular cổ điển.

Những thách thức này khiến việc thiết kế các TTXX hiệu quả cho các bài toán tối ưu trên

hàm k-submodular trở thành một hướng nghiên cứu quan trọng và đang thu hút nhiều sự

quan tâm trong những năm gần đây.



75

3.1.2. Bài toán Phủ k-submodular

Giả sử mỗi phần tử e ∈ V được gán một chi phí dương c(e), khi đó tổng chi phí của

một nghiệm x được xác định bởi

c(x) =
k∑︂

i=1

∑︂
e∈Xi

c(e).

Trong chương này, LA nghiên cứu bài toán Bao phủ k-Submodular (kSC), được định

nghĩa như sau.

Định nghĩa 3.1 (Phủ k-Submodular (kSC)). Cho một ngưỡng T > 0, bài toán kSC yêu

cầu tìm một nghiệm x = (X1, X2, . . . , Xk) ∈ (k + 1)V có tổng chi phí nhỏ nhất c(x) sao

cho g(x) ≥ T .

LA xem xét trường hợp bài toán luôn tồn tại lời giải, tức là

T ≤ max
x∈(k+1)V

g(x).

Một thể hiện của bài toán kSC được ký hiệu bởi bộ (V, k, g, T ). Gọi o là lời giải tối

ưu của bài toán và ký hiệu opt = c(o) là giá trị tối ưu tương ứng. Định nghĩa cmin =

mine∈V c(e), cmax = maxe∈V c(e).

Với trường hợp c(e) = 1, ∀e ∈ V , bài toán được gọi là Phủ k-Submodular đồng
nhất (uniform-cost k-submodular cover). Khi đó bài toán đi tìm lời giải x với số lượng

phần tử |supp(x)| nhỏ nhất sao cho g(x) ≥ T .

Trong trường hợp này, ta không còn xét đến sự khác biệt về chi phí giữa các phần tử

mà chỉ quan tâm đến số lượng phần tử được lựa chọn. Trường hợp này có nhiều ý nghĩa

thực tiễn và thường xuất hiện trong các bài toán lựa chọn tập con kích thước nhỏ nhất

nhằm đạt được một mức bao phủ mong muốn, do đó được nghiên cứu chuyên sâu trong

luận án.

Chú ý. Dưới đây là một số đặc điểm phân biệt giữa bài toán kSC và MCSC:

- Thứ nhất, do hàm k-submodular là một mở rộng tổng quát của hàm submodular, trong

đó mỗi phần tử có thể được gán vào một trong k nhãn khác nhau, nên cấu trúc không

gian nghiệm trở nên phức tạp hơn đáng kể so với trường hợp submodular cổ điển. Vì

vậy, bài toán Phủ k-Submodular (kSC) nhìn chung khó hơn bài toán Phủ Submodular

truyền thống. Do sự khác biệt này, các kỹ thuật và kết quả xấp xỉ đã biết cho bài toán

Phủ Submodular không thể áp dụng trực tiếp để suy ra các tỷ lệ xấp xỉ cho bài toán

kSC.
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- Thứ hai, bài toán còn gặp những khó khăn đáng kể về mặt tính toán. Cụ thể, không

gian nghiệm của bài toán là (k + 1)V , có kích thước tăng theo cấp số mũ theo |V |,
khiến cho việc đánh giá giá trị hàm và tìm kiếm lời giải trở nên tốn kém hơn so với

trường hợp submodular thông thường. Điều này đặt ra thách thức lớn trong việc thiết

kế các thuật toán hiệu quả cho bài toán.

Đối với trường hợp tổng quát k ≥ 2, bài toán kSC có thể được xem là bài toán đối ngẫu

tự nhiên của bài toán tối đa hóa k-submodular dưới ràng buộc knapsack, vốn đã được

nghiên cứu sâu rộng [98, 95, 71]. Khuôn khổ này cho phép mô hình hóa thống nhất các

tình huống trong đó cần lựa chọn một k-tập có chi phí tối thiểu sao cho giá trị tiện ích,

được đo bởi một hàm k-submodular, vượt qua một ngưỡng yêu cầu. Cách mô hình này

phản ánh tự nhiên nhiều bài toán thực tiễn, bao gồm lan truyền thông tin và quảng cáo

trực tuyến trong OSN, bố trí cảm biến đa loại, lựa chọn đặc trưng đa lớp, cùng nhiều ứng

dụng khác được trình bày dưới đây.

Ứng dụng 1: Ảnh hưởng ngưỡng với k chủ đề (ITk). Trong các kịch bản market-

ing lan truyền và gợi ý sản phẩm, một doanh nghiệp có thể mong muốn triển khai một

chiến dịch quảng cáo gồm k nhóm sản phẩm khác nhau và tác động đến ít nhất T người

dùng trong OSN. Để giảm thiểu tổng ngân sách, doanh nghiệp cần lựa chọn một tập các

người dùng có ảnh hưởng lớn, đủ khả năng tạo ra mức lan tỏa mong muốn. Mô hình này

là sự mở rộng tự nhiên của các mô hình lan truyền thông tin cổ điển cho trường hợp một

chủ đề (k = 1) [1, 100], đồng thời mở rộng bài toán ngưỡng ảnh hưởng được nghiên cứu

trong [81].

Xét một đồ thị có hướng G = (V,E), trong đó V là tập người dùng và E là tập các

cạnh biểu diễn mối quan hệ ảnh hưởng giữa các người dùng. Mỗi cạnh (u, v) ∈ E được

gán một trọng số wi(u, v), biểu diễn mức độ ảnh hưởng từ người dùng u tới người dùng

v đối với chủ đề i. Mỗi người dùng v có một ngưỡng ảnh hưởng θi(v) ∈ [0, 1] cho mỗi

chủ đề i, biểu thị mức ảnh hưởng tối thiểu cần thiết để người dùng đó được kích hoạt

trong chủ đề tương ứng. Ngoài ra, mỗi người dùng u có một chi phí lựa chọn c(u) > 0,

phản ánh chi phí để chọn người dùng đó làm hạt giống khởi phát quá trình lan truyền

ảnh hưởng dưới một mô hình khuếch tánM cho trước.

Với một ngưỡng ảnh hưởng mục tiêu T , mục tiêu của bài toán là lựa chọn các tập

hạt giống Si cho mỗi chủ đề i ∈ [k] sao cho tổng chi phí lựa chọn là nhỏ nhất, đồng thời

tổng số người dùng được kích hoạt đạt ít nhất T . Nói cách khác, bài toán yêu cầu tìm

nghiệm s = (S1, . . . , Sk) ∈ (k + 1)V sao cho

min
s∈(k+1)V

c(s)
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với điều kiện

g(s) = E

⎡⎣⃓⃓⃓⃓⃓⃓⋃︂
i∈[k]

σi(Si)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓
⎤⎦ ≥ T,

trong đó σi(Si) là tập các đỉnh được kích hoạt bởi tập hạt giống Si trong chủ đề i.

Hàm ảnh hưởng σ(·) được biết là một hàm đơn điệu và k-submodular [6]. Do đó,

với một ngưỡng ảnh hưởng T cho trước, bài toán trên có thể được mô hình hóa như một

trường hợp của bài toán kSC.

Ứng dụng 2: Ngưỡng doanh thu với chi phí tối thiểu (Revenue Threshold-RT)
Cho đồ thị G = (V,E), trong đó V là tập các đỉnh đại diện cho khách hàng và mỗi

cạnh (u, v) ∈ E có trọng số wuv ≥ 0 biểu diễn mức độ liên hệ giữa hai khách hàng u và

v. Mục tiêu là phân bổ k loại sản phẩm cho khách hàng bằng cách xác định một k-tập

s = (S1, S2, . . . , Sk),

trong đó Si ⊆ V là tập khách hàng được phân bố sản phẩm loại i, và các tập S1, . . . , Sk

đôi một rời nhau (tức là mỗi khách hàng được gán nhiều nhất một loại sản phẩm).

Hàm doanh thu của một phương án phân bổ S được định nghĩa bởi

g(s) =
∑︂
u∈V

k∑︂
i=1

(︄∑︂
v∈Si

wuv

)︄αu,i

,

với αu,i ∈ (0, 1). Hàm f(s) là một hàm k-submodular và đơn điệu [95].

Giả sử mỗi khách hàng v ∈ V khi được chọn để phân bố sản phẩm sẽ phát sinh một

chi phí c(v) > 0. Khi đó, chi phí của một phương án S = (S1, . . . , Sk) được xác định là

c(s) =

k∑︂
i=1

∑︂
v∈Si

c(v).

Với một ngưỡng doanh thu cho trước T > 0, bài toán Ngưỡng Doanh thu với Chi

phí Tối thiểu theo k-loại được phát biểu như sau:

min
s∈(k+1)V

c(s) với điều kiện g(s) ≥ T.

Nói cách khác, mục tiêu của bài toán là tìm một phương án phân bổ s = (S1, . . . , Sk)

có tổng chi phí nhỏ nhất sao cho doanh thu thu được đạt ít nhất ngưỡng yêu cầu T .

Ứng dụng 3: Lựa chọn đặc trưng k-lớp với ngưỡng thông tin. Lựa chọn đặc trưng

là một bài toán nền tảng trong học máy, giúp xử lý hiệu quả dữ liệu có số chiều lớn bằng

cách loại bỏ các đặc trưng dư thừa hoặc không liên quan [101, 99, 102]. Trong bối cảnh

đa lớp, mục tiêu là lựa chọn một tập gồm k đặc trưng giàu thông tin, đồng thời gán mỗi
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đặc trưng cho một biến dự đoán phù hợp. Cấu trúc này tự nhiên dẫn đến một mô hình

hàm k-submodular. Trong thực tế, mỗi đặc trưng thường đi kèm một chi phí, phản ánh

độ phức tạp tính toán, chi phí thu thập hoặc chi phí xử lý. Việc tích hợp yếu tố chi phí là

thiết yếu, bởi việc lựa chọn quá nhiều đặc trưng đắt đỏ có thể làm gia tăng đáng kể chi

phí tính toán. Do đó, bài toán lựa chọn đặc trưng k-lớp với ngưỡng hướng tới việc lựa

chọn các đặc trưng giàu thông tin nhất, gán chúng cho các biến dự đoán thích hợp, sao

cho mỗi đặc trưng được chọn đều đóng góp lượng thông tin vượt một ngưỡng xác định

trước, đồng thời kiểm soát tổng chi phí.

3.2. CÁC NGHIÊN CỨU LIÊN QUAN VÀ ĐÓNG GÓP CỦA LUẬN ÁN

Nghiên cứu về tối ưu các hàm k-submodular khởi nguồn từ trường hợp đặc biệt của

bài toán bisubmodular (tương ứng với k = 2) trong công trình [99]. Tiếp đó, Ward và

cộng sự [68] đã đặt nền móng cho bài toán tối đa hóa hàm k-submodular không ràng

buộc, với một thuật toán tham lam xác định đạt tỷ lệ xấp xỉ 1/3. Trong công trình sau

đó [69], tỷ lệ này được nâng lên 1/2, đồng thời một biến thể tham lam ngẫu nhiên được

đề xuất với tỷ lệ xấp xỉ kỳ vọng k/(2k − 1) thông qua cơ chế chọn phần tử dựa trên phân

phối xác suất. Nhằm tránh yếu tố ngẫu nhiên, [103] đã đưa ra một thuật toán xác định

đạt cùng tỷ lệ xấp xỉ k/(2k − 1), nhưng phải đánh đổi bằng chi phí truy vấn rất cao, lên

tới O(n2k2).

Sau đó, bài toán tiếp tục được mở rộng sang các bối cảnh có ràng buộc, bao gồm

ràng buộc lực lượng (cardinality) và các dạng ràng buộc tổng quát hơn. Cụ thể, [11]

xem xét trường hợp hàm đơn điệu với hai kiểu ràng buộc lực lượng: (i) ràng buộc tổng

trên toàn bộ nghiệm và (ii) ràng buộc riêng lẻ trên từng thành phần. Trong hai trường

hợp này, các thuật toán tham lam đạt tỷ lệ xấp xỉ lần lượt là 1/2 và 1/3. Những nghiên

cứu tiếp theo đã cải thiện hiệu năng thông qua nhiều hướng tiếp cận khác nhau, như tối

ưu hóa đa mục tiêu [96], phân tích dựa trên regret [104], và các mô hình xử lý dữ liệu

luồng [73, 105]. Ngoài ra, [70] cũng đề xuất một thuật toán tham lam đạt tỷ lệ 1/2 cho

trường hợp có ràng buộc matroid.

Đối với ràng buộc knapsack, một mở rộng tự nhiên của ràng buộc lực lượng, [71]

đã đạt được kết quả xấp xỉ đầu tiên với tỷ lệ (1/2 − 1/(2e)) bằng phương pháp tham

lam. Tuy nhiên, cách tiếp cận này đòi hỏi số lượng truy vấn rất lớn, lên tới O(n4k3). Kết

quả sau đó được cải thiện lên 1/2 trong [72] nhờ sử dụng kỹ thuật mở rộng đa tuyến

(multilinear extension) với độ phức tạp đa thức. Gần đây, [95] đã đề xuất một thuật toán

thực tiễn với tỷ lệ xấp xỉ 1/3 và chi phí truy vấn gần tuyến tính O(nk).

Bài toán kSC được giới thiệu lần đầu trong [74], nơi các tác giả đưa ra những kết
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quả ban đầu cùng một TTXX tiêu chuẩn kép. Tuy nhiên, hệ số xấp xỉ đạt được còn khá

hạn chế trong bối cảnh này (xem Bảng 3.1). Do đó, việc thiết kế các TTXX đa thức với

đảm bảo lý thuyết chặt chẽ hơn, đồng thời vẫn đảm bảo hiệu quả thực nghiệm, vẫn là

một thách thức đáng kể.

Gần đây, [75] đã nghiên cứu bài toán kSC trong mô hình xử lý luồng và đề xuất các

TTXX tiêu chuẩn kép với bảo đảm
(︂

3−ϵ
2ϵ(1−ϵ)

, 1−ϵ
2

)︂
. Tuy nhiên, các phương pháp này chưa

đảm bảo thời gian chạy đa thức trong trường hợp tổng quát, đồng thời chi phí tính toán

có thể tăng cao do phụ thuộc vào số lần quét dữ liệu và các ràng buộc về bộ nhớ.

Tổng hợp các kết quả hiện có cho thấy rằng việc phát triển các TTXX hiệu quả với

thời gian chạy đa thức cho bài toán kSC vẫn là một hướng nghiên cứu mở và cần được

tiếp tục khai thác.

Đóng góp của Luận án. Luận án tập trung nghiên cứu bài toán kSC trong hai

trường hợp chính: (1) chi phí đồng nhất (uniform-cost) và (2) chi phí tổng quát (general-

cost).

a. Trường hợp bài toán Phủ k-Submodular đồng nhất.

Đối với trường hợp chi phí đồng nhất, luận án đề xuất thuật toán FBiU và phân tích

các đảm bảo lý thuyết của thuật toán xấp xỉ tiêu chuẩn kép. Cụ thể, thuật toán trả về một

nghiệm s sao cho kích thước nghiệm được khống chế so với nghiệm tối ưu và đồng thời

giá trị hàm mục tiêu đạt được một tỷ lệ nhất định so với ngưỡng yêu cầu. Bảng 3.1 trình

bày so sánh giữa thuật toán FBiU được đề xuất trong luận án và thuật toán của Pham

và cộng sự trong [74]. Kết quả cho thấy thuật toán FBiU đạt được đảm bảo xấp xỉ tiêu

chuẩn kép mạnh hơn đáng kể. Cụ thể hơn, khi thiết lập δ = ϵ, thuật toán đảm bảo nghiệm

thu được có kích thước

|supp(s)| ≤ (1 + ϵ)
(︁
1 + ln

(︁
1
ϵ

)︁)︁
opt <<

(1− ϵ)(1 + ϵ)

2ϵ
opt.

với ϵ = 0.1 trong thực nghiệm, đồng thời đạt giá trị hàm mục tiêu

g(s) ≥ 1− ϵ

2
T

trong đó opt là kích thước nghiệm tối ưu.

b. Trường hợp bài toán Phủ k-Submodular tổng quát

Đối với trường hợp chi phí tổng quát, luận án đề xuất hai thuật toán xấp xỉ tiêu

chuẩn kép xác định cho bài toán kSC trong thời gian đa thức, bao gồm thuật toán Tham

lam mở rộng (Extended Greedy) và thuật toán FBi. Các thuật toán này được thiết kế

nhằm đồng thời cải thiện các đảm bảo lý thuyết về chất lượng nghiệm và giảm độ phức

tạp truy vấn so với các phương pháp hiện có trong tài liệu. Cụ thể, thuật toán Extended
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Bảng 3.1: Các thuật toán cho bài toán kSC. Cặp (x, y) biểu diễn tỷ lệ xấp xỉ tiêu chuẩn

kép (x, y) của một thuật toán, tức là thuật toán trả về nghiệm s sao cho |supp(s)| ≤ x · opt
và g(s) ≥ y · T , với x, y > 0.

Tài liệu Tỷ lệ xấp xỉ Độ phức tạp truy vấn

FBiU (Thuật toán 3.2, LA)
(︂
1+ϵ
2 log(1δ ),

1−δ
2

)︂
O
(︂
nk log2(n)

ϵ log
(︁
n
δ

)︁)︂
Thuật toán luồng [74]

(︂
(1−ϵ)(1+ϵ)

2ϵ , 1−ϵ
2

)︂
O
(︂
nk log(n)

ϵ

)︂

Greedy đạt độ phức tạp truy vấn O(n2k) và đảm bảo tỷ lệ xấp xỉ tiêu chuẩn kép(︂
1

2

(︂
ln
(︂
1

ϵ

)︂
+

1 + ϵ

ϵ

)︂
,
1− ϵ

2

)︂
đối với trường hợp hàm lợi ích g là đơn điệu, và(︂

1

3

(︂
ln
(︂
1

ϵ

)︂
+

2 + ϵ

ϵ

)︂
,
1− ϵ

3

)︂
đối với trường hợp g không đơn điệu.

Bên cạnh đó, LA đề xuất thuật toán FBi cho trường hợp hàm lợi ích đơn điệu, với

độ phức tạp truy vấn O(nkϵ2 log(nϵ ) log(
1
δ )), đồng thời đạt tỷ lệ xấp xỉ tiêu chuẩn kép gần

tương đương với tham lam mở rộng. FBi hiệu quả khi kích thước dữ liệu n lớn. Ví dụ khi

n ≥ 2.000, k = 100, ϵ = 0.1 thì tham lam mở rộng cần tới 400 triệu truy vấn còn FBi cần

khoảng 198 triệu truy vấn.

Bảng 3.2 trình bày so sánh giữa các thuật toán được đề xuất trong luận án với các

thuật toán tiên tiến hiện nay cho bài toán kSC. Có thể thấy rằng các thuật toán của luận

án đạt được đảm bảo tốt hơn về chi phí nghiệm so với các thuật toán luồng trong [75],

đồng thời giảm đáng kể độ phức tạp truy vấn từ dạng không đa thức xuống còn đa thức.

Thuật toán Tỷ lệ xấp xỉ Độ phức tạp truy vấn Loại thuật toán
Hàm đơn điệu

Tham lam mở rộng (LA)
(︂

1
2
(log( 1

ϵ
) + 1+ϵ

ϵ
), 1−ϵ

2

)︂
O(n2k) -

FBi (LA)
(︂

1
2
(1 + ϵ)(ln( 1

δ
) + δ+1

δ
), 1−δ

2

)︂
O

(︁
nk
ϵ2

log
(︁
n
ϵ

)︁
log( 1

δ
)
)︁

-

Thuật toán 2 [75]
(︂

3−ϵ
2ϵ(1−ϵ)

, 1−ϵ
2

)︂
O(nk

log(
cmin

ncmax
)

log(1−ϵ)
) Luồng

Thuật toán 3 [75]
(︂

3−ϵ
2ϵ(1−ϵ)

, 1−ϵ
2

)︂
O
(︂
nk

log(ϵT (B maxe∈V,i∈[k] g((e,i)))
−1)

log(1−ϵ)

)︂
Luồng

Hàm không đơn điệu

Tham lam mở rộng (LA)
(︂

1
3
(log( 1

ϵ
) + 2+ϵ

ϵ
), 1−ϵ

3

)︂
O(n2k) -

Thuật toán 2 [75]
(︂

4−ϵ
3ϵ(1−ϵ)

, 1−ϵ
3

)︂
O(nk

log(
cmin

ncmax
)

log(1−ϵ)
) Luồng

Thuật toán 3 [75]
(︂

4−ϵ
3ϵ(1−ϵ)

, 1−ϵ
3

)︂
O
(︂
nk

log(ϵT (B maxe∈V,i∈[k] g((e,i)))
−1)

log(1−ϵ)

)︂
Luồng

Bảng 3.2: Các thuật toán cho bài toán kSC. Bộ (x, y) biểu diễn tỷ lệ xấp xỉ tiêu chuẩn

kép (x, y).
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So sánh với các thuật toán [75], ta có so sánh cụ thể hơn như sau:

- Thuật toán tham lam mở rộng đạt được cùng mức bảo đảm về giá trị hàm mục

tiêu như các thuật toán trong [75], nhưng cho tỷ số xấp xỉ tốt hơn đáng kể, tức là

cận trên của chi phí nghiệm so với chi phí tối ưu được giảm xuống. Cụ thể, mức

cải thiện đạt trên 1.5 lần đối với trường hợp hàm g đơn điệu và trên 2 lần đối với

trường hợp hàm g không đơn điệu. Điều này dựa trên cơ sở các đánh giá sau:

3− ϵ

2ϵ(1− ϵ)
≥ 1.5 · 1

2

(︂
ln
(︂
1

ϵ

)︂
+

1 + ϵ

ϵ

)︂
+ 1

và
4− ϵ

3ϵ(1− ϵ)
≥ 2 · 1

3

(︂
ln
(︂
1

ϵ

)︂
+

2 + ϵ

ϵ

)︂
+ 1.

- Thuật toán FBi đạt được tỷ lệ xấp xỉ tiêu chuẩn kép tiệm cận với Tham lam mở

rộng, sai khác một đại lượng nhỏ là 1 + ϵ tuy nhiên giảm độ phức tạp truy vấn

xuống Ω( n
log(n)

) lần.

3.3. THUẬT TOÁN CHO TRƯỜNG HỢP CHI PHÍ ĐỒNG NHẤT

Phần này trình bày thuật toán FBiU đề xuất cho bài toán kSC trong trường hợp hàm

tiện ích g là đơn điệu và các chi phí của mỗi phần tử c(e) = 1, ∀e ∈ V .

Trước hết, LA mô tả thuật toán FBiUOpt, một biến thể tham lam ngẫu nhiên giả

định đã biết (ước đoán) kích thước tối ưu opt (hay tương đương là kích thước nghiệm

tối ưu). Thuật toán FBiUOpt đóng vai trò như phiên bản đơn giản hóa của FBiU nhằm

thuận tiện cho việc phân tích. Sau đó, LA trình bày thuật toán đầy đủ FBiU, trong đó

loại bỏ giả định phải biết trước opt.

3.3.1. Thuật toán FBiUOpt (biết ước lượng tối ưu)

Thuật toán FBiUOpt nhận đầu vào là một thể hiện (V, g, k, T ), một giá trị ước đoán

v của kích thước nghiệm tối ưu, cùng hai tham số chính xác ϵ ∈ (0, 1/2) và δ > 0. Ta định

nghĩa lại hàm g như sau: g : (k + 1)V → R+ bởi

g(·)← min{g(·), T/2},

lưu ý rằng hàm thu được vẫn là k-submodular và đơn điệu.

Ý tưởng chính của FBiUOpt là sử dụng lấy mẫu ngẫu nhiên trên tập V \ supp(s)
nhằm giảm số lượng truy vấn, dưới giả định đã biết ước lượng v. Theo đó, thuật toán

thực hiện tối đa
⌈︁
v
2 log

(︁
1
δ

)︁⌉︁
vòng lặp. Tại mỗi vòng lặp j, thuật toán lấy mẫu đều một tập

con Rj có kích thước Υ từ V \ supp(s), sau đó chọn cặp (e, i) với e ∈ Rj và i ∈ [k] sao
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Thuật toán 3.1: Thuật toán FBiUOpt
Input: Một thể hiện (V, g, k, T ), δ ∈ (0, 1), v ∈ (1, n), Υ

Output: Một nghiệm s
1: s← 0, Định nghĩa lại hàm g : (k + 1)V ↦→ R+ như sau g(·)← min{g(·), T/2}
2: t0 ←

⌊︁
υ
2 ln

1
δ

⌋︁
+ 1, T ← min{t0, υ}

3: for j = 1 to T do
4: Rj ← chọn ngẫu nhiên Υ phần tử từ tập V \ supp(s)
5: (e, i)← argmaxe∈R,i∈[k]∆(e,i)g(s)
6: s← s ⊔ (e, i)

7: end
8: return s

cho lợi ích biên ∆(e,i)g(s) là lớn nhất, và cập nhật nghiệm theo s← s ⊔ (e, i). Thuật toán

kết thúc sau số vòng lặp đã định và trả về nghiệm cuối cùng s. Giả mã chi tiết được trình

bày trong Thuật toán 3.1.

Để phân tích Thuật toán 3.1, Luận án sử dụng các ký hiệu sau:

- (ej , ij) là cặp phần tử được thêm vào tại vòng lặp thứ j.

- s = {(e1, i1), . . . , (et, it)} là nghiệm cuối cùng, với t = |supp(s)|.

- sj = {(e1, i1), . . . , (ej , ij)} là nghiệm sau j vòng lặp, trong đó s0 = x và st = s.

- Với mọi k-set x thỏa |supp(x)| = v, đặt

xj = (x ⊔ sj) ⊔ sj , xj− 1
2 = (x ⊔ sj) ⊔ sj−1.

- Xj = supp(xj−1) \ supp(sj−1).

- ut = {(u1, i1), . . . , (ur, ir)} là tập các phần tử thuộc xt nhưng không thuộc st, với

r = |supp(ut)|.

- ut
ℓ = st ⊔ {(u1, i1), . . . , (uℓ, iℓ)} với 1 ≤ ℓ ≤ r, và ut

0 = st.

Việc phân tích nhằm thiết lập các bảo đảm lý thuyết và hệ số xấp xỉ của thuật toán được

khởi đầu từ bổ đề cơ bản nhưng có vai trò then chốt sau đây.

Bổ đề 3.1. Tại mỗi vòng lặp j của Thuật toán 3.1, nếu chọn

Υ = min

{︃
V \ supp(s), n− j + 1

v − j + 1
log
(︂
n

δ

)︂}︃
,
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thì ta có

Pr
[︁
Rj ∩Xj = ∅

]︁
≤ δ

n
.

Chứng minh. Tại vòng lặp thứ j, các phần tử đã được chọn ở các vòng trước thuộc

supp(sj−1) nên không được xét lại. Vì vậy, Rj được lấy mẫu đều và không hoàn lại từ tập

V \ supp(sj−1). Đặt

Nj =
⃓⃓
V \ supp(sj−1)

⃓⃓
= n− j + 1, Kj = |Xj | ≥ v − j + 1, rj = |Rj |.

Do lấy mẫu không hoàn lại, xác suất chính xác để Rj không chứa phần tử nào thuộc Xj

là

Pr[Rj ∩Xj = ∅] =

(︁
Nj−Kj

rj

)︁(︁
Nj

rj

)︁ =

rj−1∏︂
t=0

(︃
1−

Kj

Nj − t

)︃
.

Do Nj − t ≤ Nj , ta có

Pr[Rj ∩Xj = ∅] ≤
(︃
1−

Kj

Nj

)︃rj

(3.1)

≤ exp

(︃
−
Kjrj
Nj

)︃
. (3.2)

Nếu rj = Nj thì toàn bộ các phần tử còn lại được chọn và xác suất trên bằng 0. Ngược

lại, theo cách chọn kích thước mẫu,

rj ≥
Nj

v − j + 1
log
(︂
n

δ

)︂
.

Kết hợp với Kj ≥ v − j + 1, ta được Kjrj
Nj
≥ log

(︁
n
δ

)︁
. Do đó,

Pr[Rj ∩Xj = ∅] ≤ exp
(︂
− log

(︂
n

δ

)︂)︂
=

δ

n
.

Bổ đề sau đây thiết lập một bất đẳng thức then chốt, liên hệ trực tiếp giữa phần

giá trị mục tiêu còn thiếu của nghiệm tối ưu và giá trị đạt được bởi nghiệm trung gian

của thuật toán tại vòng lặp hiện tại. Cụ thể, khi tập mẫu ngẫu nhiên Rj chứa ít nhất một

phần tử “tốt” trong Xj , ta chứng minh rằng mức cải thiện còn lại của nghiệm tối ưu so

với nghiệm hiện tại xj có thể được khống chế bởi giá trị tích lũy của nghiệm xây dựng

sj . Kết quả này đóng vai trò nền tảng cho việc suy ra bảo đảm xấp xỉ toàn cục của thuật

toán.

Bổ đề 3.2. Sau vòng lặp j của Thuật toán 3.1, giả sử Rj ∩Xj ̸= ∅, ta có

g(x)− g(xj) ≤ g(sj).
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Chứng minh. Đặt xj− 1
2 = (x ⊔ sj) ⊔ sj−1, và xác định nghiệm trung gian sj− 1

2 như sau:

- Nếu ej ∈ Xj thì sj− 1
2 = sj−1 ⊔ (ej , x(ej)).

- Nếu ej /∈ Xj thì sj− 1
2 = sj−1.

Khi đó, ta có chuỗi bất đẳng thức

g(xl−1)− g(xl) ≤ g(xl−1)− g(xl− 1
2 ), (3.3)

≤ g(sl−
1
2 )− g(sl−1), (3.4)

≤ g(sl)− g(sl−1), (3.5)

trong đó:

- Bất đẳng thức (3.3) suy ra từ tính đơn điệu của hàm f ;

- Bất đẳng thức (3.4) là hệ quả trực tiếp của tính k-submodular của f ;

- Bất đẳng thức (3.5) được đảm bảo bởi quy tắc lựa chọn phần tử của thuật toán.

Cộng hai vế theo l = 1, . . . , j, ta thu được

g(x)− g(xj) =

j∑︂
l=1

(︁
g(xl−1)− g(xl)

)︁
(3.6)

≤
j∑︂

l=1

(︁
g(sl)− g(sl−1)

)︁
(3.7)

≤ g(sj). (3.8)

Định lý 3.1. Với δ ∈ (0, 1) và v
2 log(

1
δ ) ≤ n, thuật toán 3.1 sử dụng

O
(︂
kn log(v log

(︁
1
δ

)︁
) log

(︂
n
δ

)︂)︂
truy vấn và, với xác suất ít nhất 1− δ, trả về nghiệm s thỏa

|supp(s)| = v

2
log(

1

δ
), g(s) ≥

(︂
1− e−

v
opt

log( 1
δ
)
)︂
T

2
.

Chứng minh. Thuật toán thực hiện tối đa t = ⌈v2 log(
1
δ )⌉ vòng lặp for. Trong mỗi vòng

lặp, thuật toán sử dụng kΥ truy vấn. Do vậy độ phức tạp truy vấn của thuật toán được

xác định bởi

⌈ v
2
k log( 1

δ
)⌉∑︂

i=1

kΥ = k

t∑︂
i=1

n− j + 1

v − j + 1
log(

n

δ
) = k

∑︂
j∈[t]

n− t+ j

j
log(

n

δ
)

= O(kn log(t) log(
n

δ
)).
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Áp dụng Bổ đề 3.1, với việc xét x = o (lời giải tối ưu) với mỗi vòng lặp j thì Pr[Xj∩Rj =

∅] ≤ δ. Theo đẳng thức hợp (union bound) của xác suất, ta có

Pr[∃j ∈ [j], Xj ∩Rj = ∅] ≤ δ
n t ≤ δ. (3.9)

Trong đó t là số vòng lặp for của thuật toán. Suy ra

Pr[∀j ∈ [j], Xj ∩Rj ̸= ∅] ≥ 1− δ. (3.10)

Dựa trên điều điều kiện Xj ∩Rj ̸= ∅,∀j ∈ [j], áp dụng Bổ đề 3.2, ta thu được

T − g(sj) ≤ g(o)− g(sj) (3.11)

= g(o)− g(oj) + g(oj)− g(sj) (3.12)

≤ g(sj) +
∑︂
e∈Xj

∆(e,o(e))f(sj) (3.13)

≤ g(sj) + optmax
e∈Xj

(f(sj ⊔ (e, i))− f(sj)) (Do Xj ⊆ supp(o), nên |Xj | ≤ opt)

(3.14)

≤ g(sj) + opt
(︁
g(sj+1)− g(sj)

)︁
(3.15)

Áp dụng bất đẳng thức trên qua t vòng lặp (với giả thiết rằng sự kiện Xj ∩ Rj ̸= ∅ xảy

ra với mọi j), ta có

T − 2g(st) ≤
(︃
1− 2

opt

)︃(︁
T − 2g(st−1)

)︁
(3.16)

≤ e−
2
opt

(︁
T − 2g(st−1)

)︁
(3.17)

≤ e−
2
opt

tT (lặp lại bất đẳng thức (3.17) trong t vòng) (3.18)

≤ e−
2
opt

v
2
log( 1

δ
)T (3.19)

= e−
v
opt

log( 1
δ
)T. (3.20)

Do đó, ta suy ra

g(s) ≥ 1

2

(︂
1− e−

v
opt

log( 1
δ
)
)︂
T,

hoàn tất chứng minh.

3.3.2. Thuật toán FBiU

Thuật toán chính FBiU (Thuật toán 3.2), trong đó loại bỏ giả định rằng đã biết

trước một ước lượng v của kích thước nghiệm tối ưu. Thuật toán FBiU trước hết xây

dựng tập ứng viên

O = {(1 + ϵ)i : 1 ≤ (1 + ϵ)i ≤ n, i ∈ N}
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Thuật toán 3.2: Thuật toán FBiU
Input: Một thể hiện (V, g, k, T ), g đơn điệu, ϵ ∈ (0, 1/2), δ > 0

Output: Một nghiệm s
1: O = {(1 + ϵ)i : i ∈ N, 1 ≤ (1 + ϵ)i ≤ n}
2: foreach v ∈ O do
3: sv ← FBiUOpt(V, g, k, T, v, δ)

4: end
5: s← argmax{g(sv) : |supp(sv)| ≤ v log(1ϵ ), v ∈ O}
6: return s

các giá trị v. Với mỗi v ∈ O, thuật toán gọi thủ tục con FBiOpt(V, f, k, v, δ) để tính

một nghiệm ứng viên sv. Sau khi sinh ra toàn bộ các nghiệm ứng viên, FBiU lựa chọn

nghiệm có giá trị hàm mục tiêu lớn nhất trong số các nghiệm thỏa mãn ràng buộc kích

thước |supp(sv)| ≤ v log(1δ ) (Dòng 5). Cuối cùng, thuật toán xuất ra nghiệm được chọn s.

Định lý 3.2. Với ϵ ∈ (0, 1/2), δ ∈ (0, 1), với xác suất ít nhất 1 − δ, Thuật toán 3.2 trả

về một nghiệm xấp xỉ tiêu chuẩn kép
(︂
1+ϵ
2 log(1δ ),

1−δ
2

)︂
và có độ phức tạp truy vấn

O
(︂
nk log2(n)

ϵ log
(︁
n
δ

)︁)︂
.

Chứng minh. Thuật toán 3.2 gọi thủ tục FBiUOpt đúng |O| lần. Do đó, tổng số truy vấn

được chặn trên bởi∑︂
v∈O

O
(︂
kn log

(︁
v log(1δ )

)︁
log
(︂
n

δ

)︂)︂
≤ O

(︁
kn log1+ϵ(n) log

(︁
n log(1δ )

)︁
log
(︁
n
δ

)︁)︁
= O

(︂
kn log2(n)

ϵ log
(︂
n

δ

)︂)︂
.

Vì 1 ≤ opt ≤ n, tồn tại một chỉ số j ∈ N sao cho

opt ≤ v = (1 + ϵ)j ≤ (1 + ϵ)opt.

Theo các bảo đảm lý thuyết của thuật toán FBiUOpt (Định lý 3.1), ta có

|supp(sv)| =
v

2
log
(︂
1

δ

)︂
≤ 1 + ϵ

2
log
(︂
1

δ

)︂
opt. (3.21)

Hơn nữa, với xác suất ít nhất 1− δ,

g(s) ≥
(︃
1− e−

v
opt

log(
1
δ )

)︃
T

2
(3.22)

≥
(︂
1− e− log( 1

δ
)
)︂
T

2
(do v ≥ opt) (3.23)

≥ (1− δ)T

2
. (3.24)
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Do đó, theo quy tắc tìm kiếm của thuật toán, FBiU luôn lựa chọn được một nghiệm thỏa

mãn các bảo đảm lý thuyết đã nêu.

3.3.3. Thực nghiệm

Để đánh giá hiệu quả của thuật toán FBiU, LA tiến hành so sánh thuật toán đề xuất

với các phương pháp tiên tiến nhất hiện có trong tài liệu.

3.3.3.1. Thiết lập thực nghiệm

LA tiến hành đánh giá thực nghiệm thuật toán FBiU thông qua việc so sánh với hai

phương pháp cơ sở tiêu biểu hiện nay là GREEDY [11] và STREAMING [74]. Việc so

sánh được thực hiện dựa trên ba tiêu chí chính: (i) chất lượng nghiệm (đo bằng số lượng

phần tử trong tập lời giải), (ii) số lần truy vấn hàm, và (iii) thời gian thực thi của thuật

toán.

Các thí nghiệm được triển khai trên bài toán ứng dụng k-type Product Revenue
Cover, sử dụng hai bộ dữ liệu đại diện: (i) một đồ thị Erdos–Rényi (ER) sinh ngẫu

nhiên với tham số (n = 2000, k = 3) và xác suất cạnh p = 0.01; (ii) mạng Email1 với

(n = 1005, k = 5).

Cho tập nền V gồm n người dùng trong OSN và một nghiệm k-set s = (S1, S2, . . . , Sk) ∈
(k + 1)V , LA xét hàm tiện ích dưới dạng giá trị doanh thu mở rộng, tương tự như

trong [23], được định nghĩa bởi

g(s) =
∑︂
u∈V

k∑︂
i=1

(︄∑︂
v∈Si

wuv

)︄αu,i

,

trong đó αu,i ∈ (0, 1) mô hình hóa mức độ nhạy cảm của người dùng u đối với sản phẩm

i. Hàm f là đơn điệu và k-submodular trên V .

Trong toàn bộ các thí nghiệm, các tham số được cố định ở mức ϵ = 0.1 và δ = 0.1.

3.3.3.2. Kết quả thực nghiệm

Các kết quả thực nghiệm được minh họa trong Hình 3.1 và 3.2. Mỗi hình trình bày

sự đối chiếu giữa thuật toán đề xuất FBiU và hai phương pháp cơ sở là GREEDY và

luồng, dựa trên ba tiêu chí chính: (i) kích thước nghiệm thu được, (ii) số lần truy vấn

hàm, và (iii) thời gian thực thi của các thuật toán. Những kết quả này cho phép đánh giá

đồng thời chất lượng lời giải cũng như chi phí tính toán của từng phương pháp trên các

bộ dữ liệu khác nhau.

a. Chất lượng lời giải (kích thước)
1https://snap.stanford.edu/data/email-Eu-core.html

https://snap.stanford.edu/data/email-Eu-core.html
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Thuật toán FBiU duy trì các nghiệm có kích thước nhỏ gọn, trong đó kích thước

nghiệm tăng tuyến tính theo ngưỡng T . Trên đồ thị ER, FBiU tạo ra các nghiệm có kích

thước từ 8 đến 27 phần tử, nhỏ hơn đáng kể so với GREEDY (18–62) và tương đương

với luồng (18–29). Đối với tập dữ liệu Email, FBiU chỉ cần từ 1 đến 4 phần tử để đạt

được tính khả thi, trong khi GREEDY cần tới 10 phần tử và luồng có thể cần tới 30 phần

tử. Kết quả này cho thấy FBiU có khả năng tạo ra các nghiệm gọn nhẹ hơn trong khi vẫn

đảm bảo các ràng buộc bài toán.

b. Số lượng truy vấn
FBiU thể hiện ưu thế rõ rệt trong việc giảm số lượng truy vấn hàm. Trên dữ liệu

ER, số truy vấn của FBiU nhỏ hơn khoảng 3–4 lần so với GREEDY và tương đương

hoặc thấp hơn luồng. Trên dữ liệu Email, sự khác biệt còn rõ ràng hơn: FBiU chỉ cần

khoảng 103–104 truy vấn, trong khi GREEDY và luồng yêu cầu từ 104 đến 105 truy vấn.

Điều này cho thấy FBiU vượt trội về hiệu quả tính toán so với GREEDY. Tại bộ dữ liệu

ER, STREAMING cho kết quả truy vấn khá tốt, tuy nhiên kết quả này không ổn định

trên bộ dữ liệu Email (có kích thước lớn hơn).

c. Thời gian
Xét về thời gian thực thi, FBiU vượt trội hơn hẳn so với cả GREEDY và luồng. Trên

đồ thị ER, thời gian chạy của FBiU dao động từ 118 đến 1543 giây, thấp hơn đáng kể

so với GREEDY (409–3305 giây) và luồng (1365–1679 giây). Trên dữ liệu Email, FBiU

chỉ cần từ 1 đến 15 giây, trong khi GREEDY mất 8–87 giây và luồng lên tới 370–600

giây. Nhìn chung, FBiU đạt mức tăng tốc khoảng 3–12 lần so với GREEDY và lên tới 40

lần so với luồng, cho thấy tính hiệu quả cao và đặc biệt phù hợp với các ứng dụng yêu

cầu thời gian xử lý nhanh.
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Hình 3.1: So sánh hiệu năng (chi phí, số lượng truy vấn và kích thước nghiệm) giữa

FBiU và các phương pháp GREEDY và luồng trên bộ dữ liệu ER.
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Hình 3.2: So sánh hiệu năng (giá trị hàm mục tiêu, số lượng truy vấn và kích thước

nghiệm) giữa FBiU và các phương pháp GREEDY và luồng trên bộ dữ liệu Email.
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3.4. THUẬT TOÁN CHO BÀI TOÁN PHỦ k-SUBMODULAR TỔNG QUÁT

Trong phần này, luận án tập trung xây dựng các thuật toán giải bài toán kSC trong

bối cảnh tổng quát, bao gồm: (i) Thuật toán tham lam mở rộng (Extended Greedy), và

(ii) thuật toán FBi, được đề xuất nhằm rút ngắn thời gian thực thi của biến thể tham lam

mở rộng khi hàm mục tiêu là đơn điệu.

Các phương pháp đề xuất cho thấy sự cải thiện đáng kể về hiệu năng, thể hiện

không chỉ qua phân tích lý thuyết mà còn được xác nhận thông qua các kết quả thực

nghiệm.

3.4.1. Thuật toán tham lam mở rộng

Ý tưởng của thuật toán được kế thừa từ thuật toán tham lam cổ điển cho bài toán

Submodular Cover [64] (một trường hợp đặc biệt của kSC), và được tổng quát hóa để

xử lý hàm mục tiêu k-submodular. Cụ thể, thay vì chọn một phần tử theo kiểu nhị phân

(chọn/không chọn), trong bối cảnh k-submodular mỗi phần tử khi được chọn còn phải

được gán vào một trong k nhãn loại trừ lẫn nhau. Do đó, tại mỗi bước, thuật toán lựa

chọn một cặp (e, i) (phần tử–nhãn) có mật độ lợi ích lớn nhất, tức tỉ số giữa độ tăng biên

và chi phí, và lặp lại cho đến khi giá trị hàm đạt một ngưỡng xấp xỉ mong muốn.

3.4.1.1. Mô tả thuật toán

Xét một thể hiện (V, g, k, T ), trong đó g : (k + 1)V → R+ là hàm k-submodular và

T là ngưỡng cần đạt. Thuật toán nhận thêm tham số chính xác ϵ ∈ (0, 1). Thuật toán khởi

tạo nghiệm s← 0 và xây dựng hàm phụ

h(·) ← min{g(·), T}, α =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
2 , nếu h đơn điệu,

1
3 , nếu h không đơn điệu.

Hàm h(·) vẫn là k-submodular khi hàm g đơn điệu và khi g không đơn điệu với điều kiện

g(·) < T . Sau đó, thuật toán thực hiện tối đa n vòng lặp; ở mỗi vòng lặp, chọn cặp (e, i)

(với e chưa nằm trong supp(s)) sao cho mật độ lợi ích biên ∆(e,i)h(s)/c(e) là lớn nhất, rồi

cập nhật s← s ⊔ (e, i). Thuật toán dừng khi h(s) ≥ (1− ϵ)αT .

3.4.1.2. Phân tích lý thuyết

Để phân tích bảo đảm nghiệm, luận án sử dụng các ký hiệu sau:

• (ej , ij): cặp phần tử–nhãn được thêm ở lần chọn thứ j trong vòng lặp chính của

Thuật toán 3.3.

• s = {(e1, i1), . . . , (et, it)}: nghiệm thu được khi kết thúc thuật toán, với t = |supp(s)|.
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Thuật toán 3.3: Thuật toán tham lam mở rộng (Extended Greedy) cho bài

toán kSC

Input: Thể hiện (V, g, k, T ) của bài toán kSC, tham số ϵ ∈ (0, 1)

Output: Nghiệm s

1: s← 0; α←

⎧⎨⎩1
2 , nếu g đơn điệu,

1
3 , nếu g không đơn điệu

2: Định nghĩa h : (k + 1)V ↦→ R+ bởi h(·)← min{g(·), T}
3: while h(s) < α(1− ϵ)T do
4: (e, i)← argmaxe∈V \supp(s), i∈[k]

∆(e,i)h(s)
c(e)

5: s← s ⊔ (e, i)

6: end
7: return s

• sj = {(e1, i1), . . . , (ej , ij)}: nghiệm sau khi đã chọn j cặp, 1 ≤ j ≤ t; đặt s0 = 0 và

st = s.

• o: nghiệm tối ưu của bài toán.

• oj = (o ⊔ sj) ⊔ sj và oj−1/2 = (o ⊔ sj) ⊔ sj−1: các nghiệm trung gian phục vụ so

sánh giữa o và sj .

• sj−1/2: nếu ej ∈ supp(o) thì sj−1/2 = sj−1 ⊔ (ej , o(ej)); nếu ej /∈ supp(o) thì

sj−1/2 = sj−1.

• ut = {(u1, i1), . . . , (ur, ir)}: tập các cặp thuộc ot nhưng không thuộc st, với r =

|supp(ut)|.

• ut
l = st ⊔ {(u1, i1), . . . , (ul, il)}, 1 ≤ l ≤ r và ut

0 = st.

Bổ đề sau thiết lập mối quan hệ then chốt giữa nghiệm tối ưu và nghiệm tham lam sau j

bước.

Bổ đề 3.3. Sau vòng lặp thứ j ≤ t của Thuật toán 3.3, ta có:

a) Nếu h đơn điệu thì h(o)− h(oj) ≤ h(sj).

b) Nếu h không đơn điệu thì h(o)− h(oj) ≤ 2h(sj).
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Chứng minh. Chứng minh a). Với mọi 0 ≤ l ≤ t, ta có

h(ol−1)− h(ol) ≤ h(ol−1)− h(ol−1/2) (3.25)

≤ h(sl−1/2)− h(sl−1) (3.26)

≤ h(sl)− h(sl−1), (3.27)

trong đó (3.25) do tính đơn điệu của h, (3.26) do tính k-submodular của h, và (3.27) do

quy tắc chọn tham lam của thuật toán. Cộng vế theo l = 1, . . . , j suy ra

h(o)− h(oj) =

j∑︂
l=1

(︁
h(ol−1)− h(ol)

)︁
≤

j∑︂
l=1

(︁
h(sl)− h(sl−1)

)︁
≤ h(sj).

Chứng minh b). Khi h không đơn điệu, xét hai trường hợp.

Trường hợp 1: el /∈ supp(o). Khi đó supp(ol−1) ⊂ supp(ol) và el ∈ supp(ol) \
supp(ol−1). Lấy p ∈ [k], p ̸= il. Do tính đơn điệu theo cặp (pairwise monotonicity), ta có

h(ol) + h(ol−1 ⊔ (el, p))− 2h(ol−1) = ∆(el,il)h(o
l−1) + ∆(el,p)h(o

l−1) ≥ 0.

Suy ra

h(ol−1)− h(ol) ≤ h(ol−1 ⊔ (el, p))− h(ol−1)

≤ h(sl−1 ⊔ (el, p))− h(sl−1) (3.28)

≤ h(sl)− h(sl−1), (3.29)

trong đó (3.28) do tính k-submodular và (3.29) do quy tắc chọn tham lam.

Trường hợp 2: el ∈ supp(o). Khi đó supp(ol−1) = supp(ol). Nếu ol−1(el) = ol(el)

thì h(ol−1) − h(ol) = 0 ≤ h(sl) − h(sl−1). Nếu ol−1(el) ̸= ol(el), nhờ tính đơn điệu theo

cặp ta có

h(ol) + h(ol−1)− 2h(ol−1/2) = ∆(el,ol−1(el))h(o
l−1/2) + ∆(el,ol(el))h(o

l−1/2) ≥ 0.

Suy ra

h(ol−1)− h(ol) ≤ 2
(︁
h(ol−1)− h(ol−1/2)

)︁
≤ 2
(︁
h(sl)− h(sl−1)

)︁
.

Kết hợp hai trường hợp cho mọi l,

h(ol−1)− h(ol) ≤ 2
(︁
h(sl)− h(sl−1)

)︁
.

Cộng theo l = 1, . . . , j suy ra

h(o)− h(oj) ≤
j∑︂

l=1

2
(︁
h(sl)− h(sl−1)

)︁
≤ 2h(sj),
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Bằng cách sử dụng cẩn thận Bổ đề 3.3 cùng với cách xây dựng hàm h, ta thu được

kết quả về hiệu năng của thuật toán Tham lam mở rộng như được phát biểu trong Định

lý 3.3 sau đây.

Định lý 3.3. Với mọi ϵ ∈ (0, 1), thuật toán 3.3 có độ phức tạp truy vấn O(n2k) và đạt

được các tỷ lệ xấp xỉ tiêu chuẩn kép sau:

- Nếu g là hàm đơn điệu, thuật toán đạt tỷ lệ xấp xỉ(︂
1

2

(︂
ln
(︂
1

ϵ

)︂
+

1 + ϵ

ϵ

)︂
,
1− ϵ

2

)︂
.

- Nếu g là hàm không đơn điệu, thuật toán đạt tỷ lệ xấp xỉ(︂
1

3

(︂
ln
(︂
1

ϵ

)︂
+

2 + ϵ

ϵ

)︂
,
1− ϵ

3

)︂
.

Ngoài ra, trong trường hợp chi phí đồng nhất (tức là c(e) = 1 với mọi e ∈ V ), thuật toán

đạt tỷ lệ xấp xỉ tiêu chuẩn kép(︂
α
(︂
1 + ln

(︂
1

ϵ

)︂)︂
, α(1− ϵ)

)︂
,

trong đó

α =

⎧⎨⎩1
2 , nếu g đơn điệu,

1
3 , nếu g không đơn điệu.

Chứng minh. Trước hết, ta phân tích độ phức tạp truy vấn của thuật toán. Thuật toán

có nhiều nhất n vòng lặp chính. Trong mỗi vòng lặp, để tìm một cặp (e, i) ở Dòng 5,

thuật toán cần nhiều nhất nk truy vấn. Do đó, tổng độ phức tạp truy vấn của thuật toán

là O(n2k).

Tiếp theo, ta chứng minh chặn lý thuyết đối với nghiệm thu được.

Trường hợp g là hàm đơn điệu. Khi đó, theo cách xây dựng, hàm h cũng là hàm đơn

điệu. Áp dụng Bổ đề 3.3, ta có

T − h(st−1) ≤ h(o)− h(st−1)

= h(o)− h(ot−1) + h(ot−1)− h(st−1)

≤ h(st−1) +
∑︂

e∈supp(ot−1)\supp(st)

∆(e,o(e))h(st−1)

≤ h(st−1) + opt

∑︁
e∈supp(ot−1)\supp(st−1)∆(e,o(e))h(st−1)∑︁

e∈supp(ot−1)\supp(st−1) c(e)
(3.30)

≤ h(st−1) + opt max
e∈supp(ot−1)\supp(st−1)

∆(e,o(e))h(st−1)

c(e)
(3.31)

≤ h(st−1) + opt
h(st)− h(st−1)

c(et)
. (3.32)
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Trong đó, phép biến đổi từ (3.30) sang (3.31) dựa trên bất đẳng thức quen thuộc

min
i=1,...,l

ai
bi
≤
∑︁l

i=1 ai∑︁l
i=1 bi

≤ max
i=1,...,l

ai
bi
,

đúng với mọi số dương a1, . . . , al và b1, . . . , bl. Bất đẳng thức (3.32) có được từ quy tắc

lựa chọn của thuật toán tham lam mở rộng, nghĩa là thuật toán luôn chọn phần tử có tỷ

lệ lợi ích biên trên chi phí lớn nhất. Từ (3.32), ta suy ra

h(st)− h(st−1) ≥ c(et)
T − 2h(st−1)

opt
.

Do đó

T − 2h(st) = T − 2h(st−1)− 2
(︁
h(st)− h(st−1)

)︁
(3.33)

≤ T − 2h(st−1)− 2c(et)
T − 2h(st−1)

opt
(3.34)

≤
(︃
1− 2c(et)

opt

)︃
(T − 2h(st−1)) (3.35)

≤ e−
2c(et)
opt (T − 2h(st−1)). (3.36)

Áp dụng liên tiếp bất đẳng thức (3.36), ta thu được

T − 2h(st) ≤ e−
2c(st)
opt T.

Do t là vòng lặp cuối cùng của vòng while, theo điều kiện dừng của thuật toán, ta có

g(s) ≥ h(s) = h(st) ≥ (1− ϵ)T/2 và h(st−1) < (1− ϵ)T/2.

Kết hợp với bất đẳng thức

T − 2h(st−1) ≤ e−
2c(st−1)

opt T,

ta suy ra

c(st−1) ≤ opt

2
ln
(︂

T

T − 2h(st−1)

)︂
(3.37)

≤ opt

2
ln
(︂
1

ϵ

)︂
, do h(st−1) ≤ (1− ϵ)T/2. (3.38)

Mặt khác, từ (3.32) ta có thể chặn chi phí của phần tử được chọn ở vòng lặp cuối
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như sau:

c(et) ≤ h(st)− h(st−1)

T − 2h(st−1)
opt

≤ T − h(st−1)

T − 2h(st−1)
opt

(︁
vì h(st) ≤ T

)︁
≤
(︃
1 +

h(st−1)

T − 2h(st−1)

)︃
opt

≤

(︄
1 +

(1−ϵ)T
2

T − (1− ϵ)T

)︄
opt

(︁
vì h(st−1) ≤ (1− ϵ)T/2

)︁
≤ 1 + ϵ

2ϵ
opt.

Do đó, tổng chi phí của nghiệm cuối cùng được chặn bởi

c(st) = c(st−1) + c(et) ≤
(︂
ln
(︂
1

ϵ

)︂
+

1 + ϵ

ϵ

)︂
opt

2
.

Xét tiếp trường hợp chi phí đồng nhất, tức là c(e) = 1 với mọi e ∈ V . Khi đó, việc

phân tích trở nên đơn giản hơn. Nếu opt = 1 thì thuật toán luôn tìm được nghiệm tối ưu,

vì nó chọn phần tử có lợi ích biên lớn nhất.

Nếu opt ≥ 2, từ (3.38) ta có

|supp(st)| = |supp(st−1)|+ 1 ≤ ln
(︂
1

ϵ

)︂
opt

2
+ 1 ≤

(︂
ln
(︂
1

ϵ

)︂
+ 1
)︂
opt

2
.

Trường hợp g là hàm không đơn điệu. Khi đó h cũng là hàm không đơn điệu. Ta điều

chỉnh Bổ đề 3.3 và sử dụng cách lập luận tương tự như trong trường hợp đơn điệu. Áp

dụng Bổ đề 3.3, ta được

T − h(st) ≤ h(o)− h(st)

= h(o)− h(ot) + h(ot)− h(st)

≤ 2h(st) +
∑︂

e∈supp(ot)\supp(st)

∆(e,o(e))h(st)

≤ 2h(st) + opt
h(st+1)− h(st)

c(et+1)
. (3.39)

Biến đối tương tự với trường hợp g đơn điệu ta được

T − 3h(st) ≤
(︃
1− 3c(et)

opt

)︃
(T − 3h(st−1))

≤ e−
3c(et)
opt (T − 3h(st−1))

≤ e−
3c(st−1)

opt T.
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Mặt khác, ta có

g(s) = h(s) = h(st) ≥ (1− ϵ)T/3 và h(st−1) < (1− ϵ)T/3.

Từ đó suy ra

T − 3h(st−1) ≤ e−
3c(st−1)

opt T,

và do đó

c(st−1) ≤ opt

3
ln
(︂

T

T − 3h(st−1)

)︂
≤ opt

3
ln
(︂
1

ϵ

)︂
, do h(st−1) ≤ (1− ϵ)T/3.

Tương tự, từ (3.39) ta có

c(et) ≤ h(st)− h(st−1)

T − 3h(st−1)
opt

≤ T − h(st−1)

T − 3h(st−1)
opt

(︁
vì h(st) ≤ T

)︁
≤
(︃
1 +

2h(st−1)

T − 3h(st−1)

)︃
opt

≤
(︃
1 +

2(1− ϵ)T/3

T − 3(1− ϵ)T/3

)︃
opt

(︁
vì h(st−1) ≤ (1− ϵ)T/3

)︁
≤ 2 + ϵ

3ϵ
opt.

Vì vậy, tổng chi phí của nghiệm cuối cùng được chặn bởi

c(st) = c(st−1) + c(et) ≤
(︂
ln
(︂
1

ϵ

)︂
+

2 + ϵ

ϵ

)︂
opt

3
.

Trong trường hợp chi phí đồng nhất, ta tiếp tục phân tích tương tự như trong trường hợp

đơn điệu. Nếu opt ≤ 2, thuật toán luôn chọn phần tử đơn có giá trị f lớn nhất, ký hiệu là

(emax, imax). Khi đó,

T ≤ h(o) ≤ 2h(emax, imax) ≤ 2h(s1),

suy ra g(s1) ≥ h(s1) ≥ T/2. Vì vậy, thuật toán dừng ngay sau vòng lặp đầu tiên và trả về

một nghiệm thỏa mãn

|supp(st)| = 1 ≤ opt.

Nếu opt ≥ 3, từ lập luận trên ta thu được

|supp(st)| = |supp(st−1)|+ 1 ≤ ln
(︂
1

ϵ

)︂
opt

3
+

opt

3
≤
(︂
ln
(︂
1

ϵ

)︂
+ 1
)︂
opt

3
.
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Các phân tích trên cho thấy một số đặc điểm quan trọng của thuật toán Tham lam

mở rộng đối với bài toán kSC:

- Ý tưởng phân tích dựa trên sự suy giảm theo hàm mũ. Một kết quả then chốt trong quá

trình chứng minh là việc thiết lập được bất đẳng thức

T − βh(st) ≤ e−
βc(st)
opt T,

trong đó β = 2 đối với trường hợp hàm mục tiêu đơn điệu và β = 3 đối với trường

hợp không đơn điệu. Bất đẳng thức này cho thấy khoảng cách giữa nghiệm hiện tại và

ngưỡng mục tiêu T giảm theo hàm mũ theo tổng chi phí của nghiệm đã chọn. Đây là

cơ sở để suy ra các chặn trên đối với chi phí của nghiệm thu được.

- Vai trò của quy tắc lựa chọn theo mật độ lợi ích. Tại mỗi vòng lặp, thuật toán lựa chọn

phần tử có tỷ lệ giữa lợi ích biên và chi phí lớn nhất. Quy tắc này bảo đảm mỗi đơn vị

chi phí bỏ ra mang lại mức cải thiện lớn nhất cho hàm mục tiêu, đồng thời tạo cầu nối

giữa nghiệm hiện tại và nghiệm tối ưu trong quá trình phân tích lý thuyết.

- Sự khác biệt giữa trường hợp đơn điệu và không đơn điệu. Đối với hàm mục tiêu đơn

điệu, tính chất tăng của hàm cho phép đạt được bất đẳng thức mạnh hơn với hệ số

β = 2, từ đó dẫn đến tỷ lệ xấp xỉ tốt hơn. Ngược lại, trong trường hợp không đơn điệu,

việc kiểm soát lợi ích biên trở nên khó khăn hơn và dẫn tới hệ số β = 3, phản ánh độ

khó cao hơn của bài toán.

- Trường hợp chi phí đồng nhất. Khi mọi phần tử có cùng chi phí, việc phân tích được

đơn giản hóa đáng kể do chi phí của nghiệm tỷ lệ thuận với số lượng phần tử được

chọn. Nhờ đó, có thể thiết lập trực tiếp các chặn đối với kích thước nghiệm mà vẫn

duy trì được các đảm bảo lý thuyết về chất lượng lời giải.

- Ưu điểm của phương pháp đề xuất. Thuật toán Tham lam mở rộng đạt được các đảm

bảo xấp xỉ tiêu chuẩn kép cho cả hai trường hợp hàm mục tiêu đơn điệu và không đơn

điệu. Đồng thời, độ phức tạp truy vấn chỉ ở mức đa thức O(n2k), thấp hơn đáng kể

so với nhiều phương pháp trước đây. Bên cạnh đó, thuật toán có cấu trúc đơn giản, dễ

triển khai và có khả năng mở rộng tốt trên các bộ dữ liệu lớn.

3.4.2. Thuật toán xấp xỉ nhanh FBi cho hàm đơn điệu

Mặc dù Thuật toán tham lam mở rộng đạt được bảo đảm xấp xỉ tốt, độ phức tạp truy

vấn O(n2k) có thể trở nên tốn kém trên dữ liệu lớn. Vì vậy, luận án đề xuất thuật toán

Xấp xỉ nhanh (Fast Bicriteria Approximation Algorithm, ký hiệu FBi) cho trường
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hợp hàm ràng buộc lợi ích g đơn điệu và T ≤ maxx′∈(k+1)V g(x′). Thuật toán FBi đạt xấp

xỉ gần tương đương Tham lam mở rộng nhưng chỉ cần O(nk log n) truy vấn (bỏ qua các

hằng số phụ thuộc ϵ, δ), qua đó giảm mạnh chi phí tính toán.

Một kỹ thuật phổ biến để tăng tốc tham lam là dùng threshold greedy kết hợp với

việc đoán giá trị tối ưu (chẳng hạn qua dãy {(1 + ϵ)i} trên miền [cmin, c(V )]) [24]. Tuy

nhiên, cách làm này có thể cần

1

ϵ
log
(︂
c(V )

cmin

)︂
= O
(︂
1

ϵ
log
(︂
c
cmax

cmin

)︂)︂
lần đoán. Vì cmax, cmin là các số thực dương bất kỳ nên tỉ lệ cmax/cmin có thể lơn bất kỳ

và do vậy số lần đoán đã nêu không phải là đa thức theo kích thước dữ liệu (tức là đa

thức theo n và k, tức là poly(n, k)).

Để khắc phục, luận án xây dựng một khung thuật toán gồm 2 thành phần: (i) trích

chọn từ V hai tập con quan trọng V0 (gồm các phần tử chi phí rất nhỏ) và V ′ (gồm các

phần tử “triển vọng” để ước lượng giá trị tối ưu với số lần đoán chỉ cỡ O(log n)); (ii) kết

hợp TTXX cho bài toán tối đa hóa k-submodular không ràng buộc [69] với phương pháp

tham lam ngưỡng [24] để sinh các nghiệm ứng viên chất lượng. Để trình bày rõ ràng,

trước hết luận án mô tả biến thể FBiOpt giả sử có một ước lượng v thỏa (1−ϵ)v ≤ opt ≤ v,

sau đó trình bày phiên bản đầy đủ FBi loại bỏ giả định này.

3.4.2.1. Thuật toán FBiOpt (biết trước ước lượng tối ưu)

a. Mô tả thuật toán
Thuật toán FBiOpt nhận (V, g, k, T ), một ước lượng v thỏa (1 − ϵ)v ≤ opt ≤ v, và

hai tham số ϵ ∈ (0, 1/2), δ ∈ (0, 1). Thuật toán chạy tối đa ⌈ln(1/δ)/ϵ⌉ vòng lặp. Mỗi vòng

lặp quét một lần tập V và chỉ thêm các phần tử có mật độ lợi ích vượt ngưỡng động

θ ←
(1− ϵ)

(︁
T − 2h(s)

)︁
v

.

Thuật toán dừng sớm nếu đạt h(s) ≥ (1− δ)T/2.

b. Phân tích lý thuyết
Tương tự như thuật toán tham lam mở rộng, đặt (ej , ij) là cặp được thêm thứ j và sj

là nghiệm sau j lần thêm; đặt sj là nghiệm sau vòng lặp ngoài thứ j của Thuật toán 3.4.

Các ký hiệu oj , oj−1/2,ut,ut
l được định nghĩa tương tự.

Bổ đề 3.4. Sau vòng lặp ngoài thứ j của Thuật toán 3.4, ta có:

a) Nếu h đơn điệu thì h(o)− h(oj) ≤ h(sj).

b) Nếu h không đơn điệu thì h(o)− h(oj) ≤ 2h(sj).
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Thuật toán 3.4: TTXX nhanh với ước lượng tối ưu (FBiOpt)
Input: Thể hiện (V, g, k, T ), δ ∈ (0, 1), ước lượng v của lời giải tối ưu opt

Output: s
1: s← 0
2: Định nghĩa h : (k + 1)V ↦→ R+ bởi h(·)← min{g(·), T}
3: for l = 1 to ⌈ln(1/δ)/ϵ⌉ do
4: θ ← (1− ϵ)(T − 2h(s))/v
5: foreach e ∈ V \ supp(s) do
6: i← argmaxi∈[k]∆(e,i)h(s)
7: if ∆(e,i)h(s)

c(e)
≥ θ then

8: s← s ⊔ (e, i)

9: end
10: if h(s) ≥ (1− δ)T/2 then
11: return s
12: end

13: end

14: end
15: return s
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Chứng minh. Chứng minh tương tự Bổ đề 3.3, do quy tắc chọn nhãn i (tối đa hóa độ tăng

biên với phần tử e đang xét) trong Thuật toán 3.4 tương đồng với Thuật toán 3.3.

Định lý 3.4. Với mọi ϵ ∈ (0, 1/2), δ ∈ (0, 1), hàm g đơn điệu và giả sử v(1− ϵ) ≤ opt ≤ v,

thuật toán 3.4 thực hiện nhiều nhất

O

(︃
nk

ϵ
log
(︂
1

δ

)︂)︃
truy vấn và trả về một nghiệm đạt tỷ lệ xấp xỉ tiêu chuẩn kép(︃

1

2
(1 + 6ϵ)

(︃
ln
(︂
1

δ

)︂
+

1 + δ

δ

)︃
,
1− δ

2

)︃
.

Chứng minh. Thuật toán 3.4 bao gồm hai vòng lặp. Vòng lặp ngoài thực hiện O
(︁
1
ϵ log

(︁
1
δ

)︁)︁
lần lặp và trong mỗi lần lặp cần tối đa nk truy vấn tới hàm h. Do đó tổng số truy vấn của

thuật toán nhiều nhất là O
(︁
nk
ϵ log

(︁
1
δ

)︁)︁
. Tiếp theo, ta chứng minh đảm bảo xấp xỉ của

thuật toán. Xét hai trường hợp sau.

Trường hợp 1. Giả sử vòng lặp chính kết thúc tại vòng lặp

l =
⌈︂
1

ϵ
ln
(︂
1

δ

)︂⌉︂
.

Ký hiệu stj là sj sau khi kết thúc vòng lặp thứ j ≤ l của vòng lặp chính. Do h(·)
là hàm đơn điệu và có tính chất orthant-submodular, mọi phần tử không được chọn tại

vòng lặp t đều có mật độ lợi ích nhỏ hơn θ. Do đó ta có

T − h(sj) ≤ h(o)− h(sj)

= h(o)− h(otj) + h(otj)− h(stj) (3.40)

≤ h(stj) +
∑︂

e∈supp(otj )\supp(stj )

∆(e,o(e))h(stj) (3.41)

< h(stj) +
∑︂

e∈supp(otj )\supp(stj )

θ · c(e) (3.42)

≤ h(stj) + opt
(1− ϵ)(T − 2h(sj−1))

v
(3.43)

≤ h(sj) + (1− ϵ)(T − 2h(sj−1)). (3.44)

Trong đó phép biến đổi từ (3.40) sang (3.41) sử dụng Bổ đề 3.4. Áp dụng lặp lại bất đẳng

thức trên, ta thu được

T − 2h(sl) ≤ (1− ϵ)lT ≤ e−ϵlT ≤ δT. (3.45)
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Do đó

g(sl) ≥ h(sl) ≥ (1− δ)T/2.

Trong trường hợp này, thuật toán không thỏa điều kiện dừng của thuật toán tại vòng lặp

l − 1, suy ra h(sl−1) < (1− δ)T/2. Mặt khác, theo quy tắc lựa chọn phần tử mới đưa vào

si, ta có

h(si)− h(si−1) ≥
∑︂

e∈supp(si)\supp(si−1)

∆(e,ie)h(s
<e) (3.46)

≥ (c(si)− c(si−1))θ (3.47)

=
(c(si)− c(si−1))(1− ϵ)(T − 2h(si−1))

v
. (3.48)

Ở đây s<e biểu diễn tập s tại thời điểm ngay trước khi phần tử e được thêm vào nghiệm.

Sắp xếp lại bất đẳng thức (3.48) ta được

T − 2h(si) ≤
(︂
1− 2(1− ϵ)(c(si)− c(si−1))

v

)︂
(T − 2h(si−1)) (3.49)

≤ e−
2(1−ϵ)(c(si)−c(si−1))

v (T − 2h(si−1)). (3.50)

Áp dụng lặp lại bất đẳng thức trên với i ≤ l − 1 ta có

δT < T − 2h(sl−1) ≤ e−
2(1−ϵ)c(sl−1)

v T ≤ e−
2(1−ϵ)2c(sl−1)

opt T. (3.51)

Suy ra c(sl−1) ≤ opt
2(1−ϵ)2

ln
(︁
1
δ

)︁
. Mặt khác, từ (3.48) và định nghĩa của hàm h(·) ta có thể

chặn chi phí tăng thêm ở vòng lặp cuối:

c(sl)− c(sl−1) ≤
h(sl)− h(sl−1)

T − 2h(sl−1)

v

1− ϵ
(3.52)

≤ T − h(sl−1)

T − 2h(sl−1)

v

1− ϵ
(3.53)

<

(︃
1 +

(1− δ)T/2

T − (1− δ)T

)︃
v

1− ϵ
(3.54)

≤ 1 + δ

2δ(1− ϵ)2
opt (Do v ≤ opt

1−ϵ) (3.55)

Do đó

c(sl) ≤
opt

2(1− ϵ)2
ln
(︂
1

δ

)︂
+

1 + δ

2δ(1− ϵ)2
opt (3.56)

=
1

2(1− ϵ)2

(︃
ln
(︂
1

δ

)︂
+

1 + δ

δ

)︃
opt (3.57)

≤ 1

2
(1 + 6ϵ)

(︃
ln
(︂
1

δ

)︂
+

1 + δ

δ

)︃
opt. (3.58)
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Bất đẳng thức cuối cùng suy ra từ 1
1−ϵ ≤ 1 + 2ϵ, 1

(1−ϵ)2
≤ 1 + 6ϵ, với ϵ ∈ (0, 1/2).

Trường hợp 2. Giả sử vòng lặp chính kết thúc sớm hơn, tức là l < 1
ϵ ln
(︁
1
δ

)︁
, tức là thuật

toán thỏa điều kiện dừng ở vòng lặp l. Khi đó

h(sl) ≥ (1− δ)T/2, h(sl−1) < (1− δ)T/2.

Tương tự như lập luận trước đó, ta vẫn có

c(sl−1) ≤
opt

2(1− ϵ)2
ln
(︂
1

δ

)︂
và

c(sl)− c(sl−1) ≤
1 + δ

2δ(1− ϵ)
opt.

Do đó cũng suy ra chặn về chi phí của lời giải. Kết hợp hai trường hợp trên, ta thu được

đảm bảo xấp xỉ của nghiệm trả về bởi thuật toán.

3.4.2.2. Thuật toán FBi

Tiếp theo, luận án trình bày thuật toán FBi (Thuật toán 3.5) bằng cách loại bỏ giả

định biết trước v. Thuật toán gồm hai pha.

Pha 1 (trích chọn tập con). Từ V , thuật toán xây dựng hai tập con:

- V0: tập các phần tử có chi phí rất nhỏ, sao cho tổng chi phí c(V0) bị chặn bởi một

hằng số tỉ lệ ϵopt;

- V ′: tập các phần tử “triển vọng” có chi phí nằm trong một khoảng hợp lý để có

thể tìm ước lượng của giá trị tối ưu với số lần đoán cỡ O(log n).

Thuật toán khởi tạo lời giải ban đầu x ← 0, sau đó tìm lời giải cho bài toán Tối đa hàm

k-submodular (unconstrained submodular maximization, ký hiệu UkSM), tức là tìm lời

giải x ∈ (k+1)V sao cho g(x) lớn nhất. Do đó g(x) ≥ T . Sau khi áp dụng TTXX với tỷ lệ

1/2 với khung đề xuất trong [69] và cụ thể đối với thuật toán tham lam trong [11]. Thuật

toán [11] tìm lời giải cho bài toán tối đa hàm đơn điệu k-submodular với ràng buộc kích

thước. Thuật toán này hoàn toàn có thể áp dụng tìm lời giải cho bài toans UkSM với kích

thước đầu vào là n với hệ số tất định là 1/2. Đây cũng chính là lý do thuật toán FBi áp

dụng được với điều kiện T ≤ maxx′∈(k+1)V g(x′).

Tiếp theo, thuật toán lần lượt gán mỗi phần tử e ∈ V \ supp(x) vào một vị trí được

chọn ngẫu nhiên i ∈ [k] và cập nhật x ← x ⊔ (e, i). Bước này nhằm bảo đảm hai mục

đích:

- Do g là hàm đơn điệu nên g(x ⊔ (e, i)) ≥ g(x). Vì vậy, việc bổ sung các phần tử

vào x không làm giảm giá trị hàm mục tiêu.
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- Sau khi tất cả các phần tử của V được gán vào x, ta có supp(x) = V. Nếu x thỏa

mãn ngưỡng yêu cầu thì x là một nghiệm khả thi. Do đó, chi phí của x cung cấp

một chặn trên cho chi phí của nghiệm tối ưu.

Sau đó, thuật toán sắp xếp các phần tử theo chi phí không giảm dần tức là supp(x) =

{e1, . . . , en} với c(e1) ≤ c(e2) ≤ . . . ≤ c(en), sau đó tìm

j ← min
{︂
i : g

(︁
{(e1, x(e1)), . . . , (ei, x(ei))}

)︁
≥ T

}︂
.

Phần tử j luôn tồn tại vì sau khi áp dụng thuật toán trong [69], thuật toán luôn tìm thấy

x sao cho g(x) ≥ T . Từ đó suy ra hai ngưỡng chi phí cm = ϵ′c(ej)/n và cM = j c(ej) để

xác định V0 và V ′. Cuối cùng, Pha này trả về các giá trị V0, V ′ là các tập nền mới để tìm

lời giải cho Pha sau.

Pha 2 (sinh tập nghiệm ứng viên và chọn nghiệm tốt nhất).
Thuật toán trước hết tìm một nghiệm nền x0 trên V0 bằng các áp dụng thuật toán

[69] như một ứng viên tiềm năng. Định nghĩa hàm biên g′(·) = g(x0⊔·)−g(x0) và ngưỡng

còn lại T ′. Tiếp theo, thuật toán gọi FBiOpt nhiều lần trên miền V ′ với các giá trị đoán

vi = (cm)/(1 − ϵ′)i,
⌈︂
log 1

1−ϵ′

(︂
jn2

ϵ′

)︂⌉︂
để tìm các nghiệm ứng viên si. Chú ý rằng với việc

duyệt vi trong khoảng trên sẽ tìm “ quét ” hết các chi phí trong V ′ và do vậy luôn đưa

một ước lượng của lời giải tối ưu đối với (V ′, g′, T ′) với sai số không quá 1− ϵ′ lần. Cuối

cùng, thuật toán chọn nghiệm có chi phí nhỏ nhất thỏa ngưỡng và trả về nghiệm kết hợp

với x0.

3.4.2.3. Phân tích lý thuyết

Đặt V1 = V \ (V0 ∪ V ′). Bổ đề sau cho thấy o không chứa phần tử trong V1, đồng

thời tổng chi phí của V0 là rất nhỏ.

Bổ đề 3.5. Sau khi kết thúc dòng 8 trong Thuật toán 3.5, V0, V ′ được xác định. Khi đó ta

có supp(o) ∩ V1 = ∅ và c(V0) ≤ ϵ′opt.

Chứng minh. Sau bước “lấp đầy”, ta có supp(x) = V và dãy chi phí c(e1) ≤ · · · ≤ c(en).

Chỉ số j là nhỏ nhất sao cho

g
(︁
{(e1, x(e1)), . . . , (ej , x(ej))}

)︁
≥ T.

Trước hết chứng minh c(ej) ≤ c(op), với op = argmaxo∈supp(o) c(o) là phần tử đắt

nhất trong nghiệm tối ưu. Giả sử ngược lại c(ej) > c(op). Vì supp(o) ⊆ V = supp(x), tồn

tại j′ < j sao cho supp(o) ⊆ {e1, . . . , ej′}. Đặt

xj′ = {(e1, x(e1)), . . . , (ej′ , x(ej′))}.
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Thuật toán 3.5: Thuật toán FBi (Fast Bicriteria)
Input: Thể hiện (V, g, k, T ), g đơn điệu; ϵ ∈ (0, 1/2), δ ∈ (0, 1)

Output: Nghiệm s
1: x← 0; ϵ′ ← ϵ/8, x← nghiệm của UkSM trên (g, V, k) bằng TTXX 1/2

trong [69]

2: foreach e ∈ V \ supp(x) do
3: chọn ngẫu nhiên i ∈ [k] và x← x ⊔ (e, i)

4: end
5: Sắp xếp các phần tử trong supp(x) = {e1, . . . , en} theo thứ tự chi phí không giảm

6: j ← min
{︂
i : g

(︁
{(e1, x(e1)), . . . , (ei, x(ei))}

)︁
≥ T

}︂
7: cm ← ϵ′c(ej)/n; cM ← j c(ej)

8: V0 ← {e ∈ V : c(e) < cm}; V ′ ← {e ∈ V : cm ≤ c(e) ≤ cM}
9: x0 ← nghiệm của UkSM trên (g, V0, k) bằng TTXX 1/2 trong [11] với thiết lập

kích thước bằng n

10: T0 ← g(x0); định nghĩa g′(·)← g(x0 ⊔ ·)− g(x0)

11: T ′ ← T − 2T0

12: for i = 0 to
⌈︂
log 1

1−ϵ′

(︂
jn2

ϵ′

)︂⌉︂
do

13: vi ← cm/(1− ϵ′)i

14: si ← kết quả của FBiOpt với đầu vào (V ′, g′, k, T ′, ϵ′, δ, vi)

15: end

16: s← argmin
{︂
c(si) : g(si ⊔ x0) ≥ (1− δ)T/2

}︂
17: return s ⊔ x0
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Do tính đơn điệu của g,

T ≤ g(o) ≤ g(xj′) ≤ g(xj),

mâu thuẫn với tính tối tiểu của j. Vậy c(ej) ≤ c(op) ≤ opt.

Từ định nghĩa j, ta cũng có opt ≤
∑︁j

i=1 c(ei) ≤ j c(ej). Mọi phần tử trong V1 có chi

phí > cM = j c(ej) ≥ opt, nên không thể thuộc supp(o), tức supp(o)∩V1 = ∅. Cuối cùng,

với mọi e ∈ V0 ta có c(e) < cm = ϵ′c(ej)/n nên

c(V0) ≤ |V0| ·
ϵ′c(ej)

n
≤ ϵ′c(ej) ≤ ϵ′opt,

Định lý 3.5. Với mọi ϵ ∈ (0, 1/2) và δ ∈ (0, 1), giả sử g là một hàm đơn điệu và k-

submodular. Khi đó, Thuật toán 3.5 trả về một nghiệm đạt tỷ lệ xấp xỉ tiêu chuẩn kép(︃
1

2
(1 + ϵ)

(︃
ln
(︂
1

δ

)︂
+

1 + δ

δ

)︃
,
1− δ

2

)︃
,

và có độ phức tạp truy vấn

O

(︃
nk

ϵ2
log
(︂
n

ϵ

)︂
log(

1

δ
)

)︃
.

Chứng minh. Trước hết, ta chứng minh độ phức tạp truy vấn của thuật toán.

Phân tích độ phức tạp truy vấn. Trong giai đoạn thứ nhất, thuật toán cần O(nk) truy vấn

để tìm nghiệm x bằng cách gọi thuật toán UkSAlg trong [69]. Sau đó, thuật toán cần thêm

nhiều nhất O(nk) truy vấn để xác định chỉ số j. Vì vậy, tổng số truy vấn trong giai đoạn

thứ nhất là O(nk). Trong giai đoạn thứ hai, thuật toán thực hiện⌈︃
log1/(1−ϵ′)

(︃
jn2

ϵ′

)︃⌉︃
+ 1 = O

(︂
1

ϵ
log
(︂
n

ϵ

)︂)︂
vòng lặp. Ở mỗi vòng lặp, thuật toán gọi thủ tục FBiOpt, mà theo kết quả đã chứng minh

trước đó có độ phức tạp truy vấn

O

(︃
nk

ϵ
log
(︂
1

δ

)︂)︃
.

Do đó, tổng số truy vấn của giai đoạn thứ hai là

O

(︃
nk

ϵ2
log
(︂
n

ϵ

)︂
log(

1

δ
)

)︃
.
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Kết hợp hai giai đoạn, ta thu được tổng độ phức tạp truy vấn của thuật toán:

O(nk) +O

(︃
nk

ϵ2
log
(︂
n

ϵ

)︂
log(

1

δ
)

)︃
= O

(︃
nk

ϵ2
log
(︂
n

ϵ

)︂
log(

1

δ
)

)︃
.

Tiếp theo, ta chứng minh các chặn lý thuyết đối với nghiệm do thuật toán trả về. Giả sử

T0 được định nghĩa ở Dòng 10 của Thuật toán 3.5. Ta xét hai trường hợp sau.

Trường hợp 1. Giả sử T0 ≥ T/2.

Trong trường hợp này, theo cách xây dựng của thuật toán, ta có

g(s) ≥ g(x0) ≥ T/2.

Mặt khác, chi phí của phần nghiệm ban đầu thỏa mãn

c(x) ≤ c(V0) ≤ ϵ′opt.

Do đó, trong trường hợp này nghiệm thu được đã thỏa mãn ngay các đảm bảo cần thiết,

và định lý được chứng minh.

Trường hợp 2. Giả sử T0 < T/2.

Ký hiệu opt′ là giá trị tối ưu của bài toán kSC trên thể hiện con (V ′, g′, k, T ′). Ta có

cm = min
e∈V ′

c(e) ≤ opt′ ≤ c(V ′).

Ngoài ra, dãy giá trị

vi =
cm

(1− ϵ′)i

được xây dựng sao cho tăng dần từ cm đến c(V ′) với công bội 1/(1 − ϵ′). Vì vậy, tồn tại

một chỉ số i trong vòng lặp chính sao cho

opt′ ≤ vi ≤
opt′

1− ϵ′
.

Xét hai tập con của nghiệm tối ưu o:

o′ = {(e, i) : e ∈ supp(o) \ V0, i = o(e)},

và

x′ = {(e, i) : e ∈ supp(o) ∩ V0, i = o(e)}.

Nói cách khác, o′ là phần của nghiệm tối ưu nằm ngoài V0, còn x′ là phần của nghiệm

tối ưu nằm trong V0. Từ Bổ đề 3.5 và tính đơn điệu của hàm g, ta có

g(o′) + g(x′) ≥ g(o′ ⊔ x′) ≥ g(o) ≥ T.
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Bất đẳng thức trên cho thấy tổng giá trị của hai phần nghiệm o′ và x′ ít nhất bằng ngưỡng

yêu cầu T . Mặt khác, do x0 được tính bằng TTXX cho bài toán tối đa hóa k-submodular

không ràng buộc UkSM trong [69], ta có

T0 = g(x0) ≥
1

2
max

u∈(k+1)V0
g(u).

Từ đó suy ra

g(o′) ≥ T − g(x′) (3.59)

≥ T − max
u∈(k+1)V0

g(u) (3.60)

≥ T − 2T0. (3.61)

Bất đẳng thức này cho thấy o′ là một nghiệm khả thi của thể hiện con (V ′, g′, k, T ′), trong

đó T ′ = T − 2T0. Hơn nữa, ta có

opt′ ≤ c(o′) ≤ c(o) = opt.

Nghĩa là chi phí tối ưu của bài toán con không vượt quá chi phí tối ưu của bài toán ban

đầu. Theo Định lý 3.4, khi áp dụng thủ tục FBiOpt trên thể hiện con, ta thu được nghiệm

si thỏa mãn

c(si) ≤
1

2
(1 + 6ϵ′)

(︃
log
(︂
1

δ

)︂
+

1 + δ

δ

)︃
opt′.

Do đó, khi ghép nghiệm si với x0, ta có

c(si ⊔ x0) ≤ c(V0) + c(si)

≤ ϵ′opt+ (1 + 6ϵ′)

(︃
log
(︂
1

δ

)︂
+

1 + δ

δ

)︃
opt′

2

< (1 + ϵ)

(︃
log
(︂
1

δ

)︂
+

1 + δ

δ

)︃
opt

2
,

vì ϵ = 8ϵ′ và opt′ ≤ opt. Tiếp theo, ta phân tích giá trị hàm mục tiêu của nghiệm ghép

si ⊔ x0. Do

g(si ⊔ x0)− g(x0) = g′(si) ≥
(1− δ)T ′

2
,

nên

g(si ⊔ x0) ≥
(1− δ)T ′

2
+ T0

=
(1− δ)(T − 2T0)

2
+ T0

=
(1− δ)T

2
+ δT0

≥ (1− δ)T

2
.
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Như vậy, nghiệm ghép si ⊔ x0 đạt được giá trị ít nhất bằng (1 − δ)T/2. Cuối cùng, theo

quy tắc lựa chọn ở Dòng 15, thuật toán luôn trả về một nghiệm s sao cho

g(s) ≥ (1− δ)T

2
,

đồng thời

c(s) ≤ c(si ⊔ x0) ≤ (1 + ϵ)

(︃
log
(︂
1

δ

)︂
+

1 + δ

δ

)︃
opt

2
.

3.4.3. Thực nghiệm

Nhằm đánh giá các thuật toán được đề xuất trong luận án, bao gồm Tham lam mở

rộng và FBi, tác giả tiến hành đối chiếu các phương pháp này với những thuật toán tiên

tiến hiện có, được tổng hợp trong Bảng 3.2. Việc so sánh được thực hiện dựa trên ba tiêu

chí chính: (i) chất lượng nghiệm thu được, (ii) số lần truy vấn tới hàm mục tiêu g, đại

diện cho chi phí tính toán, và (iii) thời gian thực thi trong thực tế.

3.4.3.1. Thiết lập thực nghiệm

Luận án tiến hành đánh giá thực nghiệm hai thuật toán đề xuất, gồm Tham lam mở

rộng (Extended Greedy) và FBi, thông qua việc so sánh với các phương pháp tiên tiến

hiện có trên hai ứng dụng điển hình của bài toán kSC: (i) bài toán ITk và (ii) bài toán

Ngưỡng doanh thu - RT. Thuật toán Tham lam mở rộng có bảo đảm tỷ lệ xấp xỉ trong cả

hai trường hợp và các thuật toán đề xuất đều được đánh giá trên hai bài toán này. Riêng

đối với RT, thuật toán FBi không có bảo đảm tỷ lệ xấp xỉ và chỉ được sử dụng như một

thuật toán heuristic để phục vụ so sánh thực nghiệm.

Các thuật toán đối sánh được lựa chọn dựa trên những kết quả tốt nhất đã được

công bố trong tài liệu (xem Bảng 3.2), bao gồm:

- Thuật toán 2 trong [75]: một thuật toán dạng luồng cho bài toán kSC. Với hàm

k-submodular đơn điệu, thuật toán đạt tỷ lệ xấp xỉ
(︁

3−ϵ
2ϵ(1−ϵ)

, 1−ϵ
2

)︁
, trong khi đối

với hàm không đơn điệu đạt
(︁

4−ϵ
3ϵ(1−ϵ)

, 1−ϵ
3

)︁
. Độ phức tạp truy vấn tương ứng là

O
(︂
nk

log(
cmin
ncmax

)

log(1−ϵ)

)︂
, trong đó cmin và cmax lần lượt biểu thị chi phí nhỏ nhất và lớn

nhất của các phần tử.

- Thuật toán 3 trong [75]: một biến thể của Thuật toán 2 nhằm loại bỏ giả định về

việc biết trước khoảng chi phí. Thuật toán này duy trì cùng tỷ lệ xấp xỉ như trên,

nhưng xây dựng các ngưỡng dựa trên giá trị mục tiêu T . Độ phức tạp truy vấn

được biểu diễn bởi O
(︂
nk

log!(ϵT (Bmaxe∈V,i∈[k] g((e,i)))
−1)

log(1−ϵ)

)︂
.
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Trong toàn bộ các thí nghiệm, các tham số được cố định ở mức ϵ = 0.1 và δ = 0.1.

Chi phí của phần tử được khởi tạo trong (0, 1] [81, 93]. Giá trị T được lấy trong tập

{0.1g(x), 0.2g(x), 0.3g(x), 0.4g(x), 0.5g(x)}, trong đó x là lời giải của UkSM trên tập V

được xác định bằng thuật toán hệ số xấp xỉ 1/2 trong [69]. Các tham số được trình bày

trong Bảng 3.3. Trong phần thực nghiệm, LA sử dụng bốn bộ dữ liệu chuẩn về OSN tại

Bảng 3.3: Các tham số sử dụng trong thực nghiệm

Tham số Giá trị
ϵ, δ 0.1 [95, 75]

Chi phí phần tử Khởi tạo ngẫu nhiên trong khoảng (0, 1] [81, 93]

Ngưỡng T {0.1g(x), 0.2g(x), 0.3g(x), 0.4g(x), 0.5g(x)} [81]

SNAP 2 được thống kê trong Bảng 3.4.

Mạng Ứng dụng Số đỉnh Số cạnh Nguồn
Barabási–Albert ITk 1,000 ∼ 5,000 Mô hình BA [106]

Facebook ITk 4,039 88,234 SNAP [92]

Email-Eu-core RT 1,005 25,571 SNAP [92]

GR-QC RT 5,242 14,496 SNAP [92]

Bảng 3.4: Các bộ dữ liệu sử dụng trong thực nghiệm

3.4.3.2. Kết quả thực nghiệm

a. Chi phí lời giải
Từ các Hình 3.3 và 3.4 có thể quan sát rằng chi phí của lời giải thu được bởi các

thuật toán có sự biến động theo các giá trị ngưỡng T . Khi T tăng, chi phí của tất cả các

thuật toán đều tăng theo xu hướng tương tự. Tuy nhiên, nhìn chung các đường biểu diễn

chi phí nằm khá gần nhau, cho thấy chất lượng lời giải của các phương pháp là tương

đương.

Mặc dù tại một số giá trị của T có thể xuất hiện sự chênh lệch nhất định giữa các

thuật toán, sự khác biệt này không quá đáng kể và xu hướng tổng thể của các đường biểu

diễn vẫn tương tự nhau khi T tăng. Trong một số trường hợp, thuật toán của Wang có thể

cho chi phí lớn hơn, trong khi Thuật toán Tham lam mở rộng đạt được chi phí nhỏ hơn.

Nhìn chung, các phương pháp đều đạt được chất lượng lời giải tương đương về mặt chi

2https://snap.stanford.edu

https://snap.stanford.edu
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phí. Đáng chú ý, Thuật toán Tham lam mở rộng và Thuật toán FBi được đề xuất trong

luận án luôn cho chi phí nằm trong cùng một khoảng với các thuật toán đối sánh, cho

thấy các phương pháp đề xuất vẫn đảm bảo chất lượng lời giải cạnh tranh trong các ứng

dụng IT.

Tương tự, từ các Hình 3.5 và 3.6 có thể quan sát rằng chi phí của lời giải cũng tăng

dần theo ngưỡng T . Tuy nhiên, các đường biểu diễn chi phí vẫn nằm khá gần nhau, cho

thấy sự khác biệt giữa các thuật toán là không lớn.

Để đánh giá rõ hơn về hiệu quả của thuật toán đề xuất, Bảng 3.5 biểu diễn so sánh

theo tỷ lệ giảm chi phí của thuật toán đề xuất. Trong đa số các trường hợp, Thuật toán

Bảng 3.5: Thống kê số so sánh theo trường hợp của thuật toán đề xuất với các thuật toán

theo tổng số 15 trường hợp của T .

Thuật toán Tham lam mở rộng FBi Tham lam mở rộng hoặc FBi
Số trường hợp tốt hơn cả Thuật

toán 2 và Thuật toán 3 trong [75]

8/15 10/15 15/15

Tỷ lệ 53.3% 66.7% 100%

Tham lam mở rộng và FBi cho chi phí nhỏ hơn hoặc tương đương so với các thuật toán

còn lại và ít nhất một trong hai thuật toán tốt hơn các thuật toán còn lại.

b. Số lượng truy vấn
Từ các Hình 3.3(b) và 3.4(b), có thể nhận thấy sự chênh lệch đáng kể về số lượng

truy vấn giữa các thuật toán trong ứng dụng IT. Cụ thể, Thuật toán 2 trong [75] sử dụng

số truy vấn lớn nhất và hầu như không biến đổi theo các giá trị của ngưỡng T , duy trì ở

mức vài triệu. Điều này cho thấy thuật toán phải đánh giá một lượng lớn ứng viên trong

quá trình lựa chọn phần tử. Trong khi đó, Thuật toán 3 trong [75] giảm đáng kể số truy

vấn so với Thuật toán 2, nhưng vẫn ở mức cao và có xu hướng tăng khi T tăng.

Trái lại, các thuật toán được đề xuất trong luận án thể hiện ưu thế rõ rệt về chi phí

truy vấn. Thuật toán Tham lam mở rộng (LA) sử dụng ít truy vấn hơn đáng kể so với các

phương pháp của Wang và chỉ tăng dần theo T . Đáng chú ý, thuật toán FBi (LA) thường

đạt số lượng truy vấn thấp nhất trong phần lớn các trường hợp khảo sát. So với Thuật

toán 2, các phương pháp đề xuất có thể giảm số truy vấn từ một đến hai bậc độ lớn, cho

thấy hiệu quả vượt trội về mặt tính toán.

Xu hướng tương tự cũng được quan sát trong ứng dụng RT thông qua các Hình 3.5(b)

và 3.6(b). Thuật toán 2 tiếp tục yêu cầu số truy vấn cao nhất và gần như không phụ thuộc

vào T , trong khi Thuật toán 3 có cải thiện nhưng vẫn tăng đáng kể khi T lớn dần. Ngược

lại, hai thuật toán Tham lam mở rộng và FBi duy trì mức truy vấn thấp hơn rõ rệt và chỉ
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(a) Chi phí của lời giải

(b) Số lượng truy vấn (trục tung ở thang log)

(c) Thời gian chạy (trục tung ở thang log)

Hình 3.3: So sánh hiệu năng của các thuật toán trên mạng Barabási–Albert (BA) theo

ngưỡng T với ứng dụng IT.
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(a) Chi phí của lời giải

(b) Số lượng truy vấn (log-scale)

(c) Thời gian chạy (log-scale)

Hình 3.4: So sánh hiệu năng của các thuật toán theo ngưỡng T với ứng dụng IT: (a) chi

phí của lời giải; (b) số lượng truy vấn; (c) thời gian chạy.
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(a) Chi phí của lời giải

(b) Số lượng truy vấn (trục tung ở thang log)

(c) Thời gian chạy (trục tung ở thang log)

Hình 3.5: So sánh hiệu năng của các thuật toán trên bộ dữ liệu Email-Eu đối với ứng

dụng RT theo ngưỡng T : (a) chi phí của lời giải; (b) số lượng truy vấn; (c) thời gian chạy.
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(a) Chi phí của lời giải

(b) Số lượng truy vấn (trục tung ở thang log)

(c) Thời gian chạy (trục tung ở thang log)

Hình 3.6: So sánh hiệu năng của các thuật toán trên bộ dữ liệu Email-Eu đối với ứng

dụng RT theo các giá trị ngưỡng T : (a) chi phí của lời giải; (b) số lượng truy vấn; (c) thời

gian chạy.
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tăng chậm theo T .

Tổng thể, số lượng truy vấn của các thuật toán đề xuất trong luận án được giữ ở

mức thấp và ổn định hơn so với các phương pháp hiện có, ngay cả khi ngưỡng mục tiêu

tăng lên.

Những quan sát thực nghiệm này cũng phù hợp với phân tích lý thuyết về độ phức

tạp truy vấn được trình bày trong Bảng 3.1. Cụ thể, các thuật toán của Wang có độ phức

tạp phụ thuộc vào kích thước tập nền và các tham số liên quan đến ngưỡng, dẫn đến chi

phí truy vấn cao trong thực nghiệm. Ngược lại, Thuật toán Tham lam mở rộng và FBi

được thiết kế nhằm hạn chế số lần đánh giá hàm thông qua các chiến lược lựa chọn phần

tử hiệu quả, từ đó đạt được chi phí truy vấn thấp hơn đáng kể trên các bộ dữ liệu khảo

sát.

c. Thời gian
Từ các Hình 3.3(c) và 3.4(c), có thể nhận thấy xu hướng thời gian chạy tương đồng

với kết quả về số lượng truy vấn. Cụ thể, Thuật toán 2 trong [75] có thời gian thực thi lớn

nhất trong tất cả các phương pháp so sánh và gần như không biến đổi theo ngưỡng T .

Điều này phù hợp với việc thuật toán phải thực hiện một số lượng truy vấn rất lớn trong

quá trình xử lý.

Thuật toán 3 trong [75] giúp rút ngắn đáng kể thời gian thực thi so với Thuật toán 2,

tuy nhiên chi phí này vẫn có xu hướng gia tăng theo T . Trái lại, các thuật toán được đề

xuất trong luận án cho thấy hiệu năng vượt trội hơn. Cụ thể, Tham lam mở rộng (LA)

và FBi duy trì thời gian chạy thấp hơn rõ rệt so với Thuật toán 2, đồng thời trong nhiều

trường hợp đạt hiệu quả tương đương, thậm chí tốt hơn Thuật toán 3.

Xu hướng này cũng được ghi nhận trong ứng dụng RT qua các Hình 3.5(c) và

3.6(c). Thuật toán 2 tiếp tục có thời gian chạy cao nhất và ít chịu ảnh hưởng của T , trong

khi Thuật toán 3 tuy nhanh hơn nhưng vẫn tăng đáng kể theo ngưỡng. Trái lại, hai thuật

toán Tham lam mở rộng và FBi duy trì thời gian chạy thấp và chỉ tăng nhẹ khi T tăng.

Một quan sát đáng chú ý là sự thay đổi của thời gian thực thi gần như tương ứng

trực tiếp với xu hướng của số lượng truy vấn. Điều này cho thấy phần lớn chi phí tính

toán của các thuật toán xuất phát từ quá trình đánh giá hàm mục tiêu. Do đó, trong thực

nghiệm, thời gian chạy gần như tỉ lệ thuận với số lượng truy vấn, phù hợp với các phân

tích lý thuyết về độ phức tạp truy vấn được trình bày trong Bảng 3.1. Các thuật toán của

Wang, do cần thực hiện nhiều truy vấn hơn, dẫn đến thời gian thực thi cao hơn; ngược

lại, các phương pháp đề xuất đạt hiệu quả tốt hơn nhờ giảm đáng kể số lần đánh giá hàm.

Trên mạng Barabási–Albert (BA), FBi chưa đạt thời gian chạy thấp nhất tại một số

ngưỡng T nhỏ, mặc dù sử dụng ít truy vấn hơn các thuật toán đối sánh. Điều này cho
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thấy việc giảm số truy vấn chưa bảo đảm cải thiện tương ứng về thời gian thực thi. Khi

ngưỡng T cao, thuật toán Tham lam mở rộng cũng có thể chạy chậm hơn FBi và Thuật

toán 3 của Wang trên BA. Về chi phí lời giải, FBi và Tham lam mở rộng lần lượt tốt hơn

cả hai thuật toán đối sánh trong 10/15 và 8/15 trường hợp, cho thấy ưu thế về chất lượng

chưa đồng đều giữa các thiết lập.

Kết quả tổng hợp trên cả hai ứng dụng IT và RT cho thấy các thuật toán đề xuất,

bao gồm Tham lam mở rộng và FBi, đạt hiệu năng cạnh tranh so với các phương pháp

của Wang. Xét về chất lượng nghiệm, các phương pháp này cho kết quả tương đương.

Ngược lại, ở khía cạnh chi phí truy vấn, số lần đánh giá hàm được cắt giảm đáng kể,

thường giảm từ một đến hai bậc độ lớn. Nhờ đó, thời gian thực thi cũng được rút ngắn

rõ rệt trong phần lớn các kịch bản thực nghiệm. Nhìn chung, các thuật toán đề xuất vừa

duy trì chất lượng lời giải, vừa cải thiện đáng kể hiệu quả tính toán.

3.5. KẾT LUẬN CHƯƠNG

Trong chương này, luận án tập trung nghiên cứu bài toán Phủ k-Submodular (kSC),

một dạng mở rộng tự nhiên của bài toán phủ submodular cổ điển trong bối cảnh ra quyết

định đa lựa chọn. Mô hình này cho phép biểu diễn nhiều ứng dụng quan trọng trong trí

tuệ nhân tạo, nghiên cứu tác nghiệp và phân tích dữ liệu, như lan truyền ảnh hưởng theo

nhiều chủ đề, tối ưu doanh thu với nhiều sản phẩm, hay lựa chọn đặc trưng đa lớp.

Xét trên phương diện lý thuyết, luận án đề xuất các TTXX tiêu chuẩn kép hiệu quả

cho cả hai kịch bản chi phí đồng nhất và chi phí tổng quát. Cụ thể, trong trường hợp chi

phí đồng nhất, thuật toán FBi cung cấp bảo đảm xấp xỉ được cải thiện đáng kể so với các

phương pháp trước đó. Đối với chi phí tổng quát, hai thuật toán Tham lam mở rộng và

FBi được xây dựng, trong đó Tham lam mở rộng áp dụng cho cả hàm đơn điệu và không

đơn điệu, còn FBi giúp cắt giảm đáng kể độ phức tạp truy vấn trong khi vẫn duy trì chất

lượng nghiệm ở mức cạnh tranh. Về thực nghiệm, các kết quả trên nhiều bộ dữ liệu thực

và tổng hợp cho thấy các thuật toán đề xuất luôn đạt chất lượng nghiệm tương đương

với các phương pháp tiên tiến hiện có. Đồng thời, số lượng truy vấn và thời gian thực thi

được cắt giảm đáng kể so với các thuật toán của Wang, cho thấy ưu thế rõ rệt về hiệu quả

tính toán và khả năng mở rộng.

Bên cạnh những kết quả đạt được, nghiên cứu trong chương vẫn còn một số hạn

chế. Các thuật toán đề xuất chủ yếu được xây dựng cho mô hình kSC tĩnh và chưa xem

xét các bối cảnh dữ liệu động, luồng hoặc phân tán. Ngoài ra, các kết quả hiện tại mới

tập trung vào mô hình phủ k-submodular cơ bản và chưa xét đến các ràng buộc thực tiễn

như công bằng, matroid hay nhiều mức ngân sách.
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CHƯƠNG 4
BÀI TOÁN TỐI ĐA HÀM SUBMODULAR VỚI RÀNG BUỘC CHI PHÍ CÔNG

BẰNG

Ở Chương 2 và Chương 3, luận án tập trung nghiên cứu các bài toán tối thiểu hóa

chi phí nhằm đạt một ngưỡng giá trị hàm mục tiêu cho trước. Cụ thể, Chương 2 đề xuất

các thuật toán song song cho bài toán MCSC, còn Chương 3 phát triển các TTXX tiêu

chuẩn kép cho bài toán kSC trong cả hai trường hợp chi phí đồng nhất và chi phí tổng

quát. Tiếp nối các nội dung này, chương này tập trung vào Dạng 2 của SO là bài toán SM

là một trong những bài toán trung tâm của trí tuệ nhân tạo và tối ưu tổ hợp, với nhiều ứng

dụng quan trọng trong thực tiễn như tối đa ảnh hưởng trong OSN [1, 43, 107, 93], lựa

chọn tập đại diện [108, 109], phân bổ tài nguyên và khai thác dữ liệu quy mô lớn [108, 4].

Do tính chất biểu diễn tốt hiệu ứng lợi ích giảm dần, các hàm submodular cho phép mô

hình hóa tự nhiên nhiều bài toán tối ưu trong các hệ thống phức tạp.

Tuy nhiên, trong một số hướng nghiên cứu gần đây, yếu tố chi phí và sự phân bổ

ngân sách giữa các nhóm người dùng trong lời giải thường bị bỏ qua hoặc chỉ được xét

một cách gián tiếp. Điều này dẫn đến các lời giải tuy đạt giá trị hàm mục tiêu cao nhưng

có thể thiếu công bằng hoặc không hợp lệ trong các kịch bản thực tế, nơi mỗi nhóm

người dùng chịu các ràng buộc tài nguyên khác nhau. Một ví dụ tiêu biểu là bài toán

tối đa hóa ảnh hưởng trong OSN [1]. Trong bối cảnh này, việc lựa chọn tập hạt giống

thường được thực hiện trên nhiều nhóm người dùng khác nhau, chẳng hạn như phân theo

khu vực địa lý, sở thích hoặc đặc điểm nhân khẩu học. Trên thực tế, mỗi nhóm thường có

một mức ngân sách riêng, dẫn đến yêu cầu kiểm soát chi phí theo hướng cân bằng giữa

các nhóm trong quá trình lựa chọn.

Từ những hạn chế đó, chương này tập trung nghiên cứu bài toán tối đa hóa ảnh

hưởng dưới ràng buộc chi phí công bằng giữa các nhóm người dùng. Luận án đề xuất

các mô hình tối ưu phù hợp, đồng thời phát triển các TTXX có bảo đảm lý thuyết nhằm

dung hòa giữa giá trị ảnh hưởng đạt được và tính công bằng về chi phí trong nghiệm. Các

kết quả liên quan đến bài toán SMFC đã được công bố tại hội nghị Asian Conference
on Intelligent Information and Database (ACIIDS) (Rank B) năm 2025 và hội nghị

Symposium on Information and Communication Technology (SOICT) năm 2024.

4.1. PHÁT BIỂU BÀI TOÁN

Định nghĩa 4.1. (Bài toán SMFC)

Input:

- Cho trước một tập nền V , một hàm submodular đơn điệu f : 2V → R+
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- V được chia thành K nhóm C1, C2, . . . , CK với Ci ⊆ V,∪iCi = V,Ci ∩ Cj = ∅.

- Mỗi phần tử u ∈ V có một chi phí dương c(u).

- Chi phí tổng là B > 0.

- Tỷ lệ công bằng α ∈ (0, 1).

Output:

- Mục tiêu là tìm một tập S ⊆ V sao cho giá trị f(S) là lớn nhất, đồng thời thoả

mãn các ràng buộc sau:

1. Tổng chi phí của tập được chọn không vượt quá ngân sách tổng, tức là

c(S) ≤ B.

2. Tổng chi phí các phần tử được chọn trong mỗi nhóm không vượt quá αB:

c(S ∩ Ci) ≤ αB, ∀i ∈ [K].

Trong nhiều bối cảnh ứng dụng thực tế, đặc biệt là bài toán IM, các phần tử của tập

nền thường được phân thành nhiều nhóm người dùng khác nhau, phản ánh các đặc trưng

như vị trí địa lý, sở thích hoặc nhân khẩu học. Khi đó, việc lựa chọn tập hạt giống không

chỉ bị ràng buộc bởi ngân sách tổng mà còn cần đáp ứng yêu cầu về tính công bằng giữa

các nhóm.

- Ràng buộc ngân sách tổng xác định nguồn lực tối đa mà chiến lược tối ưu được

phép sử dụng. Trong nhiều ứng dụng thực tế như quảng cáo, marketing, phân bổ

tài nguyên hay lựa chọn tập hạt giống trong OSN, ngân sách luôn hữu hạn. Do đó,

tập nghiệm phải được lựa chọn sao cho tổng chi phí không vượt quá mức ngân

sách B đã được cấp.

- Ràng buộc ngân sách theo nhóm nhằm đảm bảo tính công bằng trong việc phân

bổ chi phí giữa các nhóm. Khi tập dữ liệu được chia thành nhiều nhóm dựa trên

các đặc trưng như khu vực địa lý, độ tuổi, giới tính, cộng đồng hoặc các thuộc

tính nhân khẩu học khác, việc dồn quá nhiều ngân sách vào một nhóm có thể dẫn

đến sự mất cân bằng và làm giảm cơ hội được đại diện của các nhóm còn lại. Vì

vậy, mỗi nhóm chỉ được sử dụng tối đa một tỷ lệ α của ngân sách tổng. Cần lưu

ý rằng ràng buộc này chỉ là chặn trên c(S ∩ Ci) ≤ αB: nó giới hạn chi phí tối đa

mà mỗi nhóm được phép sử dụng, nhưng không bảo đảm mỗi nhóm phải nhận

được một mức ngân sách tối thiểu. Nói cách khác, một nhóm vẫn có thể không

có phần tử nào được chọn trong nghiệm. Loại ràng buộc này xuất hiện phổ biến
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trong các bài toán tối ưu công bằng (fair optimization), phúc lợi xã hội (social

welfare optimization), phân bổ tài nguyên và tối đa ảnh hưởng công bằng trong

OSN, nơi bên cạnh mục tiêu tối ưu hóa hiệu quả còn cần đảm bảo sự cân bằng và

đại diện giữa các nhóm đối tượng khác nhau.

Ứng dụng trong tối đa ảnh hưởng Trong nhiều bài toán thực tiễn liên quan đến mar-

keting lan truyền và phổ biến thông tin trên OSN, người dùng thường được phân thành

các nhóm dựa trên những đặc trưng như vị trí địa lý, độ tuổi, sở thích hoặc các yếu tố

nhân khẩu học. Trong các chiến dịch quảng bá hoặc truyền thông cộng đồng, bên cạnh

mục tiêu tối đa hóa phạm vi lan truyền thông tin, việc phân bổ nguồn lực hợp lý và cân

bằng giữa các nhóm người dùng cũng là một yếu tố quan trọng được quan tâm.

Do đó, bài toán đặt ra là lựa chọn một tập hạt giống có khả năng tối đa hóa mức

độ lan tỏa thông tin trên OSN, đồng thời đảm bảo ngân sách được phân bổ một cách cân

đối giữa các nhóm người dùng.

Xét một đồ thị có hướng G = (V,E), trong đó V là tập người dùng trong OSN và

E là tập các cạnh biểu diễn mối quan hệ ảnh hưởng giữa các người dùng. Khi một tập

người dùng S ⊆ V được chọn làm tập hạt giống ban đầu, quá trình lan truyền thông tin

diễn ra theo một mô hình khuếch tánM cho trước, chẳng hạn như mô hình IC hoặc LT.

Ký hiệu f(S) là số lượng kỳ vọng người dùng được kích hoạt sau khi quá trình lan

truyền kết thúc. Hàm f(·) được biết là một hàm đơn điệu và submodular [1]. Trong thực

tế, mỗi người dùng u ∈ V có một chi phí lựa chọn c(u) > 0, phản ánh chi phí để chọn

người dùng đó làm hạt giống. Tổng ngân sách dành cho chiến dịch lan truyền được ký

hiệu là B.

Giả sử tập người dùng V được phân chia thành K nhóm C1, C2, . . . , CK , trong đó

mỗi Ci ⊆ V biểu diễn một nhóm người dùng có chung đặc điểm (ví dụ cùng khu vực

hoặc cùng phân khúc khách hàng). Để đảm bảo tính công bằng giữa các nhóm, ngân

sách sử dụng cho mỗi nhóm không được vượt quá một tỷ lệ α ∈ (0, 1) của tổng ngân

sách. Mục tiêu của bài toán là lựa chọn một tập hạt giống S ⊆ V sao cho mức lan truyền

ảnh hưởng trong mạng là lớn nhất, đồng thời thỏa mãn các ràng buộc ngân sách tổng và

ràng buộc công bằng giữa các nhóm. Cụ thể, bài toán được phát biểu như sau

max
S⊆V

f(S)

Thỏa mãn: c(S) ≤ B,

c(S ∩ Ci) ≤ αB, ∀i ∈ [K].

Bài toán trên là một trường hợp của bài toán tối đa hóa hàm submodular đơn điệu dưới

nhiều ràng buộc knapsack. Các ràng buộc theo nhóm có thể được hiểu như các ràng buộc
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ngân sách bổ sung nhằm đảm bảo tính công bằng trong việc lựa chọn các hạt giống.

Vì các phần tử thuộc lời giải khả thi e luôn phải đảm bảo c(e) ≤ αB. Do vậy ta giả

sử đã loại hết các phần tử có chi phí c(e) ≤ αB ra khỏi tập V .

Để dễ hình dung hơn trong bối cảnh phân bổ chi phí công bằng, ta xét ví dụ sau

Ví dụ 4.1. Giả sử mạng xã hội được chia thành ba nhóm người dùng:

C1 = nhóm người dùng thành thị

C2 = nhóm người dùng ngoại thành

C3 = nhóm người dùng nông thôn.

Tổng ngân sách của chiến dịch là B = 100 triệu đồng và chọn α = 0.4. Khi đó, ngân sách

dành cho các hạt giống thuộc mỗi nhóm không được vượt quá

αB = 0.4× 100 = 40 triệu đồng.

Giả sử thuật toán lựa chọn tập hạt giống S với phân bổ chi phí:

c(S ∩ C1) = 38, c(S ∩ C2) = 34, c(S ∩ C3) = 28.

Khi đó,

c(S) = 38 + 34 + 28 = 100 ≤ B

và

c(S ∩ Ci) ≤ 40 = αB, ∀i ∈ [3].

Vì vậy, S thỏa mãn cả ràng buộc ngân sách tổng và ràng buộc công bằng. Ngược lại, xét

một tập hạt giống S′ có phân bổ chi phí

c(S′ ∩ C1) = 70, c(S′ ∩ C2) = 20, c(S′ ∩ C3) = 10.

Mặc dù

c(S′) = 70 + 20 + 10 = 100 ≤ B,

tập S′ không thỏa mãn ràng buộc công bằng vì

c(S′ ∩ C1) = 70 > 40 = αB.

Do đó, S′ không phải là một nghiệm khả thi. Như vậy, ràng buộc theo nhóm ngăn thuật

toán dồn quá αB ngân sách vào bất kỳ nhóm nào.
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Tuy nhiên, ràng buộc này chỉ giới hạn chi phí tối đa của mỗi nhóm và không bảo

đảm mỗi nhóm nhận được một mức ngân sách tối thiểu. Chẳng hạn, xét tập hạt giống S′′

có phân bổ chi phí

c(S′′ ∩ C1) = 40, c(S′′ ∩ C2) = 40, c(S′′ ∩ C3) = 0.

Khi đó c(S′′) = 80 ≤ B và c(S′′ ∩ Ci) ≤ 40 = αB với mọi i ∈ [3], nên S′′ vẫn là một

nghiệm khả thi, mặc dù nhóm người dùng nông thôn C3 không có hạt giống nào. Việc

bổ sung chặn dưới về chi phí cho từng nhóm là một mở rộng của mô hình và chưa được

xem xét trong luận án.

4.2. CÁC NGHIÊN CỨU LIÊN QUAN

Đối với hàm mục tiêu đơn điệu, George L. Nemhauser và các cộng sự [14] là

những người đầu tiên đề xuất TTXX tối ưu cho bài toán tối SM dưới ràng buộc kích

thước (SMC). Thuật toán tham lam cổ điển đạt tỷ lệ xấp xỉ 1 − 1/e thông qua việc lựa

chọn tuần tự phần tử có độ tăng biên lớn nhất, với độ phức tạp truy vấn O(nk), trong đó

n là kích thước tập nền và k là giới hạn lực lượng. Kể từ công trình nền tảng này, nhiều

hướng tiếp cận đã được phát triển nhằm cải thiện hiệu quả tính toán.

Một nhánh nghiên cứu quan trọng tập trung vào việc giảm độ phức tạp. Công

trình [24] đã đề xuất TTXX hằng số với thời gian O(n log n) trong mô hình streaming,

dựa trên chiến lược tham lam theo ngưỡng (threshold greedy), vốn sau đó trở thành một

kỹ thuật phổ biến. Hướng tiếp cận này đã thúc đẩy các nghiên cứu nhằm đưa độ phức

tạp truy vấn về mức gần tuyến tính. Gần đây, các công trình [55] và [18] đã đạt được các

TTXX gần tối ưu 1 − 1/e với thời gian tuyến tính. Tuy nhiên, các phương pháp này chỉ

áp dụng cho trường hợp đơn điệu và không mở rộng được sang hàm không đơn điệu.

Bài toán SM cũng được mở rộng sang các ràng buộc phức tạp hơn, đặc biệt là ràng

buộc chi phí (SMK), công trình nổi bật [57, 58] đưa ra thuật toán tham lam rời rạc đạt

tỷ lệ xấp xỉ 1 − 1/e tối ưu nhưng có độ phức tạp truy vấn rất cao, lên tới O(n5). Những

nghiên cứu gần đây tiếp tục cải thiện hướng này. Công trình [59] giảm số phép đoán

xuống hai và hạ độ phức tạp xuống O(n3 log n) trong khi vẫn giữ tỷ lệ 1−1/e. Tuy nhiên,

các thuật toán nhanh hơn như trong [24] sau đó được phát hiện có sai sót [60]. Công

trình [60] khắc phục bằng cách sử dụng kỹ thuật đa tuyến, đạt xấp xỉ gần 1− 1/e nhưng

với chi phí tính toán rất cao O((1/ϵ)O(1/ϵ4)n log2 n).

Trong bối cảnh dữ liệu lớn, các thuật toán tuyến tính trở nên đặc biệt quan trọng.

Công trình [18] đề xuất thuật toán thời gian O(n) với tỷ lệ xấp xỉ 1/2, đồng thời chỉ ra

các giới hạn lý thuyết đối với độ phức tạp truy vấn. Bên cạnh đó, mô hình streaming

cũng được nghiên cứu rộng rãi nhờ khả năng xử lý dữ liệu lớn với bộ nhớ hạn chế. Các
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thuật toán trong [61, 62] đạt tỷ lệ xấp xỉ 1/(2.5 + ϵ) với một hoặc hai lượt quét dữ liệu,

trong khi [63] cải thiện tỷ lệ lên 1/(2 + ϵ) nhưng với chi phí cao hơn. Đáng chú ý, [18]

đạt được thuật toán streaming với số truy vấn gần tuyến tính O(n log(1/ϵ)/ϵ).

Ngoài ra, bài toán còn được mở rộng sang trường hợp có d ràng buộc chi phí, mỗi

ràng buộc tương ứng với một hàm chi phí khác nhau. Kulik và cộng sự [110] đã chứng

minh rằng, khi d là hằng số, có thể đạt được tỷ lệ xấp xỉ 1 − 1/e − ϵ. Đối với thuật toán

luồn, các thuật toán được đề xuất trong [40] chỉ đạt tỷ lệ xấp xỉ 1
2+2d , phụ thuộc tuyến

tính vào số ràng buộc d và do đó kém hiệu quả khi d lớn. Đặc biệt, bài toán tối đa hóa

hàm submodular dưới các ràng buộc ngân sách riêng cho từng nhóm vẫn là một hướng

nghiên cứu mở, chưa có thuật toán xấp xỉ hiệu quả.

Các nghiên cứu về tối ưu submodular có ràng buộc công bằng. Các nghiên

cứu hiện có chủ yếu mô hình hóa tính công bằng thông qua các ràng buộc về lực lượng

(xem [36]). Cụ thể, tập nền V được phân chia thành K nhóm C1, C2, . . . , CK , và số phần

tử được lựa chọn từ mỗi nhóm phải thỏa mãn đồng thời chặn dưới và chặn trên:

ℓi ≤ |S ∩ Ci| ≤ ui, ∀i ∈ [K].

Ràng buộc này bảo đảm số phần tử được lựa chọn từ nhóm Ci nằm trong khoảng cho

phép [ℓi, ui], qua đó duy trì sự cân bằng về số lượng giữa các nhóm.

Trong khi đó, luận án tiếp cận tính công bằng theo chi phí thay vì theo lực lượng.

Cụ thể, chi phí của các phần tử được lựa chọn từ mỗi nhóm không được vượt quá một tỷ

lệ α của tổng ngân sách:

c(S ∩ Ci) ≤ αB, ∀i ∈ [K].

Ràng buộc này ngăn việc tập trung phần lớn ngân sách vào một nhóm duy nhất, qua đó

hướng tới sự phân bổ chi phí cân bằng hơn giữa các nhóm, ngay cả khi các phần tử có

chi phí lựa chọn khác nhau.

Mô hình được xem xét trong luận án là một bước nghiên cứu ban đầu về công bằng

theo chi phí và hiện mới tập trung vào ràng buộc chặn trên c(S ∩ Ci) ≤ αB. Do đó, mô

hình chỉ giới hạn chi phí tối đa của mỗi nhóm và không bảo đảm mỗi nhóm được phân

bổ một mức ngân sách tối thiểu. Các mở rộng như chặn dưới về chi phí hoặc các ngưỡng

chi phí khác nhau cho từng nhóm chưa được xem xét và có thể là những hướng nghiên

cứu tiếp theo.

Đóng góp của Luận án. LA nghiên cứu bài toán SMFC trong hai trường hợp: (i)

chi phí đồng nhất, trong đó chi phí của mỗi phần tử đều bằng 1, và (ii) chi phí tổng quát,

trong đó mỗi phần tử có thể có một chi phí dương bất kỳ.
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Bảng 4.1: Tóm tắt các kết quả chính của luận án cho bài toán SMFC. n = |V | là kích

thước tập nền, k là ngân sách trong trường hợp chi phí đồng nhất, α ∈ (0, 1) là tỷ lệ công

bằng giữa các nhóm, và ϵ > 0 là tham số đánh đổi giữa chất lượng nghiệm và thời gian

chạy của thuật toán.

Thuật toán Trường hợp Hệ số xấp xỉ Độ phức tạp

TGFastU Chi phí đồng nhất (c(e) = 1) 1/2− ϵ O
(︁
n
ϵ log

k
ϵ

)︁
TGFast Chi phí tổng quát (c(e) > 0) α

α+2 − ϵ O(nϵ log(n
α+2
2α ))

4.3. THUẬT TOÁN ĐỀ XUẤT

Trước hết, luận án xem xét trường hợp đặc biệt khi các phần tử có chi phí đồng

nhất. Trường hợp này giúp làm rõ các ý tưởng cốt lõi của thuật toán và cho phép phân

tích đơn giản hơn về mặt lý thuyết. Sau đó, các kết quả và kỹ thuật được mở rộng để xử

lý trường hợp chi phí tổng quát, trong đó chi phí của các phần tử có thể khác nhau. Sự

mở rộng này cho phép mô hình hóa chính xác hơn nhiều bài toán thực tế, nơi chi phí lựa

chọn các phần tử không đồng nhất.

4.3.1. Thuật toán cho trường hợp đặc biệt khi chi phí đồng nhất

Trước hết, luận án xem xét một trường hợp đặc biệt nhưng quan trọng của bài toán

SMFC, trong đó mỗi phần tử e ∈ V có chi phí đồng nhất, tức là c(e) = 1, và tổng ngân

sách B là một số nguyên. Trong trường hợp này, ràng buộc chi phí có thể được diễn giải

tương đương như một ràng buộc lực lượng, từ đó cho phép thiết kế các thuật toán hiệu

quả hơn.

Đối với thiết lập này, luận án đề xuất thuật toán TGFastU (Tham lam ngưỡng nhanh

cho chi phí đồng nhất- Threshold Greedy for Uni-cost). Thuật toán TGFastU kế thừa và

điều chỉnh ý tưởng của phương pháp tham lam ngưỡng [24] nhằm lựa chọn các phần tử

có đóng góp lớn, đồng thời bảo đảm không vi phạm các ràng buộc phân bổ theo nhóm.

Cụ thể, thuật toán khởi tạo tập nghiệm S = ∅ và trước hết xác định giá trị ước lượng ảnh

hưởng lớn nhất của một phần tử đơn lẻ, ký hiệu là M = maxe∈V f({e}).
Phần chính của thuật toán được thực hiện trong một vòng lặp ngoài, với số vòng

lặp bị chặn trên bởi log1/(1−ϵ)(k/ϵ) + 1. Ở vòng lặp thứ i, thuật toán duyệt qua tất cả các

phần tử e ∈ V \S và thêm e vào tập nghiệm nếu việc thêm này không vi phạm ràng buộc

phân bổ theo nhóm và ràng buộc ngân sách tổng, đồng thời thoả mãn điều kiện đóng góp

biên của e không nhỏ hơn ngưỡng hiện tại θ, trong đó θ = (1 − ϵ)iM . Sau mỗi vòng lặp
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Thuật toán 4.1: Thuật toán TGFastU

Input: Tập nền V , hàm submodular f : 2V → R+, tập các nhóm

C = {C1, C2, . . . , CK}, tỷ lệ công bằng α ∈ (0, 1), ngân sách B = k, tham

số chính xác ϵ > 0

Output: Tập nghiệm S

1: S ← ∅, M ← maxe∈V f({e}), θ ←M ;

2: while θ ≥ ϵM/k do
3: foreach e ∈ V do
4: if |S ∩ C(e)| < αk and |S| < k then
5: if f(S ∪ {e})− f(S) ≥ θ then
6: S ← S ∪ {e};
7: end

8: end

9: end
10: θ ← (1− ϵ)θ;

11: end
12: return S;

ngoài, giá trị ngưỡng θ được giảm theo hệ số (1−ϵ). Thuật toán kết thúc khi θ < ϵM/k và

trả về tập nghiệm S. Giả mã chi tiết của thuật toán TGFastU được trình bày trong Thuật

toán 4.1.

Định lý 4.1. Thuật toán 4.1 có độ phức tạp truy vấn là O
(︁
n
ϵ log

k
ϵ

)︁
và trả về một nghiệm

có tỷ lệ xấp xỉ 1/2− ϵ cho bài toán SMFC với trường hợp chi phí đồng nhất.

Chứng minh. Trước hết, xét số vòng lặp ngoài của Thuật toán 4.1. Do ngưỡng θ được

giảm theo hệ số (1 − ϵ) và thuật toán dừng khi θ < ϵM/k, số vòng lặp ngoài được chặn

trên bởi

log 1
1−ϵ

(︃
k

ϵ

)︃
+ 1 =

log
(︁
k
ϵ

)︁
log
(︁

1
1−ϵ

)︁ + 1

≤
log
(︁
k
ϵ

)︁
log(1 + ϵ)

+ 1
(︂

vì
1

1− ϵ
≥ 1 + ϵ

)︂
≤ 2

ϵ
log

(︃
k

ϵ

)︃
+ 1

(︂
do log(1 + ϵ) ≥ ϵ

2

)︂
= O

(︃
1

ϵ
log

k

ϵ

)︃
.

suy ra số vòng lặp ngoài là O
(︁
1
ϵ log

k
ϵ

)︁
. Trong mỗi vòng lặp, thuật toán duyệt qua toàn
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bộ tậpR để đánh giá đóng góp biên, do đó mỗi vòng lặp tốn O(n) thời gian. Vì vậy, tổng

độ phức tạp thời gian của thuật toán là O
(︁
n
ϵ log

k
ϵ

)︁
.

Tiếp theo, ta chứng minh tỷ lệ xấp xỉ. Giả sử S = {s1, s2, . . . , sk} là tập nghiệm thu

được sau khi kết thúc vòng lặp chính (nếu |S| < k, ta bổ sung các phần tử rỗng để đủ

kích thước). Ký hiệu si là phần tử được thêm vào ở bước thứ i, Si = {s1, . . . , si}, và θ(si)

là giá trị ngưỡng tại thời điểm si được thêm vào S.

Gọi O = {o1, o2, . . . , ok} là tập nghiệm tối ưu. Với chi phí đồng nhất thì ràng buộc

trở thành ràng buộc matroid [111]. Nhờ tính chất mở rộng của matroid, tồn tại một ánh

xạ sao cho {s1, . . . , si−1, oi} luôn tồn tại với mọi i. Ta chứng minh rằng

f(si | Si−1) ≥ (1− ϵ)f(oi | Si−1), ∀i.

Bất đẳng thức này hiển nhiên đúng nếu si được chọn ở vòng lặp đầu tiên. Trong các

trường hợp còn lại, nếu oi chưa được chọn ở các vòng lặp trước, thì do quy tắc lựa chọn

theo ngưỡng của thuật toán, ta có f(oi | Si−1) < θ(si)/(1− ϵ), từ đó suy ra bất đẳng thức

trên. Nhờ tính submodular của f , ta có

f(S) =

k∑︂
i=1

f(si | Si−1)

≥
k∑︂

i=1

(1− ϵ)f(oi | Si−1)

≥ (1− ϵ)
(︁
f(O)− f(S)

)︁
Suy ra

f(S) ≥ 1− ϵ

2− ϵ
f(O)

=

(︃
1

2
− ϵ

2(2− ϵ)

)︃
f(O)

≥
(︂
1

2
− ϵ
)︂
f(O),

(︃
do

ϵ

2(2− ϵ)
≤ ϵ, ϵ ∈ (0, 12)

)︃
.

Điều này chứng minh tỷ lệ xấp xỉ 1/2− ϵ của thuật toán và hoàn tất chứng minh.

4.3.2. Thuật toán cho trường hợp tổng quát

Trong mục này, LA đề xuất thuật toán TGFast (Tham lam ngưỡng nhanh- Threshold

Greedy Fast), cho bài toán SMFC. Thuật toán đạt được tỷ lệ xấp xỉ α
α+2 − ϵ, trong đó

ϵ ∈ (0, 1) là một hằng số nhỏ tùy ý. Ý tưởng của thuật toán TGFast mở rộng thuật toán

cho trường hợp chi phí đồng nhất TGFastU với tiêu chí lựa chọn phần tử dựa trên tỷ lệ

mật độ (density ratio), tức là tỷ lệ giữa độ tăng biên của hàm mục tiêu và chi phí của
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Thuật toán 4.2: Thuật toán TGFast

Input: Tập nền V , hàm submodular f : 2V → R+, tập các nhóm

C = {C1, . . . , CK}, tỷ lệ công bằng α ∈ (0, 1), ngân sách tổng B, tham số

chính xác ϵ > 0

Output: Tập nghiệm S ⊆ V

1: S ← ∅, emax ← argmaxe∈V f(e), M ← f(emax), β ← 2α
α+2 , θ ← nM

αB ;

2: while θ ≥ βM
αB do

3: foreach e ∈ V \ S do
4: if c(S) + c(e) ≤ B then
5: if c(S ∩ C(e)) + c(e) ≤ αB then
6: if f(S∪{e})−f(S)

c(e)
≥ θ then

7: S ← S ∪ {e};
8: end

9: end

10: end

11: end
12: θ ← (1− ϵ)θ;

13: end
14: S′ ← argmaxX∈{S,{emax}} f(X);

15: return S′
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phần tử. Cách tiếp cận này cho phép lựa chọn các phần tử có đóng góp lớn trong khi vẫn

đảm bảo không vi phạm các ràng buộc về chi phí tổng và chi phí theo nhóm trong mỗi

vòng lặp.

Thuật toán khởi tạo tập nghiệm S = ∅ và trước hết tìm một phần tử emax =

argmaxe∈V f(e) có giá trị đơn lẻ lớn nhất, đồng thời đặt M = f(emax). Phần chính

của thuật toán được thực hiện trong một vòng lặp ngoài, trong đó một ngưỡng θ được sử

dụng để kiểm soát việc chọn phần tử. Ban đầu, θ được đặt tỉ lệ với M và sau mỗi vòng

lặp ngoài, giá trị này được giảm theo hệ số (1− ϵ).

Tại mỗi vòng lặp, thuật toán duyệt qua các phần tử trong V \ S. Một phần tử e

được thêm vào tập S nếu việc thêm e không vi phạm ràng buộc ngân sách tổng, không

vi phạm ràng buộc chi phí theo nhóm, và đồng thời thoả mãn điều kiện tỷ lệ mật độ

f(e | S)/c(e) ≥ θ. Thuật toán dừng khi ngưỡng θ nhỏ hơn một giá trị biên được xác định

trước. Cuối cùng, thuật toán trả về nghiệm tốt hơn giữa tập S thu được và nghiệm đơn

phần tử {emax}.

Định lý 4.2. Thuật toán 4.2 có độ phức tạp truy vấn O(nϵ log(n
α+2
2α )) và trả về một nghiệm

hợp lệ có tỷ lệ xấp xỉ α
α+2 − ϵ cho bài toán SMFC, trong đó α ∈ (0, 1) là hệ số công bằng

của bài toán và ϵ là tham số chính xác của thuật toán thỏa mãn α
α+2 ≥ ϵ.

Chứng minh. Thuật toán trước hết tìm phần tử emax bằng cách duyệt qua toàn bộ tập V ,

do đó cần O(n) truy vấn hàm.

Ban đầu, ngưỡng θ được đặt bằng nM
αB và sau mỗi vòng lặp ngoài, giá trị này được

giảm theo hệ số (1− ϵ). Thuật toán dừng khi θ < βM
αB , trong đó β = 2α

α+2 . Do đó, số vòng

lặp ngoài được chặn trên bởi

log 1
1−ϵ

(︃
n

β

)︃
+ 1 =

log
(︂

n
β

)︂
log
(︁

1
1−ϵ

)︁ + 1

≤
log
(︂

n
β

)︂
log(1 + ϵ)

+ 1
(︂

vì
1

1− ϵ
≥ 1 + ϵ

)︂
≤ 2

ϵ
log

(︃
n

β

)︃
+ 1

(︂
do log(1 + ϵ) ≥ ϵ

2
, ϵ ∈ (0, 1)

)︂
.

Trong mỗi vòng lặp ngoài, thuật toán duyệt qua tối đa n phần tử. Với chú ý rằng β là



129

hằng số, tổng số truy vấn hàm tối đa là

n

(︃
log 1

1−ϵ

(︃
n

β

)︃
+ 1

)︃
≤ n

(︃
2

ϵ
log

(︃
n

β

)︃
+ 1

)︃
= O

(︃
n

ϵ
log

(︃
n

β

)︃)︃
= O

(︂
n

ϵ
log
(︂
n
α + 2

2α

)︂)︂
.

Ban đầu, S = ∅ nên hiển nhiên khả thi. Mỗi phần tử e chỉ được thêm vào S khi đồng thời

thỏa mãn

c(S) + c(e) ≤ B và c(S ∩ C(e)) + c(e) ≤ αB.

Do đó, sau mỗi lần cập nhật, ràng buộc ngân sách tổng và ràng buộc chi phí của nhóm

chứa e vẫn được bảo toàn; chi phí của các nhóm còn lại không thay đổi. Suy ra, theo

quy nạp, tập S luôn khả thi. Ngoài ra, sau bước tiền xử lý, mọi phần tử e ∈ V đều thỏa

mãn c(e) ≤ αB, nên {emax} cũng khả thi. Vì thuật toán trả về một trong hai nghiệm S và

{emax} nên nghiệm cuối cùng S′ luôn khả thi.

Tiếp theo, ta phân tích tỷ lệ xấp xỉ. Gọi opt là giá trị tối ưu của bài toán. Do M là

giá trị đơn lẻ lớn nhất, ta có M ≤ opt ≤Mn. Vì vậy, tồn tại một số nguyên i sao cho

v = (1− ϵ)iM ≤ opt ≤ (1− ϵ)i−1M ≤ v

1− ϵ
.

Xét vòng lặp mà tại đó

θ =
βv

αB
.

Trường hợp 1. Không tồn tại phần tử e ∈ O \ S sao cho f(e | S) ≥ θ c(e) và việc

thêm e không vi phạm ràng buộc theo nhóm.

Trường hợp 1.1. Không tồn tại phần tử e sao cho đồng thời

c(S ∪ {e}) ≤ B và f(e | S) ≥ θ c(e).

Khi đó, do tính submodular của f , ta có

f(O)− f(S) ≤
∑︂

e∈O\S

f(e | S) (4.1)

<
∑︂

e∈O\S

θ c(e) (4.2)

≤ Bθ =
βv

α
. (4.3)

Suy ra

f(S) >

(︃
1− β

α

)︃
v,
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và do đó f(S′) ≥ f(S).

Trường hợp 1.2. Tồn tại một phần tử e thoả mãn

c(S ∪ {e}) > B và f(e | S) ≥ θ c(e).

Khi đó,

f(S′) ≥ f(S) + f(e)

2

≥ f(S ∪ {e})
2

≥ c(S ∪ {e}) θ
2

>
Bθ

2
=

βv

2α
.

Trường hợp 2. Tồn tại phần tử e ∈ O \ S sao cho f(e | S) ≥ θ c(e) và việc thêm e

vi phạm ràng buộc theo nhóm. Vì lúc này chi phí tổng lớn hơn αB khi thêm phần tử e,

nên ta có

f(S ∪ {e}) ≥ f(S) + f(e | S)

≥
(︁
c(S) + c(e)

)︁
βv

αB

≥ βv.

Suy ra

f(S′) ≥ f(S ∪ {e})
2

≥ βv

2
.

Kết hợp hai trường hợp trên, ta thu được

f(S′) ≥ min

{︃
1− β

α
,
β

2

}︃
v

=
α

α + 2
v

≥ α

α + 2
(1− ϵ) opt

≥
(︂

α

α + 2
− ϵ
)︂
opt.

Điều này hoàn tất chứng minh định lý.

4.4. THỰC NGHIỆM VÀ KẾT QUẢ

Trong phần này, luận án tiến hành các thí nghiệm nhằm đánh giá hiệu năng của hai

thuật toán đề xuất TGFastU và TGFast đối với bài toán SMFC trong bối cảnh tối đa hóa

ảnh hưởng. Cụ thể, các thí nghiệm được thiết kế để đối chiếu các phương pháp đề xuất

với những thuật toán hiện có dựa trên hai tiêu chí chính: (i) chất lượng nghiệm, được đo

lường thông qua mức độ lan truyền ảnh hưởng đạt được, và (ii) thời gian thực thi của

thuật toán.
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4.4.1. Thiết lập thực nghiệm

Các thí nghiệm được thiết kế nhằm đánh giá hiệu năng của thuật toán đề xuất

TGFastU và TGFast thông qua việc so sánh với phương pháp tiên tiến OPIMC [112] cho

bài toán Tối đa ảnh hưởng (IM). Việc đối sánh được thực hiện dựa trên hai tiêu chí chính:

(1) chất lượng nghiệm (mức độ lan truyền ảnh hưởng đạt được) và (2) thời gian thực thi.

Mô tả ngắn gọn các thuật toán so sánh như sau.

- OPIMC [112]: OPIMC là một trong những TTXX hiệu quả nhất cho bài toán IM, với

mục tiêu tìm tập hạt giống S có |S| ≤ k sao cho giá trị lan truyền ảnh hưởng I(S) là

lớn nhất. Tuy nhiên, do lời giải của bài toán IM có thể không là lời giải hợp lệ đối với

bài toán SMFC, LA điều chỉnh OPIM để áp dụng cho bài toán SMFC thông qua các

sửa đổi hợp lý như sau:

– Trước hết, sinh Nmax tập mẫu tương tự như trong [112].

– Với mỗi nhóm Ci, OPIMC được điều chỉnh để lần lượt lựa chọn người dùng có

tỷ lệ ảnh hưởng trên chi phí lớn nhất trong khi tập nghiệm S thoả mãn cả ràng

buộc chi phí theo nhóm và ràng buộc chi phí tổng.

Nhờ cơ chế này, mọi tập hạt giống được tạo ra đều là nghiệm hợp lệ của bài toán

SMFC, tức luôn bảo đảm tính công bằng theo ngân sách nhóm trong suốt quá trình

xây dựng lời giải.

- Max Degree: Đây là một phương pháp heuristic đơn giản nhưng được sử dụng rộng

rãi trong các bài toán lan truyền ảnh hưởng trên OSN [94, 1, 113]. Thuật toán thực

hiện việc sắp xếp các đỉnh theo thứ tự giảm dần của bậc, sau đó lần lượt lựa chọn và

thêm các đỉnh vào tập nghiệm, miễn là vẫn thỏa mãn các ràng buộc về chi phí tổng

cũng như chi phí trên từng nhóm.

Dữ liệu. Các thí nghiệm sử dụng các tập dữ liệu OSN công khai từ SNAP1 , được

liệt kê trong Bảng 4.2. Những bộ dữ liệu này đã được sử dụng phổ biến trong nhiều

nghiên cứu trước đây [114, 112, 113, 100].

Thiết lập tham số. Tất cả các thí nghiệm được tiến hành dưới mô hình IC, trong đó

xác suất lan truyền trên mỗi cạnh (u, v) được thiết lập là p(u, v) = 1/|Nin(v)|. Cách thiết

lập này kế thừa từ các nghiên cứu trước [1, 113, 100, 112]. Trong quá trình thực nghiệm,

ngân sách B được thay đổi trong tập 100, 150, 200, 250, 300, 350, 400 cho từng bộ dữ liệu.

Đồng thời, số nhóm được cố định ở mức K = 10 và tỷ lệ công bằng α = 0.1. Các tham

1https://snap.stanford.edu/data/
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Bảng 4.2: Các tập dữ liệu

Tập dữ liệu Số đỉnh Số cạnh Loại
Musae-Github 37.700 289.003 Vô hướng

Gemsec-Deezer 41.773 125.826 Vô hướng

Gemsec-Facebook 50.515 819.306 Vô hướng

Google Plus 211.200 1.506.896 Có hướng

số ϵ = 0.1 và δ = 0.1 cũng được lựa chọn theo các thiết lập phổ biến trong các công trình

trước [100, 112].

4.4.2. Kết quả thực nghiệm

(a) (b)

Hình 4.1: Giá trị hàm f (ảnh hưởng) của các thuật toán với trường hợp chi phí đồng nhất

trên dữ liệu (a) Facebook, (b) Google Plus.

a. Chất lượng lời giải Hình 4.1 và Hình 4.3 trình bày giá trị của hàm f (tương ứng

với mức độ lan truyền ảnh hưởng) thu được bởi các thuật toán trên các bộ dữ liệu khác

nhau.

Trong trường hợp chi phí đồng nhất, kết quả thể hiện trong Hình 4.1 cho thấy

thuật toán OPIMC đạt giá trị lan truyền ảnh hưởng nhỉnh hơn so với các phương pháp còn

lại trên bộ dữ liệu Facebook. Tuy nhiên, mức chênh lệch này không đáng kể, luôn dưới

5% so với thuật toán TGFastU, qua đó cho thấy hai phương pháp có chất lượng lời giải

tương đương trong bối cảnh này. Ngược lại, trên mạng Google Plus, thuật toán TGFastU

đạt giá trị lan truyền cao hơn khi ngân sách tăng, phản ánh khả năng lựa chọn tập hạt

giống hiệu quả của phương pháp đề xuất. Kết quả thực nghiệm cho thấy TGFastU đạt giá

trị mục tiêu rất gần với OPIMC trên cả hai bộ dữ liệu. Cụ thể, khoảng cách giữa hai thuật
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(a) (b)

Hình 4.2: Thời gian chạy của các thuật toán với trường hợp chi phí đồng nhất trên dữ

liệu (a) Facebook, (b) Google Plus.

toán chỉ dao động từ khoảng 1.3% đến 4.3%, và trong phần lớn các trường hợp thấp hơn

2%. Điều này cho thấy TGFastU duy trì chất lượng nghiệm gần tương đương OPIMC

trong khi vẫn thỏa mãn các ràng buộc công bằng của bài toán.

Trong trường hợp chi phí tổng quát, kết quả trong Hình 4.3 cho thấy thuật toán

TGFastU luôn đạt giá trị hàm mục tiêu cao nhất trên tất cả các bộ dữ liệu, bao gồm

Musae-Github, Gemsec-Deezer, Gemsec-Facebook và Google Plus. Cụ thể, khi ngân

sách tăng, giá trị hàm f thu được bởi TGFast tăng ổn định và vượt trội so với hai thuật

toán so sánh là OPIMC và MAX-DEGREE. Kết quả này phù hợp với các phân tích lý

thuyết đã trình bày trước đó, trong đó TGFast được thiết kế với các bảo đảm xấp xỉ cho

trường hợp chi phí tổng quát, trong khi các phương pháp còn lại không có các đảm bảo

tương ứng. Kết quả thực nghiệm cho thấy TGFast đạt giá trị mục tiêu vượt trội so với

OPIMC trên cả hai bộ dữ liệu. Cụ thể, TGFast cải thiện từ khoảng 6% đến 31% so với

OPIMC và duy trì ưu thế nhất quán trên mọi mức ngân sách. Điều này cho thấy việc khai

thác hiệu quả ngân sách toàn cục và ngân sách theo nhóm giúp TGFast đạt chất lượng

nghiệm tốt hơn đáng kể so với các phương pháp tối đa ảnh hưởng truyền thống.

Nhìn chung, các kết quả thực nghiệm cho thấy thuật toán đề xuất không chỉ duy trì

chất lượng lời giải cạnh tranh trong trường hợp chi phí đồng nhất mà còn thể hiện hiệu

năng vượt trội trong bối cảnh chi phí tổng quát

b. Thời gian
Hình 4.2 và Hình 4.4 trình bày thời gian thực thi của các thuật toán trên các bộ dữ

liệu khác nhau.

Trong trường hợp chi phí đồng nhất, kết quả ở Hình 4.2 cho thấy thời gian chạy
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(a) (b)

(c) (d)

Hình 4.3: Giá trị hàm f (ảnh hưởng) của các thuật toán với trường hợp chi phí tổng quát

trên các bộ dữ liệu: (a) Musae-Github, (b) Gemsec-Deezer, (c) Gemsec-Facebook và

(d) Google Plus.
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(a) (b)

(c) (d)

Hình 4.4: Thời gian chạy của các thuật toán với trường hợp chi phí tổng quát trên các bộ

dữ liệu: (a) Musae-Github, (b) Gemsec-Deezer, (c) Gemsec-Facebook và (d) Google

Plus.
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của OPIMC tăng nhanh theo ngân sách B và luôn cao hơn đáng kể so với các phương

pháp còn lại. Ngược lại, thuật toán đề xuất TGFastU duy trì thời gian thực thi thấp và

tăng gần tuyến tính theo B. So với MAX-DEGREE, TGFastU có chi phí tính toán nhỉnh

hơn nhưng vẫn thấp hơn rất nhiều so với OPIMC. Điều này cho thấy TGFastU đạt được

sự cân bằng hợp lý giữa chất lượng nghiệm và chi phí tính toán.

Kết quả thực nghiệm cho thấy TGFastU có thời gian thực thi thấp hơn đáng kể so

với OPIMC, với mức tăng tốc từ khoảng 2.5 lần đến hơn 10 lần trên các bộ dữ liệu khảo

sát. Sự khác biệt này trở nên rõ rệt hơn khi ngân sách tăng, cho thấy TGFastU có khả

năng mở rộng tốt hơn và phù hợp với các OSN quy mô lớn.

Trong trường hợp chi phí tổng quát, kết quả ở Hình 4.4 cho thấy thuật toán TGFast

có thời gian chạy ổn định và tương đối thấp trên tất cả các bộ dữ liệu. Cụ thể, trên các

bộ Musae-Github, Gemsec-Deezer và Gemsec-Facebook, thời gian thực thi của TGFast

gần như không thay đổi khi ngân sách tăng và luôn thấp hơn rõ rệt so với OPIMC. Trên

bộ Google Plus, sự khác biệt càng rõ khi OPIMC tăng rất nhanh theo B, trong khi TGFast

vẫn giữ mức chi phí tính toán thấp. Kết quả thực nghiệm cho thấy TGFast có thời gian

thực thi thấp hơn OPIMC trên tất cả các bộ dữ liệu, với mức tăng tốc dao động từ khoảng

1.2 lần đến 3 lần. Đặc biệt, trên các mạng có quy mô lớn hơn, TGFast thể hiện ưu thế rõ

rệt khi thời gian chạy chỉ bằng khoảng 33%–67% so với OPIMC.

Nhìn chung, các kết quả thực nghiệm cho thấy các thuật toán đề xuất không chỉ

đảm bảo chất lượng nghiệm tốt mà còn cải thiện đáng kể hiệu quả tính toán so với các

phương pháp so sánh, đặc biệt trên các bộ dữ liệu lớn và trong bối cảnh chi phí tổng

quát. Tổng hợp lại, các kết quả thực nghiệm cho thấy thuật toán đề xuất đạt được chất

lượng lời giải tốt nhất trong khi vẫn duy trì thời gian chạy cạnh tranh. Đặc biệt, lợi thế

của TGFast trở nên rõ rệt hơn khi kích thước tập dữ liệu tăng lên.

4.5. KẾT LUẬN CHƯƠNG

Trong chương này, luận án đã nghiên cứu bài toán Tối đa hàm submodular với ràng

buộc chi phí công bằng (SMFC), một mô hình tối ưu mới có ý nghĩa thực tiễn trong nhiều

ứng dụng như tối đa ảnh hưởng trong OSN, lựa chọn tập đại diện và phân bổ tài nguyên.

Khác với các mô hình tối đa hóa submodular truyền thống chỉ xét ràng buộc ngân sách

tổng, bài toán SMFC còn yêu cầu kiểm soát chi phí phân bổ trên từng nhóm phần tử, qua

đó phản ánh tốt hơn các yêu cầu công bằng trong các hệ thống thực tế.

Về mặt lý thuyết, luận án đã xây dựng mô hình tối ưu cho bài toán và đề xuất hai

TTXX tương ứng với hai thiết lập chi phí khác nhau. Trong trường hợp chi phí đồng
nhất, luận án phát triển thuật toán TGFastU dựa trên chiến lược tham lam theo ngưỡng,
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đạt tỷ lệ xấp xỉ 1/2− ϵ với độ phức tạp thời gian O
(︁
n
ϵ log

k
ϵ

)︁
. Đối với trường hợp chi phí

tổng quát, luận án đề xuất thuật toán TGFast, mở rộng ý tưởng tham lam theo ngưỡng

thông qua tiêu chí mật độ lợi ích trên chi phí, đồng thời chứng minh tỷ lệ xấp xỉ α
α+2 − ϵ

với độ phức tạp truy vấn O(nϵ log(n
α+2
α )). Các kết quả này cho thấy phương pháp tiếp cận

đề xuất không chỉ có các bảo đảm lý thuyết rõ ràng mà còn đạt hiệu quả tính toán tốt.

Về thực nghiệm, các thuật toán được đánh giá trên nhiều bộ dữ liệu OSN thực tế

dưới mô hình lan truyền ảnh hưởng. Kết quả cho thấy, trong trường hợp chi phí đồng

nhất, thuật toán TGFastU đạt chất lượng nghiệm cạnh tranh với phương pháp tiên tiến

OPIMC, thậm chí vượt trội trên một số bộ dữ liệu, đồng thời vẫn duy trì thời gian thực thi

thấp hơn đáng kể. Đối với chi phí tổng quát, thuật toán TGFast thể hiện ưu thế rõ rệt so

với các phương pháp so sánh cả về giá trị hàm mục tiêu lẫn hiệu quả tính toán, đặc biệt

trên các tập dữ liệu quy mô lớn. Những kết quả này phù hợp với các phân tích lý thuyết

đã được thiết lập trước đó.

Mặc dù đã đạt được các kết quả khả quan, bài toán SMFC vẫn còn nhiều hướng

nghiên cứu mở. Trong tương lai, có thể mở rộng các thuật toán đề xuất cho trường hợp

hàm submodular không đơn điệu, các mô hình dữ liệu luồng hoặc phân tán, cũng như

các ràng buộc công bằng phức tạp hơn. Bên cạnh đó, việc cải thiện tỷ lệ xấp xỉ và giảm

độ phức tạp tính toán cho các mạng quy mô rất lớn vẫn là những thách thức quan trọng

cả về mặt lý thuyết lẫn thực tiễn.
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

Luận án tập trung nghiên cứu lớp bài toán SO bao ba bài toán: (1) Phủ submodular

với chi phí tối thiểu (MCSC), (2) Phủ k-Submodular với chi phí tối thiểu (kSC) và (3) Tối

đa hóa hàm submodular dưới ràng buộc chi phí công bằng (SMFC). Đây là một lớp bài

toán có khả năng mô hình hóa linh hoạt nhiều ứng dụng thực tiễn, bao gồm tối đa hóa

ảnh hưởng trên mạng xã hội, lựa chọn đặc trưng, hệ thống khuyến nghị, phân bổ ngân

sách tiếp thị, cũng như các bài toán phân bổ tài nguyên dưới các ràng buộc công bằng.

Trong các ứng dụng như lan truyền thông tin trên mạng xã hội, tiếp thị và phân bổ tài

nguyên, tối ưu submodular với chi phí giúp lựa chọn phương án đạt hiệu quả cao trong

điều kiện nguồn lực hữu hạn. Chẳng hạn, đối với hoạt động truyền thông, MCSC mô hình

hóa yêu cầu đạt mức ảnh hưởng mong muốn với chi phí nhỏ nhất, còn kSC mở rộng yêu

cầu này sang việc phân bổ các hạt giống cho nhiều chủ đề. SMFC hướng đến tối đa hóa

hiệu quả truyền thông dưới các giới hạn chi phí, đồng thời bảo đảm công bằng trong

phân bổ ngân sách giữa các nhóm người dùng. Ba bài toán vì thế gắn với những yêu cầu

bổ sung cho nhau trong cùng một ứng dụng: tiết kiệm chi phí, phân bổ nguồn lực cho

nhiều thành phần và bảo đảm công bằng. Việc nghiên cứu các mô hình này không chỉ có

ý nghĩa về mặt lý thuyết mà còn đóng vai trò nền tảng trong thiết kế các hệ thống phân

tích dữ liệu hiện đại. Trong khuôn khổ luận án, các kết quả chính đạt được bao gồm:

1. Đối với bài toán MCSC: Luận án đề xuất một thuật toán song song hiệu quả

cho bài toán phủ submodular với chi phí tối thiểu. Thuật toán đạt tỷ lệ xấp xỉ tiệm cận

với các kết quả tốt nhất hiện nay, đồng thời cải thiện đáng kể độ phức tạp thích nghi và

khả năng song song hóa. Các phân tích lý thuyết chứng minh chất lượng nghiệm của

thuật toán, trong khi các thực nghiệm trên dữ liệu thực cho thấy ưu thế rõ rệt về thời

gian thực thi và khả năng mở rộng. Kết quả này góp phần thu hẹp khoảng cách giữa

các đảm bảo lý thuyết và yêu cầu triển khai trong thực tế.

2. Đối với bài toán kSC: Luận án mở rộng mô hình phủ submodular sang miền

k-submodular và đề xuất các thuật toán xấp xỉ tiêu chuẩn kép cho cả trường hợp chi

phí đồng nhất và chi phí tổng quát. Các thuật toán đạt được hệ số xấp xỉ tốt hơn các

kết quả trước đây, đồng thời giảm đáng kể độ phức tạp truy vấn hàm mục tiêu. Kết quả

thực nghiệm cho thấy các phương pháp đề xuất duy trì được chất lượng nghiệm cao

trong khi giảm đáng kể chi phí tính toán, qua đó nâng cao khả năng ứng dụng đối với

các bài toán dữ liệu lớn.

3. Đối với bài toán SMFC: Luận án nghiên cứu một mô hình tối ưu mới kết hợp
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giữa hiệu quả tối ưu và yêu cầu công bằng trong phân bổ chi phí. Hai thuật toán xấp

xỉ được đề xuất tương ứng với trường hợp chi phí đồng nhất và chi phí tổng quát, kèm

theo các bảo đảm lý thuyết về hệ số xấp xỉ. Các kết quả đạt được mở rộng phạm vi

nghiên cứu của tối ưu submodular sang các hệ thống có ràng buộc công bằng, góp

phần giải quyết các yêu cầu ngày càng quan trọng trong các ứng dụng dữ liệu và mạng

xã hội hiện đại.

Mặc dù đã đạt được các kết quả lý thuyết và thực nghiệm quan trọng, các nghiên cứu

trong luận án vẫn còn một số hạn chế nhất định. Các thuật toán được đề xuất chủ yếu

được nghiên cứu trong các mô hình tối ưu tĩnh và chưa xem xét đầy đủ các đặc trưng của

dữ liệu quy mô rất lớn hoặc dữ liệu thay đổi theo thời gian. Bên cạnh đó, các mô hình

được khảo sát mới tập trung vào một số dạng ràng buộc chi phí và công bằng cơ bản,

trong khi nhiều ứng dụng thực tế thường đòi hỏi các ràng buộc phức tạp hơn. Trong thời

gian tới, các kết quả của luận án có thể được mở rộng theo một số hướng nghiên cứu

chính sau.

Thứ nhất, phát triển các thuật toán tối ưu submodular và k-submodular trong các

mô hình xử lý dữ liệu quy mô lớn như mô hình luồng (streaming), song song và phân

tán. Đồng thời, nghiên cứu các kỹ thuật giảm số lần truy vấn hàm mục tiêu nhằm nâng

cao khả năng áp dụng đối với các tập dữ liệu có kích thước rất lớn.

Thứ hai, mở rộng các mô hình tối ưu hiện tại sang các dạng ràng buộc phức tạp

hơn, chẳng hạn như nhiều ràng buộc ngân sách đồng thời, các yêu cầu công bằng đa mức

hoặc các ràng buộc kết hợp phát sinh trong các bài toán thực tế.

Thứ ba, nghiên cứu các bài toán tối ưu trong môi trường động và bất định, nơi dữ

liệu, chi phí hoặc các tham số của hệ thống có thể thay đổi theo thời gian. Đây là hướng

nghiên cứu có tiềm năng ứng dụng cao trong các hệ thống mạng xã hội, hệ thống khuyến

nghị và các nền tảng dữ liệu hiện đại.
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